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�1. Ââåäåíèå

Ïóñòü Mn(F) � àëãåáðà ìàòðèö ïîðÿäêà n íàä ïîëåì F. Ìàêñè-
ìàëüíûå ïî âêëþ÷åíèþ êîììóòàòèâíûå íèëüïîòåíòíûå ïîäàëãåáðû
â Mn(C) äëÿ ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ íèëüïîòåíòíîñòè îïèñàíû â êëàñ-
ñè÷åñêîé ìîíîãðàôèè [3]. Â ðàáîòàõ [1, 2] èññëåäîâàëèñü ïîäàëãåáðû
èíäåêñà n− 1 ïðè ðàçëè÷íûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà îñíîâíîå ïîëå. Â ðàáî-
òå [5] äëÿ ïîäàëãåáð ýòîãî èíäåêñà èçó÷åíî ìíîæåñòâî I(S) íóëåâûõ
ïîçèöèé ïåðâîé íàääèàãîíàëè â ñòðîãî âåðõíåòðåóãîëüíîì ïðåäñòàâ-
ëåíèè àëãåáðû. Ïðè n > 5 è |I(S)| = 1 äîêàçàíî, ÷òî òàêàÿ ïîäàëãåáðà
ñîäåðæèò ýëåìåíò èíäåêñà íèëüïîòåíòíîñòè n− 1, áåç îãðàíè÷åíèé íà
õàðàêòåðèñòèêó è ìîùíîñòü ïîëÿ. Ýòî ïîçâîëèëî îïèñàòü ñîîòâåòñòâó-
þùèå ìàêñèìàëüíûå ïîäàëãåáðû ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæ¼ííîñòè.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ìàêñèìàëüíûì ïî âêëþ÷åíèþ êîì-
ìóòàòèâíûì íèëüïîòåíòíûì ïîäàëãåáðàì èíäåêñà n − 2 â Mn(F) íàä
ïðîèçâîëüíûì ïîëåì F. Íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë îíè êëàññèôè-
öèðîâàíû â [3, ãëàâà 3, �2, òåîðåìà 2]. Ïðè n > 6 èìååòñÿ 14 êëàññîâ
ñîïðÿæ¼ííîñòè, à ïðè n = 5 � 10 êëàññîâ. Çàäà÷å âû÷èñëåíèÿ äëèíû
ýòèõ ïîäàëãåáð ïîñâÿùåíà ðàáîòà [4].

Ðàáîòà îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â �2 ââîäÿòñÿ íåîáõîäè-
ìûå îáîçíà÷åíèÿ è ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïîäàëãåáð èíäåêñà n− 2 ìíîæå-
ñòâî I(S) íåïóñòî è ñîñòîèò ëèáî èç îäíîãî áëîêà ïîñëåäîâàòåëüíûõ
èíäåêñîâ äëèíû íå áîëåå 4, ëèáî èç äâóõ òàêèõ áëîêîâ äëèíû íå áîëåå 2
êàæäûé.

Îñíîâíàÿ ÷àñòü ðàáîòû (�3) ïîñâÿùåíà ñëó÷àþ I(S) = {i}. Â òåî-
ðåìå 1 äîêàçàíî, ÷òî ïðè n > 7 è 3 6 i 6 n − 3 òàêàÿ ìàêñèìàëüíàÿ
ïîäàëãåáðà S ñîäåðæèò ìàòðèöó A ñ æîðäàíîâûìè êëåòêàìè ïîðÿäêîâ

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àëãåáðà ñòðîãî âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö, êîììóòàòèâíàÿ
íèëüïîòåíòíàÿ ìàòðè÷íàÿ ïîäàëãåáðà, èíäåêñ íèëüïîòåíòíîñòè, ìàêñèìàëüíàÿ ïî-
äàëãåáðà, æîðäàíîâà ôîðìà.
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n− 2 è 2 è èìååò ðàçìåðíîñòü n− 1. Â æîðäàíîâîì áàçèñå ìàòðèöû A
ïîäàëãåáðà S îáëàäàåò áàçèñîì A,A2, . . . , An−3, Y, Z ñ òàáëèöåé óìíî-
æåíèÿ (32), çàâèñÿùåé îò òð¼õ ïàðàìåòðîâ α, κ, δ ∈ F. Îãðàíè÷åíèÿ íà
õàðàêòåðèñòèêó è ìîùíîñòü ïîëÿ íå òðåáóþòñÿ.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ íàïîìíèì, ÷òî ðàçìåðíîñòü ïðîèçâîëüíîé êîììóòà-
òèâíîé íèëüïîòåíòíîé ïîäàëãåáðû âMn(F) íå ïðåâîñõîäèò bn2/4c. Ýòà
îöåíêà âîñõîäèò ê òåîðåìå Øóðà [8], ðàñïðîñòðàí¼ííîé íà ïðîèçâîëü-
íîå ïîëå â [7] (ñì. òàêæå [6]).

Âûäåëåíèå îäíîòî÷å÷íîãî ñëó÷àÿ îáóñëîâëåíî ìåòîäîì äîêàçàòåëü-
ñòâà. Îäíîòî÷å÷íîñòü ìíîæåñòâà I(S) ïîçâîëÿåò ïðèâåñòè ïåðâóþ íàä-
äèàãîíàëü ìàòðèö èç S ê íîðìàëüíîìó âèäó, â êîòîðîì îíà ïîñòîÿííà
ïî îáå ñòîðîíû îò íóëåâîé ïîçèöèè (ëåììà 2). Ïîñëå ýòîãî â S óäà¼òñÿ
ïîñòðîèòü ìàòðèöó ðàíãà n− 2 ñ íåíóëåâîé (n− 3)-åé ñòåïåíüþ (ïðåä-
ëîæåíèå 2). Ïåðåõîä ê æîðäàíîâó áàçèñó òàêîé ìàòðèöû äà¼ò ÿâíóþ
òàáëèöó óìíîæåíèÿ. Ïðè |I(S)| > 2 ïåðâàÿ íàääèàãîíàëü ðàñïàäàåòñÿ
íà òðè èëè áîëåå íåíóëåâûõ ó÷àñòêà. Ôóíêöèîíàëû íà ýòèõ ó÷àñòêàõ,
âîîáùå ãîâîðÿ, íåçàâèñèìû, è îïèñàííûé ïðè¼ì íà íèõ íå ïåðåíîñèòñÿ.
Ïîýòîìó óêàçàííûå êîíôèãóðàöèè òðåáóþò èíîé òåõíèêè. Ïî òîé æå
ïðè÷èíå îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ òðåáóþò êðàåâûå çíà÷åíèÿ i = 2 è
i = n− 2. Çà ðàìêàìè íàñòîÿùåé ðàáîòû îñòàþòñÿ èçó÷åíèå àáñòðàêò-
íûõ àëãåáð ñ òàáëèöåé óìíîæåíèÿ (32) ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà è
âûòåêàþùåå îòñþäà îïèñàíèå ïîäàëãåáð S ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæ¼í-
íîñòè.

�2. Îáùèå ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà êîììóòàòèâíûõ

àëãåáð èíäåêñà n− 2

×åðåç Nn(F) îáîçíà÷èì ïîäàëãåáðó ñòðîãî âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàò-
ðèö âMn(F). Âñå ìàòðèöû èç Nn(F) íèëüïîòåíòíû, ïîýòîìó èñïîëüçó-
åòñÿ òàêæå òåðìèí ¾íèëüòðåóãîëüíûå ìàòðèöû¿. ×åðåç E îáîçíà÷èì
åäèíè÷íóþ ìàòðèöó ïîðÿäêà n, ÷åðåç Ek � åäèíè÷íóþ ìàòðèöó ïîðÿä-
êà k, ÷åðåç Ei,j � ìàòðè÷íóþ åäèíèöó ñ 1 íà ïîçèöèè (i, j), à ÷åðåç
〈S〉F � ëèíåéíóþ îáîëî÷êó ïîäìíîæåñòâà S ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà
íàä ïîëåì F.
Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü A � êîíå÷íîìåðíàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà
íàä ïîëåì F. Èíäåêñîì íèëüïîòåíòíîñòè àëãåáðû A íàçûâàåòñÿ íàè-
ìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, òàêîå ÷òî Ak = {0}. Åñëè òàêîå k ñó-
ùåñòâóåò, àëãåáðà íàçûâàåòñÿ íèëüïîòåíòíîé èíäåêñà k. Àíàëîãè÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ èíäåêñ íèëüïîòåíòíîñòè íèëüïîòåíòíîãî ýëåìåíòà.
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Äëÿ ïîäàëãåáð S1, S2 ⊆ Mn(F) çàïèñü S1 ∼ S2 îçíà÷àåò, ÷òî îíè
ñîïðÿæåíû â Mn(F), òî åñòü S2 = TS1T

−1 äëÿ íåêîòîðîé ìàòðèöû
T ∈ GLn(F). Çàïèñü A1 ' A2 îçíà÷àåò èçîìîðôèçì àëãåáð íàä F. Ïîä
ìàêñèìàëüíîñòüþ êîììóòàòèâíîé íèëüïîòåíòíîé ïîäàëãåáðû âñþäó
ïîíèìàåòñÿ ìàêñèìàëüíîñòü ïî âêëþ÷åíèþ ñðåäè âñåõ êîììóòàòèâíûõ
íèëüïîòåíòíûõ ïîäàëãåáð Mn(F).

Âñÿêàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ïîäàëãåáðà A ⊆ Mn(F) íàä ïðîèçâîëüíûì
ïîëåì ñîïðÿæåíèåì ïåðåâîäèòñÿ â ñòðîãî âåðõíåòðåóãîëüíóþ ïîäàë-
ãåáðó (ñì., íàïðèìåð, [3, ãëàâà 2, òåîðåìà 6]), ïðè÷¼ì ìàêñèìàëüíîñòü
è èíäåêñ íèëüïîòåíòíîñòè ïðè ýòîì ñîõðàíÿþòñÿ. Ïîýòîìó ïðè èçó-
÷åíèè êëàññîâ ñîïðÿæ¼ííîñòè äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü ïîäàëãåáðû
S ⊆ Nn(F), ÷òî è áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ äàëåå.

Îáîçíà÷åíèå 1. Äëÿ j ∈ {1, . . . , n− 1} ÷åðåç fj îáîçíà÷èì ëèíåéíûé
ôóíêöèîíàë íà Nn(F), ñîïîñòàâëÿþùèé ìàòðèöå å¼ ýëåìåíò íà j-îé
ïîçèöèè ïåðâîé íàääèàãîíàëè:

fj(X) = xj,j+1, X = (xp,q) ∈ Nn(F).

Äëÿ ïîäàëãåáðû S ⊆ Nn(F) îãðàíè÷åíèå fj íà S áóäåì îáîçíà÷àòü òîé
æå áóêâîé.

Îáîçíà÷åíèå 2. Äëÿ ïîäàëãåáðû S ⊆ Nn(F) îïðåäåëèì

I(S) = {j ∈ {1, . . . , n− 1} | ∀X ∈ S fj(X) = 0}.

Òàêèì îáðàçîì, I(S) ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç òåõ íîìåðîâ ïîçèöèé
ïåðâîé íàääèàãîíàëè, êîòîðûå ðàâíû íóëþ ó êàæäîãî ýëåìåíòà ïîäàë-
ãåáðû S. Åñëè j /∈ I(S), òî ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà ìàòðèöà X ∈ S
òàêàÿ, ÷òî xj,j+1 6= 0.

Çàìå÷àíèå. Ìíîæåñòâî I(S) îïðåäåëÿåòñÿ âûáðàííûì ñòðîãî âåðõ-
íåòðåóãîëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì è, â îáùåì ñëó÷àå, íå ÿâëÿåòñÿ èíâà-
ðèàíòîì êëàññà ñîïðÿæ¼ííîñòè â Mn(F).

Îïðåäåëåíèå 2. Áëîêîì ìíîæåñòâà I(S) áóäåì íàçûâàòü ìàêñè-
ìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ ïîäìíîæåñòâî âèäà

{i, i+ 1, . . . , i+ s− 1} ⊆ I(S).

Äëÿ äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ ïîêî-
îðäèíàòíóþ ôîðìóëó ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö, êîòîðàÿ èñïîëüçîâàëàñü
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â [1]. Äëÿ ëþáûõ X1, . . . , Xr ∈ Nn(F) è 1 6 p < q 6 n èìååì

(X1 · · ·Xr)p,q =
∑

p=m0<m1<···<mr=q

r∏
l=1

(Xl)ml−1,ml
. (1)

Ñëàãàåìûå ýòîé ñóììû îòâå÷àþò öåïî÷êàì

M = {m0 < m1 < · · · < mr} ⊆ {p, . . . , q},

ñîäåðæàùèì p è q, è ñóììà ïóñòà ïðè q− p < r. Ïðè r = n− 2 ôîðìó-
ëà (1) äëÿ ïîçèöèé (1, n−1), (2, n) è (1, n) ñîâïàäàåò ñ óòâåðæäåíèåì [1,
ïðåäëîæåíèÿ 3.3]. Åñëè s, s+1 ∈M äëÿ íåêîòîðîãî s ∈ I(S), òî ñëàãà-
åìîå, îòâå÷àþùåå öåïî÷êå M , ðàâíî íóëþ ïðè ëþáûõ X1, . . . , Xr ∈ S.

Äàëåå óñòàíîâèì âçàèìîñâÿçü ñòðóêòóðû ìíîæåñòâà I(S) è èíäåêñà
íèëüïîòåíòíîñòè àëãåáðû S.

Ëåììà 1. Ïóñòü S ⊆ Nn(F) � ïðîèçâîëüíàÿ ïîäàëãåáðà (íå îáÿçà-
òåëüíî êîììóòàòèâíàÿ èëè ìàêñèìàëüíàÿ).

(1) Åñëè I(S) ñîäåðæèò k ïîïàðíî íåñîñåäíèõ èíäåêñîâ, òî åñòü
èíäåêñîâ, íèêàêèå äâà èç êîòîðûõ íå îòëè÷àþòñÿ íà 1, òî
Sn−k = {0}.

(2) Åñëè Sr = {0}, òî êàæäûé îòðåçîê {p, p + 1, . . . , p + r − 1} ⊆
{1, . . . , n− 1} ïåðåñåêàåòñÿ ñ I(S).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü s1, . . . , sk ∈ I(S) ïîïàðíî íåñîñåäíèå è

X1, . . . , Xn−k ∈ S.

Ñëàãàåìîå â (1) äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ r = n − k ìàòðèö çàäà¼òñÿ öåïî÷-
êîéM èç n−k+1 ýëåìåíòà, ïîýòîìó å¼ äîïîëíåíèå â {1, . . . , n} ñîñòîèò
èç k− 1 ýëåìåíòà. Ïàðû {s1, s1+1}, . . . , {sk, sk+1} ïîïàðíî íå ïåðåñå-
êàþòñÿ, ïîýòîìó õîòÿ áû îäíà èç íèõ öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â M . Òîãäà
st è st+1 ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè ÷ëåíàìè öåïî÷êè, è ñëàãàåìîå ñîäåðæèò
íóëåâîé ìíîæèòåëü (Xl)st,st+1. Ñëåäîâàòåëüíî, X1 · · ·Xn−k = 0.

2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòðåçîê {p, . . . , p+r−1} íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ I(S).
Òîãäà äëÿ êàæäîãî j èç ýòîãî îòðåçêà íàéä¼òñÿ ìàòðèöà Aj ∈ S òàêàÿ,
÷òî fj(Aj) 6= 0. Íà ïîçèöèè (p, p + r) ïðîèçâåäåíèÿ ApAp+1 · · ·Ap+r−1
ôîðìóëà (1) ñîäåðæèò åäèíñòâåííîå ñëàãàåìîå, îòâå÷àþùåå öåïî÷êå
p < p+ 1 < · · · < p+ r, ïîýòîìó

(Ap · · ·Ap+r−1)p,p+r =
p+r−1∏
j=p

fj(Aj) 6= 0,
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÷òî ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó Sr = {0}. �

Èç ïåðâîãî ïóíêòà ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî èíäåêñ íèëüïîòåíòíîñòè
ïîäàëãåáðû S ⊆ Nn(F) íå ïðåâîñõîäèò n−k, ãäå k � íàèáîëüøåå ÷èñëî
ïîïàðíî íåñîñåäíèõ èíäåêñîâ â I(S). Ïðè k = 2 ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå
[5, ïðåäëîæåíèå 2] î ñòðóêòóðå I(S) äëÿ ïîäàëãåáð èíäåêñà n− 1.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

ϕ :Mn(F) −→Mn(F), ϕ(A) = JATJ, J =

n∑
r=1

Er,n+1−r.

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ (ñì. [5, ïðåäëîæåíèå 1]), ÷òî ϕ(AB) =
ϕ(B)ϕ(A), ϕ2 = id è ϕ(Nn(F)) = Nn(F). Îòîáðàæåíèå ϕ äåéñòâóåò êàê
îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî ïîáî÷íîé äèàãîíàëè: ϕ(X)p,q = xn+1−q,n+1−p,
ïîýòîìó fn−j(ϕ(X)) = fj(X) äëÿ X ∈ Nn(F), 1 6 j 6 n − 1. Ñëåäîâà-
òåëüíî,

I(ϕ(S)) = {n− j | j ∈ I(S)}. (2)

Åñëè ïîäàëãåáðà S êîììóòàòèâíà, òî îãðàíè÷åíèå ϕ íà S ÿâëÿåòñÿ èçî-
ìîðôèçìîì àëãåáð S ' ϕ(S), ïðè÷¼ì ϕ ñîõðàíÿåò ìàêñèìàëüíîñòü è
èíäåêñ íèëüïîòåíòíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, êîíôèãóðàöèè I(S), ñèììåò-
ðè÷íûå îòíîñèòåëüíî îòðàæåíèÿ j 7→ n− j, äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü
òîëüêî îäèí ðàç.
Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå äà¼ò ïåðâîå îãðàíè÷åíèå íà ñòðóêòóðó I(S)

äëÿ àëãåáð èíäåêñà íèëüïîòåíòíîñòè n− 2.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü S ⊆ Nn(F) � íèëüïîòåíòíàÿ ïîäàëãåáðà
èíäåêñà íèëüïîòåíòíîñòè n−2, n > 5. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ:

(1) ìíîæåñòâî I(S) ïåðåñåêàåòñÿ ñ êàæäûì èç äâóõ îòðåçêîâ
{1, . . . , n− 2} è {2, . . . , n− 1}, â ÷àñòíîñòè, I(S) 6= ∅;

(2) ìíîæåñòâî I(S) íå ñîäåðæèò òð¼õ ïîïàðíî íåñîñåäíèõ èí-
äåêñîâ;

(3) ìíîæåñòâî I(S) ñîñòîèò ëèáî èç îäíîãî áëîêà äëèíû íå áî-
ëåå 4, ëèáî èç äâóõ áëîêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò äëèíó
íå áîëåå 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Òàê êàê Sn−2 = {0}, óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç
âòîðîãî ïóíêòà ëåììû 1 ïðè r = n− 2.

2. Äîïóñòèì, ÷òî I(S) ñîäåðæèò òðè ïîïàðíî íåñîñåäíèõ èíäåêñà.
Òîãäà èç ïåðâîãî ïóíêòà ëåììû 1 ïðè k = 3 ïîëó÷àåì Sn−3 = {0}, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî èíäåêñ íèëüïîòåíòíîñòè S ðàâåí n− 2.
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3. Ïî äîêàçàííîìó, I(S) ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì ïîäìíîæåñòâîì ëèíåéíî
óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà {1, . . . , n−1}, íå ñîäåðæàùèì òð¼õ ïîïàðíî
íåñîñåäíèõ èíäåêñîâ. Îñòà¼òñÿ îïèñàòü òàêèå ïîäìíîæåñòâà. Ðàçîáü¼ì
I(S) íà áëîêè. Åñëè áëîê îäèí, òî åãî äëèíà íå ïðåâîñõîäèò 4, ïîñêîëü-
êó â áëîêå äëèíû íå ìåíåå 5 ñîäåðæàòñÿ òðè ïîïàðíî íåñîñåäíèõ èí-
äåêñà âèäà i, i+ 2, i+ 4. Åñëè áëîêîâ äâà, êàæäûé èç íèõ èìååò äëèíó
íå áîëåå 2. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè íàëè÷èè áëîêà äëèíû íå ìåíåå 3 äâà
åãî êðàéíèõ èíäåêñà âìåñòå ñ ëþáûì èíäåêñîì âòîðîãî áëîêà äàþò òðè
ïîïàðíî íåñîñåäíèõ èíäåêñà. Íàêîíåö, òð¼õ èëè áîëåå áëîêîâ áûòü íå
ìîæåò, ïîñêîëüêó âûáîð ïî îäíîìó èíäåêñó èç òð¼õ ðàçëè÷íûõ áëîêîâ
òàêæå äà¼ò òðè ïîïàðíî íåñîñåäíèõ èíäåêñà. �

Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷íîñòüþ äî îòðàæåíèÿ j 7→ n−j, êîòîðîå ðåàëè-
çóåòñÿ àíòèàâòîìîðôèçìîì ϕ â ñèëó (2), ìíîæåñòâî I(S) ñîñòîèò ëèáî
èç îäíîãî áëîêà äëèíû 1, 2, 3 èëè 4, ëèáî èç äâóõ áëîêîâ ñ äëèíàìè
(1, 1), (1, 2) èëè (2, 2). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàçîáðàíà ïåðâàÿ èç ýòèõ
êîíôèãóðàöèé, òî åñòü îäíîòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî I(S).

Äàëåå âñþäó áóäåì ðàññìàòðèâàòü S êàê ìàêñèìàëüíóþ êîììóòà-
òèâíóþ íèëüïîòåíòíóþ ïîäàëãåáðó èíäåêñà íèëüïîòåíòíîñòè n − 2,
ëåæàùóþ â Nn(F).

�3. Îäíîòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî I(S)

Â ýòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà I(S) = {i} äëÿ
íåêîòîðîãî i ∈ {1, . . . , n − 1}. Äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé ïîëîæèì
u = f1, v = fn−1, òî åñòü u(X) = x1,2, v(X) = xn−1,n äëÿ ìàòðèöû
X = (xr,s) ∈ S.

Ëåììà 2. Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå, n > 6, à S ⊆ Nn(F) � êîì-
ìóòàòèâíàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ïîäàëãåáðà èíäåêñà íèëüïîòåíòíîñòè
n−2 òàêàÿ, ÷òî I(S) = {i}. Òîãäà 2 6 i 6 n−2, à ôóíêöèîíàëû â êàæ-
äîì èç äâóõ ñåìåéñòâ f1, . . . , fi−1 è fi+1, . . . , fn−1 íåíóëåâûå è ïîïàðíî
ïðîïîðöèîíàëüíû. Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóþò äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà
D ∈ GLn(F) è ÷èñëî ρ ∈ F òàêèå, ÷òî äëÿ Gρ = E+ ρEi,i+1, T = GρD

è S̃ = TST−1 ïåðâàÿ íàääèàãîíàëü êàæäîé ìàòðèöû X̃ = (x̃r,s) ∈ S̃
ïîñòîÿííà ïî îáå ñòîðîíû îò íóëåâîé ïîçèöèè, òî åñòü

x̃j,j+1 = u(X̃), 1 6 j 6 i− 1,

x̃i,i+1 = 0,

x̃j,j+1 = v(X̃), i+ 1 6 j 6 n− 1,

(3)
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ïðè÷¼ì ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû u, v : S̃ → F íåíóëåâûå. Êðîìå òîãî,

x̃i−1,i+1 = x̃i,i+2 = 0, äëÿ âñåõ X̃ ∈ S̃. (4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïåðâîìó óòâåðæäåíèþ ïðåäëîæåíèÿ 1, ìíîæå-
ñòâî I(S) = {i} ïåðåñåêàåòñÿ ñ îòðåçêàìè {1, . . . , n−2} è {2, . . . , n−1}.
Ñëåäîâàòåëüíî, 2 6 i 6 n− 2.

Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà I(S), èìååì fi = 0, à fj 6= 0 ïðè j 6= i.
Èç ðàâåíñòâà (XY − Y X)j,j+2 = 0 ñëåäóåò, ÷òî

fj(X)fj+1(Y )− fj(Y )fj+1(X) = 0, X, Y ∈ S, 1 6 j 6 n− 2.

Ïîýòîìó ôóíêöèîíàëû f1, . . . , fi−1 ïîïàðíî ïðîïîðöèîíàëüíû, è òî æå
âåðíî äëÿ fi+1, . . . , fn−1. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò ÷èñëà λj ∈ F∗,
1 6 j 6 i − 1, è µj ∈ F∗, i + 1 6 j 6 n − 1, òàêèå ÷òî fj = λju ïðè
1 6 j 6 i− 1 è fj = µjv ïðè i+ 1 6 j 6 n− 1, ïðè÷¼ì λ1 = µn−1 = 1.

Ïîëîæèì D = diag(d1, . . . , dn), ãäå d1 = 1, dj+1 = djλj ïðè 1 6
j 6 i − 1, è, íåçàâèñèìî îò ýòèõ ðàâåíñòâ, di+1 = 1, dj+1 = djµj ïðè
i+1 6 j 6 n− 1. ßñíî, ÷òî âñå dj íåíóëåâûå. Òàê êàê (DXD−1)j,j+1 =

djd
−1
j+1xj,j+1, ýëåìåíò ìàòðèöû DXD−1 íà ïîçèöèè (j, j + 1) ðàâåí

λ−1j fj(X) = u(X) ïðè j 6 i − 1 è µ−1j fj(X) = v(X) ïðè j > i + 1.

Ïîýòîìó äëÿ S1 = DSD−1 ïåðâàÿ íàääèàãîíàëü èìååò âèä (3). Äàëåå
çàìåíèì S íà S1 è ñîõðàíèì ïðåæíèå îáîçíà÷åíèÿ S, u, v.

Ïîëîæèì g1(X) = xi−1,i+1, g2(X) = xi,i+2. Ïóñòü X1, . . . , Xn−2∈S.
Òàê êàê Sn−2 = {0}, òî (X1 · · ·Xn−2)1,n = 0. Â ôîðìóëå (1) äëÿ ýòîãî
ýëåìåíòà (ñì. òàêæå [1, ïðåäëîæåíèå 3.3]) êàæäîå ñëàãàåìîå îòâå÷àåò
ïðîïóñêó ðîâíî îäíîãî ïðîìåæóòî÷íîãî èíäåêñà, è íåíóëåâîé âêëàä
ìîãóò äàòü òîëüêî äâà ñëàãàåìûõ. Ïðè ïðîïóñêå ëþáîãî èíäåêñà, îò-
ëè÷íîãî îò i è i+1, ñëàãàåìîå ñîäåðæèò ìíîæèòåëü èç ïîçèöèè (i, i+1).
Îäíî èç îñòàâøèõñÿ ñëàãàåìûõ ñîîòâåòñòâóåò ïðîïóñêó èíäåêñà i, à
âòîðîå � ïðîïóñêó èíäåêñà i+ 1. Ïîýòîìó

0 =

(
i−2∏
k=1

u(Xk)

)
g1(Xi−1)

(
n−2∏
k=i

v(Xk)

)

+

(
i−1∏
k=1

u(Xk)

)
g2(Xi)

(
n−2∏
k=i+1

v(Xk)

)
,

(5)

ãäå ïóñòîå ïðîèçâåäåíèå ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì 1.
Âûáåðåì U0, V0 ∈ S òàê, ÷òî u(U0) 6= 0, v(V0) 6= 0, è ïîëîæèì

X1 = · · · = Xi−2 = U0, Xi−1 = X, Xi = Y , Xi+1 = · · · = Xn−2 = V0, ãäå
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X,Y ∈ S ïðîèçâîëüíû (ïðè ïóñòîì äèàïàçîíå ñîîòâåòñòâóþùèå ðà-
âåíñòâà îòñóòñòâóþò). Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íåíóëåâûõ ìíîæèòåëåé â (5)
ïîëó÷àåì

g1(X)v(Y ) + u(X)g2(Y ) = 0, X, Y ∈ S. (6)

Âûáðàâ Y0 ∈ S ñ v(Y0) 6= 0, èç (6) ïîëó÷àåì g1 = ρu äëÿ íåêîòîðîãî
ρ ∈ F. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýòîãî ðàâåíñòâà â (6) è âûáîðà X0 ∈ S ñ
u(X0) 6= 0 èìååì g2 = −ρv.

Ïîëîæèì Gρ = E + ρEi,i+1. Òîãäà G
−1
ρ = E − ρEi,i+1. Äëÿ X̃ =

GρXG
−1
ρ ïåðâàÿ íàääèàãîíàëü ñîâïàäàåò ñ ïåðâîé íàääèàãîíàëüþ X,

à x̃i−1,i+1 = xi−1,i+1 − ρxi−1,i = 0 è x̃i,i+2 = xi,i+2 + ρxi+1,i+2 = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäàëãåáðà S̃ = GρSG
−1
ρ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (4)

è ñîõðàíÿåò íîðìèðîâêó ïåðâîé íàääèàãîíàëè (3). Ñ ó÷¼òîì ïåðâîãî

äèàãîíàëüíîãî ñîïðÿæåíèÿ èñõîäíàÿ ïîäàëãåáðà ïåðåâîäèòñÿ â S̃ ìàò-
ðèöåé T = GρD. �

Â äàëüíåéøåì, ïðèìåíÿÿ ñîïðÿæåíèå, ÿâíî ïîñòðîåííîå â ëåììå 2,
áóäåì ñîõðàíÿòü îáîçíà÷åíèå S äëÿ ïîëó÷åííîé ïîäàëãåáðû è ñ÷èòàòü,
÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3) è (4).

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü S ⊆ Nn(F) � êîììóòàòèâíàÿ íèëüïîòåíò-
íàÿ ïîäàëãåáðà èíäåêñà íèëüïîòåíòíîñòè n − 2 ñ I(S) = {i}. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî S èìååò çàâèñèìûé òèï, åñëè ôóíêöèîíàëû fi−1 è fi+1

ëèíåéíî çàâèñèìû íà S, è íåçàâèñèìûé òèï â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïî ëåììå 2, ôóíêöèîíàë fi−1 ïðîïîðöèîíàëåí u = f1, à fi+1 ïðîïîð-
öèîíàëåí v = fn−1. Ïîýòîìó S èìååò çàâèñèìûé òèï òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ôóíêöèîíàëû u è v ëèíåéíî çàâèñèìû. Ñîïðÿæåíèå èç
ëåììû 2 óìíîæàåò ôóíêöèîíàëû ïåðâîé íàääèàãîíàëè íà íåíóëåâûå
ñêàëÿðû è ïîòîìó íå ìåíÿåò òèï. Èç ðàâåíñòâà fn−j(ϕ(X)) = fj(X)
ñëåäóåò, ÷òî ϕ(S) èìååò òîò æå òèï, ÷òî è S. Ïðè ýòîì ôóíêöèîíàëû
u è v ìåíÿþòñÿ ðîëÿìè.

3.1. Îáùèé âíóòðåííèé ñëó÷àé ïðè n > 7. Íèæå áóäåì ïðåäïî-
ëàãàòü, ÷òî n > 7. Ïî ëåììå 2, èìååì 2 6 i 6 n−2. Äàëåå îãðàíè÷èìñÿ
ñëó÷àåì 3 6 i 6 n− 3, òàê ÷òî ïî îáå ñòîðîíû îò íóëåâîé ïîçèöèè ðàñ-
ïîëîæåíû íå ìåíåå äâóõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ïåðâîé íàääèàãîíàëè.
Êðàåâûå çíà÷åíèÿ i = 2 è i = n−2 òðåáóþò îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ è
â íàñòîÿùåé ðàáîòå íå çàòðàãèâàþòñÿ. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ïóíê-
òà ñîñòîèò â òîì, ÷òî S ñîäåðæèò ìàòðèöó, æîðäàíîâà ôîðìà êîòîðîé
ñîñòîèò èç äâóõ êëåòîê ïîðÿäêîâ n − 2 è 2 (ñëåäñòâèå 1). Äëÿ X ∈ S
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ââåä¼ì ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû, çàäàþùèå ýëåìåíòû òðåòüåé íàääèà-
ãîíàëè âáëèçè íóëåâîé ïîçèöèè:

χ1(X) = xi−2,i+1, χ2(X) = xi−1,i+2, χ3(X) = xi,i+3. (7)

Ëåììà 3. Ïðè 3 6 i 6 n− 3 èìååì

Sn−3 = 〈E1,n〉F. (8)

Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáûõ X,Y ∈ S âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

u(X)χ2(Y ) + χ1(X)v(Y )− u(Y )χ2(X)− χ1(Y )v(X) = 0, (9)

u(X)χ3(Y ) + χ2(X)v(Y )− u(Y )χ3(X)− χ2(Y )v(X) = 0. (10)

Åñëè X1, . . . , Xn−3 ∈ S, òî

(X1 · · ·Xn−3)1,n =

(
i−3∏
k=1

u(Xk)

)
χ1(Xi−2)

(
n−3∏
k=i−1

v(Xk)

)

+

(
i−2∏
k=1

u(Xk)

)
χ2(Xi−1)

(
n−3∏
k=i

v(Xk)

)

+

(
i−1∏
k=1

u(Xk)

)
χ3(Xi)

(
n−3∏
k=i+1

v(Xk)

)
,

(11)

ãäå ïóñòîå ïðîèçâåäåíèå ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîèçâåäåíèå n−3 ñòðîãî âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàò-
ðèö ìîæåò èìåòü íåíóëåâûå ýëåìåíòû òîëüêî íà ïîçèöèÿõ (p, q) ñ
q − p > n − 3, ò.å. íà ïîçèöèÿõ (1, n − 2), (2, n − 1), (3, n), (1, n − 1),
(2, n), (1, n). Ïî ôîðìóëå (1), íà ïåðâûõ òð¼õ ïîçèöèÿõ åäèíñòâåííîå
ñëàãàåìîå ñîäåðæèò ìíîæèòåëü èç ïîçèöèè (i, i + 1) è ïîòîìó ðàâíî
íóëþ.

Äëÿ ïîçèöèé (1, n − 1) è (2, n) â êàæäîì ñëàãàåìîì ïðîïóñêàåòñÿ
ðîâíî îäèí ïðîìåæóòî÷íûé èíäåêñ. Åñëè ïðîïóùåí èíäåêñ, îòëè÷íûé
îò i è i + 1, îñòà¼òñÿ ìíîæèòåëü èç ïîçèöèè (i, i + 1). Ïðè ïðîïóñêå i
âîçíèêàåò ìíîæèòåëü èç ïîçèöèè (i − 1, i + 1), à ïðè ïðîïóñêå i + 1
� ìíîæèòåëü èç ïîçèöèè (i, i + 2). Âñå òðè âîçìîæíîñòè äàþò íóëü
â ñèëó (3) è (4). Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ïåðå÷èñëåííûå ïîçèöèè, êðîìå
(1, n), íóëåâûå. Òàê êàê S èìååò èíäåêñ íèëüïîòåíòíîñòè n − 2, òî
Sn−3 6= {0}, è ïîëó÷àåì (8).
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Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîçèöèþ (1, n). Â êàæäîì ñëàãàåìîì ïðîïóñêà-
þòñÿ ðîâíî äâà ïðîìåæóòî÷íûõ èíäåêñà. Ïî òåì æå ïðè÷èíàì íåíóëå-
âîé âêëàä âîçìîæåí òîëüêî ïðè ïðîïóñêàõ {i−1, i}, {i, i+1}, {i+1, i+2}.
Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ñîîòâåòñòâåííî âîçíèêàþò ôóíêöèîíàëû χ1, χ2, χ3

èç (7). Ýòî è äà¼ò ôîðìóëó (11).
Íàêîíåö, èç ðàâåíñòâà (XY −Y X)i−2,i+2 = 0 ñ ó÷¼òîì (4) ïîëó÷àåì

ðàâåíñòâî (9), à èç ðàâåíñòâà (XY − Y X)i−1,i+3 = 0 ñëåäóåò (10). �

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü n > 7 è 3 6 i 6 n − 3. Òîãäà ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

(1) Åñëè S èìååò íåçàâèñèìûé òèï, òî íåîáõîäèìî i = 3 èëè
i = n − 3. Ïðè 4 6 i 6 n − 4 íåçàâèñèìûé òèï íåâîçìîæåí.
Ïðè ýòîì ñóùåñòâóþò êîýôôèöèåíòû λ, µ, ν, η ∈ F òàêèå,
÷òî

χ1 = −µu+ νv, χ2 = λu+ µv, χ3 = ηu− λv. (12)

Ïðè i = 3 èìååì η = 0, ν 6= 0, à ïðè i = n − 3 èìååì ν = 0,
η 6= 0 è, ñîîòâåòñòâåííî,

(X1 · · ·Xn−3)1,n=ν

n−3∏
k=1

v(Xk) èëè (X1 · · ·Xn−3)1,n=η

n−3∏
k=1

u(Xk). (13)

(2) Åñëè S èìååò çàâèñèìûé òèï, òî ïîñëå ñîïðÿæåíèÿ äèàãî-
íàëüíîé ìàòðèöåé

Dγ = diag
(
1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
i+1

, γ, γ2, . . . , γn−i−1
)
, (14)

ãäå v = γu, ìîæíî ñ÷èòàòü ÷òî u = v = t äëÿ íåêîòîðîãî
íåíóëåâîãî ôóíêöèîíàëà t : S → F. Òîãäà ñóùåñòâóþò êîýô-
ôèöèåíòû λ, µ,κ ∈ F òàêèå, ÷òî

χ1 = (κ − λ)t, χ2 = κt, χ3 = (κ + µ)t, (15)

è äëÿ θ = 3κ + µ− λ èìååì θ 6= 0 è

(X1 · · ·Xn−3)1,n = θ

n−3∏
k=1

t(Xk). (16)

(3) Â S ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàòðèöà A, ÷òî

An−3 6= 0, rankA = n− 2. (17)
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü S èìååò íåçàâèñèìûé òèï, òî åñòü ôóíê-
öèîíàëû u, v ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Åñëè Z ∈ keru ∩ ker v, òî èç (9)
ñëåäóåò χ1(Z) = χ2(Z) = 0, à çàòåì èç (10) ïîëó÷àåì χ3(Z) = 0. Ñëå-
äîâàòåëüíî, χ1, χ2, χ3 ∈ 〈u, v〉F. Ïóñòü χ2 = λu + µv. Ïîäñòàíîâêà â
ðàâåíñòâà (9)�(10) äà¼ò ðàâåíñòâà (12) äëÿ íåêîòîðûõ ν, η ∈ F. Ïîñëå
ïîäñòàíîâêè (12) â (11) ñëàãàåìûå ñ êîýôôèöèåíòàìè λ è µ ñîêðàùà-
þòñÿ, è îñòà¼òñÿ

(X1 · · ·Xn−3)1,n = ν

(
i−3∏
k=1

u(Xk)

)(
n−3∏
k=i−2

v(Xk)

)

+ η

(
i∏

k=1

u(Xk)

)(
n−3∏
k=i+1

v(Xk)

)
.

(18)

Âûáåðåì U0, V0 ∈ S òàê, ÷òî u(U0) = 1, v(U0) = 0, u(V0) = 0,
v(V0) = 1. Åñëè i > 3, ïîäñòàâèì â (18) i− 3 ýêçåìïëÿðà U0 íà ïåðâûå
ìåñòà è îñòàëüíûå àðãóìåíòû âîçüì¼ì ðàâíûìè V0. Ïîëó÷àåì çíà÷å-
íèå ν. Ïîñëå ïåðåñòàíîâêè îäíîãî èç U0 ñ îäíèì èç V0 îáà ñëàãàåìûõ
ñòàíîâÿòñÿ íóëåâûìè. Òàê êàê ïðîèçâåäåíèå â êîììóòàòèâíîé àëãåáðå
ñèììåòðè÷íî ïî àðãóìåíòàì, èìååì ν = 0 ïðè i > 3.

Àíàëîãè÷íî, ïîäñòàâëÿÿ ñíà÷àëà i ýêçåìïëÿðîâ U0 íà ïåðâûå ìåñòà
è ïîëàãàÿ îñòàëüíûå àðãóìåíòû ðàâíûìè V0, à çàòåì ïåðåñòàâëÿÿ îäèí
ýêçåìïëÿð U0 ñ îäíèì ýêçåìïëÿðîì V0, ïîëó÷àåì η = 0 ïðè i < n− 3.

Äîïóñòèì, ÷òî 4 6 i 6 n−4. Òîãäà ν = η = 0, è èç (18) è (8) ñëåäóåò
ðàâåíñòâî Sn−3 = {0}, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó i = 3 èëè i = n − 3.
Ïðè i = 3 èìååì η = 0, ïîñêîëüêó 3 < n − 3, è òàê êàê Sn−3 6= {0},
òî ν 6= 0, îòêóäà ïîëó÷àåòñÿ ïåðâàÿ ôîðìóëà â (13). Ñëó÷àé i = n− 3
àíàëîãè÷åí è äà¼ò âòîðóþ ôîðìóëó.

2. Ïóñòü òåïåðü S èìååò çàâèñèìûé òèï, òî åñòü ôóíêöèîíàëû u, v
ëèíåéíî çàâèñèìû. Òàê êàê îáà ôóíêöèîíàëà íåíóëåâûå, òî v = γu
äëÿ íåêîòîðîãî γ ∈ F∗. Ñîïðÿæåíèå ìàòðèöåé Dγ èç (14) ñîõðàíÿåò
ðàâåíñòâà (4) è çàìåíÿåò ôóíêöèîíàëû ïåðâîé íàääèàãîíàëè íà îäèí
ôóíêöèîíàë t. Äàëåå ñîõðàíèì îáîçíà÷åíèå S è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
u = v = t. Èç (9) è (10) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò λ, µ ∈ F òàêèå,
÷òî χ2 − χ1 = λt, χ3 − χ2 = µt. Ïîäñòàíîâêà ðàâåíñòâ χ1 = χ2 − λt,
χ3 = χ2 + µt â (11) äà¼ò
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(X1 · · ·Xn−3)1,n=
∑

r∈{i−2,i−1,i}

χ2(Xr)
∏

16k6n−3
k 6=r

t(Xk)+(µ−λ)
n−3∏
k=1

t(Xk). (19)

Ïîêàæåì, ÷òî χ2 ∈ 〈t〉F. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâó-
þò Z,X0 ∈ S òàêèå, ÷òî t(Z) = 0, χ2(Z) 6= 0, t(X0) = 1. Ïîñêîëüêó
n − 3 > 4, ñóùåñòâóåò èíäåêñ j0 ∈ {1, . . . , n − 3} \ {i − 2, i − 1, i}. Ïîä-
ñòàâèâ â (19) ìàòðèöó Z íà îäíó èç ïîçèöèé i − 2, i − 1, i, à X0 � íà
âñå îñòàëüíûå ïîçèöèè, ïîëó÷àåì íåíóëåâîå çíà÷åíèå χ2(Z). Åñëè æå
ïîñòàâèòü òó æå Z íà ïîçèöèþ j0, à îñòàëüíûå àðãóìåíòû îñòàâèòü
ðàâíûìè X0, çíà÷åíèå ñòàíåò íóëåâûì. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ñèììåòðè÷-
íîñòè ïðîèçâåäåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, χ2 = κt äëÿ íåêîòîðîãî κ ∈ F, è
ìû ïîëó÷àåì (15). Òîãäà (19) ïðèíèìàåò âèä (16), ãäå θ = 3κ + µ− λ.
Èç Sn−3 6= {0} è (8) ñëåäóåò, ÷òî θ 6= 0.

3. Â ñëó÷àå çàâèñèìîãî òèïà âûáåðåì A ∈ S ñ t(A) 6= 0. Òîãäà èç (16)
ïîëó÷àåì An−3 6= 0. Â ñëó÷àå íåçàâèñèìîãî òèïà âûáåðåì A ∈ S òàê,
÷òîáû u(A) 6= 0, v(A) 6= 0. Òàêîé ýëåìåíò ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó âåê-
òîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ëþáûì ïîëåì íå ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì äâóõ
ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ keru è ker v. Ôîðìóëû (13) ñíîâà äàþò
An−3 6= 0.

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ, ïåðâàÿ íàääèàãîíàëü A èìååò íåíóëåâûå ýëåìåíòû
íà âñåõ ïîçèöèÿõ, êðîìå (i, i+1). Ïîäìàòðèöà, îáðàçîâàííàÿ ñòðîêàìè
{1, . . . , n − 1} \ {i} è ñòîëáöàìè {2, . . . , n} \ {i + 1}, ÿâëÿåòñÿ âåðõíå-
òðåóãîëüíîé è èìååò íåíóëåâóþ äèàãîíàëü. Ïîýòîìó rankA > n − 2.
Ïîñêîëüêó An−2 = 0, íèëüïîòåíòíàÿ ìàòðèöà A íå ìîæåò èìåòü ðàíã
n− 1. Ñëåäîâàòåëüíî, rankA = n− 2. �

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü n > 7 è 3 6 i 6 n − 3. Òîãäà â S ñóùåñòâóåò
ìàòðèöà A, æîðäàíîâà ôîðìà êîòîðîé ñîñòîèò èç äâóõ êëåòîê ðàç-

ìåðîâ n− 2 è 2. Â ÷àñòíîñòè, åñëè m = n− 2 è Jr =
∑r−1
j=1 Ej,j+1, òî

ñóùåñòâóåò ìàòðèöà TA ∈ GLn(F) òàêàÿ, ÷òî

TAAT
−1
A = Jm ⊕ J2. (20)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ìàòðèöû A èç ïðåäëîæåíèÿ 2 èìååì An−3 6= 0,
An−2 = 0 è rankA = n − 2. Æîðäàíîâà ôîðìà íèëüïîòåíòíîé ìàòðè-
öû ñóùåñòâóåò íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì, íàèáîëüøàÿ êëåòêà A èìååò
ïîðÿäîê n−2, à ÷èñëî êëåòîê ðàâíî dimF kerA = 2. Ìàòðèöó TA â (20)
âûáèðàåì êàê ìàòðèöó ïåðåõîäà ê æîðäàíîâó áàçèñó ìàòðèöû A. �
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3.2. Ïåðåõîä ê æîðäàíîâó áàçèñó ïðè n > 7. ×åðåç S0 ⊆ Nn(F)
îáîçíà÷èì èñõîäíîå ìàêñèìàëüíîå êîììóòàòèâíîå íèëüïîòåíòíîå
ïðåäñòàâëåíèå ñ I(S0) = {i}, ãäå 3 6 i 6 n − 3, óäîâëåòâîðÿþùåå
íîðìèðîâêå (3)�(4). Ïóñòü m = n− 2, à A0 ∈ S0 � ìàòðèöà, âûáðàííàÿ
â ïðåäëîæåíèè 2 è óäîâëåòâîðÿþùàÿ (17). Ïî ñëåäñòâèþ 1, âûáåðåì
TA ∈ GLn(F) è ïîëîæèì SA = TAS0T

−1
A , A = TAA0T

−1
A = P ⊕ Q, ãäå

P = Jm, Q = J2. Ïîäàëãåáðà SA îñòà¼òñÿ ìàêñèìàëüíîé êîììóòàòèâ-
íîé íèëüïîòåíòíîé ïîäàëãåáðîé òîãî æå èíäåêñà, íî óñëîâèÿ íà I(S0),
íîðìèðîâêà íàääèàãîíàëåé è ôóíêöèîíàëû u, v, χj îòíîñÿòñÿ òîëüêî
ê S0, à ââîäèìûå íèæå áëî÷íûå ôóíêöèîíàëû � ê SA. Äëÿ ïðÿìîóãîëü-

íûõ ìàòðèö ÷åðåç E
(r,s)
p,q áóäåì îáîçíà÷àòü r×s ìàòðèöó ñ åäèíñòâåííîé

åäèíèöåé íà ïîçèöèè (p, q). Ïîëîæèì

B0 = E
(m,2)
1,1 + E

(m,2)
2,2 , B1 = E

(m,2)
1,2 ,

C0 = E
(2,m)
1,m−1 + E

(2,m)
2,m , C1 = E

(2,m)
1,m .

(21)

Ââåä¼ì òàêæå ìàòðèöû ïîðÿäêà n, çàïèñàííûå â áëî÷íîì âèäå ñ äèà-
ãîíàëüíûìè áëîêàìè ðàçìåðîâ m è 2:

H =

(
P 0
0 0

)
, K =

(
0 0
0 Q

)
,

B̃s =

(
0 Bs
0 0

)
, C̃s =

(
0 0
Cs 0

)
, s ∈ {0, 1}.

(22)

Â ÷àñòíîñòè, A = H +K è Ar = Hr ïðè r > 2.

Ëåììà 4. Êàæäàÿ ìàòðèöà X ∈ SA åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå

X =

m−1∑
r=1

ar(X)Hr + d(X)K + b(X)B̃0 + b1(X)B̃1

+c(X)C̃0 + c1(X)C̃1,

(23)

ãäå a1, . . . , am−1, b, b1, c, c1, d : SA → F � íåêîòîðûå ëèíåéíûå ôóíê-
öèîíàëû. Åñëè p = a1 − d, òî êîììóòàòèâíîñòü SA ýêâèâàëåíòíà
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ñëåäóþùèì ðàâåíñòâàì äëÿ ëþáûõ X,Y ∈ SA:

p(X)b(Y )− p(Y )b(X) = 0, (24)

p(X)c(Y )− p(Y )c(X) = 0, (25)

b(X)c(Y )− b(Y )c(X) = 0, (26)

b(X)c1(Y ) + b1(X)c(Y )− b(Y )c1(X)− b1(Y )c(X) = 0. (27)

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäàÿ ìàòðèöà X ∈ SA êîììóòèðóåò ñ ìàòðèöåé
A = P ⊕ Q. Çàïèøåì X â áëî÷íîì âèäå ñ áëîêàìè Xp,q, ãäå ðàçìåðû
äèàãîíàëüíûõ áëîêîâ ðàâíû m è 2. Èç ðàâåíñòâà AX = XA ïîëó÷àåì
PX1,1 = X1,1P , PX1,2 = X1,2Q, QX2,1 = X2,1P , QX2,2 = X2,2Q. Ïî-

ýòîìó X1,1 = a0Em +
∑m−1
r=1 arP

r, X2,2 = d0E2 + dQ, à ïðîñòðàíñòâà
ðåøåíèé äâóõ óðàâíåíèé äëÿ âíåäèàãîíàëüíûõ áëîêîâ èìåþò ñîîòâåò-
ñòâåííî áàçèñû B0, B1 è C0, C1 èç (21), òî åñòü X1,2 = bB0 + b1B1,
X2,1 = cC0 + c1C1.

Ïóñòü e1, . . . , en � ñòàíäàðòíûé áàçèñ Fn. Ïîäïðîñòðàíñòâî kerA =
〈e1, em+1〉F èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíîX. Òàê êàê ïåðâûå ñòîëáöû ìàò-
ðèö C0, C1 è B1 íóëåâûå, à ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû B0 èìååò åäèí-
ñòâåííûé íåíóëåâîé ýëåìåíò â ïåðâîé ñòðîêå, ïîëó÷àåì Xe1 = a0e1,
Xem+1 = be1 + d0em+1. Ñëåäîâàòåëüíî, a0 è d0 ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííû-
ìè çíà÷åíèÿìè íèëüïîòåíòíîé ìàòðèöû X, îòêóäà a0 = d0 = 0. Ýòî
óñòàíàâëèâàåò ðàçëîæåíèå (23) è åãî åäèíñòâåííîñòü.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå óñëîâèå XY = Y X. Èç îïðåäåëåíèé íåïî-
ñðåäñòâåííî ñëåäóþò ðàâåíñòâà

PB0 = B0Q = B1, PB1 = B1Q = 0,

QC0 = C0P = C1, QC1 = C1P = 0,

B0C0 = Pm−2, B0C1 = B1C0 = Pm−1, B1C1 = 0,

CrBs = 0, r, s ∈ {0, 1}.

(28)

Âåðõíèé ïðàâûé áëîê êîììóòàòîðà XY −Y X ðàâåí íóëþ òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî (24). Íèæíèé ëåâûé áëîê äà¼ò (25). Êîýô-
ôèöèåíòû ïðè Pm−2 è Pm−1 â âåðõíåì ëåâîì áëîêå äàþò ñîîòâåòñòâåí-
íî (26) è (27). Íèæíèé ïðàâûé áëîê îáðàùàåòñÿ â íóëü àâòîìàòè÷åñêè
â ñèëó ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ â (28). �

Ðàçáåð¼ì òåïåðü äâà ñëó÷àÿ, âîçíèêàþùèõ èç óñëîâèé êîììóòàòèâ-
íîñòè (24)�(27).
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Ëåììà 5. Ïóñòü n > 7, 3 6 i 6 n − 3, à S0 ⊆ Nn(F) � ìàêñè-
ìàëüíàÿ êîììóòàòèâíàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ïîäàëãåáðà èíäåêñà n− 2 ñ
I(S0) = {i}, óäîâëåòâîðÿþùàÿ (3)�(4). Âûáåðåì ìàòðèöó A0 ∈ S0 ïî
ïðåäëîæåíèþ 2 è ïîëîæèì SA = TAS0T

−1
A , ãäå TAA0T

−1
A = Jm ⊕ J2,

m = n − 2. Òîãäà ôóíêöèîíàëû b, c : SA → F, îïðåäåë¼ííûå â (23), íå
îáðàùàþòñÿ îäíîâðåìåííî â íóëü íà âñåé ïîäàëãåáðå SA.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Èç (23) ñëåäóåò, ÷òî

SA ⊆ M0 = 〈H,H2, . . . ,Hm−1,K, B̃1, C̃1〉F. Ðàâåíñòâà (28) ïîêàçûâà-

þò, ÷òî ïîïàðíûå ïðîèçâåäåíèÿK, B̃1, C̃1 îáðàùàþòñÿ â íóëü,K, B̃1, C̃1

èìåþò íóëåâûå êâàäðàòû è àííóëèðóþò H ñ îáåèõ ñòîðîí. Ñëåäîâà-
òåëüíî,M0 � êîììóòàòèâíàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ïîäàëãåáðà Mn(F), è, ïî
ìàêñèìàëüíîñòè, SA =M0.

Âåðí¼ìñÿ ê èñõîäíîìó íèëüòðåóãîëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ è ïîëî-

æèì Ĥ = T−1A HTA, R̂ = T−1A 〈K, B̃1, C̃1〉FTA. Òîãäà ĤR̂ = R̂Ĥ = {0},
R̂2 = {0}, à äëÿ èñõîäíîé íèëüòðåóãîëüíîé ïîäàëãåáðû ïîëó÷àåì S0 =

〈Ĥ, Ĥ2, . . . , Ĥm−1〉F+R̂. Êðîìå òîãî, rank Ĥ = m−1 = n−3 è Ĥn−3 6= 0.
Ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå, èñïîëüçóÿ îïèñàíèå ïðîèçâåäåíèé äëèíû

n−3 èç ïðåäëîæåíèÿ 2. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ôóíêöèîíàëû u, v
ëèíåéíî çàâèñèìû. Êàê è â ïðåäëîæåíèè 2, îäíîâðåìåííî ñîïðÿãàÿ S0,

Ĥ è R̂ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé èç (14), ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî u = v = t.

Èç (8), (16) è Ĥn−3 6= 0 ñëåäóåò, ÷òî t(Ĥ) 6= 0. Ïîýòîìó íà ïåðâîé

íàääèàãîíàëè Ĥ âñå ïîçèöèè, êðîìå ïîçèöèè ñ èíäåêñîì i, ÿâëÿþòñÿ
íåíóëåâûìè. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîäìàòðèöà ïîðÿäêà n− 2 èìååò íåíó-

ëåâóþ äèàãîíàëü, òàê ÷òî rank Ĥ > n − 2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ

rank Ĥ = n− 3.
Ïóñòü òåïåðü u, v ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïî ïðåäëîæåíèþ 2, âîçìîæ-

íû òîëüêî ñëó÷àè i = 3 è i = n − 3. Ïóñòü ñïåðâà i = 3. Èç ïåðâîé

ôîðìóëû â (13) è Ĥn−3 6= 0 ïîëó÷àåì v(Ĥ) 6= 0. Åñëè òàêæå u(Ĥ) 6= 0,

òî íà ïåðâîé íàääèàãîíàëè ìàòðèöû Ĥ åñòü n−2 íåíóëåâûõ ýëåìåíòà,

è ðàññìîòðåííàÿ âûøå ïîäìàòðèöà äà¼ò rank Ĥ > n − 2. Ïîëó÷åííîå

ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî u(Ĥ) = 0. Ôóíêöèîíàë u îáðàùàåòñÿ

â íóëü íà âñåõ ñòåïåíÿõ Ĥ, Ĥ2, . . .. Ïðè ýòîì u íå ÿâëÿåòñÿ òîæäå-

ñòâåííî íóëåâûì íà S0, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ìàòðèöà Z ∈ R̂ òàêàÿ, ÷òî

u(Z) 6= 0. Íî R̂2 = {0}, òîãäà êàê èç íîðìèðîâêè ïåðâîé íàääèàãîíàëè
ïðè i = 3 èìååì (Z2)1,3 = z1,2z2,3 = u(Z)2 6= 0, ïðîòèâîðå÷èå. Ñëó÷àé
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i = n − 3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèììåòðè÷íî ñ çàìåíîé u íà v è ïîçèöèè
(1, 3) íà (n− 2, n). �

Ïðåäëîæåíèå 3. Â îáîçíà÷åíèÿõ è óñëîâèÿõ ëåììû 5 ïîëîæèì A =
TAA0T

−1
A = Jm⊕J2. Òîãäà ñóùåñòâóþò ìàòðèöû Y, Z ∈ SA è ýëåìåí-

òû α, κ, δ ∈ F òàêèå, ÷òî SA = 〈A,A2, . . . , Am−1, Y, Z〉F è
Z = AY , ïðè÷¼ì óêàçàííûå ìàòðèöû îáðàçóþò áàçèñ SA è èìåþò
ìåñòî ðàâåíñòâà

Am = 0, A2Y = 0, AZ = 0,

Y 2 = αAm−2 + κAm−1 + δZ,

Y Z = αAm−1, Z2 = 0.

(29)

Â ÷àñòíîñòè, dimF S0 = dimF SA = n− 1. Äëÿ èñõîäíîãî ïðåäñòàâëå-
íèÿ ìàòðèöû A0, A

2
0, . . . , A

m−1
0 , Y0, Z0, ãäå

Y0 = T−1A Y TA, Z0 = T−1A ZTA,

òàêæå îáðàçóþò áàçèñ S0 è óäîâëåòâîðÿþò òåì æå ñîîòíîøåíèÿì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 5, ôóíêöèîíàëû b è c íå îáðàùàþòñÿ
îäíîâðåìåííî â íóëü. Èç (24)�(26) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèîíàëû p, b, c
ïîïàðíî ïðîïîðöèîíàëüíû. Ïîýòîìó ñóùåñòâóþò íåíóëåâîé ëèíåéíûé
ôóíêöèîíàë ω : SA → F è ýëåìåíòû ρ, β, γ ∈ F, (β, γ) 6= (0, 0), òàêèå
÷òî p = ρω, b = βω, c = γω. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ðàâåíñòâà â (27), ïîëó÷àåì
ω(X)

(
βc1(Y )− γb1(Y )

)
= ω(Y )

(
βc1(X)− γb1(X)

)
, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

ñóùåñòâóåò σ ∈ F òàêîå, ÷òî βc1 − γb1 = σω.
Âûáåðåì Y ∈ SA òàê, ÷òî ω(Y ) = 1. Ïîêàæåì, ÷òî

SA = 〈A,A2, . . . , Am−1, Y, AY 〉F. (30)

Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî èç (23), (28) è ðàâåíñòâ A = H + K, Ar = Hr

ïðè r > 2 äëÿ ëþáîãî X ∈ SA ñëåäóåò ðàâåíñòâî

AX =

m−2∑
r=1

ar(X)Ar+1 + b(X)B̃1 + c(X)C̃1. (31)

Â ÷àñòíîñòè, AY =
∑m−2
r=1 ar(Y )Ar+1 + βB̃1 + γC̃1.

Ïóñòü W ∈ kerω. Òîãäà p(W ) = b(W ) = c(W ) = 0. Ïîñêîëüêó p =
a1 − d, òî èç (23) ïîëó÷àåì

W − d(W )A−
m−1∑
r=2

ar(W )Ar = b1(W )B̃1 + c1(W )C̃1.
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Èç ω(W ) = 0 èìååì βc1(W ) − γb1(W ) = 0. Òàê êàê (β, γ) 6= (0, 0),
ñóùåñòâóåò λ ∈ F òàêîå, ÷òî b1(W ) = λβ, c1(W ) = λγ. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ìàòðèöà W − λAY ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ñòåïåíåé A.
Òåì ñàìûì kerω ⊆ 〈A,A2, . . . , Am−1, AY 〉F, à ðàâåíñòâî (30) ñëåäóåò èç
ω(Y ) = 1.

Çàìåòèì, ÷òî ω(Ar) = 0 ïðè âñåõ r > 1. Äåéñòâèòåëüíî, b(Ar) =

c(Ar) = 0, à (β, γ) 6= (0, 0). Òåïåðü çàìåíèì Y íà Y −
∑m−3
r=1 ar(Y )Ar.

Ýòà çàìåíà âûïîëíÿåòñÿ âíóòðè SA, íå ìåíÿåò ðàâåíñòâà ω(Y ) = 1
è êîýôôèöèåíòîâ b(Y ) = β, c(Y ) = γ, à ïîñëå íå¼ ar(Y ) = 0 ïðè
r 6 m − 3. Ñîõðàíèì çà íîâûì ýëåìåíòîì îáîçíà÷åíèå Y è ïîëîæèì
Z = AY . Èç (31) ïîëó÷àåì

Z = am−2(Y )Am−1 + βB̃1 + γC̃1, A2Y = AZ = 0.

Ðàâåíñòâî (30) ïðèíèìàåò âèä SA = 〈A,A2, . . . , Am−1, Y, Z〉F. Ìàòðèöû
A,A2, . . . , Am−1 ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ïîñêîëüêó Am−1 6= 0, Am = 0.
Ýëåìåíò Y íå ïðèíàäëåæèò èõ ëèíåéíîé îáîëî÷êå, òàê êàê ω(Y ) = 1,
òîãäà êàê ω(Ar) = 0.

Äîïóñòèì, ÷òî Z ïðèíàäëåæèò ëèíåéíîé îáîëî÷êå m ìàòðèö A, A2,
. . ., Am−1, Y , è ïðèâåä¼ì ýòî óòâåðæäåíèå ê ïðîòèâîðå÷èþ. Êîýô-
ôèöèåíò ïðè Y â òàêîì ðàçëîæåíèè îáÿçàòåëüíî ðàâåí íóëþ. Äåé-

ñòâèòåëüíî, â ðàçëîæåíèè (23) ìàòðèöû Y êîýôôèöèåíòû ïðè B̃0, C̃0

ðàâíû β, γ è íå îáðàùàþòñÿ â íóëü îäíîâðåìåííî, òîãäà êàê ó Z è
ó ñòåïåíåé A ýòè êîýôôèöèåíòû íóëåâûå. Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà Z
âûðàæàåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñòåïåíåé ìàòðèöû A, ÷òî

íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó ó Z êîýôôèöèåíòû ïðè B̃1, C̃1 ðàâíû β, γ.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî óêàçàííûå ýëåìåíòû îáðà-
çóþò áàçèñ àëãåáðû SA.

Ïîñëå óêàçàííîé çàìåíû äèàãîíàëüíûé áëîê ïîðÿäêà m ìàòðèöû Y
èìååò âèä am−2(Y )Pm−2 + am−1(Y )Pm−1. Íåïîñðåäñòâåííîå óìíîæå-
íèå ñ èñïîëüçîâàíèåì (28) ïîêàçûâàåò, ÷òî

Y 2 = βγAm−2 + κAm−1 + d(Y )Z

äëÿ íåêîòîðîãî κ ∈ F. Ïîëîæèì α = βγ, δ = d(Y ). Òîãäà ïîëó÷àåì
âòîðîå ðàâåíñòâî â (29). Ïîñêîëüêó Z = AY è A2Y = 0, òî AZ = 0.
Êðîìå òîãî, èñïîëüçóÿ êîììóòàòèâíîñòü, ïîëó÷àåì, ÷òî Y Z = AY 2 =
αAm−1, à Z2 = A2Y 2 = 0. Âñå ðàâåíñòâà (29) äîêàçàíû. Íàêîíåö,
dimF SA = (m−1)+2 = m+1 = n−1. Óòâåðæäåíèå äëÿ S0 ïîëó÷àåòñÿ
îáðàòíûì ñîïðÿæåíèåì ìàòðèöåé T−1A . �
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�4. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Ñîáåð¼ì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû â îäíî óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå, n > 7, m = n − 2, à
S ⊆ Nn(F) � ìàêñèìàëüíàÿ êîììóòàòèâíàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ïîäàë-
ãåáðà èíäåêñà íèëüïîòåíòíîñòè n− 2 ñ I(S) = {i}, ãäå 3 6 i 6 n− 3.
Òîãäà dimF S = n− 1 è ñóùåñòâóþò ìàòðèöà T ∈ GLn(F), ìàòðèöû
A, Y, Z ∈ S′ = TST−1 è ýëåìåíòû α, κ, δ ∈ F òàêèå, ÷òî A = Jm⊕ J2,
ìàòðèöû A,A2, . . . , Am−1, Y, Z îáðàçóþò áàçèñ S′ è âûïîëíåíû ñîîò-
íîøåíèÿ

Am = 0, A2Y = 0, AZ = 0, Z = AY,

Y 2 = αAm−2 + κAm−1 + δZ, Y Z = αAm−1, Z2 = 0.
(32)

Â ÷àñòíîñòè, S èçîìîðôíà êîììóòàòèâíîé àëãåáðå ñ áàçèñîì x, x2,
. . ., xm−1, y, z, ãäå z = xy, è óìíîæåíèåì, çàäàâàåìûì ðàâåíñòâà-
ìè (32) ïðè çàìåíå A, Y, Z íà x, y, z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 2, ñóùåñòâóåò ìàòðèöà T1 ∈ GLn(F) òà-
êàÿ, ÷òî ïîäàëãåáðà T1ST

−1
1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (3) è (4), ïðè÷¼ì

I(T1ST
−1
1 ) = {i}. Ïî ïðåäëîæåíèþ 2 è ñëåäñòâèþ 1, â ýòîé ïîäàëãåá-

ðå åñòü ìàòðèöà A0, äëÿ êîòîðîé TAA0T
−1
A = Jm ⊕ J2 ïðè ïîäõîäÿ-

ùåé TA ∈ GLn(F). Ïîëîæèì T = TAT1 è A = TAA0T
−1
A . Ïî ïðåä-

ëîæåíèþ 3, ïîäàëãåáðà S′ = TST−1 èìååò ðàçìåðíîñòü n − 1 è áàçèñ
A,A2, . . . , Am−1, Y, Z ñ ñîîòíîøåíèÿìè (29), êîòîðûå âìåñòå ñ óñëîâèåì
Z = AY ñîâïàäàþò ñ (32).

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (32) ïîë-
íîñòüþ îïðåäåëÿþò óìíîæåíèå áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ, òàê êàê îñòàëü-
íûå ïðîèçâåäåíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ ïî àññîöèàòèâíîñòè è êîììóòàòèâíî-
ñòè. �

Ïàðàìåòðû α, κ, δ îïðåäåëÿþòñÿ ïîäàëãåáðîé S, âîîáùå ãîâîðÿ, íå-
îäíîçíà÷íî, è âîïðîñ îá èçîìîðôèçìå àëãåáð ñ òàáëèöåé óìíîæåíèÿ
(32) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ òðåáóåò îòäåëüíîãî ðàñ-
ñìîòðåíèÿ.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ
Î. Â. Ìàðêîâîé çà ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå è âñåñòîðîííþþ ïîä-
äåðæêó.
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�eld.

Maximal commutative nilpotent subalgebras of nilpotency index n−2
in the matrix algebra Mn(F) over an arbitrary �eld F are studied. It
is proved that the set I(S) of positions of the �rst superdiagonal that
vanish identically on a strictly upper triangular representation S of such a
subalgebra is nonempty and consists of one block of length at most 4
or of two blocks of length at most 2. In the case where I(S) = {i},
3 6 i 6 n − 3, with n > 7, it is proved that S contains an element
whose Jordan form consists of two blocks of orders n− 2 and 2. It follows
that S has dimension n− 1 and, in a Jordan basis of this element A, has
a basis A,A2, . . . , An−3, Y, Z, whose multiplication table is provided and
depends on three parameters from the �eld F.

Ïîñòóïèëî 23 îêòÿáðÿ 2026 ã.Ìîñêîâñêèé
ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà,
Ìîñêâà 119991, Ðîññèÿ

E-mail : shchastnyiva@my.msu.ru


