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�1. Ââåäåíèå è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Òåîðèÿ îòîáðàæåíèé, ñîõðàíÿþùèõ ðàçëè÷íûå ìíîæåñòâà, ñâîéñòâà
è èíâàðèàíòû ìàòðèö, èìååò äîëãóþ èñòîðèþ. Îíà âîñõîäèò ê ðàáî-
òå Ôðîáåíèóñà [7] 1897 ãîäà (ðóññêèé ïåðåâîä [2]), â êîòîðîé îïèñà-
íû áèåêòèâíûå ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ, ñîõðàíÿþùèå îïðåäåëèòåëü
êîìïëåêñíûõ ìàòðèö. Åùå îäèí êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò � òåîðåìà
Ìàðêóñà è Ìîéëñà [9, òåîðåìà 3]: ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ ïðîñòðàí-
ñòâàMn(C), ñîõðàíÿþùèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âñåõ ìàòðèö ñ ó÷åòîì
êðàòíîñòè, èìåþò âèä X 7→ PXP−1 èëè X 7→ PXTP−1, ãäå ìàòðè-
öà P íåâûðîæäåíà, à XT � òðàíñïîíèðîâàííàÿ ê X ìàòðèöà. Ñ òåõ
ïîð òåîðèÿ áûëà ñóùåñòâåííî ðàçâèòà, ñì., íàïðèìåð, îáçîðû [11, 8] è
öèòèðîâàííóþ òàì ëèòåðàòóðó. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ
ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ, ñîõðàíÿþùèå ìíîæåñòâà ìàòðèö ñ çàäàííûì
÷èñëîì ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ãîâîðÿ, ÷òî îòîáðàæåíèå T
ñîõðàíÿåò ìíîæåñòâî S, ìû èìååì â âèäó, ÷òî T (S) ⊆ S.

Âñþäó â òåêñòå K � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå, p = charK > 0
è n > 2. Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà ýòîãî ïîëÿ (ò.å. ìíîæåñòâî âñåõ
íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ K) îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç K∗. ×åðåç Mn(K) îáîçíà-
÷àåòñÿ ïðîñòðàíñòâî n × n ìàòðèö íàä K, ÷åðåç GLn(K) � ïîäìíî-
æåñòâî íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö, ÷åðåç E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, ÷åðåç
Eij � ìàòðè÷íûå åäèíèöû, à ÷åðåç sln(K) = {X ∈ Mn(K) : trX = 0} �
ïîäïðîñòðàíñòâî ìàòðèö ñî ñëåäîì 0. Äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåí-
òàìè d1, . . . , dn ∈ K íà äèàãîíàëè îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç diag(d1, . . . , dn).
Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû X ∈ Mn(K) ñ ó÷åòîì (àëãåáðàè÷å-
ñêîé) êðàòíîñòè îáîçíà÷àþòñÿ λ1, . . . , λn. Äëÿ k = 1, . . . , n ÷åðåç Ek

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñîõðàíåíèå ìíîæåñòâà ìàòðèö ïðè äåéñòâèè ëèíåéíîãî îòîá-
ðàæåíèÿ, ïðîñòîé ñïåêòð, êðàòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, äèñêðèìèíàíò õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà.

Èññëåäîâàíèå îñóùåñòâëåíî â ðàìêàõ Ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäî-
âàíèé ÍÈÓ ÂØÝ (HSE-BR-2025-84).
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îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî ìàòðèö èç Mn(K), èìåþùèõ ðîâíî k ðàçëè÷-
íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ìàòðèöû èç En íàçûâàþòñÿ ìàòðèöàìè ñ

ïðîñòûì ñïåêòðîì, à ìàòðèöû èç En−1 � ìàòðèöàìè, ó êîòîðûõ ñîâïà-
äàþò ðîâíî äâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ. Âñþäó â òåêñòå f ◦g îáîçíà÷àåò
êîìïîçèöèþ îòîáðàæåíèé: (f ◦ g)(x) = f(g(x)). ×åðåç Sn îáîçíà÷àåòñÿ
ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê ñòåïåíè n.

Ðàññìàòðèâàåìûå ìíîæåñòâà ìàòðèö óäîáíî îïèñûâàòü ñ ïîìîùüþ
ìíîãî÷ëåíîâ îò ýëåìåíòîâ ìàòðèöû. ×åðåç K[x1, . . . , xN ] îáîçíà÷àåòñÿ
êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò N ïåðåìåííûõ íàä K. Äëÿ èäåàëà

I /K[x1, . . ., xN ]

÷åðåç V (I) = {x ∈ KN : f(x) = 0 äëÿ âñåõ f ∈ I} îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæå-
ñòâî åãî íóëåé. Äëÿ ìíîãî÷ëåíà g ïîëîæèì

V (g) = V
(
(g)
)

= {x ∈ KN : g(x) = 0},

çäåñü (g) � ãëàâíûé èäåàë, ïîðîæäåííûé g. Ýëåìåíòû ìàòðèöû X ∈
Mn(K) îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç xij . Îòîæäåñòâëÿÿ Mn(K) ñ Kn2

, ìû ðàñ-
ñìàòðèâàåì ìíîãî÷ëåíû îò ýëåìåíòîâ ìàòðèöû êàê ìíîãî÷ëåíû îò
N = n2 ïåðåìåííûõ. Äëÿ òàêîãî ìíîãî÷ëåíà G èìååì V (G) = {X ∈
Mn(K) : G(X) = 0}. Ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöè-
åíòàìè îò λ1, . . . , λn âûðàæàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñ öåëûìè êîýôôèöèåí-
òàìè ÷åðåç êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà det(tE −
X) è ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò ýëåìåíòîâ ìàòðèöû X. Åñëè
èñõîäíûé ìíîãî÷ëåí îäíîðîäåí ñòåïåíè m, òî è ýòîò ìíîãî÷ëåí îò
ýëåìåíòîâ X îäíîðîäåí ñòåïåíè m. Â ÷àñòíîñòè, ìíîãî÷ëåíàìè îò ýëå-
ìåíòîâ X ÿâëÿþòñÿ äèñêðèìèíàíò D õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëå-
íà ìàòðèöû X è ìíîãî÷ëåí R:

D(X) =
∏
i<j

(λi − λj)2, R(X) =
∏
i<j

(λi + λj).

Ýòî îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíåé n(n−1) è n(n−1)
2 ñîîòâåòñòâåííî,

è En = {X ∈ Mn(K) : D(X) 6= 0}. Ïðè p = 2 èìååì λi − λj = λi + λj ,
ïîýòîìó D = R2 è V (R) = V (D). Èç îïðåäåëåíèÿ íàïðÿìóþ ñëåäóåò,
÷òî

D(X)=D(PXP−1)=D(XT )=D(X+µE), D(aX)=an(n−1)D(X). (1)
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Ñîïðÿæåíèå, òðàíñïîíèðîâàíèå, óìíîæåíèå íà íåíóëåâîé ñêàëÿð
è ïðèáàâëåíèå ñêàëÿðíîé ìàòðèöû íå ìåíÿþò ÷èñëà ðàçëè÷íûõ ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé. Êîìáèíèðóÿ ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðèõîäèì ê ñëå-
äóþùåìó êëàññó îòîáðàæåíèé.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Îòîáðàæåíèå T : Mn(K) → Mn(K) íàçûâàåòñÿ

ñòàíäàðòíûì, åñëè îíî èìååò îäèí èç âèäîâ

T (X) = aPXP−1 + L(X)E (äëÿ âñåõ X ∈Mn(K))

èëè

T (X) = aPXTP−1 + L(X)E (äëÿ âñåõ X ∈Mn(K)),

(2)

ãäå a ∈ K∗, P ∈ GLn(K), à L : Mn(K) → K � ïðîèçâîëüíûé ëèíåéíûé

ôóíêöèîíàë.

Íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñòàíäàðòíûõ îòîáðàæåíèé.
×àñòü èç íèõ ïî ñóùåñòâó ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ Óîòåðõàóñà î ðàäè-
êàëå ôóíêöèè [13, ïðåäëîæåíèÿ 5�7 è ï. 3.3] (ðàäèêàë äèñêðèìèíàíòà
âû÷èñëåí òàêæå â [14, � 9]). Îäíàêî îíè íóæíû íàì, â ÷àñòíîñòè, è â
ñëó÷àå (n, p) = (2, 2), ïîýòîìó äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ìû ïðèâîäèì
äîêàçàòåëüñòâî.

Ëåììà 1.2. Ïóñòü T � ñòàíäàðòíîå îòîáðàæåíèå âèäà (2).

(a) Åñëè λ1, . . . , λn � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû X ñ ó÷åòîì

êðàòíîñòè, òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû T (X) ñ ó÷åòîì
êðàòíîñòè ðàâíû aλ1 + L(X), . . . , aλn + L(X). Â ÷àñòíîñòè,

T (Ek) ⊆ Ek
ïðè âñåõ k = 1, . . . , n.

(b) T (E) = (a+L(E))E, è T áèåêòèâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

L(E) 6= −a, ò.å. T (E) 6= 0. Åñëè æå L(E) = −a, òî kerT = KE è

E /∈ ImT .
(c) Åñëè T áèåêòèâíî, òî T−1 òàêæå ñòàíäàðòíî è T (Ek) = Ek ïðè

âñåõ k. Åñëè T âûðîæäåíî, òî T (En) 6= En.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïåðâûé âèä � äëÿ âòîðîãî ðàññóæäå-
íèÿ àíàëîãè÷íû, ïîñêîëüêó ó ìàòðèöX èXT îäíè è òå æå ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ.

(a) Ìàòðèöà T (X) = P
(
aX + L(X)E

)
P−1 ïîäîáíà ìàòðèöå aX +

L(X)E, à det
(
tE − aX − L(X)E

)
=
∏n
i=1

(
t − aλi − L(X)

)
. Îòîáðà-

æåíèå λ 7→ aλ + L(X) ïîëÿ K áèåêòèâíî, ïîýòîìó ÷èñëî ðàçëè÷íûõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñîõðàíÿåòñÿ.
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(b) Ðàâåíñòâî T (E) = (a + L(E))E î÷åâèäíî. Åñëè T (X) = 0, òî
aPXP−1 = −L(X)E, îòêóäà X = µE äëÿ íåêîòîðîãî µ ∈ K è 0 =
T (X) = µ(a+L(E))E. Ïîýòîìó kerT = 0 ïðè L(E) 6= −a è kerT = KE
ïðè L(E) = −a. Ïóñòü L(E) = −a è T (Y ) = E äëÿ íåêîòîðîãî Y . Òîãäà
aPY P−1 = (1 − L(Y ))E, ò.å. Y = µE äëÿ íåêîòîðîãî µ ∈ K. Îòñþäà
E = T (Y ) = µT (E) = 0, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èåì.

(c) Ïóñòü T áèåêòèâíî, ò. å. a + L(E) 6= 0. Åñëè Y = T (X), òî
X = a−1P−1Y P − a−1L(X)E. Ïðèìåíÿÿ ê ýòîìó ðàâåíñòâó ôóíêöè-
îíàë L, íàõîäèì L(X) = L(P−1Y P )/(a + L(E)). Çíà÷èò, T−1(Y ) =
a−1P−1Y P +L′(Y )E, ãäå L′(Y ) = −L(P−1Y P )/

(
a(a+L(E))

)
, ò.å. T−1

ñòàíäàðòíî. Ïî ïóíêòó (a), T−1(Ek) ⊆ Ek, ò.å. Ek ⊆ T (Ek), è ïîòîìó
T (Ek) = Ek.

Ïóñòü T âûðîæäåíî. Òîãäà ImT 6= Mn(K), è íàéäåòñÿ íåíóëåâîé
ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë `(X), îáðàùàþùèéñÿ â íóëü íà ImT . Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî T (En) = En. Òîãäà ` îáðàùàåòñÿ â íóëü íà En. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, En = {X : D(X) 6= 0}, ò.å. D îáðàùàåòñÿ â íóëü âíå En. Çíà÷èò,
ïðîèçâåäåíèå `D, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò ýëåìåíòîâ ìàòðè-
öû, îáðàùàåòñÿ â íóëü âî âñåõ òî÷êàõ Mn(K). Ïîëå K áåñêîíå÷íî, à
íàä áåñêîíå÷íûì ïîëåì ìíîãî÷ëåí, îáðàùàþùèéñÿ â íóëü âî âñåõ òî÷-
êàõ, íóëåâîé. Ïîýòîìó `D = 0. Îäíàêî ` 6= 0 è D 6= 0 (íàïðèìåð, D íå
îáðàùàåòñÿ â íóëü íà äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè
äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè), à êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ íå èìååò äåëèòå-
ëåé íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, `D 6= 0, ïðîòèâîðå÷èå. Èòàê, T (En) 6= En. �

Ïðèâåäåì ïðèìåðû âûðîæäåííûõ ñòàíäàðòíûõ îòîáðàæåíèé.

Ïðèìåð 1.3. Îòîáðàæåíèÿ X 7→ X − x11E (íàä ïîëåì ëþáîé õàðàê-
òåðèñòèêè) è X 7→ X− trX

n E (ïðè p - n) ñòàíäàðòíû è âûðîæäåíû: äëÿ
íèõ L(E) = −a, è ïîòîìó kerT = KE ïî ëåììå 1.2(b). Îáà ñîõðàíÿþò
En, íî íåâåðíî, ÷òî T (En) = En (ëåììà 1.2(a),(c)).

Åñòåñòâåííî çàäàòü âîïðîñ, èñ÷åðïûâàþòñÿ ëè ñòàíäàðòíûìè îòîá-
ðàæåíèÿìè âñå ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ, ñîõðàíÿþùèå En. Äëÿ îáðàòè-
ìûõ îòîáðàæåíèé íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0 îòâåò èçâåñòåí è ïîëî-
æèòåëåí. Îí áûë ïîëó÷åí Ïëàòîíîâûì è Äæîêîâè÷åì ìåòîäàìè òåî-
ðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï.

Òåîðåìà 1.4 ([12]). Ïóñòü K � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå õàðàê-

òåðèñòèêè 0 è T : Mn(K)→Mn(K) � îáðàòèìîå ëèíåéíîå îòîáðàæå-

íèå, ïåðåâîäÿùåå ìíîæåñòâî En â ñåáÿ. Òîãäà T ñòàíäàðòíî.
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Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðåçóëüòàòà (ñíà÷àëà íàä C, çàòåì ïå-
ðåíîñîì íà ïîëÿ õàðàêòåðèñòèêè 0) äàëè Ãóòåðìàí, Ëè è Øåìðë [8,
ñëåäñòâèå 3.4(b)]. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî îáðàòèìîñòü îòîáðàæåíèÿ ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ â îáîèõ ðåçóëüòàòàõ.

Äëÿ íàñ áóäåò âàæíà áëèçêàÿ çàäà÷à � îïèñàíèå ëèíåéíûõ îòîá-
ðàæåíèé, ñîõðàíÿþùèõ äèñêðèìèíàíò, ò.å. óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
D(T (X)) = D(X) äëÿ âñåõ X ∈ Mn(K). Ïåðâûé ðåçóëüòàò çäåñü ïî-
ëó÷èë Ïèðñ [10]. Â îòëè÷èå îò îïðåäåëèòåëÿ, äèñêðèìèíàíò íå ìåíÿ-
åòñÿ ïðè ïðèáàâëåíèè ê ìàòðèöå ñêàëÿðíîé ìàòðèöû (ñì. (1)). Ïî-
ýòîìó, êàê îòìåòèë Ïèðñ, íàðÿäó ñ îòîáðàæåíèÿìè X 7→ PXP−1 è
X 7→ PXTP−1, äèñêðèìèíàíò òàêæå ñîõðàíÿþò è îòîáðàæåíèÿ âèäà
X 7→ X + L(X)E, ãäå L � ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë. Îñíîâíàÿ òåîðåìà
ðàáîòû [10] óòâåðæäàåò, ÷òî ïðè n > 6 íàä ïðîèçâîëüíûì áåñêîíå÷-
íûì ïîëåì âñÿêîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, ñîõðàíÿþùåå äèñêðèìèíàíò,
èìååò âèä (2) ñ an = 1. Ñëó÷àè n = 3, 4, 5 Ïèðñ îñòàâèë áåç äîêàçà-
òåëüñòâà [10, çàìå÷àíèå 2]. Â îáçîðå [11, ãë. 4] îí ïðèâåë ýòîò ðåçóëüòàò
äëÿ n > 5 (òåîðåìà 4.1.11) è âûñêàçàë ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ïðè n = 2
îí íåâåðåí.

Ðàáîòó Ïèðñà äåòàëüíî ïðîàíàëèçèðîâàë Þðêîâ [3]. Îí ïîêàçàë,
÷òî ôîðìóëèðîâêà îñíîâíîé òåîðåìû [10] íåòî÷íà: óñëîâèå an = 1 ñëå-
äóåò çàìåíèòü óñëîâèåì an(n−1) = 1. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè an(n−1) = 1
îòîáðàæåíèå X 7→ aX ñîõðàíÿåò äèñêðèìèíàíò â ñèëó (1), õîòÿ ðà-
âåíñòâî an = 1 ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ. Îí òàêæå óêàçàë íà ðÿä ìåñò
â äîêàçàòåëüñòâå Ïèðñà, òðåáóþùèõ óòî÷íåíèÿ èëè èñïðàâëåíèÿ [3,
ïðèëîæåíèå A]. Îïèñàíèå îòîáðàæåíèé, ñîõðàíÿþùèõ äèñêðèìèíàíò,
Þðêîâ ïîëó÷èë ïðè âñåõ n > 2 íàä áåñêîíå÷íûìè ïîëÿìè, õàðàêòå-
ðèñòèêà êîòîðûõ íå äåëèò n. Â ÷àñòíîñòè, ïðè n = 2 îòâåò èìååò òîò
æå âèä, ÷òî è ïðè áîëüøèõ n, ÷òî îïðîâåðãàåò óïîìÿíóòîå ïðåäïîëî-
æåíèå Ïèðñà. Çàòåì ïðè n > 3 Þðêîâ ðàñïðîñòðàíèë ýòî îïèñàíèå íà
ïîëÿ ïðîèçâîëüíîé õàðàêòåðèñòèêè, ñîäåðæàùèå áîëåå n(n−1) ýëåìåí-
òîâ [14]. Ïðèâåäåì ýòè ðåçóëüòàòû â íóæíîì íàì ñëó÷àå àëãåáðàè÷åñêè
çàìêíóòîãî ïîëÿ.

Òåîðåìà 1.5 ([3, òåîðåìû 1.9 è 3.6]). Ïóñòü K � àëãåáðàè÷åñêè çà-

ìêíóòîå ïîëå, õàðàêòåðèñòèêà êîòîðîãî íå äåëèò n. Ëèíåéíîå îòîá-
ðàæåíèå T : Mn(K) → Mn(K) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ D(T (X)) =
D(X) äëÿ âñåõ X ∈ Mn(K) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà T èìååò

âèä (2) ñ an(n−1) = 1.
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Òåîðåìà 1.6 ([14, òåîðåìà 1.2]). Ïóñòü n > 3, à K � àëãåáðàè÷åñêè

çàìêíóòîå ïîëå ïðîèçâîëüíîé õàðàêòåðèñòèêè. Ëèíåéíîå îòîáðàæå-

íèå T : Mn(K) → Mn(K) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ D(T (X)) = D(X)
äëÿ âñåõ X ∈ Mn(K) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà T èìååò âèä (2) ñ
an(n−1) = 1.

Â [3] è [14] ýòè óòâåðæäåíèÿ äîêàçàíû äëÿ áîëåå øèðîêèõ êëàñ-
ñîâ ïîëåé. Ïðè ýòîì íè îäíî èç íèõ íå ïðåäïîëàãàåò îáðàòèìîñòè T ,
ïîýòîìó èõ ìîæíî ïðèìåíÿòü è ê âûðîæäåííûì îòîáðàæåíèÿì.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ãèïîòåçà îáðàòèìîñòè â òåîðåìå 1.4 ñíèìàåòñÿ:
îïèñûâàþòñÿ âñå ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ T ñ óñëîâèåì T (En) ⊆ En íàä
àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì ïðîèçâîëüíîé õàðàêòåðèñòèêè, êðîìå
åäèíñòâåííîãî èñêëþ÷åíèÿ (n, p) = (2, 2) (â ýòîì ñëó÷àå îòîáðàæåíèå,
ñîõðàíÿþùåå En, ìîæåò íå áûòü ñòàíäàðòíûì, ñì. ïðèìåð 1.7). Ýòî ñî-
äåðæàòåëüíîå óñèëåíèå: âûðîæäåííûå îòîáðàæåíèÿ, ñîõðàíÿþùèå En,
ñóùåñòâóþò (ïðèìåð 1.3). Êðîìå òîãî, ïðè n > 3 è (n, p) /∈ {(3, 3), (4, 2)}
îïèñûâàþòñÿ ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ, ñîõðàíÿþùèå ìíîæåñòâî En−1:
ýòî òàêæå â òî÷íîñòè ñòàíäàðòíûå îòîáðàæåíèÿ.

Òåîðåìà A. Ïóñòü K � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå õàðàêòåðè-

ñòèêè p > 0 è (n, p) 6= (2, 2). Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå T : Mn(K) →
Mn(K) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ T (En) ⊆ En òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà T ñòàíäàðòíî. Ïðè ýòîì

T (En) = En ⇐⇒ T áèåêòèâíî ⇐⇒ T (E) 6= 0.

Òåîðåìà B. Ïóñòü K � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå õàðàêòåðè-

ñòèêè p > 0, n > 3 è (n, p) /∈ {(3, 3), (4, 2)}. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

T : Mn(K) → Mn(K) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ T (En−1) ⊆ En−1 òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà T ñòàíäàðòíî. Ïðè ýòîì

T (En−1) = En−1 ⇐⇒ T áèåêòèâíî ⇐⇒ T (E) 6= 0.

Èç òåîðåì A, B è ëåììû 1.2(a) ñëåäóåò, ÷òî âñÿêîå ëèíåéíîå îòîá-
ðàæåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ îäíîé èç ýòèõ òåîðåì, ïåðåâîäèò
â ñåáÿ êàæäîå èç ìíîæåñòâ Ek, k = 1, . . . , n.

Ïîêàæåì, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ â òåîðåìàõ A è B ñóùåñòâåííû. Â ïðè-
ìåðàõ 1.8 è 1.9 èñïîëüçóåòñÿ îäíî è òî æå íàáëþäåíèå: åñëè En−1 ∩
sln(K) = ∅, òî ó ëþáîé ìàòðèöû èç En−1 íåíóëåâîé ñëåä, è îòîáðàæå-
íèå X 7→ tr(X)C ñ C ∈ En−1 ñîõðàíÿåò En−1.
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Ïðèìåð 1.7. Ïóñòü (n, p) = (2, 2). Òîãäà E2 = {X : trX 6= 0}. Îòîáðà-
æåíèå T (X) = X+x11E12 áèåêòèâíî, è îíî âìåñòå ñ îáðàòíûì îòîáðà-
æåíèåì X 7→ X − x11E12 ñîõðàíÿåò ñëåä. Ïîýòîìó T (E2) = E2. Îäíàêî
T íå ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì: T (E) = E + E12 íåñêàëÿðíà, òîãäà êàê ó
ñòàíäàðòíîãî îòîáðàæåíèÿ T (E) = (a+L(E))E. Âñå ëèíåéíûå îòîáðà-
æåíèÿ, ñîõðàíÿþùèå E2 ïðè (n, p) = (2, 2), îïèñàíû â çàìå÷àíèè 2.5.

Ïðèìåð 1.8. Ïóñòü (n, p) = (3, 3). Òîãäà E2∩sl3(K) = ∅: åñëè trX = 0
è λ1 = λ2 = x, òî λ3 = −2x = x, ò.å. ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå èìååò êðàò-
íîñòü òðè. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîé C ∈ E2 îòîáðàæåíèå T (X) = tr(X)C
ñîõðàíÿåò E2. Ðàçìåðíîñòü ImT ðàâíà 1, ïîýòîìó T íå ÿâëÿåòñÿ ñòàí-
äàðòíûì, òàê êàê ó ñòàíäàðòíîãî îòîáðàæåíèÿ kerT îäíîìåðíî èëè
íóëüìåðíî (ëåììà 1.2(b)).

Ïðèìåð 1.9. Ïóñòü (n, p) = (4, 2). Òîãäà E3∩sl4(K) = ∅: åñëè trX = 0
è λ1 = λ2 = x, òî λ3 + λ4 = 0, ò.å. λ3 = λ4. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîé C ∈ E3
(íàïðèìåð, C = diag(0, 0, 1, a), a /∈ {0, 1}) îòîáðàæåíèå T (X) = tr(X)C
ñîõðàíÿåò E3 è, ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì ïðèìåðîì, íå ÿâëÿåòñÿ
ñòàíäàðòíûì.

Ïðèìåð 1.10. Óñëîâèå n > 3 â òåîðåìå B ñóùåñòâåííî: ïðè n = 2 äëÿ
ïîëÿ ëþáîé õàðàêòåðèñòèêè åñòü ïðèìåðû íåñòàíäàðòíûõ îòîáðàæå-
íèé, ñîõðàíÿþùèõ En−1. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè n = 2 èìååì En−1 = E1, à
îòîáðàæåíèÿ

T1(X) = tr(X)E, T2(X) = x11E12

ïåðåâîäÿò âñå ïðîñòðàíñòâî M2(K) â E1, ïîñêîëüêó ñêàëÿðíûå è íèëü-
ïîòåíòíûå ìàòðèöû èìåþò ðîâíî îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. Ïðè ýòîì
kerT1 = sl2(K) è kerT2 = {X : x11 = 0} òðåõìåðíû, òîãäà êàê ÿäðî
ñòàíäàðòíîãî îòîáðàæåíèÿ íå áîëåå ÷åì îäíîìåðíî ïî ëåììå 1.2(b).
Çíà÷èò, T1 è T2 íå ÿâëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûìè. Ïðè p = 2 èìååòñÿ è áè-
åêòèâíûé íåñòàíäàðòíûé ïðèìåð: çäåñü E1 = sl2(K) è îòîáðàæåíèå
T (X) = X + x11E12 ñîõðàíÿåò ñëåä, à çíà÷èò, ñîõðàíÿåò E1. Íî îíî íå
ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì, òàê êàê T (E) = E + E12 íåñêàëÿðíà.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì äëÿ p 6= 2 áèåêòèâíûõ íåñòàíäàðòíûõ îòîá-
ðàæåíèé, ïåðåâîäÿùèõ E1 â E1, íåò (ñì. çàìå÷àíèå 3.12 â êîíöå �3).

Ïðèìåð 1.11. Àëãåáðàè÷åñêàÿ çàìêíóòîñòü ïîëÿ â òåîðåìå A òàêæå
ñóùåñòâåííà. Ïóñòü n = 2, à E2 = {X ∈ M2(R) : D(X) 6= 0}. Îòîáðà-
æåíèå

T (X) = (x11 − x22)E11 + x12(E12 + E21)
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ñîõðàíÿåò E2: ìíîãî÷ëåí D(T (X)) = (x11 − x22)2 + 4x212 îáðàùàåòñÿ â
íóëü ëèøü ïðè x11 = x22, x12 = 0, à òîãäà è D(X) = (x11 − x22)2 +
4x12x21 = 0. Ïðè ýòîì kerT = {X : x11 = x22, x12 = 0} äâóìåðíî,
òîãäà êàê ó ñòàíäàðòíîãî îòîáðàæåíèÿ kerT ⊆ RE (äîêàçàòåëüñòâî
ëåììû 1.2(b) ðàáîòàåò íàä ëþáûì ïîëåì). Çíà÷èò, T íå ÿâëÿåòñÿ ñòàí-
äàðòíûì.

Òàêèì îáðàçîì, íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì äëÿ ìíîæå-
ñòâà En îïèñàíèå ïîëó÷åíî ïðè âñåõ n è p (ïðè (n, p) = (2, 2) îíî äàíî
â çàìå÷àíèè 2.5), à âñå îãðàíè÷åíèÿ íà n è p â òåîðåìå B ñóùåñòâåííû.

Ñòàòüÿ ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â �2 äîêàçûâàåòñÿ òåîðå-
ìà A. Óñëîâèå T (En) ⊆ En ïåðåâîäèòñÿ â ïîëèíîìèàëüíîå òîæäåñòâî
D◦T = cD (ëåììà 2.4), ïîñëå ÷åãî ïðèìåíÿþòñÿ òåîðåìà 1.5 (ïðè p - n)
è òåîðåìà 1.6 (ïðè p | n). Êëþ÷åâóþ ðîëü çäåñü èãðàåò íåïðèâîäèìîñòü
ìíîãî÷ëåíà D ïðè p 6= 2 è ìíîãî÷ëåíà R ïðè p = 2 (ïðåäëîæåíèå 2.3).
Â �3 äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà B.

�2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû A

Íàì ïîíàäîáèòñÿ òåîðåìà Ãèëüáåðòà î íóëÿõ, äëÿ êîòîðîé ñóùå-
ñòâåííà àëãåáðàè÷åñêàÿ çàìêíóòîñòü ïîëÿ K (ñð. ïðèìåð 1.11). Ïðèâå-
äåì åå áåç äîêàçàòåëüñòâà, ñì., íàïðèìåð, [4, 1]. Âñþäó äàëåå â òåêñòå
ìû ñ÷èòàåì K àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè p > 0.

Òåîðåìà 2.1 (Ãèëüáåðòà î íóëÿõ). Ïóñòü I � ýòî èäåàë êîëüöà

K[x1, . . . , xN ], à ìíîãî÷ëåí h ∈ K[x1, . . . , xN ] îáðàùàåòñÿ â íóëü íà

V (I). Òîãäà hm∈I äëÿ íåêîòîðîãî m > 1.

Ñëåäñòâèå 2.2. Ïóñòü g, h ∈ K[x1, . . . , xN ] è h îáðàùàåòñÿ â íóëü

íà V (g). Òîãäà êàæäûé íåïðèâîäèìûé äåëèòåëü g äåëèò h. Â ÷àñò-

íîñòè, åñëè g íåïðèâîäèì, òî g | h.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 2.1 ê èäåàëó (g), çàêëþ÷àåì,
÷òî hm ∈ (g), ò.å. g | hm äëÿ íåêîòîðîãî m > 1. Íåïðèâîäèìûé äåëè-
òåëü f ìíîãî÷ëåíà g äåëèò hm, ïîýòîìó f | h. �

Ïðåäëîæåíèå 2.3. (a) Ïðè p 6= 2 ìíîãî÷ëåí D íåïðèâîäèì.

(b) Ïðè p = 2 ìíîãî÷ëåí R íåïðèâîäèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F ìíîãî÷ëåí D ïðè p 6= 2 è ìíî-
ãî÷ëåí R ïðè p = 2. Íàøà öåëü � äîêàçàòü, ÷òî F íåïðèâîäèì. Ïîëî-
æèì α = 2 ïðè p 6= 2 è α = 1 ïðè p = 2, à äëÿ d = (d1, . . . , dn) ïîëîæèì
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∆(d) =
∏
i<j(di−dj). Ìíîãî÷ëåí F îäíîðîäåí ñòåïåíè α · n(n−1)2 , îí íå

ìåíÿåòñÿ ïðè ñîïðÿæåíèÿõ (êàê è âñÿêèé ìíîãî÷ëåí îò êîýôôèöèåí-
òîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà), è F

(
diag(d1, . . . , dn)

)
= ∆(d)α

(ïðè p = 2 çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ðàâåíñòâî di + dj = di − dj).
Ïóñòü U = (uij) � ìàòðèöà èç n

2 íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ è ïóñòü
d1, . . . , dn � äîïîëíèòåëüíûå n ïåðåìåííûõ. Âñå ðàññóæäåíèÿ íèæå
ïðîâîäÿòñÿ â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ îò ýòèõ n2+n ïåðåìåííûõ. Ïîëîæèì

Φ(U, d) = U diag(d) adj(U),

ãäå adj(U) � òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé
ê U . Ýëåìåíòû ìàòðèöû Φ(U, d) � ìíîãî÷ëåíû, îäíîðîäíûå ñòåïåíè n
ïî ïåðåìåííûì uij è ñòåïåíè 1 ïî ïåðåìåííûì dk. Íàì ïîíàäîáÿòñÿ
äâà òîæäåñòâà:

F
(
Φ(U, d)

)
= det(U)α·

n(n−1)
2 ∆(d)α, (3)

Φ(UPσ, d) = sgn(σ) Φ(U, dσ) (σ ∈ Sn). (4)

Çäåñü Pσ =
∑n
i=1Eσ(i),i � ìàòðèöà-ïåðåñòàíîâêà è

dσ = (dσ−1(1), . . . , dσ−1(n)),

òàê ÷òî Pσ diag(d)P−1σ = diag(dσ). Åñëè detU 6= 0, òî Φ(U, d) = det(U) ·
U diag(d)U−1, è ïðè òàêèõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ ðàâåíñòâî (3) âû-
ïîëíåíî â ñèëó îäíîðîäíîñòè F è åãî èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî
ñîïðÿæåíèé. Çíà÷èò, ðàçíîñòü ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé (3), óìíîæåííàÿ
íà detU , îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ, ò.å. ÿâ-
ëÿåòñÿ íóëåâûì ìíîãî÷ëåíîì (òàê êàê ïîëå K áåñêîíå÷íî). Òàê êàê
detU � íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí è êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ íå èìååò äåëèòå-
ëåé íóëÿ, òîæäåñòâî (3) äîêàçàíî. Òîæäåñòâî (4) ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ
adj(UPσ) = adj(Pσ) adj(U) è adj(Pσ) = sgn(σ)P−1σ .

Ïóñòü F = gh, ãäå g è h � ìíîãî÷ëåíû îò ýëåìåíòîâ ìàòðèöû.
Ïîñêîëüêó F îäíîðîäåí, ìíîãî÷ëåíû g è h òàêæå îäíîðîäíû. Ïóñòü
r = deg g. Ïîëîæèì G = g ◦ Φ è H = h ◦ Φ.

Ïî ôîðìóëå (3), GH = det(U)α·
n(n−1)

2

∏
i<j(di − dj)

α. Ìíîãî÷ëåí

detU íåïðèâîäèì (ñì., íàïðèìåð, [5, ãë. XIV, � 61], ãäå ðàññóæäåíèå âå-
äåòñÿ íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, íî äîñëîâíî ïåðåíîñèòñÿ íà ëþáîå
ïîëå), à ëèíåéíûå ôîðìû di−dj íåïðèâîäèìû è ïîïàðíî íåïðîïîðöè-
îíàëüíû. Èç îäíîçíà÷íîñòè ðàçëîæåíèÿ íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè
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ñëåäóåò, ÷òî

G = c det(U)a
∏
i<j

(di − dj)βij , c ∈ K∗, 0 6 βij 6 α. (5)

Ìíîãî÷ëåí G îäíîðîäåí ñòåïåíè nr ïî ïåðåìåííûì uij è ñòåïåíè r
ïî ïåðåìåííûì dk. Ñðàâíåíèå ñ (5) äàåò a = r è r =

∑
i<j βij .

Èç (4) è îäíîðîäíîñòè g ñëåäóåò, ÷òî G(UPσ, d) = sgn(σ)r G(U, dσ).
Âîñïîëüçóåìñÿ â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ôîðìóëîé (5). Ïîñêîëüêó

det(UPσ)a = sgn(σ)r det(U)r,

ïîñëå ñîêðàùåíèÿ îñòàåòñÿ∏
i<j

(di − dj)βij =
∏
i<j

(
dσ−1(i) − dσ−1(j)

)βij
. (6)

Ìíîæèòåëü dk − dl (ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà) âõîäèò â ëåâóþ ÷àñòü ñ
êðàòíîñòüþ βkl, à â ïðàâóþ � ñ êðàòíîñòüþ βσ(k)σ(l) (ïðè i > j ïîëàãàåì
βij = βji). Ïîýòîìó βkl = βσ(k)σ(l) äëÿ âñåõ σ ∈ Sn, ò.å. âñå βij ðàâíû
îäíîìó ÷èñëó β ∈ {0, . . . , α}. Çíà÷èò, deg g = r = β · n(n−1)2 è deg h =

(α− β) · n(n−1)2 .
Ïðè β = 0 ìíîãî÷ëåí g � êîíñòàíòà, à ïðè β = α êîíñòàíòîé ÿâëÿ-

åòñÿ h. Îñòàåòñÿ ñëó÷àé α = 2, β = 1, âîçìîæíûé ëèøü ïðè p 6= 2. Äëÿ
òðàíñïîçèöèè σ = (1 2) ðàâåíñòâî (6) ïðèíèìàåò âèä ∆(d) = −∆(d),
÷òî íåâåðíî ïðè p 6= 2. Èòàê, F íåïðèâîäèì. �

Ëåììà 2.4. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå T : Mn(K)→Mn(K) óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ T (En) ⊆ En òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà D ◦ T = cD
äëÿ íåêîòîðîãî c ∈ K∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè D ◦ T = cD è c 6= 0, òî èç D(X) 6= 0 ñëåäóåò
D(T (X)) 6= 0, ò.å. T (En) ⊆ En. Îáðàòíî, ïóñòü T (En) ⊆ En è g = D ◦ T .
ÂîçüìåìX0 ∈ En (íàïðèìåð, äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó ñ ïîïàðíî ðàçëè÷-
íûìè äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè). Òîãäà T (X0) ∈ En, ò.å. g(X0) 6= 0.
Çíà÷èò, g � íåíóëåâîé îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n(n− 1), òàê æå
êàê è D. Åñëè g(X) = 0, òî T (X) /∈ En, îòêóäà X /∈ En. Ñëåäîâàòåëüíî,
D îáðàùàåòñÿ â íóëü íà V (g). Ïî ñëåäñòâèþ 2.2, êàæäûé íåïðèâîäè-
ìûé äåëèòåëü f ìíîãî÷ëåíà g äåëèò D. Ïî ïðåäëîæåíèþ 2.3, îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî f ïðîïîðöèîíàëåí D ïðè p 6= 2 è R ïðè p = 2 (â ïîñëåäíåì
ñëó÷àå f | R2, è ïîòîìó f | R). Çíà÷èò, g = cDj ïðè p 6= 2 è g = cRj
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ïðè p = 2, ãäå c ∈ K∗, è ñðàâíåíèå ñòåïåíåé äàåò g = cD. �

Òåïåðü ìîæíî çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû A. Åñëè T ñòàí-
äàðòíî, òî T (En) ⊆ En ïî ëåììå 1.2(a). Îáðàòíî, ïóñòü T (En) ⊆ En. Ïî
ëåììå 2.4, D ◦ T = c′D, ãäå c′ 6= 0. Âûáåðåì γ ∈ K ñ γn(n−1) = 1/c′.
Òîãäà D ◦ (γT ) = D ïî ôîðìóëå (1). Åñëè p - n (â ÷àñòíîñòè, ïðè
p = 0, à òàêæå ïðè n = 2, ïîñêîëüêó òîãäà p 6= 2 ïî óñëîâèþ òåîðåìû),
ïðèìåíÿåòñÿ òåîðåìà 1.5, à åñëè p | n (òîãäà n > 3) � òåîðåìà 1.6. Çíà-
÷èò, îòîáðàæåíèå γT ñòàíäàðòíî, à ïîòîìó ñòàíäàðòíî è T = γ−1(γT ).
Óòâåðæäåíèÿ î áèåêòèâíîñòè ñëåäóþò èç ëåììû 1.2(b), (c). �

Çàìå÷àíèå 2.5. Ëåììà 2.4 íå èñêëþ÷àåò ñëó÷àé (n, p) = (2, 2) è ïîç-
âîëÿåò îïèñàòü ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ, ñîõðàíÿþùèå E2, è â ýòîì ñëó-
÷àå. Ïóñòü (n, p) = (2, 2). Òîãäà R(X) = λ1 + λ2 = trX, è ïîòîìó
D = R2 = (tr)2. Ïî ëåììå 2.4, óñëîâèå T (E2) ⊆ E2 ðàâíîñèëüíî ðàâåí-
ñòâó (tr ◦T )2 = c (tr)2, ãäå c ∈ K∗. Âûáåðåì c′ ∈ K òàê, ÷òî c′2 = c.
Òàê êàê p = 2, èìååì (tr ◦T )2 − c′2(tr)2 = (tr ◦T − c′ tr)2, à êîëüöî
ìíîãî÷ëåíîâ íå èìååò äåëèòåëåé íóëÿ. Ïîýòîìó ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî
ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó tr ◦T = c′ tr. Èòàê, ïðè (n, p) = (2, 2) ëèíåé-
íîå îòîáðàæåíèå T óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ T (E2) ⊆ E2 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà tr ◦T = c′ tr äëÿ íåêîòîðîãî c′ ∈ K∗. Ñðåäè òàêèõ îòîáðà-
æåíèé åñòü è íåñòàíäàðòíûå (ïðèìåð 1.7).

�3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû B

Âñþäó â ýòîì ïàðàãðàôå n > 3, à T : Mn(K) → Mn(K) � ëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå ñ óñëîâèåì T (En−1) ⊆ En−1. Äëÿ ìàòðèöû X ∈ Mn(K) ñ
ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè λ1, . . . , λn ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå ñëåäóþ-
ùåãî ìíîãî÷ëåíà îò íîâîé ïåðåìåííîé t ïî åå ñòåïåíÿì:∏

k<l

(
(λk − λl)2 + t

)
=
∑
j>0

Gj(X) tj .

ßñíî, ÷òî G0(X) = D(X), à

G1(X) =
∑
i<j

∏
k<l

(k,l)6=(i,j)

(λk − λl)2.

Êîýôôèöèåíòû Gj � ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû ñ öåëûìè êîýôôè-
öèåíòàìè îò λ1, . . . , λn, à ïîòîìó, êàê îòìå÷åíî â �1, îíè ÿâëÿþòñÿ
ìíîãî÷ëåíàìè îò ýëåìåíòîâ xij ìàòðèöû X. Â ÷àñòíîñòè, G1 � îäíî-
ðîäíûé ìíîãî÷ëåí îò ýëåìåíòîâ X ñòåïåíè n(n− 1)− 2 > 4.
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Ëåììà 3.1. Äëÿ X ∈ V (D) èìååì G1(X) 6= 0 ⇐⇒ X ∈ En−1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè X ∈ En−1, òî ðàâåíñòâî λk = λl ñ k < l âû-
ïîëíåíî ðîâíî äëÿ îäíîé ïàðû (k, l) = (i, j), è â ñóììå, âûðàæàþùåé
G1(X), îòëè÷íî îò íóëÿ ðîâíî îäíî ñëàãàåìîå � òî, ãäå ïðîïóùåí ìíî-
æèòåëü ñ íîìåðîì (i, j). Åñëè X ∈ V (D) \ En−1, òî ñîâïàäàþùèõ ïàð
õîòÿ áû äâå, è êàæäîå ñëàãàåìîå â G1(X) ñîäåðæèò íóëåâîé ìíîæè-
òåëü. �

Ëåììà 3.2. D ◦ T = cD äëÿ íåêîòîðîãî c ∈ K (âîçìîæíî, c = 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîãî÷ëåí (D◦T ) ·G1 îáðàùàåòñÿ â íóëü íà V (D).
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü D(X) = 0 è G1(X) 6= 0. Òîãäà X ∈ En−1 ïî ëåì-
ìå 3.1, îòêóäà T (X) ∈ En−1 ⊆ V (D) è D(T (X)) = 0. Ïóñòü p 6= 2. Ìíî-
ãî÷ëåí D íåïðèâîäèì (ïðåäëîæåíèå 2.3), ïîýòîìó, ïî ñëåäñòâèþ 2.2,
îí äåëèò (D ◦ T ) · G1, à òàê êàê D � ïðîñòîé ýëåìåíò, îí äåëèò îäèí
èç ìíîæèòåëåé. Îí íå äåëèò G1, òàê êàê G1 6= 0 â òî÷êàõ íåïóñòîãî
ìíîæåñòâà En−1 ⊆ V (D). Èòàê, D | D ◦ T . Ìíîãî÷ëåí D ◦ T ëèáî íó-
ëåâîé, ëèáî îäíîðîäåí òîé æå ñòåïåíè, ÷òî è D, ïîýòîìó D ◦ T = cD.
Ïóñòü p = 2. Òîãäà V (R) = V (D) è R íåïðèâîäèì (ïðåäëîæåíèå 2.3),
ïîýòîìó òî æå ðàññóæäåíèå ñ R âìåñòî D äàåò R | D ◦ T = (R ◦ T )2,
îòêóäà R | R ◦ T . Ñðàâíèâàÿ ñòåïåíè, ïîëó÷àåì, ÷òî R ◦ T = c0R äëÿ
íåêîòîðîãî c0 ∈ K, îòêóäà D ◦ T = c20D. �

Åñëè c 6= 0, òî T (En) ⊆ En ïî ëåììå 2.4, è T ñòàíäàðòíî ïî òåîðåìå A.
Ïîêàæåì, ÷òî ñëó÷àé c = 0, ò.å. D(T (X)) = 0 äëÿ âñåõ X, íåâîçìîæåí.

Ëåììà 3.3. Åñëè D ◦ T � íóëåâîé ìíîãî÷ëåí, òî dim kerT > 2. Â
÷àñòíîñòè, â kerT ñîäåðæèòñÿ íåñêàëÿðíàÿ ìàòðèöà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáðàç T � ïîäïðîñòðàíñòâî, ëåæàùåå â V (D), ïî-
ýòîìó ImT 6= Mn(K). Ñëåäîâàòåëüíî, dim kerT > 1. Åñëè dim kerT =1,
òî ImT = V (`) äëÿ íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà
` : Mn(K) → K, è D îáðàùàåòñÿ â íóëü íà V (`). Çàìåòèì, ÷òî ` �
ìíîãî÷ëåí ïåðâîé ñòåïåíè îò ýëåìåíòîâ ìàòðèöû, ïîýòîìó îí íåïðè-
âîäèì, è ` | D ïî ñëåäñòâèþ 2.2. Ïðè p 6= 2 ìíîãî÷ëåí D íåïðèâîäèì
(ïðåäëîæåíèå 2.3) è ïîòîìó îòëè÷àåòñÿ îò ` íåíóëåâûì ñêàëÿðíûì
ìíîæèòåëåì, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê degD = n(n−1) > 1. Ïðè p = 2
èìååì D = R2 è, çíà÷èò, ` | R. Òàê æå, êàê è âûøå, ýòî ïðîòèâîðå÷èò

íåïðèâîäèìîñòè R, òàê êàê degR = n(n−1)
2 > 3. �
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Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí g = G1 ◦ T , ò.å. g(X) = G1(T (X)).

Ëåììà 3.4. Ìíîãî÷ëåí g îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(i) g(X) 6= 0 ïðè X ∈ En−1;
(ii) g � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n(n − 1) − 2 îò ýëåìåíòîâ

X;
(iii) g(X +K) = g(X) äëÿ âñåõ X ∈Mn(K) è K ∈ kerT .

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) T (X) ∈ En−1, è G1(T (X)) 6= 0 ïî ëåììå 3.1.
(ii) G1 îäíîðîäåí ñòåïåíè n(n − 1) − 2, à T ëèíåéíî. Êðîìå òîãî,

g 6= 0 ïî ïóíêòó (i).
(iii) Ïîñêîëüêó T ëèíåéíî è T (K) = 0, òî

g(X+K)=G1(T (X+K))=G1(T (X)+T (K))=G1(T (X))=g(X). �

Ëåììà 3.5. Ïóñòü ϕ(µ, t) ∈ K[µ, t] � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè

d > 1 îò äâóõ ïåðåìåííûõ è ϕ(µ, t) 6= 0 ïðè âñåõ µ 6= 0, t ∈ K. Òîãäà
ϕ(µ, t) = c µd äëÿ íåêîòîðîãî c 6= 0. Â ÷àñòíîñòè, ϕ(0, 1) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì ϕ(µ, t) =
∑d
k=0 ckµ

d−ktk. Ïî óñëîâèþ,

ìíîãî÷ëåí ψ(t) = ϕ(1, t) =
∑d
k=0 ckt

k íå èìååò êîðíåé â K, à ïîëå
àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî, ïîýòîìó ψ � íåíóëåâàÿ êîíñòàíòà. Çíà÷èò,
c1 = . . . = cd = 0 è c0 6= 0, ò.å. ϕ(µ, t) = c0µ

d, è ìîæíî âçÿòü c = c0. �

Ëåììà 3.6. Äëÿ ëþáîé íèëüïîòåíòíîé ìàòðèöû N ∈Mn(K) èìååì
g(N) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íèëüïîòåíòíàÿ ìàòðèöà N ïîäîáíà âåðõíåòðåó-
ãîëüíîé N ′ ñ íóëåâîé ãëàâíîé äèàãîíàëüþ: N=PN ′P−1 (P ∈GLn(K)).
Âûáåðåì ïîïàðíî ðàçëè÷íûå a1, a3, a4, . . . , an ∈ K è ïîëîæèì

Y = P diag(a1, a1, a3, . . . , an)P−1, ϕ(µ, t) = g(µY + tN).

Ïðè µ 6= 0 ìàòðèöà

µY + tN = P


µa1 ∗ · · · ∗

µa1 · · · ∗
. . .

...
µan

P−1

ïîäîáíà âåðõíåòðåóãîëüíîé ñ äèàãîíàëüþ µa1, µa1, µa3, . . . , µan. Ó íåå
ðîâíî n − 1 ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ò.å. µY + tN ∈ En−1,
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è ϕ(µ, t) 6= 0 ïî ëåììå 3.4(i). Êðîìå òîãî, ìíîãî÷ëåí ϕ îäíîðîäåí ñòå-
ïåíè n(n−1)−2 > 1 (ëåììà 3.4(ii)). Ïî ëåììå 3.5, g(N) = ϕ(0, 1) = 0. �

Ïîñêîëüêó èç ëåìì 3.4(iii) è 3.6 ñëåäóåò, ÷òî g(K +N) = g(N) = 0,
à íà En−1 ìíîãî÷ëåí g â íóëü íå îáðàùàåòñÿ (ëåììà 3.4(i)), ïîëó÷àåì
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 3.7. Ïóñòü K ∈ kerT , à ìàòðèöà N íèëüïîòåíòíà. Òî-

ãäà K +N /∈ En−1.

Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ïðè (n, p) /∈ {(3, 3), (4, 2)} âñÿêóþ íåñêàëÿð-
íóþ ìàòðèöó ìîæíî ïåðåâåñòè â En−1 ïðèáàâëåíèåì íèëüïîòåíòíîé
ìàòðèöû (â èñêëþ÷åííûõ ñëó÷àÿõ ýòî íåâåðíî óæå äëÿ íåñêàëÿðíûõ
ìàòðèö ñ íóëåâûì ñëåäîì, ñì. ïðèìåðû 1.8 è 1.9). Äëÿ ýòîãî ïîíàäî-
áèòñÿ êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Ôèëëìîðà î äèàãîíàëè ìàòðèöû, êîòîðóþ
ìû ïðèâîäèì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà 3.8 (Ôèëëìîð [6, òåîðåìà 2]). Ïóñòü K ∈Mn(K) � íåñêàëÿð-
íàÿ ìàòðèöà, à ÷èñëà d1, . . . , dn ∈ K òàêîâû, ÷òî d1 + . . .+ dn = trK.

Òîãäà íàéäåòñÿ ìàòðèöà P ∈ GLn(K), äëÿ êîòîðîé äèàãîíàëü ìàò-

ðèöû P−1KP ðàâíà (d1, . . . , dn).

Ïîñêîëüêó âñÿêàÿ ìàòðèöà åñòü ñóììà âåðõíåòðåóãîëüíîé è ñòðîãî
íèæíåòðåóãîëüíîé, èç òåîðåìû 3.8 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 3.9. Åñëè K ∈ Mn(K) íåñêàëÿðíà è d1 + . . . + dn = trK,

òî íàéäåòñÿ íèëüïîòåíòíàÿ ìàòðèöà N , äëÿ êîòîðîé ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ ìàòðèöû K +N ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè ðàâíû d1, . . . , dn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 3.8, P−1KP = U + S, ãäå U � âåðõ-
íåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ äèàãîíàëüþ (d1, . . . , dn), à S ñòðîãî íèæíå-
òðåóãîëüíà. Ïîëîæèì N = −PSP−1. Ýòà ìàòðèöà íèëüïîòåíòíà, è
K +N = PUP−1. �

Ëåììà 3.10. Ïóñòü n > 3, (n, p) /∈ {(3, 3), (4, 2)} è θ ∈ K. Òîãäà
íàéäåòñÿ íàáîð d1, . . . , dn ∈ K ñ ñóììîé θ, â êîòîðîì ðîâíî n − 1
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì èñêàòü íàáîð âèäà (x, x, y3, . . . , yn), ãäå ÷èñ-
ëà x, y3, . . . , yn ïîïàðíî ðàçëè÷íû è

2x+ y3 + . . .+ yn = θ. (7)
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Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé ôàêò: îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà àô-
ôèííûõ ãèïåðïëîñêîñòåé íå ïîêðûâàåò Km, ò.å. äëÿ ëþáûõ íåïîñòî-
ÿííûõ àôôèííûõ ôóíêöèé `1, . . . , `r íà Km íàéäåòñÿ òî÷êà, â êîòî-
ðîé âñå îíè îòëè÷íû îò íóëÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîèçâåäåíèå `1 · · · `r �
íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí, à íàä áåñêîíå÷íûì ïîëåì íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí
íå ìîæåò îáðàùàòüñÿ â íóëü âî âñåõ òî÷êàõ.

Ñëó÷àé p 6= 2. Ïîëîæèì x = 1
2

(
θ −

∑n
j=3 yj

)
. Òîãäà ðàâåíñòâî (7)

âûïîëíåíî ïðè ëþáûõ y3, . . . , yn. Îñòàåòñÿ âûáðàòü y3, . . . , yn òàê, ÷òî-
áû

yi−yj 6=0 (36 i<j6n), 2(x−yi)=θ−
n∑
j=3

yj−2yi 6=0 (36 i6n).

Âñå ýòè ôóíêöèè îò y3, . . . , yn íåïîñòîÿííû. Äëÿ ïåðâûõ ýòî î÷åâèäíî.
Âî âòîðîé ôóíêöèè êîýôôèöèåíò ïðè yi ðàâåí −3, à ïðè yj , j 6= i,
ðàâåí −1. Åñëè p 6= 3, òî −3 6= 0. Åñëè p = 3, òî n > 4, òàê êàê ñëó÷àé
(3, 3) èñêëþ÷åí, è íàéäåòñÿ èíäåêñ j 6= i, ïðè êîòîðîì êîýôôèöèåíò
ðàâåí −1 6= 0. Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå, íóæíûå y3, . . . , yn ñóùåñòâóþò.

Ñëó÷àé p = 2. Çäåñü 2x = 0, è ðàâåíñòâî (7) ïðèíèìàåò âèä y3 +
· · · + yn = θ (÷èñëî x â íåãî íå âõîäèò). Ñëó÷àé n = 4 èñêëþ÷åí. Ïðè

n = 3 ïîëîæèì y3 = θ. Ïðè n > 5 ïîëîæèì yn = θ −
∑n−1
j=3 yj . Òîãäà

ðàâåíñòâî âûïîëíåíî, è, ïîñêîëüêó 2yi = 0,

yn − yi = θ −
∑

36j6n−1
j 6=i

yj (3 6 i 6 n− 1).

Ïðàâûå ÷àñòè ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ êàê ôóíêöèè îò y3, . . . , yn−1 íåïî-
ñòîÿííû, òàê êàê ïðè n > 5 ñðåäè èíäåêñîâ 3, . . . , n − 1 åñòü j 6= i.
Ôóíêöèè yi − yj ïðè 3 6 i < j 6 n − 1 òàêæå íåïîñòîÿííû. Ïî äî-
êàçàííîìó âûøå, íàéäóòñÿ y3, . . . , yn−1, ïðè êîòîðûõ âñå ýòè ôóíêöèè
îòëè÷íû îò íóëÿ. Â îáîèõ ïîäñëó÷àÿõ âûáåðåì çàòåì x ∈ K, îòëè÷íîå
îò y3, . . . , yn (ýòî âîçìîæíî, òàê êàê ïîëå K áåñêîíå÷íî).

Òåì ñàìûì â êàæäîì ñëó÷àå íàáîð (x, x, y3, . . . , yn) èñêîìûé. �

Ëåììà 3.11. Ìíîæåñòâî En−1 íå ñîäåðæèòñÿ íè â êàêîì ñîáñòâåí-

íîì ïîäïðîñòðàíñòâå Mn(K).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: En−1 ⊆ W äëÿ íåêî-
òîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà W 6= Mn(K). Òîãäà W ⊆ V (`) äëÿ íåêî-
òîðîãî íåíóëåâîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà ` : Mn(K) → K, è ïîòî-
ìó En−1 ⊆ V (`). Ìíîãî÷ëåí `G1 îáðàùàåòñÿ â íóëü íà V (D): åñëè
D(X) = 0 è G1(X) 6= 0, òî X ∈ En−1 ïî ëåììå 3.1, îòêóäà `(X) = 0.

Ïóñòü p 6= 2. Ìíîãî÷ëåí D íåïðèâîäèì (ïðåäëîæåíèå 2.3), ïîýòîìó
D | `G1 ïî ñëåäñòâèþ 2.2. Ïðè ýòîì D - G1, òàê êàê G1 6= 0 â òî÷-
êàõ íåïóñòîãî ìíîæåñòâà En−1 ⊆ V (D) (ñì. ëåììó 3.1). Çíà÷èò, D | `,
÷òî íåâîçìîæíî: ` 6= 0, à degD = n(n − 1) > 6 > 1 = deg `. Ïðè
p = 2 òî æå ðàññóæäåíèå ñ íåïðèâîäèìûì ìíîãî÷ëåíîì R âìåñòî D
(íàïîìíèì, ÷òî V (R) = V (D)) äàåò R | `, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê

degR = n(n−1)
2 > 3 > deg `. �

Òåïåðü ìîæíî çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû B. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî T (En−1) ⊆ En−1. Ïî ëåììå 3.2, èìååì D ◦ T = cD äëÿ c ∈ K.

Ñëó÷àé c = 0. Ïî ëåììå 3.3, â kerT ñóùåñòâóåò íåñêàëÿðíàÿ ìàò-
ðèöà K. Ïî ëåììå 3.10 ñ θ = trK, íàéäåòñÿ íàáîð d1, . . . , dn ∈ K ñ
ñóììîé trK è ðîâíî n− 1 ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè. Ïî ñëåäñòâèþ 3.9,
åñòü íèëüïîòåíòíàÿ N , äëÿ êîòîðîé ñïåêòð K+N ðàâåí ýòîìó íàáîðó,
ò.å. K +N ∈ En−1. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ñëåäñòâèþ 3.7. Ïîýòîìó äàííûé
ñëó÷àé íåâîçìîæåí.

Ñëó÷àé c 6= 0. Òîãäà, ïî ëåììå 2.4, èìååì T (En) ⊆ En, è ïî òåîðåìå A
îòîáðàæåíèå T ñòàíäàðòíî.

Äîñòàòî÷íîñòü â ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû B � ëåììà 1.2(a).
Äîêàæåì âòîðóþ ÷àñòü òåîðåìû B. Êàê ïîêàçàíî âûøå, T ñòàíäàðò-

íî, ïîýòîìó ïî ëåììå 1.2(b) T áèåêòèâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
T (E) 6= 0. Åñëè T áèåêòèâíî, òî T (En−1) = En−1 ïî ëåììå 1.2(c). Åñëè
æå T âûðîæäåíî, òî ImT � ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî Mn(K). Èç
ëåììû 3.11 ñëåäóåò, ÷òî En−1 6⊆ ImT , à òàê êàê T (En−1) ⊆ ImT , òî
T (En−1) 6= En−1. �

Çàìå÷àíèå 3.12. Ïóñòü n = 2 è p 6= 2. Òîãäà âñÿêîå áèåêòèâíîå ëèíåé-
íîå îòîáðàæåíèå T : M2(K)→M2(K) ñ óñëîâèåì T (E1) ⊆ E1 ñòàíäàðò-
íî. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè n = 2 èìååì E1 = V (D), ïîýòîìó ìíîãî÷ëåí
D◦T îáðàùàåòñÿ â íóëü íà V (D). Ìíîãî÷ëåíD íåïðèâîäèì (ïðåäëîæå-
íèå 2.3), è, ïî ñëåäñòâèþ 2.2,D | D◦T . Òàê êàê T áèåêòèâíî, ìíîãî÷ëåí
D ◦T íå ðàâåí íóëþ òîæäåñòâåííî: (D ◦T )

(
T−1(X0)

)
= D(X0) 6= 0 äëÿ

ëþáîé X0 ∈ E2. Êðîìå òîãî, îí îäíîðîäåí òîé æå ñòåïåíè, ÷òî è D.
Çíà÷èò, D◦T = cD äëÿ íåêîòîðîãî c ∈ K∗, è T ñòàíäàðòíî ïî ëåììå 2.4
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è òåîðåìå A. Îáðàòíî, ñòàíäàðòíûå îòîáðàæåíèÿ ïåðåâîäÿò E1 â E1 ïî
ëåììå 1.2(a). Òàêèì îáðàçîì, ïðè n = 2 è p 6= 2 áèåêòèâíûå ëèíåéíûå
îòîáðàæåíèÿ, ñîõðàíÿþùèå E1, � ýòî â òî÷íîñòè áèåêòèâíûå ñòàíäàðò-
íûå îòîáðàæåíèÿ. Áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î áèåêòèâíîñòè ýòî íåâåðíî, à
ïðè p = 2 íåâåðíî è äëÿ áèåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé (ïðèìåð 1.10).

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîðû áëàãîäàðÿò À.Ý. Ãóòåðìàíà è À.Þ. Þðêî-
âà çà âíèìàíèå ê ðàáîòå, êîíñòðóêòèâíîå îáñóæäåíèå è öåííûå ïðåä-
ëîæåíèÿ.
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Let K be an algebraically closed �eld and let Ek be the set of n× n
matrices over K with exactly k distinct eigenvalues. Previously, the clas-
si�cation of linear maps T : Mn(K) → Mn(K) satisfying T (En) ⊆ En was
obtained for invertible maps over �elds of characteristic 0. In this paper,
the classi�cation is extended to arbitrary maps, including singular ones,
and to an arbitrary characteristic p > 0, except for the case (n, p) = (2, 2).
Moreover, for n > 3 and (n, p) /∈ {(3, 3), (4, 2)}, the linear maps satisfying
T (En−1) ⊆ En−1 are described.
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