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�1. Ââåäåíèå

Ïîëèíîìèàëüíûå B-ñïëàéíû ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ èíñòðó-
ìåíòîâ ëîêàëüíîé àïïðîêñèìàöèè è å¼ ïðèëîæåíèé. Èõ ýôôåêòèâ-
íîñòü âî ìíîãîì ñâÿçàíà ñ ñî÷åòàíèåì ëîêàëüíîñòè íîñèòåëÿ, âûñî-
êîé ãëàäêîñòè è óñòîé÷èâûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñâîéñòâ [13]. Îäíèì èç
åñòåñòâåííûõ íàïðàâëåíèé ðàçâèòèÿ ýòîé êîíñòðóêöèè ÿâëÿåòñÿ ïî-
ñòðîåíèå ñïëàéíîâûõ áàçèñîâ, ñîõðàíÿþùèõ óêàçàííûå ñâîéñòâà, íî
äîïóñêàþùèõ íåïîëèíîìèàëüíûé õàðàêòåð íà èíòåðâàëàõ ñåòêè. Ýòà
çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê áîëåå îáùåìó íàïðàâëåíèþ, ñâÿçàííîìó ñ ïåðå-
íîñîì êëàññè÷åñêèõ àïïðîêñèìàöèîííûõ êîíñòðóêöèé ñ ïîëèíîìèàëü-
íûõ ïðîñòðàíñòâ íà ïðîèçâîëüíûå êîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà ôóíê-
öèé; â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [10] òàêîé ïîäõîä ðàçâèâàåòñÿ äëÿ áàçèñîâ
Áåðíøòåéíà è êðèâûõ Áåçüå. Îáùèå ñâåäåíèÿ î òåîðèè íåïîëèíîìè-
àëüíûõ ñïëàéíîâ è å¼ ïðèëîæåíèÿõ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ìîíî-
ãðàôèè [19].

Ê ÷èñëó ðàññìàòðèâàåìûõ â ýòîé ìîíîãðàôèè îáîáùåíèé îòíîñÿòñÿ
ìèíèìàëüíûå ñïëàéíû. Èõ êîíñòðóêöèÿ çàäà¼òñÿ ñèñòåìîé ïîðîæäàþ-
ùèõ ôóíêöèé è ïðèâîäèò ê áàçèñíûì ôóíêöèÿì ìèíèìàëüíîãî íîñèòå-
ëÿ è ìàêñèìàëüíîé ãëàäêîñòè (ïîäðîáíåå ñì. [1, 2, 7]). Ñóùåñòâåííûì
ïðåèìóùåñòâîì íîðìàëèçîâàííîé êîíñòðóêöèè ìèíèìàëüíûõ ñïëàé-
íîâ ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíåíèå íå òîëüêî ëîêàëüíîñòè íîñèòåëÿ è âûñîêîé
ãëàäêîñòè, íî è ñâîéñòâà ðàçáèåíèÿ åäèíèöû. Â áëèçêèõ êîíñòðóêöèÿõ
íåïîëèíîìèàëüíûõ B-ñïëàéíîâ ñèòóàöèÿ ìîæåò áûòü èíîé: íàïðèìåð,
òðèãîíîìåòðè÷åñêèå è ãèïåðáîëè÷åñêèå B-ñïëàéíû íå îáðàçóþò ðàç-
áèåíèå åäèíèöû, ÷òî òðåáóåò îòäåëüíîé ïðîöåäóðû íîðìèðîâêè [21].

Êëþ÷åâûå ñëîâà: B-ñïëàéíû, íåïîëèíîìèàëüíûå ñïëàéíû, ìèíèìàëüíûå
ñïëàéíû, óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñïëàéíîâ, ëîêàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ, íåðàâíî-
ìåðíûå ñåòêè.
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Âûáîð íåïîëèíîìèàëüíûõ ïîðîæäàþùèõ âåêòîð-ôóíêöèé â êîí-
ñòðóêöèè ìèíèìàëüíûõ ñïëàéíîâ ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü àíàëèòè÷åñêèå
îñîáåííîñòè ïðèáëèæàåìûõ ôóíêöèé è òåì ñàìûì ñòðîèòü áîëåå ñïå-
öèàëèçèðîâàííûå àïïðîêñèìàöèîííûå ñõåìû. Ýòîò ïîäõîä èñïîëüçî-
âàëñÿ êàê ïðè àïïðîêñèìàöèè êðèâûõ ñïåöèàëüíîãî âèäà, íàïðèìåð,
äóã îêðóæíîñòè [14] è òðàíñöåíäåíòíûõ êðèâûõ [4], òàê è ïðè ïî-
ñòðîåíèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Â ÷àñòíîñòè, ïðèìåíåíèå ìèíèìàëüíûõ
ñïëàéíîâ ïîçâîëèëî ïîâûñèòü òî÷íîñòü ñïëàéí-êîëëîêàöèîííûõ ñõåì
äëÿ ðàçëè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé [5,15]. Â ïåðå÷èñëåííûõ ïðè-
ëîæåíèÿõ èñïîëüçîâàëèñü ìèíèìàëüíûå ñïëàéíû íåâûñîêèõ ïîðÿäêîâ:
ñ ðîñòîì ïîðÿäêà óâåëè÷èâàåòñÿ äëèíà íîñèòåëÿ ñïëàéí-ôóíêöèé è
îñëàáåâàåò ýôôåêò ëîêàëüíîñòè, à ïðîâåðêà ñâîéñòâ ñïëàéíîâ óñëîæ-
íÿåòñÿ. Ïîýòîìó â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèíåéíûé è
êâàäðàòè÷íûé ñëó÷àè.

Âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ íåïîëèíîìèàëüíûõ ñïëàéíîâ íàïðÿìóþ
çàâèñèò îò ñâîéñòâ ïîðîæäàþùèõ âåêòîð-ôóíêöèé è ðàñ÷¼òíîé ñåòêè.
Ïîëèíîìèàëüíûå B-ñïëàéíû ñóùåñòâóþò íà ëþáîé ñåòêå. Äëÿ íåïî-
ëèíîìèàëüíûõ NUAT B-ñïëàéíîâ (ñì. [22]) âîçíèêàþò îãðàíè÷åíèÿ
íà äëèíû èíòåðâàëîâ ñåòêè, ñâÿçàííûå ñ ñîõðàíåíèåì íåîáõîäèìûõ
÷åáûø¼âñêèõ ñâîéñòâ ëîêàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà; ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ
òàêèõ äëèí îïèñûâàþòñÿ ïîíÿòèåì êðèòè÷åñêîé äëèíû [8], òîãäà êàê
äëÿ NUAH B-ñïëàéíîâ (ñì. [12]) òàêèõ îãðàíè÷åíèé íåò. Îáùàÿ çà-
äà÷à î ñóùåñòâîâàíèè áàçèñîâ ÷åáûø¼âñêèõ ñïëàéíîâ èññëåäîâàëàñü
â ðàáîòàõ [17, 18], à èõ ïðèìåíåíèå â èçîãåîìåòðè÷åñêîì àíàëèçå � â
ðàáîòàõ [16, 20]. Äëÿ ìèíèìàëüíûõ ñïëàéíîâ âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ
ñâîäèòñÿ ê ïîëíîòå ñîîòâåòñòâóþùåé öåïî÷êè âåêòîðîâ. Îáùàÿ òåî-
ðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ èç ðàáîòû [7] äëÿ íîðìàëèçîâàííîé êîíñòðóêöèè
ïðè óñëîâèè ëîêàëüíîé êâàçèðàâíîìåðíîñòè ñåòêè óñòàíàâëèâàåò ñó-
ùåñòâîâàíèå äîñòàòî÷íî ìàëîãî ìàêñèìàëüíîãî øàãà ñåòêè, ïðè êî-
òîðîì íîðìàëèçîâàííàÿ öåïî÷êà ïîëíà. Îäíàêî ýòîò ðåçóëüòàò íîñèò
êà÷åñòâåííûé õàðàêòåð: îí íå äà¼ò ÿâíîãî çíà÷åíèÿ ïðåäåëüíîãî øàãà
è íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåìîãî óñëîâèÿ ïîëíîòû öåïî÷êè äëÿ çàäàí-
íîé ïîðîæäàþùåé âåêòîð-ôóíêöèè è êîíêðåòíîé ñåòêè. Äëÿ ëèíåé-
íûõ ìèíèìàëüíûõ ñïëàéíîâ äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ óêà-
çàíî â [6]: îíè ñóùåñòâóþò, åñëè ïîðîæäàþùàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìà è å¼ ïðîèçâîäíàÿ íå îáðàùàåòñÿ â íóëü.

ßâíîå çíà÷åíèå ïðåäåëüíîãî øàãà ñóùåñòâåííî è äëÿ àïðèîðíûõ
îöåíîê òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè ìèíèìàëüíûìè ñïëàéíàìè: òàêèå
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îöåíêè óñòàíàâëèâàþòñÿ íà ñåòêàõ, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâîâàíèå ñïëàé-
íîâ ãàðàíòèðîâàíî. Ïîýòîìó è ïðè ÿâíî âûïèñàííîé êîíñòàíòå îáëàñòü
ïðèìåíèìîñòè îöåíêè îñòà¼òñÿ çàäàííîé íåÿâíî, ïîêà ñàì ïîðîã øàãà
íå óêàçàí ÿâíî. Â ýòîé ñâÿçè ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïîëó÷åíèå óñëîâèé
ñóùåñòâîâàíèÿ, äîïóñêàþùèõ íåïîñðåäñòâåííóþ ïðîâåðêó.

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîñòîèò â ïîëó÷åíèè ïðîâåðÿåìûõ óñëî-
âèé ñóùåñòâîâàíèÿ ìèíèìàëüíûõ ñïëàéíîâ íåâûñîêèõ ïîðÿäêîâ. Äëÿ
ëèíåéíûõ ìèíèìàëüíûõ ñïëàéíîâ ïîëó÷åí êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ,
âûðàæàåìûé ÷åðåç çíà÷åíèÿ ïîðîæäàþùåé âåêòîð-ôóíêöèè â ñîñåä-
íèõ óçëàõ ñåòêè è íå òðåáóþùèé å¼ äèôôåðåíöèðóåìîñòè. Äëÿ êâàä-
ðàòè÷íûõ ìèíèìàëüíûõ ñïëàéíîâ ïîëó÷åí êðèòåðèé ïîëíîòû íîðìà-
ëèçîâàííîé öåïî÷êè: îíà ïîëíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îòëè÷íû
îò íóëÿ âåëè÷èíû, îòâå÷àþùèå ïàðàì è òðîéêàì ñîñåäíèõ óçëîâ ñåò-
êè. Êðîìå òîãî, ïðè óñëîâèè äîïîëíèòåëüíîé ãëàäêîñòè ïîðîæäàþ-
ùåé âåêòîð-ôóíêöèè óêàçàíî ÿâíîå äîñòàòî÷íîå îãðàíè÷åíèå íà ìàê-
ñèìàëüíûé øàã ñåòêè, âûðàæåííîå ÷åðåç îïðåäåëèòåëè, ñîñòàâëåííûå
èç ïîðîæäàþùåé âåêòîð-ôóíêöèè è å¼ ïðîèçâîäíûõ; îíî íå òðåáóåò
ëîêàëüíîé êâàçèðàâíîìåðíîñòè ñåòêè. Ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïî-
ëîæåíèÿõ ýòî îãðàíè÷åíèå óäà¼òñÿ óòî÷íèòü äî íåóëó÷øàåìîãî. Ïî-
ëó÷åííûå óñëîâèÿ ïðèìåíåíû ê ïîëèíîìèàëüíûì, ãèïåðáîëè÷åñêèì è
òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ìèíèìàëüíûì ñïëàéíàì, à òàêæå ê ëîãàðèôìè-
÷åñêèì ñïèðàëÿì è àðõèìåäîâîé ñïèðàëè.

�2. Ìèíèìàëüíûå ñïëàéíû íåâûñîêèõ ïîðÿäêîâ

Ïóñòü d ∈ {1, 2}. Íà îòðåçêå [a, b] ⊂ R ðàññìîòðèì ñåòêó X ñ äîïîë-
íèòåëüíûìè óçëàìè âíå îòðåçêà [a, b], ëåæàùèìè íà íåêîòîðîì èíòåð-
âàëå (α, β) ⊃ [a, b]:

x−d < . . . < x−1 < a = x0 < x1 < . . . < xn−1 < xn = b,

xn+1 < . . . < xn+d.
(1)

Ïîëîæèì Ji,k := {i, i+ 1, . . . , k} ïðè i 6 k è

hj := xj+1 − xj , j ∈ J−d,n+d−1; h := max
j∈J−d,n+d−1

hj .

Óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî A := {aj}j∈J−d,n−1
âåêòîðîâ aj ∈ Rd+1 íà-

çûâàåòñÿ öåïî÷êîé âåêòîðîâ. Öåïî÷êà A íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñëè

det(aj−d,aj−d+1, . . . ,aj) 6= 0, j ∈ J0,n−1. (2)
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Ïóñòü A � ïîëíàÿ öåïî÷êà âåêòîðîâ, à ϕ ∈ Cd−1(α, β) � íåêîòîðàÿ
çàäàííàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â Rd+1. Ìèíèìàëüíûìè êî-

îðäèíàòíûìè (A, ϕ)-ñïëàéíàìè ïîðÿäêà d, îòâå÷àþùèìè öåïî÷êå A
è ïîñòðîåííûìè íà ñåòêå (1), íàçûâàþòñÿ ôóíêöèè ωj , j ∈ J−d,n−1,
çàäàííûå íà ðàçáèåíèè M :=

⋃
k∈J0,n−1

(xk, xk+1) è óäîâëåòâîðÿþùèå
òîæäåñòâàì

k∑
j′=k−d

aj′ωj′(t) = ϕ(t), t ∈ (xk, xk+1), k ∈ J0,n−1,

ωj(t) = 0, t ∈M \ [xj , xj+d+1], j ∈ J−d,n−1.

(3)

Òîæäåñòâà (3) íàçûâàþòñÿ àïïðîêñèìàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè, à
âåêòîð-ôóíêöèÿ ϕ(t) íàçûâàåòñÿ ïîðîæäàþùåé ñïëàéí âåêòîð-ôóíê-
öèåé.

Äëÿ âñÿêîãî ôèêñèðîâàííîãî t ∈ (xk, xk+1) ñîîòíîøåíèÿ (3) ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îò-
íîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ωj(t). Ââèäó ïîëíîòû öåïî÷êè A ñèñòåìà (3)
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Îòñþäà òàêæå ñëåäóåò, ÷òî suppωj ⊂
[xj , xj+d+1]. Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ôóíêöèé ωj , çàäàííûõ àïïðîêñèìà-
öèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè (3), íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ìèíèìàëü-

íûõ êîîðäèíàòíûõ (A, ϕ)-ñïëàéíîâ ïîðÿäêà d.

Äëÿ j ∈ J−d,n+d ïîëîæèì ϕ
(i)
j := ϕ(i)(xj), i ∈ J0,d−1, è ðàññìîòðèì

âåêòîðû dj ∈ Rd+1, çàäàâàåìûå òîæäåñòâîì

dTj z ≡ det
(
ϕj , ϕ

′
j , . . . , ϕ

(d−1)
j , z

)
, z ∈ Rd+1.

Ðàññìîòðèì öåïî÷êó âåêòîðîâ {aj}j∈J−d,n−1
, çàäàííóþ ôîðìóëîé

aj :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕj+1 ϕ′j+1 . . . ϕ

(d−1)
j+1

dTj+2ϕj+1 dTj+2ϕ
′
j+1 . . . dTj+2ϕ

(d−1)
j+1

...
...

...

dTj+dϕj+1 dTj+dϕ
′
j+1 . . . dTj+dϕ

(d−1)
j+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (4)

ãäå îïðåäåëèòåëü ïîðÿäêà d ïîíèìàåòñÿ ñèìâîëè÷åñêè, ò.å. ðàñêðûâà-
åòñÿ ïî ýëåìåíòàì ïåðâîé ñòðîêè, à ïðè d = 1 ïîëàãàåòñÿ aj := ϕj+1.
Íàðÿäó ñ ââåä¼ííîé öåïî÷êîé aj ðàññìîòðèì íîðìàëèçîâàííóþ öåïî÷-

êó AN := {aNj }j∈J−d,n−1
, aNj := aj/[aj ]0, ãäå íóëåâàÿ êîìïîíåíòà âåê-

òîðà èç Rd+1 îáîçíà÷åíà ÷åðåç [·]0.
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Ñåòêà X íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî êâàçèðàâíîìåðíîé, åñëè ïðè íåêîòî-
ðîì θ > 1

θ−1 6
hj
hj−1

6 θ, j ∈ J−d+1,n+d−1.

Èçâåñòíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà [7].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ñåòêà (1) ëîêàëüíî êâàçèðàâíîìåðíà, ïîðîæäà-

þùàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ϕ ∈ Cd(α, β), à âðîí-
ñêèàí

Wd(t) := det
(
ϕ(t), ϕ′(t), . . . , ϕ(d)(t)

)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

|Wd(t)| > c = const > 0, t ∈ (α, β).

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî hϕ > 0, ÷òî ïðè h < hϕ öåïî÷êà AN

ïîëíà, à ñîîòâåòñòâóþùèå ìèíèìàëüíûå êîîðäèíàòíûå ñïëàéíû ωj ,
j ∈ J−d,n−1, ñóùåñòâóþò è ëåæàò â ïðîñòðàíñòâå Cd−1[a, b].

Áîëåå òîãî, åñëè [ϕ(t)]0 ≡ 1, òî, ïîñêîëüêó [aNj ]0 = 1, ðàññìàòðè-

âàÿ íóëåâóþ êîìïîíåíòó ñîîòíîøåíèé (3) äëÿ öåïî÷êè AN , ïîëó÷àåì
ñâîéñòâî ðàçáèåíèÿ åäèíèöû∑

j∈J−d,n−1

ωj(t) ≡ 1, t ∈ [a, b].

Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèè ωj íàçûâàþòñÿ íîðìàëèçîâàííûìè ìèíèìàëü-
íûìè êîîðäèíàòíûìè ñïëàéíàìè. Âñþäó íèæå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëü-
êî íîðìàëèçîâàííûå ñïëàéíû è îòâå÷àþùàÿ èì íîðìàëèçîâàííàÿ öå-
ïî÷êà AN .

Òåîðåìà 1 íîñèò êà÷åñòâåííûé õàðàêòåð: îíà ãàðàíòèðóåò ïîëíîòó
öåïî÷êè AN ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì øàãå, íî íå äà¼ò íè ÿâíîãî çíà-
÷åíèÿ hϕ, íè íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåìîãî óñëîâèÿ ïîëíîòû. Äàëåå
äëÿ ëèíåéíûõ ñïëàéíîâ áóäåò ïîëó÷åí êðèòåðèé èõ ñóùåñòâîâàíèÿ â
òåðìèíàõ çíà÷åíèé ïîðîæäàþùåé âåêòîð-ôóíêöèè â ñîñåäíèõ óçëàõ
(�3). Äëÿ êâàäðàòè÷íûõ ñïëàéíîâ áóäóò ïîëó÷åíû êðèòåðèé èõ ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ÷åðåç îïðåäåëèòåëè ïî ïàðàì è òðîéêàì ñîñåäíèõ óçëîâ è
ÿâíàÿ îöåíêà øàãà ñåòêè, ãàðàíòèðóþùàÿ ïîëíîòó öåïî÷êè (��4�5);
â �6 ïîëó÷åííûå óñëîâèÿ ïðèìåíÿþòñÿ ê êîíêðåòíûì ïîðîæäàþùèì
âåêòîð-ôóíêöèÿì.
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�3. Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ëèíåéíûõ ìèíèìàëüíûõ

ñïëàéíîâ

Ïóñòü d = 1. Ïîëîæèì ϕ(t) := (1, ρ(t))T , ãäå ρ ∈ C(α, β). Òîãäà, ïî

ôîðìóëå (4), öåïî÷êà AN îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðàìè, èìåþùèìè âèä

aNj := ϕj+1, j ∈ J−1,n−1. (5)

Ñóùåñòâîâàíèå íîðìàëèçîâàííûõ ëèíåéíûõ ìèíèìàëüíûõ ñïëàé-
íîâ îáåñïå÷èâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Öåïî÷êà (5) ïîëíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ρ(xj+1) 6= ρ(xj), j ∈ J0,n−1. (6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî j ∈ J0,n−1 èìååì

det(aNj−1,a
N
j ) = det(ϕj , ϕj+1) = ρ(xj+1)− ρ(xj).

Ïîýòîìó ïîëíîòà öåïî÷êè AN ýêâèâàëåíòíà óñëîâèþ (6). �

Ñëåäñòâèå 1. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(1) åñëè ôóíêöèÿ ρ ñòðîãî ìîíîòîííà íà îòðåçêå [a, b], òî ëè-

íåéíûå ìèíèìàëüíûå ñïëàéíû ñóùåñòâóþò íà ëþáîé ñåòêå

âèäà (1);
(2) åñëè ôóíêöèÿ ρ íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ìîíîòîííîé íà îòðåçêå

[a, b], òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ñåòêà âèäà (1) ñ ìàê-
ñèìàëüíûì øàãîì h < ε, íà êîòîðîé ëèíåéíûå ìèíèìàëüíûå

ñïëàéíû íå ñóùåñòâóþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç
òåîðåìû 2, ïîñêîëüêó ïðè ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ρ
â ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ óçëàõ ðàçëè÷íû. Ïóñòü òåïåðü ρ íå ÿâëÿåò-
ñÿ ñòðîãî ìîíîòîííîé íà îòðåçêå [a, b]. Äîñòàòî÷íî ïðè ëþáîì ε > 0
óêàçàòü òî÷êè t < u îòðåçêà [a, b] ñ ρ(t) = ρ(u) è u − t < ε: âêëþ÷èâ
èõ â ñåòêó (1) â êà÷åñòâå ñîñåäíèõ óçëîâ è âûáðàâ îñòàëüíûå óçëû
òàê, ÷òîáû h < ε, ïîëó÷èì ñåòêó, íà êîòîðîé óñëîâèå (6) íàðóøàåò-
ñÿ è, ïî òåîðåìå 2, ëèíåéíûå ìèíèìàëüíûå ñïëàéíû íå ñóùåñòâóþò.
Ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ èíúåêòèâíàÿ ôóíêöèÿ íà îòðåçêå ñòðîãî ìîíî-
òîííà, ïîýòîìó ôóíêöèÿ ρ íåèíúåêòèâíà: ρ(t1) = ρ(u1) ïðè íåêîòîðûõ
t1 < u1. Åñëè ρ ïîñòîÿííà íà [t1, u1], òî ëþáûå äâå òî÷êè ýòîãî îò-
ðåçêà íà ðàññòîÿíèè ìåíüøå ε ãîäÿòñÿ â êà÷åñòâå t è u. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ρ íà [t1, u1] äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî èëè
íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ âî âíóòðåííåé òî÷êå c, ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ íà
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êîíöàõ ðàâíû. Ïóñòü, äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè, ýòî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå è
ïóñòü 0 < δ < ε/2 òàêîâî, ÷òî [c− δ, c+ δ] ⊂ [t1, u1]. Åñëè ρ(c− δ) = ρ(c)
èëè ρ(c+ δ) = ρ(c), ïîëîæèì t = c− δ, u = c èëè ñîîòâåòñòâåííî t = c,
u = c+δ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïî òåîðåìå î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè,
÷èñëî v := max{ρ(c − δ), ρ(c + δ)} < ρ(c) ïðèíèìàåòñÿ ôóíêöèåé ρ â
íåêîòîðîé òî÷êå t ∈ [c− δ, c) è â íåêîòîðîé òî÷êå u ∈ (c, c+ δ]. Â îáîèõ
ñëó÷àÿõ, t < u, ρ(t) = ρ(u) è u− t 6 2δ < ε. �

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (6) ïðèìåíåíèå ïðàâèëà Êðàìåðà ê ñèñòå-
ìå (3) äà¼ò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå ñïëàéí-ôóíêöèé:

ωj(t) =


det(ϕj , ϕ(t))

det(ϕj , ϕj+1)
=

ρ(t)− ρ(xj)

ρ(xj+1)− ρ(xj)
, t ∈ [xj , xj+1),

det(ϕ(t), ϕj+2)

det(ϕj+1, ϕj+2)
=

ρ(xj+2)− ρ(t)

ρ(xj+2)− ρ(xj+1)
, t ∈ [xj+1, xj+2).

(7)

Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé (7) íà ðàçáèåíèè M îáåñïå÷èâàåòñÿ íåïðå-
ðûâíîñòüþ ôóíêöèè ρ, à â óçëàõ ñåòêè îíà ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà
ωj(xi) = δj,i−1, i ∈ J0,n, ãäå δj,i � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Òàêèì îáðàçîì,
ωj ∈ C[a, b].

Çàìå÷àíèå 1. Äëÿ ϕ(t) = ϕB1 (t) := (1, t)T ôóíêöèè (7) ñîâïàäàþò ñ
èçâåñòíûìè ëèíåéíûìè ïîëèíîìèàëüíûìè B-ñïëàéíàìè:

ωBj (t) =


t− xj

xj+1 − xj
, t ∈ [xj , xj+1),

xj+2 − t
xj+2 − xj+1

, t ∈ [xj+1, xj+2).

Çàìå÷àíèå 2. Öåïî÷êà (5) è îòâå÷àþùèå åé ñïëàéíû (7) ðàññìàò-
ðèâàëèñü â ðàáîòå [6], ãäå ïîëíîòà öåïî÷êè óñòàíîâëåíà ïðè óñëîâèÿõ
ρ ∈ C1[a, b] è ρ′(t) 6= 0, à òàêæå ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ñïëàéíîâ è ïîñòðîåíà êâàçèëèíåéíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ. Òåîðåìà 2
çàìåíÿåò óñëîâèÿ èç [6] êðèòåðèåì (6), íå òðåáóþùèì äèôôåðåíöèðó-
åìîñòè ôóíêöèè ρ.
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�4. Êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ êâàäðàòè÷íûõ

ìèíèìàëüíûõ ñïëàéíîâ

Â êâàäðàòè÷íîì ñëó÷àå, ïðè d = 2, ïîëîæèì ϕ(t) := (1, ρ(t), σ(t))T ,

ãäå ρ, σ ∈ C2(α, β). Ïî ôîðìóëå (4), öåïî÷êà AN îïðåäåëÿåòñÿ âåêòî-
ðàìè, èìåþùèìè âèä

aNj = ϕj+1 −
dTj+2ϕj+1

dTj+2ϕ
′
j+1

ϕ′j+1, j ∈ J−2,n−1. (8)

Èçâåñòíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, óêàçûâàþùàÿ ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ
êâàäðàòè÷íûõ ìèíèìàëüíûõ ñïëàéíîâ [7].

Òåîðåìà 3. Ïóñòü öåïî÷êà AN , îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì (8), ïîë-
íà, à âðîíñêèàí W2(t) îòëè÷åí îò íóëÿ íà (α, β). Òîãäà ñóùåñòâóþò
ñïëàéí-ôóíêöèè ωj , j ∈ J−2,n−1, ëåæàùèå â ïðîñòðàíñòâå C1[a, b],
äëÿ êîòîðûõ ïðè i = 0, 1 ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

ω
(i)
j (t) =



dTj ϕ
(i)(t)

dTj a
N
j

, t ∈ [xj , xj+1),

dTj ϕ
(i)(t)

dTj a
N
j

−
dTj a

N
j+1

dTj a
N
j

dTj+1ϕ
(i)(t)

dTj+1a
N
j+1

, t ∈ [xj+1, xj+2),

dTj+3ϕ
(i)(t)

dTj+3a
N
j

, t ∈ [xj+2, xj+3).

(9)

Çàìå÷àíèå 3. Äëÿ ϕ(t) = ϕB2 (t) := (1, t, t2)T ôóíêöèè ωj(t) ñîâïàäàþò
ñ êâàäðàòè÷íûìè ïîëèíîìèàëüíûìè B-ñïëàéíàìè ωBj (t):

ωBj (t) =



(t− xj)2

(xj+1 − xj)(xj+2 − xj)
, t ∈ [xj , xj+1),

1

xj+1 − xj

( (t− xj)2

xj+2 − xj

− (t− xj+1)2(xj+3 − xj)
(xj+2 − xj+1)(xj+3 − xj+1)

)
,

t ∈ [xj+1, xj+2),

(t− xj+3)2

(xj+3 − xj+1)(xj+3 − xj+2)
, t ∈ [xj+2, xj+3).
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Òåîðåìà 3 ñâîäèò âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè êâàäðàòè÷íûõ ìèíèìàëü-
íûõ ñïëàéíîâ ê ïîëíîòå öåïî÷êè (8), ò.å. ê îòëè÷èþ îò íóëÿ îïðåäåëè-
òåëåé det(aNj−2,a

N
j−1,a

N
j ), j ∈ J0,n−1. Íèæå ýòè îïðåäåëèòåëè âû÷èñëå-

íû ÿâíî ÷åðåç çíà÷åíèÿ ϕ è ϕ′ â ñîñåäíèõ óçëàõ.

Ïîëîæèì

d(t) := ϕ(t)× ϕ′(t) =
(
ρ(t)σ′(t)− σ(t)ρ′(t), −σ′(t), ρ′(t)

)T
, (10)

ãäå t ∈ (α, β). Îòñþäà ÿñíî, ÷òî d(xj) = dj . Äëÿ t, u, y0, y1, y2 ∈ (α, β)
ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

∆(t, u) := dT (u)ϕ′(t) = ρ′(u)σ′(t)− σ′(u)ρ′(t), (11)

G(y0, y1, y2) := det
(
d(y0),d(y1),d(y2)

)
. (12)

Ëåììà 1. Ïóñòü ∆(xj , xj+1) 6= 0 ïðè âñåõ j ∈ J−1,n. Òîãäà äëÿ j ∈
J0,n−1 âåðíî ðàâåíñòâî

det
(
aNj−2,a

N
j−1,a

N
j

)
= − G(xj−1, xj , xj+1)G(xj , xj+1, xj+2)

∆(xj−1, xj) ∆(xj , xj+1) ∆(xj+1, xj+2)
. (13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî, ñ òî÷íîñòüþ äî ñêàëÿðíîãî
ìíîæèòåëÿ, âåêòîð aNj ñîâïàäàåò ñ âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì dj+1 ×
dj+2. Çíàìåíàòåëü äðîáè â îïðåäåëåíèè (8) ðàâåí ∆(xj+1, xj+2) è, ïî
óñëîâèþ, îòëè÷åí îò íóëÿ. Ïðè d = 2 ôîðìóëà (4) äà¼ò

aj = ϕj+1 d
T
j+2ϕ

′
j+1 − ϕ′j+1 d

T
j+2ϕj+1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ôîðìóëå äâîéíîãî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â
R3 : (z1 × z2)× z3 = z2 zT1 z3 − z1 zT2 z3 è îïðåäåëåíèþ (10), èìååì:

dj+1 × dj+2 = (ϕj+1 × ϕ′j+1)× dj+2

= ϕ′j+1 d
T
j+2ϕj+1 − ϕj+1 d

T
j+2ϕ

′
j+1 = −aj .

Íóëåâàÿ êîìïîíåíòà ïîëó÷åííîãî âåêòîðà ðàâíà

[dj+1]1[dj+2]2 − [dj+1]2[dj+2]1 = ρ′(xj+1)σ′(xj+2)− σ′(xj+1)ρ′(xj+2)

= −∆(xj+1, xj+2),

îòêóäà [aj ]0 = ∆(xj+1, xj+2). Ñëåäîâàòåëüíî,

aNj =
aj

[aj ]0
= − dj+1 × dj+2

∆(xj+1, xj+2)
, j ∈ J−2,n−1. (14)
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Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (14) â ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (13) è ïîëüçó-
ÿñü ïîëèëèíåéíîñòüþ îïðåäåëèòåëÿ, äëÿ j ∈ J0,n−1 ïîëó÷àåì:

det(aNj−2,a
N
j−1,a

N
j )

= −
det
(
dj−1 × dj , dj × dj+1, dj+1 × dj+2

)
∆(xj−1, xj) ∆(xj , xj+1) ∆(xj+1, xj+2)

.

Â ñèëó òîæäåñòâà Ëàãðàíæà â R3, èìååì ðàâåíñòâî

(z1 × z2)× (z2 × z3) = z2 det(z1, z2, z3),

ïðèìåíÿÿ êîòîðîå ê òðîéêå âåêòîðîâ (z1, z2, z3) = (dj ,dj+1,dj+2) è
èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî det(z1, z2, z3) = zT1 (z2 × z3), íàõîäèì:

det
(
dj−1 × dj , dj × dj+1, dj+1 × dj+2

)
=
(
dj−1 × dj

)T
dj+1 det(dj ,dj+1,dj+2)

= det(dj−1,dj ,dj+1) det(dj ,dj+1,dj+2),

÷òî âìåñòå ñ îïðåäåëåíèåì (12) äà¼ò ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (13). �

Áóäåì íàçûâàòü ñåòêó (1) äîïóñòèìîé äëÿ ïîðîæäàþùåé âåêòîð-
ôóíêöèè ϕ, åñëè

∆(xj , xj+1) 6= 0, j ∈ J−1,n,

G(xj−1, xj , xj+1) 6= 0, j ∈ J0,n.
(15)

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ρ, σ ∈ C2(α, β). Öåïî÷êà AN , îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåí-

ñòâîì (8), ïîëíà è êâàäðàòè÷íûå ìèíèìàëüíûå êîîðäèíàòíûå ñïëàé-
íû ñóùåñòâóþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñåòêà (1) äîïóñòèìà.
Áîëåå òîãî, åñëè W2(t) 6= 0 íà (α, β), òî ñîîòâåòñòâóþùèå ñïëàéí-
ôóíêöèè ëåæàò â ïðîñòðàíñòâå C1[a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ñåòêà X äîïóñòèìà. Òîãäà
∆(xj , xj+1) 6= 0 ïðè âñåõ j ∈ J−1,n, è ïîòîìó çíàìåíàòåëü â ôîðìó-
ëàõ (8) è (13) îòëè÷åí îò íóëÿ. ×èñëèòåëü â ðàâåíñòâå (13) åñòü ïðî-
èçâåäåíèå âåëè÷èí G(xj−1, xj , xj+1) è G(xj , xj+1, xj+2), êîòîðûå îòâå-
÷àþò èíäåêñàì j è j+ 1 èç íàáîðà J0,n, è ïîòîìó îí îòëè÷åí îò íóëÿ â
ñèëó äîïóñòèìîñòè ñåòêè. Ñëåäîâàòåëüíî, det(aNj−2,a

N
j−1,a

N
j ) 6= 0 äëÿ

âñåõ j ∈ J0,n−1, à öåïî÷êà A
N ïîëíà.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü öåïî÷êà AN ïîëíà. Òîãäà çíàìåíàòåëü â
îïðåäåëåíèè (8) îòëè÷åí îò íóëÿ, ïîýòîìó ∆(xj , xj+1) 6= 0 ïðè âñåõ



ÓÑËÎÂÈß ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈß ÌÈÍÈÌÀËÜÍÛÕ ÑÏËÀÉÍÎÂ 201

j ∈ J−1,n è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (13). Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (13) îò-
ëè÷íà îò íóëÿ â ñèëó ïîëíîòû, ïîýòîìó îòëè÷åí îò íóëÿ è ÷èñëèòåëü â
åãî ïðàâîé ÷àñòè, ò.å. G(xj−1, xj , xj+1) 6= 0 è G(xj , xj+1, xj+2) 6= 0 ïðè
âñåõ j ∈ J0,n−1. Òåì ñàìûì G(xj−1, xj , xj+1) 6= 0 ïðè âñåõ j ∈ J0,n, è
ñåòêà äîïóñòèìà.

Ïîëíîòà öåïî÷êè AN îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå êâàäðàòè÷íûõ
ìèíèìàëüíûõ êîîðäèíàòíûõ ñïëàéíîâ, à ïðèíàäëåæíîñòü ïðîñòðàí-
ñòâó C1[a, b] ñëåäóåò èç òåîðåìû 3. �

Çàìå÷àíèå 4. ×èñëî óñëîâèé (15), ïðîâåðÿåìûõ â òåîðåìå 4, ðàâíî
2n+ 3: âåëè÷èíà ∆ ïðîâåðÿåòñÿ íà n+ 2 ïàðàõ ñîñåäíèõ óçëîâ ñåòêè,
à âåëè÷èíà G � íà n + 1 òðîéêå ñîñåäíèõ óçëîâ. Êàæäàÿ èç ïðîâå-
ðÿåìûõ âåëè÷èí çàâèñèò ëèøü îò çíà÷åíèé ρ, σ, ρ′, σ′ â äâóõ èëè òð¼õ
ñîñåäíèõ óçëàõ, ïîýòîìó ÷èñëî ëîêàëüíûõ ïðîâåðîê ëèíåéíî ïî ÷èñëó
ýëåìåíòàðíûõ èíòåðâàëîâ ñåòêè.

�5. ßâíàÿ îöåíêà øàãà ñåòêè

Òåîðåìà 1 óñòàíàâëèâàåò ñóùåñòâîâàíèå äîñòàòî÷íî ìàëîãî ìàêñè-
ìàëüíîãî øàãà ñåòêè, íå äàâàÿ åãî ÿâíîé îöåíêè. Â ýòîì ïàðàãðàôå
âåëè÷èíû ∆ è G âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî äèôôåðåí-
öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ êîýôôèöèåíòàìè, êîòîðûå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
îïðåäåëèòåëè, ñîñòàâëåííûå èç ïîðîæäàþùåé âåêòîð-ôóíêöèè è å¼
ïðîèçâîäíûõ.

Âñþäó äàëåå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ρ, σ ∈ C4(α, β). Â ðàññìàò-
ðèâàåìîì êâàäðàòè÷íîì ñëó÷àå ââåä¼ì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå äëÿ
âðîíñêèàíà:

W (t) := W2(t) = ρ′(t)σ′′(t)− ρ′′(t)σ′(t) 6= 0, t ∈ (α, β). (16)

Ïîëîæèì (ÿâíîå óêàçàíèå çàâèñèìîñòè îò t äëÿ êðàòêîñòè îïóñêà-
åì)

V := ρ′′′σ′′ − ρ′′σ′′′, κ :=
W ′

W
, µ :=

V

W
. (17)

Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî κ è µ ñëóæàò êîýôôèöèåíòàìè äèôôåðåí-
öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, ðåøåíèÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ
ôóíêöèè ρ′ è σ′, à âåëè÷èíû

p := µ′ − κµ, q := κ′ + µ− κ2, r := 2κ (18)

ñóòü êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà, êîòîðîìó óäîâëåòâî-
ðÿþò âñå êîìïîíåíòû âåêòîð-ôóíêöèè d(t), çàäàííîé ðàâåíñòâîì (10).
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Ëåììà 2. Ôóíêöèè ρ′ è σ′ îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé

óðàâíåíèÿ

z′′ = κ z′ + µ z. (19)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèè ρ′ è σ′ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (19).
Äåéñòâèòåëüíî, κρ′′+µρ′ = (W ′ρ′′+V ρ′)/W , ãäå, ââèäó ïðåäñòàâëåíèé
(16) è (17), èìååì

W ′ρ′′ + V ρ′ = (ρ′σ′′′ − ρ′′′σ′)ρ′′ + (ρ′′′σ′′ − ρ′′σ′′′)ρ′

= ρ′′′(ρ′σ′′ − ρ′′σ′) = ρ′′′W,

òàê ÷òî ρ′′′ = κρ′′ + µρ′; àíàëîãè÷íî äëÿ σ′. Ýòè ôóíêöèè ëèíåéíî
íåçàâèñèìû, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âðîíñêèàíW = ρ′σ′′−ρ′′σ′
îáðàùàëñÿ áû â íóëü âîïðåêè íåðàâåíñòâó (16), è îáðàçóþò áàçèñ ïðî-
ñòðàíñòâà ðåøåíèé ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà (19). �

Ëåììà 3. Òðîéêà (d,d′,d′′) îáðàçóåò áàçèñ R3 â êàæäîé òî÷êå èí-

òåðâàëà (α, β); ïðè ýòîì âåðíî ðàçëîæåíèå

d′′′ = pd+ q d′ + r d′′. (20)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ (10), âåêòîð d = ϕ× ϕ′ îðòîãîíà-
ëåí âåêòîðàì ϕ è ϕ′: dTϕ=dTϕ′= 0. Äàëåå, dTϕ′′=det(ϕ,ϕ′, ϕ′′)=W .

Íàêîíåö, ϕ′ × ϕ′ = 0, ïîýòîìó d′ = ϕ× ϕ′′, îòêóäà d′Tϕ′′ = 0.

Äèôôåðåíöèðóÿ òîæäåñòâà dTϕ = 0 è dTϕ′ = 0, ïîëó÷àåì d′Tϕ =
−dTϕ′ = 0 è d′Tϕ′ = −dTϕ′′ = −W . Äèôôåðåíöèðóÿ ýòè äâà ðàâåí-
ñòâà åù¼ ðàç, íàõîäèì d′′Tϕ = −d′Tϕ′ = W è d′′Tϕ′ = −W ′−d′Tϕ′′ =
−W ′. Òàêèì îáðàçîì,

d′Tϕ = 0, d′Tϕ′ = −W, d′′Tϕ = W, d′′Tϕ′ = −W ′. (21)

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî òðîéêà (d,d′,d′′) ëèíåéíî íåçàâèñèìà. Â ñèëó
òîæäåñòâà (z1 × z2) × (z1 × z3) = z1 det(z1, z2, z3), ïðè (z1, z2, z3) =
(ϕ,ϕ′, ϕ′′) èìååì d× d′ = Wϕ. Ïîýòîìó

det(d,d′,d′′) = (d× d′)Td′′ = W d′′Tϕ = W 2 6= 0 (22)

â ñèëó íåðàâåíñòâà (16). Çíà÷èò, òðîéêà (d,d′,d′′) ëèíåéíî íåçàâèñèìà
â êàæäîé òî÷êå èíòåðâàëà (α, β), òàê ÷òî ýòà òðîéêà îáðàçóåò áàçèñ R3.

Ïîêàæåì, íàêîíåö, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (20), ò.å. êàæäàÿ èç
êîìïîíåíò [d]0, [d]1, [d]2 óäîâëåòâîðÿåò ñêàëÿðíîìó óðàâíåíèþ w′′′ =
pw + q w′ + r w′′. Íà÷í¼ì ñ êîìïîíåíò [d]1 = −σ′ è [d]2 = ρ′, êîòîðûå,



ÓÑËÎÂÈß ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈß ÌÈÍÈÌÀËÜÍÛÕ ÑÏËÀÉÍÎÂ 203

ïî ëåììå 2, ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (19). Ïóñòü z � ïðîèç-
âîëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (19). Äèôôåðåíöèðóÿ (19) è ïîäñòàâëÿÿ â
ðåçóëüòàò z′′ = κz′ + µz, ïîëó÷àåì

z′′′ = κ′z′ + κz′′ + µ′z + µz′ = (µ′ + κµ) z + (κ′ + κ2 + µ) z′,

à ïðè êîýôôèöèåíòàõ (18) èìååì

p z+ q z′ + r z′′ = (p+ rµ) z+ (q+ rκ) z′ = (µ′ +κµ) z+ (κ′ +κ2 + µ) z′,

òàê ÷òî z′′′ = p z + q z′ + r z′′; â ÷àñòíîñòè, ýòî âåðíî äëÿ z = [d]1 è
z = [d]2.

Ïåðåéä¼ì ê êîìïîíåíòå [d]0. Äëÿ w0 := [d]0 = ρσ′ − σρ′ èìååì w′0 =
ρσ′′ − σρ′′ è w′′0 = ρσ′′′ − σρ′′′ + W . Ïî ëåììå 2, ρ′′′ = κρ′′ + µρ′ è
σ′′′ = κσ′′ + µσ′, îòêóäà ρσ′′′ − σρ′′′ = κw′0 + µw0, ò.å.

w′′0 = κw′0 + µw0 +W.

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî è ïîäñòàâëÿÿ W ′ = κW è W = w′′0 −
κw′0 − µw0, ïîëó÷àåì

w′′′0 = κ′w′0 + κw′′0 + µ′w0 + µw′0 + κW
= κ′w′0 + κw′′0 + µ′w0 + µw′0 + κw′′0 − κ2w′0 − κµw0

= (µ′ − κµ)w0 + (κ′ + µ− κ2)w′0 + 2κw′′0 = pw0 + q w′0 + r w′′0 .

Èòàê, âñå òðè êîìïîíåíòû âåêòîð-ôóíêöèè d óäîâëåòâîðÿþò óðàâ-
íåíèþ w′′′ = pw + q w′ + r w′′, ÷òî è îçíà÷àåò (20). �

Çàôèêñèðóåì y0 ∈ (α, β). Ïîñêîëüêó ëåììà 3 ãàðàíòèðóåò, ÷òî òðîé-
êà (d,d′,d′′)(y0) � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà R3, êàæäûé âåêòîð d(y) åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî ýòîìó áàçèñó:

d(y) = A(y)d(y0) +B(y)d′(y0) + C(y)d′′(y0), y ∈ (α, β). (23)

Ëåììà 4. Ôóíêöèè A,B,C, ââåä¼ííûå â ðàçëîæåíèè (23), ÿâëÿþòñÿ
ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ

w′′′ = pw + q w′ + r w′′ (24)

ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (A,A′, A′′)(y0) = (1, 0, 0), (B,B′, B′′)(y0) =
(0, 1, 0), (C,C ′, C ′′)(y0) = (0, 0, 1), ïðè÷¼ì äëÿ ëþáûõ u, y1, y2 ∈ (α, β)

∆(y0, u) = −W (y0)
[
B(u) + κ(y0)C(u)

]
, (25)

G(y0, y1, y2) = W 2(y0)
[
B(y1)C(y2)−B(y2)C(y1)

]
. (26)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D0 ìàòðèöó, ñòîëáöàìè êîòîðîé
ñëóæàò âåêòîðû d(y0), d′(y0), d′′(y0). Ýòà ìàòðèöà ïîñòîÿííà, å¼ îïðå-
äåëèòåëü, ñîãëàñíî ôîðìóëå (22), ðàâåíW 2(y0) 6= 0, ïîýòîìó îíà íåâû-
ðîæäåíà.

Ïîëîæèì w := (A,B,C)T . Òîãäà ðàçëîæåíèå (23) âî ââåä¼ííûõ îáî-
çíà÷åíèÿõ çàïèñûâàåòñÿ êàê d = D0w, îòêóäà w = D−1

0 d. Ïîñêîëüêó
îáðàòíàÿ ìàòðèöà D−1

0 ïîñòîÿííà, ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè îíà âûíî-

ñèòñÿ êàê êîíñòàíòà, òàê ÷òî w(k)(t) = D−1
0 d(k)(t) ïðè âñåõ k > 0.

Óìíîæèì ðàâåíñòâî (20) èç ëåììû 3 ñëåâà íà D−1
0 . Ñëåâà ïîëó-

÷èòñÿ w′′′, ñïðàâà � pw + qw′ + rw′′, òàê ÷òî êàæäàÿ èç ôóíêöèé
A,B,C åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (24). Íà÷àëüíûå äàííûå ýòèõ ðåøåíèé

äà¼ò òî æå ðàâåíñòâî w(k) = D−1
0 d(k) ïðè y = y0 è k = 0, 1, 2: âåêòî-

ðû d(y0),d′(y0),d′′(y0) � ýòî ïåðâûé, âòîðîé è òðåòèé ñòîëáöû ìàòðè-
öû D0, ïîýòîìó ïðèìåíåíèå ê íèì D−1

0 äà¼ò ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîëá-
öû åäèíè÷íîé ìàòðèöû. Ñëåäîâàòåëüíî, w(y0) = (1, 0, 0)T , w′(y0) =
(0, 1, 0)T è w′′(y0) = (0, 0, 1)T .

Äîêàæåì ðàâåíñòâî (25). Óìíîæèì (23) ïðè y = u ñêàëÿðíî íà

ϕ′(y0). Ñëàãàåìîå ñA(u) îáðàùàåòñÿ â íóëü, ïîñêîëüêó dT (y0)ϕ′(y0)=0,
à äâà îñòàâøèõñÿ ñëàãàåìûõ âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (21), òàê ÷òî,
èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (11), èìååì

∆(y0, u) = dT (u)ϕ′(y0) = B(u)d′T (y0)ϕ′(y0) + C(u)d′′T (y0)ϕ′(y0)

= −W (y0)B(u)−W ′(y0)C(u),

÷òî âìåñòå ñ ðàâåíñòâîì W ′ = κW äà¼ò ïåðâîå èñêîìîå óòâåðæäå-
íèå (25).

Äîêàæåì ðàâåíñòâî (26). Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå (12) è ðàçëîæå-
íèå (23), íàõîäèì

G(y0, y1, y2) = det
(
D0w(y0), D0w(y1), D0w(y2)

)
= detD0 · det

(
w(y0),w(y1),w(y2)

)
,

ãäå detD0 = W 2(y0). Ïåðâûé ñòîëáåö îñòàâøåãîñÿ îïðåäåëèòåëÿ ðàâåí
w(y0) = (1, 0, 0)T , è ðàçëîæåíèå ïî íåìó äà¼ò B(y1)C(y2)−B(y2)C(y1).
Îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî (26). �
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Ëåììà 5 (Êðèòåðèé Âàëëå�Ïóññåíà [9]). Ïóñòü íà îòðåçêå [0, L] çà-
äàíî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïîðÿäêà m

w(m)(t) =

m−1∑
i=0

ci(t)w
(i)(t), t ∈ [0, L], (27)

ñ íåïðåðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè ci(t), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò íå-

ðàâåíñòâàì maxt∈[0,L] |ci(t)| 6 Ci ñ íåêîòîðûìè ïîñòîÿííûìè Ci > 0.
Åñëè

m−1∑
i=0

Ci
Lm−i

(m− i)!
< 1, (28)

òî âñÿêîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (27) èìååò íà [0, L] íå
áîëåå m− 1 íóëåé ñ ó÷¼òîì êðàòíîñòè.

Óñòàíîâëåííûå âûøå óòâåðæäåíèÿ ïîçâîëÿþò âûðàçèòü äîñòàòî÷-
íîå óñëîâèå äîïóñòèìîñòè ñåòêè ÷åðåç âåëè÷èíû (17) è (18). Ïîëîæèì

K := sup
t∈(α,β)

|κ(t)|, µ̄ := sup
t∈(α,β)

|µ(t)|,

P := sup
t∈(α,β)

|p(t)|, Q := sup
t∈(α,β)

|q(t)|, R := sup
t∈(α,β)

|r(t)|.
(29)

Òåîðåìà 5. Ïóñòü îïðåäåëåííûå ðàâåíñòâàìè (29) âåëè÷èíû K, µ̄, P,
Q,R êîíå÷íû. Åñëè ìàêñèìàëüíûé øàã ñåòêè (1) óäîâëåòâîðÿåò ñè-

ñòåìå íåðàâåíñòâ 
Kh+

µ̄

2
h2 < 1,

2Rh+ 2Qh2 +
4P

3
h3 < 1,

(30)

òî ñåòêà (1) äîïóñòèìà è êâàäðàòè÷íûå ìèíèìàëüíûå êîîðäèíàò-

íûå ñïëàéíû ñóùåñòâóþò. Â ÷àñòíîñòè, ïðè K = µ̄ = 0 íåðàâåí-

ñòâà (30) âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ëþáîé ñåòêè âèäà (1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ (15), äîïóñòèìîñòü ñåòêè îçíà÷à-
åò, ÷òî ∆(xj , xj+1) 6= 0 ïðè j ∈ J−1,n è G(xj−1, xj , xj+1) 6= 0 ïðè
j ∈ J0,n. Îáà óñëîâèÿ äîêàçûâàþòñÿ îò ïðîòèâíîãî ïî îäíîé ñõåìå:
åñëè áû ∆(xj , xj+1) = 0, òî íàøëîñü áû íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (19) âòîðîãî ïîðÿäêà ñ äâóìÿ íóëÿìè íà îòðåçêå [xj , xj+1] äëèíû
hj 6 h; åñëè áû G(xj−1, xj , xj+1) = 0, òî íàøëîñü áû íåòðèâèàëüíîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (24) òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ òðåìÿ íóëÿìè íà îòðåçêå
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[xj−1, xj+1] äëèíû hj−1 + hj 6 2h. Ïåðâîå èç íåðàâåíñòâ (30) èñêëþ-
÷àåò ïåðâóþ âåòâü óêàçàííîé ñõåìû, åñëè ïðèìåíèòü ëåììó 5 ñ L = h;
âòîðîå íåðàâåíñòâî èñêëþ÷àåò âòîðóþ âåòâü ñ L = 2h.

Óòî÷íèì ïðèìåíåíèå ëåììû 5. Âåëè÷èíû (29) ìàæîðèðóþò ìîäóëè
êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèé (19) è (24) íà âñ¼ì èíòåðâàëå (α, β), ïî-
ýòîìó ïîñëå ñäâèãà ïåðåìåííîé ëåììà ïðèìåíèìà ê ëþáîìó îòðåçêó
[t0, t0 + L] ⊂ (α, β), à òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü (28) âîçðàñòàåò ïî L, òî è
ê ëþáîìó áîëåå êîðîòêîìó îòðåçêó. Äëÿ óðàâíåíèÿ (19) èìååì m = 2,
C0 = µ̄, C1 = K, è ïðè L = h óñëîâèå (28) ïðèíèìàåò âèäKh+ µ̄

2h
2 < 1;

äëÿ óðàâíåíèÿ (24) èìååì: m = 3, C0 = P , C1 = Q, C2 = R, è ïðè
L = 2h óñëîâèå (28) ïðèíèìàåò âèä

R (2h) +Q
(2h)2

2
+ P

(2h)3

6
= 2Rh+ 2Qh2 +

4P

3
h3 < 1.

Ýòî â òî÷íîñòè íåðàâåíñòâà (30). Èòàê, âñÿêîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (19) èìååò íå áîëåå îäíîãî íóëÿ íà ëþáîì îòðåçêå äëèíû
íå áîëåå h, à âñÿêîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (24) � íå áîëåå
äâóõ íóëåé íà ëþáîì îòðåçêå äëèíû íå áîëåå 2h.

Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ∆(xj , xj+1) 6= 0 ïðè j ∈ J−1,n. Çàôèêñèðóåì
u = xj+1 è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ îäíîé ïåðåìåííîé z(t) := ∆(t, u) =
ρ′(u)σ′(t) − σ′(u)ρ′(t). Ýòî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ôóíêöèé ρ′ è σ′, îá-
ðàçóþùèõ, ïî ëåììå 2, áàçèñ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (19) ñ êîýôôèöèåí-
òàìè −σ′(u) è ρ′(u); îíè íå ðàâíû íóëþ îäíîâðåìåííî, òàê êàê ïðè
ρ′(u) = σ′(u) = 0 áûëî áû W (u) = ρ′(u)σ′′(u) − ρ′′(u)σ′(u) = 0 âî-
ïðåêè (16). Çíà÷èò, z � íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (19), ïðè-
÷¼ì z(xj+1) = ∆(u, u) = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∆(xj , xj+1) = 0, ò.å.
z(xj) = 0. Òîãäà z èìååò äâà íóëÿ íà îòðåçêå [xj , xj+1] äëèíû hj 6 h,
÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ∆(xj , xj+1) 6= 0.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî G(xj−1, xj , xj+1) 6= 0 ïðè j ∈ J0,n. Âñþäó â
ýòîì àáçàöå y0 = xj−1, à B è C � îòâå÷àþùèå ýòîé òî÷êå ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (24) èç ëåììû 4; íàïîìíèì, ÷òî B(y0) = C(y0) = 0 è, ïî
ôîðìóëå (26),

G(xj−1, xj , xj+1) = W 2(xj−1)
[
B(xj)C(xj+1)−B(xj+1)C(xj)

]
.

Ïîêàæåì, ÷òî èç ðàâåíñòâà G(xj−1, xj , xj+1) = 0 ñëåäîâàëî áû ñóùå-
ñòâîâàíèå íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (24) ñ íóëÿìè âî âñåõ
òð¼õ óçëàõ xj−1, xj , xj+1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G(xj−1, xj , xj+1) = 0. Òàê
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êàê W 6= 0, âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ðàâíî íóëþ, ò.å. âåê-
òîðû

(
B(xj), B(xj+1)

)
è
(
C(xj), C(xj+1)

)
ëèíåéíî çàâèñèìû. Çíà÷èò

íàéäóòñÿ ÷èñëà (λ, ν) 6= (0, 0), äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèÿ w := λB + νC
îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êàõ xj è xj+1. Ôóíêöèÿ w � ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ (24) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè

(
w,w′, w′′

)
(y0) = (0, λ, ν) 6= (0, 0, 0),

ïîýòîìó îíà íåòðèâèàëüíà, à w(xj−1) = w(y0) = 0. Èòàê, w èìååò òðè
íóëÿ íà îòðåçêå [xj−1, xj+1] äëèíû hj−1 + hj 6 2h, ÷òî íåâîçìîæíî.
Ñëåäîâàòåëüíî, G(xj−1, xj , xj+1) 6= 0.

Èòàê, ñåòêà äîïóñòèìà, è, ïî òåîðåìå 4, êâàäðàòè÷íûå ìèíèìàëü-
íûå êîîðäèíàòíûå ñïëàéíû ñóùåñòâóþò. Åñëè K = µ̄ = 0, òî κ≡µ≡0,
à ââèäó ðàâåíñòâ (18) èìååì p ≡ q ≡ r ≡ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, îáà íåðà-
âåíñòâà (30) âûïîëíåíû ïðè ëþáîì h. �

Åñëè âðîíñêèàí W (t) è âåëè÷èíà µ(t) ïîñòîÿííû, òî óðàâíåíèå (24)
ðåøàåòñÿ ÿâíî, è âìåñòî íåðàâåíñòâ (30) ïîëó÷àåòñÿ îãðàíè÷åíèå íà
øàã ñåòêè, ãàðàíòèðóþùåå âûïîëíåíèå óñëîâèé êðèòåðèÿ íà âñÿêîé
ñåòêå ñ äàííûì ìàêñèìàëüíûì øàãîì, ïðè÷¼ì ýòî îãðàíè÷åíèå íåóëó÷-
øàåìî.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü W (t) = W = const è µ(t) = µ = const. Òîãäà ïðè
µ > 0 äîïóñòèìà ëþáàÿ ñåòêà âèäà (1), à ïðè µ < 0 � âñÿêàÿ ñåòêà,

ìàêñèìàëüíûé øàã êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

h <
π√
−µ

. (31)

Íåðàâåíñòâî (31) íåóëó÷øàåìî: âñÿêàÿ ñåòêà, ñîäåðæàùàÿ ïàðó ñî-

ñåäíèõ óçëîâ íà ðàññòîÿíèè π/
√
−µ, íåäîïóñòèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòîÿíñòâî âðîíñêèàíà W îçíà÷àåò, ÷òî κ ≡ 0.
Ïîýòîìó, â ñèëó (18), p ≡ r ≡ 0 è q ≡ µ, à óðàâíåíèå (24) ïðèíèìàåò
âèä w′′′ = µw′. Åãî êîýôôèöèåíòû ïîñòîÿííû, ïîýòîìó ðåøåíèÿ B è
C çàâèñÿò ëèøü îò ðàçíîñòè η = y−y0; äàëåå îíè ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê
ôóíêöèè îò ïåðåìåííîé η. Ðåøåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (0, 1, 0) è
(0, 0, 1) âûïèñûâàþòñÿ ÿâíî:

µ > 0 : B =
sh sη

s
, C =

ch sη − 1

s2
, s =

√
µ;

µ = 0 : B = η, C =
η2

2
;

µ < 0 : B =
sin γη

γ
, C =

1− cos γη

γ2
, γ =

√
−µ.
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Âûðàçèì âåëè÷èíû, âõîäÿùèå â óñëîâèå äîïóñòèìîñòè (15), ÷åðåç B
è C. Òàê êàê κ ≡ 0, ðàâåíñòâà (25) è (26) ïðèíèìàþò âèä:

∆(y0, y1) = −W B(η1),

G(y0, y1, y2) = W 2
[
B(η1)C(η1 + η2)−B(η1 + η2)C(η1)

]
,

ãäå η1 = y1 − y0, η2 = y2 − y1. Ïîäñòàíîâêà âûïèñàííûõ ðåøåíèé ñ ïî-
ñëåäóþùèì ïðèìåíåíèåì ôîðìóë ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèé òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèõ è ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì
ïðåäñòàâëåíèÿì âûðàæåíèÿ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ:

µ > 0 :
4

s3
sh
sη1

2
sh
sη2

2
sh
s(η1 + η2)

2
;

µ = 0 :
η1η2(η1 + η2)

2
;

µ < 0 :
4

γ3
sin

γη1

2
sin

γη2

2
sin

γ(η1 + η2)

2
.

Ïîñêîëüêó W 6= 0, óñëîâèå äîïóñòèìîñòè (15) ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî
B(hj) 6= 0 ïðè j ∈ J−1,n è âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ îòëè÷íî
îò íóëÿ ïðè η1 = hj−1, η2 = hj , j ∈ J0,n.

Ïóñòü µ > 0. Òîãäà B(η1) > 0 ïðè η1 > 0, à âñå ñîìíîæèòåëè â âû-
ðàæåíèè â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ïîëîæèòåëüíû ïðè η1, η2 > 0. Ïîýòîìó
∆ 6= 0 è G 6= 0, à çíà÷èò ñåòêà äîïóñòèìà ïðè ëþáîì øàãå.

Ïóñòü µ < 0 è h < π/γ. Äëÿ j ∈ J−1,n èìååì 0 < γhj 6 γh < π,
ïîýòîìó B(hj) = sin(γhj)/γ > 0 è ∆ 6= 0. Äëÿ j ∈ J0,n âñå òðè ÷èñëà
γhj−1/2, γhj/2 è γ(hj−1 + hj)/2 ëåæàò â èíòåðâàëå (0, π), ïîñêîëüêó
hj−1 + hj 6 2h < 2π/γ. Òàêèì îáðàçîì, âñå òðè ñîìíîæèòåëÿ è âûðà-
æåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ïîëîæèòåëüíû, G 6= 0 è ñåòêà äîïóñòèìà.

Ïóñòü, íàêîíåö, µ < 0 è hj = π/γ ïðè íåêîòîðîì j ∈ J−1,n. Òîãäà
B(π/γ) = 0, ïîýòîìó ∆(xj , xj+1) = 0, è ñåòêà íåäîïóñòèìà. �

Çàìå÷àíèå 5. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òåîðåìû 5 ïîëó÷åíî èç êðèòåðèÿ
Âàëëå-Ïóññåíà (28), â êîòîðûé êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèé (19) è (24)
âõîäÿò ëèøü ìàæîðàíòàìè ñâîèõ ìîäóëåé. Çíàêè êîýôôèöèåíòîâ ïðè
ýòîì íå ó÷èòûâàþòñÿ, è äîñòàâëÿåìîå êðèòåðèåì îãðàíè÷åíèå íà øàã
îêàçûâàåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ñòðîæå òðåáóåìîãî äîïóñòèìîñòüþ ñåò-
êè. Òàê, äëÿ óðàâíåíèÿ w′′′ = −γ2w′, îòâå÷àþùåãî ïîñòîÿííûì W è
µ = −γ2, íåðàâåíñòâà (30) äàþò îöåíêó h < 1/(γ

√
2), òîãäà êàê, ïî

ñëåäñòâèþ 2, äîïóñòèìà âñÿêàÿ ñåòêà ñ h < π/γ.
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Äîïóñòèìîñòü (15) ñîñòîèò â îòëè÷èè îò íóëÿ âåëè÷èí (11) è (12),
îäíàêî íà ìåëêîé ñåòêå ýòè âåëè÷èíû ñàìè ìàëû: îíè óáûâàþò êàê h
è h3 ñîîòâåòñòâåííî. Óñòðàíèòü ýòî óáûâàíèå ìîæíî äåëåíèåì íà âû-
ðàæåíèå òîãî æå ïîðÿäêà ìàëîñòè, ñîñòàâëåííîå èç øàãîâ ñåòêè. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ∆(y0, y0) = dT (y0)ϕ′(y0) = 0, ïîýòîìó, â ñèëó ðàâåíñòâ (21),
ïðè y1 → y0 èìååì:

∆(y0, y1)

y1 − y0
=

(
d(y1)− d(y0)

)T
y1 − y0

ϕ′(y0)→ d′T (y0)ϕ′(y0) = −W (y0). (32)

Äàëåå, âû÷èòàÿ â îïðåäåëèòåëå (12) ïåðâûé ñòîëáåö èç îñòàëüíûõ, à
çàòåì âòîðîé èç òðåòüåãî, ïîëó÷àåì

G(y0, y1, y2) = (y1−y0)(y2−y1)(y2−y0) det
(
d(y0), d[y0, y1], d[y0, y1, y2]

)
,

ãäå ÷åðåç d[y0, y1] è d[y0, y1, y2] îáîçíà÷åíû ðàçäåë¼ííûå ðàçíîñòè ïåð-
âîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ âåêòîð-ôóíêöèè d(t). Ïðè y1, y2 → y0 îíè
ñòðåìÿòñÿ ê d′(y0) è d′′(y0)/2 ñîîòâåòñòâåííî, ïîýòîìó, ñîãëàñíî ïðåä-
ñòàâëåíèþ (22), íàõîäèì

2G(y0, y1, y2)

(y1 − y0)(y2 − y1)(y2 − y0)
→ det

(
d(y0),d′(y0),d′′(y0)

)
= W 2(y0). (33)

Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ (16), ïîëó÷åííûå ïðåäåëû (32)�(33) îòëè÷íû
îò íóëÿ, ïîýòîìó îòíîøåíèÿ

∆(xj , xj+1)

hj
,

2G(xj−1, xj , xj+1)

hj−1hj(hj−1 + hj)
(34)

íà ìåëêîé ñåòêå îòäåëåíû îò íóëÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåðêó óñëîâèé
äîïóñòèìîñòè ñåòêè óäîáíåå âåñòè ïî îòíîøåíèÿì (34), à íå ïî ñàìèì
âåëè÷èíàì ∆ è G.

�6. Ïîðîæäàþùèå ôóíêöèè è ñåòî÷íûå îãðàíè÷åíèÿ

Ïîëó÷åííûå âûøå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êâàäðàòè÷íûõ ìèíèìà-
ëüíûõ êîîðäèíàòíûõ ñïëàéíîâ ðàçëè÷àþòñÿ ïî õàðàêòåðó. Òåîðåìà 4
äà¼ò íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå, íî ôîðìóëèðóåòñÿ â òåðìè-
íàõ çàäàííîé ñåòêè: ïðè ρ, σ ∈ C2(α, β) òðåáóåòñÿ ïðîâåðêà 2n + 3
óñëîâèé, è ïðîâåðêà âûïîëíÿåòñÿ äëÿ êàæäîé ñåòêè îòäåëüíî. Òåî-
ðåìà 5 äà¼ò äîñòàòî÷íîå óñëîâèå, çàòî âõîäÿùèå â íåðàâåíñòâà (30)
âåëè÷èíû (29) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ïîðîæäàþùåé âåêòîð-ôóíêöèè îäèí
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ðàç è ïðèãîäíû ñðàçó äëÿ âñåõ ñåòîê ñ äàííûì ìàêñèìàëüíûì øà-
ãîì; ïðè ýòîì, îäíàêî, íåîáõîäèìà ïîâûøåííàÿ ãëàäêîñòü ôóíêöèé
ρ, σ ∈ C4(α, β), à îöåíêà øàãà ñîäåðæèò çàïàñ.

Äàëåå ïîëó÷åííûå óñëîâèÿ ïðèìåíÿþòñÿ ê ïÿòè ðàçëè÷íûì ïîðîæ-
äàþùèì âåêòîð-ôóíêöèÿì êâàäðàòè÷íûõ ñïëàéíîâ. Ó òð¼õ èç íèõ �
ïîëèíîìèàëüíîé, ãèïåðáîëè÷åñêîé è òðèãîíîìåòðè÷åñêîé � âðîíñêè-
àí W è âåëè÷èíà µ ïîñòîÿííû, ïîýòîìó ïðèìåíèìî ñëåäñòâèå 2. Äëÿ
ëîãàðèôìè÷åñêèõ ñïèðàëåé âðîíñêèàí íå ïîñòîÿíåí, îäíàêî óñëîâèÿ
óäà¼òñÿ ïðîâåðèòü ñðàçó äëÿ âñåõ ñåòîê ñ äàííûì ìàêñèìàëüíûì øà-
ãîì, ÷òî ïîçâîëÿåò ñîïîñòàâèòü èõ ñ îöåíêîé òåîðåìû 5. Äëÿ àðõè-
ìåäîâîé ñïèðàëè òàêàÿ ïðîâåðêà íåäîñòóïíà, è îãðàíè÷åíèå íà øàã
äîñòàâëÿåò òîëüêî òåîðåìà 5.

Îäíàêî ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê êâàäðàòè÷íûì ñïëàéíàì, ðàññìîò-
ðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ëèíåéíûõ ìèíèìàëüíûõ ñïëàéíîâ, äëÿ êîòî-
ðûõ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

6.1. Ëèíåéíûå ìèíèìàëüíûå ñïëàéíû. Â ëèíåéíîì ñëó÷àå óñëî-
âèå (6) ñîäåðæèò òîëüêî óçëû x0, . . . , xn, è, ïî ñëåäñòâèþ 1, ñåòî÷íûå
îãðàíè÷åíèÿ ëèáî îòñóòñòâóþò âîâñå, ëèáî íå ñíèìàþòñÿ èçìåëü÷åíè-
åì ñåòêè; îãðàíè÷åíèå íà øàã, ïîäîáíîå èñïîëüçóåìîìó â òåîðåìå 5,
çäåñü íåâîçìîæíî.

Äëÿ ñòðîãî ìîíîòîííûõ ôóíêöèé ρ, íàïðèìåð, ρ(t) = t, ρ(t) = sh t
èëè ρ(t) = et ëèíåéíûå ìèíèìàëüíûå ñïëàéíû ñóùåñòâóþò íà âñÿêîé
ñåòêå âèäà (1).

Äëÿ ρ(t) = sin t óñëîâèå sinxj+1 6= sinxj íàðóøàåòñÿ ëèøü â äâóõ
ñëó÷àÿõ: êîãäà øàã hj êðàòåí 2π è êîãäà óçëû xj è xj+1 ðàñïîëî-
æåíû ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî òî÷êè π/2 + πm, m ∈ Z. Ïîýòîìó
óñëîâèå (6) âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íè îäèí èç øàãîâ
hj , j ∈ J0,n−1, íå êðàòåí 2π è íè îäíà ïàðà ñîñåäíèõ óçëîâ xj , xj+1,
j ∈ J0,n−1, íå ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî òàêîé òî÷êè. Â ÷àñòíîñòè,
åñëè èíòåðâàë (a, b) íå ñîäåðæèò òî÷åê âèäà π/2 + πm, òî ôóíêöèÿ
sin t íà îòðåçêå [a, b] ñòðîãî ìîíîòîííà, è ñïëàéíû ñóùåñòâóþò íà âñÿ-
êîé ñåòêå; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1, íàéä¼òñÿ ñêîëü
óãîäíî ìåëêàÿ ñåòêà, íà êîòîðîé ñïëàéíû íå ñóùåñòâóþò.

6.2. Êâàäðàòè÷íûå ïîëèíîìèàëüíûå, ãèïåðáîëè÷åñêèå è òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèå ñïëàéíû. Äëÿ âåêòîð-ôóíêöèè ϕB(t) = (1, t, t2)T ,
îòâå÷àþùåé êâàäðàòè÷íûì ïîëèíîìèàëüíûì B-ñïëàéíàì, èìååì
W (t) = 2 è V (t) = 0, ïîýòîìó κ ≡ 0 è µ ≡ 0. Âðîíñêèàí ïîñòîÿíåí,
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âåëè÷èíà µ ïîñòîÿííà è íå ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíîé, è, ïî ñëåäñòâèþ 2,
óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñïëàéíîâ âûïîëíåíû. Òåì ñàìûì êâàäðàòè÷-
íûå ïîëèíîìèàëüíûå B-ñïëàéíû ñóùåñòâóþò íà âñÿêîé ñåòêå âèäà (1).

Â ñëó÷àå ãèïåðáîëè÷åñêîé ïîðîæäàþùåé âåêòîð-ôóíêöèè ϕH(t) =
(1, sh t, ch t)T [4] èìååì W (t) = ch2 t− sh2 t = 1 è V (t) = ch2 t− sh2 t = 1,
îòêóäà κ ≡ 0 è µ ≡ 1. Âðîíñêèàí ïîñòîÿíåí, âåëè÷èíà µ ïîñòîÿííà
è ïîëîæèòåëüíà, à ïîýòîìó ãèïåðáîëè÷åñêèå ìèíèìàëüíûå ñïëàéíû
òàêæå ñóùåñòâóþò íà âñÿêîé ñåòêå âèäà (1).

Äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ïîðîæäàþùåé âåêòîð-ôóíêöèè ϕT (t) =
(1, sin t, cos t)T [11] èìååì

W (t) = − cos2 t− sin2 t = −1 è V (t) = cos2 t+ sin2 t = 1,

îòêóäà κ ≡ 0 è µ ≡ −1. Çäåñü µ îòðèöàòåëüíà, è, ïî ñëåäñòâèþ 2,
äîïóñòèìà âñÿêàÿ ñåòêà ñ h < π/

√
−µ = π. Ýòî óñëîâèå äîñòàòî÷íî,

íî íå íåîáõîäèìî: ïîäñòàíîâêà ρ(t) = sin t, σ(t) = cos t â ôîðìóëû (11)
è (12) äà¼ò

∆(t, u) = sin(u− t),

G(y0, y1, y2) = 4 sin
η1

2
sin

η2

2
sin

η1 + η2

2
, η1 := y1− y0, η2 := y2− y1.

Óñëîâèå ∆(xj , xj+1) 6= 0 îçíà÷àåò, ÷òî øàã hj íå êðàòåí π. Ïðè ýòîì
óñëîâèè ïåðâûå äâà ñîìíîæèòåëÿ â G îòëè÷íû îò íóëÿ, ïîñêîëüêó èõ
îáðàùåíèå â íóëü ïîòðåáîâàëî áû êðàòíîñòè øàãà ÷èñëó 2π; îñòà¼òñÿ

òðåáîâàíèå sin
hj−1+hj

2 6= 0. Ïîýòîìó ñåòêà äîïóñòèìà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà íè îäèí øàã hj , j ∈ J−1,n, íå êðàòåí π è íè îäíà ñóììà
hj−1 + hj , j ∈ J0,n, ñîñåäíèõ øàãîâ íå êðàòíà 2π; â ÷àñòíîñòè, äîïó-
ñòèìà ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà ñ øàãîì 3π/2.

Ñóùåñòâîâàíèå ñïëàéíîâ íå îçíà÷àåò, îäíàêî, èõ íåîòðèöàòåëüíî-
ñòè: íà òîé æå ðàâíîìåðíîé ñåòêå ñ øàãîì 3π/2 ôóíêöèÿ ωj ïðè j ∈
J0,n−3 ïðèíèìàåò â ñåðåäèíå èíòåðâàëà (xj+1, xj+2) çíà÷åíèå −

√
2/2.

Íåîòðèöàòåëüíîñòü êâàäðàòè÷íûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñïëàéíîâ îáåñ-
ïå÷èâàåòñÿ óñëîâèåì h < π [3].

6.3. Ëîãàðèôìè÷åñêèå ñïèðàëè. Ïóñòü ïîðîæäàþùàÿ âåêòîð-

ôóíêöèÿ èìååò âèä ϕS(t) :=
(
1, ρ(t), σ(t)

)T
=
(
1, ekt cos t, ekt sin t

)T
ïðè k > 0; îòâå÷àþùàÿ åé êðèâàÿ t 7→ (ρ(t), σ(t)) ÿâëÿåòñÿ ëîãàðèôìè-
÷åñêîé ñïèðàëüþ. Ïîäñòàíîâêà â ôîðìóëó (10) äà¼ò

d(t) =
(
e2kt, −(k sin t+ cos t)ekt, (k cos t− sin t)ekt

)T
.
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Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ïîëó÷àåì

W (t) = (k2 + 1)e2kt, V (t) = −(k2 + 1)2e2kt,

κ ≡ 2k, µ ≡ −(k2 + 1),

òàê ÷òî W (t) 6= 0, îäíàêî âðîíñêèàí íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, è ñëåä-
ñòâèå 2 íåïðèìåíèìî.

Óñëîâèÿ òåîðåìû 4 â äàííîì ñëó÷àå óäà¼òñÿ ïðîâåðèòü ñðàçó äëÿ
âñåõ ñåòîê ñ h < π. Ïî îïðåäåëåíèþ (11),

∆(t, u) = (k2 + 1)ek(t+u) sin(t− u),

ïîýòîìó ∆(xj , xj+1) 6= 0 ïðè hj < π.
Äàëåå, ïî ëåììå 3, êîìïîíåíòû âåêòîð-ôóíêöèè d(t) óäîâëåòâîðÿþò

óðàâíåíèþ (24) è ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ïîñêîëüêó ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìû âåêòîðû d,d′,d′′; ñëåäîâàòåëüíî, îíè îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà
ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ, è ðàâåíñòâî G(y0, y1, y2) = 0 îçíà÷àåò ñó-
ùåñòâîâàíèå íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ñ íóëÿìè y0, y1, y2. Äëÿ âåêòîð-
ôóíêöèè ϕS âñå ðåøåíèÿ èìåþò âèä ektf(t), ãäå

f(t) = aekt + b cos t+ c sin t.

Ïóñòü f îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êàõ y0 < y1 < y2, ïðè÷¼ì y1 − y0 < π
è y2 − y1 < π. Ïðè a = 0 ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ íóëÿìè
ôóíêöèè f êðàòíî π, ÷òî íåñîâìåñòèìî ñ 0 < y1 − y0 < π. Ïðè a 6= 0
ôóíêöèÿ

s := f ′′ + f = a(k2 + 1)ekt

çíàêîïîñòîÿííà è íå îáðàùàåòñÿ â íóëü, à äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè φ, óäî-
âëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ φ′′ + φ = 0, âåðíî ðàâåíñòâî

(f ′φ− fφ′)′ = sφ.

Èíòåãðèðóÿ åãî ñ ôóíêöèåé φ(t) = sin(t − y0) ïî [y0, y1] è ñ ôóíêöèåé
φ(t) = sin(y2 − t) ïî [y1, y2], ïîëó÷àåì

f ′(y1) sin(y1 − y0) =

y1∫
y0

sφ dt, −f ′(y1) sin(y2 − y1) =

y2∫
y1

sφ dt.

Âíóòðè îáîèõ îòðåçêîâ φ > 0, ïîýòîìó ïðàâûå ÷àñòè îòëè÷íû îò íóëÿ
è îäíîãî çíàêà, òîãäà êàê ëåâûå ÷àñòè ëèáî îáå îäíîâðåìåííî ðàâíû
íóëþ, ëèáî èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè; ýòî âåä¼ò ê ïðîòèâîðå÷èþ.
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Èòàê, ïðè h < π ñåòêà äîïóñòèìà, à ÷èñëî π çàìåíèòü áîëüøèì
íåëüçÿ: âñÿêàÿ ñåòêà, ñîäåðæàùàÿ ïàðó ñîñåäíèõ óçëîâ íà ðàññòîÿíèè
π, íåäîïóñòèìà, ïîñêîëüêó äëÿ íå¼ ∆(xj , xj+1) = 0.

Òåîðåìà 5 äà¼ò äëÿ ϕS áîëåå ãðóáîå, íî ïîëó÷àåìîå îäíîé ïîäñòàíîâ-
êîé îãðàíè÷åíèå. Èñïîëüçîâàíèå ôîðìóë (18) ïðèâîäèò ê âûðàæåíèÿì
p ≡ 2k(k2+1), q ≡ −(5k2+1) è r ≡ 4k. Âñå ýòè âåëè÷èíû ïîñòîÿííû, ïî-
ýòîìó, ïî îïðåäåëåíèþ (29), èìååì: K = 2k, µ̄ = k2 + 1, P = 2k(k2 + 1),
Q = 5k2 + 1, R = 4k. Òîãäà íåðàâåíñòâà (30) ïðèíèìàþò âèä

2kh+
k2 + 1

2
h2 < 1,

8kh+ 2(5k2 + 1)h2 +
8k(k2 + 1)

3
h3 < 1.

Ðàçíîñòü ëåâûõ ÷àñòåé âòîðîãî è ïåðâîãî íåðàâåíñòâ ðàâíà

h

6

(
36k + 9h+ 57k2h+ 16k(k2 + 1)h2

)
è ïîëîæèòåëüíà ïðè h > 0, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü âòîðîå íåðà-
âåíñòâî. Îáîçíà÷èì åãî ëåâóþ ÷àñòü ÷åðåç

Fk(h) := 8kh+ 2(5k2 + 1)h2 +
8k(k2 + 1)

3
h3.

Âñå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà Fk ïîëîæèòåëüíû, ïîýòîìó Fk âîçðàñ-
òàåò íà (0,+∞). Ïðè k →∞ è ïðè k → 0 èìååì

lim
k→∞

Fk

( c
k

)
= 8c+ 10c2 +

8

3
c3, lim

k→0
Fk(h) = 2h2.

Ïåðâûé ïðåäåë, íàïðèìåð, ïðè c = 1/10 ðàâåí 677/750 è ìåíüøå åäè-

íèöû; âòîðîé, ñîîòâåòñòâåííî, ìåíüøå åäèíèöû ïðè h < 1/
√

2. Òàêèì
îáðàçîì, ïðè áîëüøèõ k íåðàâåíñòâî Fk(h) < 1 âûïîëíÿåòñÿ ëèøü ïðè
øàãå ïîðÿäêà 1/k, à ïðè ìàëûõ k äîïóñêàåò øàã, îòäåë¼ííûé îò íóëÿ.

Îáîèì ïðåäåëüíûì ñîîòíîøåíèÿì îòâå÷àåò çíà÷åíèå

ĥk :=
2

20k + 3
,

äëÿ êîòîðîãî kĥk → 1/10 ïðè k → ∞ è ĥk → 2/3 < 1/
√

2 ïðè k → 0.

Ïîäñòàíîâêà h = ĥk äà¼ò

1− Fk(ĥk) =
2336k3 + 4680k2 + 644k + 9

3(20k + 3)3
> 0,
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ïîñêîëüêó âñå êîýôôèöèåíòû ÷èñëèòåëÿ ïîëîæèòåëüíû. Ïî òåîðåìå 5,
îòâå÷àþùèå ϕS ìèíèìàëüíûå ñïëàéíû ñóùåñòâóþò íà âñÿêîé ñåòêå,

ìàêñèìàëüíûé øàã êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó h 6 ĥk; íà-
ïðèìåð, ïðè k = 1 ýòî äà¼ò h 6 2/23. Ñðàâíåíèå ñ óñëîâèåì h < π
ïîêàçûâàåò, ÷òî íåðàâåíñòâà (30), íå ó÷èòûâàþùèå çíàêîâ êîýôôè-
öèåíòîâ óðàâíåíèé (19) è (24), òåðÿþò çäåñü íå òîëüêî ïîñòîÿííûé
ìíîæèòåëü, íî è íåçàâèñèìîñòü îãðàíè÷åíèÿ îò k. Âìåñòå ñ òåì îãðà-
íè÷åíèå òåîðåìû 5 ãàðàíòèðîâàíî äëÿ ëþáîé ïîðîæäàþùåé âåêòîð-
ôóíêöèè ñ êîíå÷íûìè âåëè÷èíàìè (29), òîãäà êàê ïðîâåðêà óñëîâèé
ñðàçó äëÿ âñåõ ñåòîê îïèðàåòñÿ íà ÿâíûé âèä ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (24)
è â îáùåì ñëó÷àå íåäîñòóïíà.

6.4. Àðõèìåäîâà ñïèðàëü. Ïóñòü ϕA(t) = (1, t cos t, t sin t)T ; îòâå-
÷àþùàÿ åé êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ àðõèìåäîâîé ñïèðàëüþ. Ïðÿìîå âû÷èñëå-
íèå äà¼ò

W (t) = t2 + 2, V (t) = −(t2 + 6),

κ(t) =
2t

t2 + 2
, µ(t) = − t

2 + 6

t2 + 2
,

òàê ÷òî W (t) 6= 0, íî íè W , íè µ íå ïîñòîÿííû, è ñëåäñòâèå 2 íåïðè-
ìåíèìî. Êîìïîíåíòû âåêòîð-ôóíêöèè d(t) ðàâíû t2, −(t cos t+ sin t) è
cos t− t sin t, òàê ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (24) èìåþò âèä

w = at2 + b(t cos t+ sin t) + c(cos t− t sin t),

w′′ + w = a(t2 + 2)− 2b sin t− 2c cos t,

è, â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé ñïèðàëè, ôóíêöèÿ w′′ + w
íå ÿâëÿåòñÿ çíàêîïîñòîÿííîé äëÿ âñåõ íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé: ïðè
a = 0 è (b, c) 6= (0, 0) îíà ðàâíà−2b sin t−2c cos t è ìåíÿåò çíàê. Ïîýòîìó
ðàññóæäåíèå ïðåäûäóùåãî ïóíêòà ê ïîðîæäàþùåé ϕA íåïðèìåíèìî,
è íåóëó÷øàåìîãî îãðàíè÷åíèÿ âèäà h < h0 òàêèì ïóò¼ì ïîëó÷èòü íå
óäà¼òñÿ.

Òåîðåìà 5, íàïðîòèâ, äà¼ò åäèíîå óñëîâèå äëÿ âñåõ ñåòîê. Ïî ôîð-
ìóëàì (18) íàõîäèì

p(t) =
2t(t2 + 10)

(t2 + 2)2
, q(t) = − t

4 + 14t2 + 8

(t2 + 2)2
, r(t) =

4t

t2 + 2
,

ïðè÷¼ì âñå ýòè ôóíêöèè îãðàíè÷åíû íà âñåé îñè: |κ| 6 1/
√

2, |µ| 6 3,

|p| 6 5/2, |q| 6 41/16, |r| 6
√

2. Ïîýòîìó âåëè÷èíû (29) íå ïðåâîñõî-

äÿò 1/
√

2, 3, 5/2, 41/16 è
√

2 ñîîòâåòñòâåííî. Íàïðèìåð, ïðè h = 1/5
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íåðàâåíñòâà (30) âûïîëíåíû òåì áîëåå:

1

5
√

2
+

3

50
< 1,

2
√

2

5
+

41

200
+

2

75
< 1.

Ïîýòîìó, ñîãëàñíî òåîðåìå 5, êâàäðàòè÷íûå ìèíèìàëüíûå êîîðäèíàò-
íûå ñïëàéíû, îòâå÷àþùèå ïîðîæäàþùåé ϕA, ñóùåñòâóþò íà âñÿêîé
ñåòêå ñ øàãîì h 6 1/5.

�7. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ìèíèìàëüíûõ ñïëàé-
íîâ íåâûñîêèõ ïîðÿäêîâ. Äëÿ ëèíåéíîé íîðìàëèçîâàííîé êîíñòðóê-
öèè ïîëó÷åí êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ: ïîëíîòà öåïî÷êè ðàâíîñèëüíà
ðàçëè÷èìîñòè ñîñåäíèõ çíà÷åíèé ïîðîæäàþùåé ñïëàéí âåêòîð-
ôóíêöèè, òàê ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ñïëàéíîâ ëèáî íå òðåáóåò îãðàíè-
÷åíèé íà ñåòêó, ëèáî íå îáåñïå÷èâàåòñÿ íèêàêèì îãðàíè÷åíèåì íà å¼
øàã.

Äëÿ êâàäðàòè÷íîé íîðìàëèçîâàííîé êîíñòðóêöèè ïîëó÷åí íåîáõî-
äèìûé è äîñòàòî÷íûé êðèòåðèé ïîëíîòû öåïî÷êè, âûðàæåííûé ÷åðåç
âåëè÷èíû, êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ ïî çíà÷åíèÿì ïîðîæäàþùåé âåêòîð-
ôóíêöèè è å¼ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé â äâóõ èëè òð¼õ ñîñåäíèõ óçëàõ;
÷èñëî ëîêàëüíûõ ïðîâåðîê ëèíåéíî ïî ÷èñëó èíòåðâàëîâ ñåòêè.

Ïðè äîïîëíèòåëüíîé ãëàäêîñòè ïîðîæäàþùåé âåêòîð-ôóíêöèè óêà-
çàíî ÿâíîå äîñòàòî÷íîå îãðàíè÷åíèå íà ìàêñèìàëüíûé øàã ñåòêè, âû-
ðàæåííîå ÷åðåç îïðåäåëèòåëè, ñîñòàâëåííûå èç ïîðîæäàþùåé âåêòîð-
ôóíêöèè è å¼ ïðîèçâîäíûõ. Ââåä¼ííîå îãðàíè÷åíèå îòâå÷àåò êà÷å-
ñòâåííîìó ðåçóëüòàòó èç ðàáîòû [7], â êîòîðîé òàêîé øàã óñòàíàâëèâà-
åòñÿ áåç óêàçàíèÿ åãî çíà÷åíèÿ, è íå òðåáóåò ëîêàëüíîé êâàçèðàâíîìåð-
íîñòè ñåòêè. Òåì ñàìûì àïðèîðíûå îöåíêè òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè
ìèíèìàëüíûìè ñïëàéíàìè, óñòàíàâëèâàåìûå íà ñåòêàõ ñ ãàðàíòèðî-
âàííûì ñóùåñòâîâàíèåì ñïëàéíîâ, ïîëó÷àþò ÿâíî îïèñàííóþ îáëàñòü
ïðèìåíèìîñòè. Âïðî÷åì, ýòî îãðàíè÷åíèå äîñòàòî÷íî, íî íå íåîáõîäè-
ìî: äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ïîðîæäàþùåé ñïëàéíû ñóùåñòâóþò íà ëþáîé
ñåòêå, à äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñåòêà äîïóñòèìà òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà íè îäèí øàã íå êðàòåí π è íè îäíà ñóììà ñîñåäíèõ øàãîâ
íå êðàòíà 2π. Ðàññìîòðåííûå ïðèìåðû (ïîëèíîìèàëüíàÿ, ãèïåðáîëè-
÷åñêàÿ è òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ïîðîæäàþùèå âåêòîð-ôóíêöèè, à òàêæå
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ëîãàðèôìè÷åñêèå ñïèðàëè è àðõèìåäîâà ñïèðàëü) ïîêàçûâàþò òðè âîç-
ìîæíîñòè: îãðàíè÷åíèå íà øàã îòñóòñòâóåò âîâñå; ñóùåñòâóåò íåóëó÷-
øàåìîå äîñòàòî÷íîå îãðàíè÷åíèå íà ìàêñèìàëüíûé øàã; íàêîíåö, êî-
ãäà ïðîâåðêà óñëîâèé ñðàçó äëÿ âñåõ ñåòîê ñ äàííûì ìàêñèìàëüíûì
øàãîì íåäîñòóïíà, ÿâíóþ îöåíêó øàãà äîñòàâëÿåò òåîðåìà 5.
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Kulikov E. K., Makarov A. A., Makarova S. V., Shalymov D. S. Existen-
ce conditions for low-order minimal splines.

Existence criteria are derived for minimal splines of low orders. For
linear minimal splines, existence is characterized by an inequality involving
values of the generating vector function at adjacent grid points. For quad-
ratic minimal splines, the completeness of a normalized chain is characte-
rized in terms of quantities determined by values of the generating vector
function and its �rst derivative at two or three consecutive grid points.
Under an additional smoothness condition on the generating vector func-
tion, a su�cient upper bound for the maximum grid stepsize in terms of
determinants formed from the generating vector function and its derivati-
ves is derived. The conditions obtained are then applied to several genera-
ting vector functions. The examples considered demonstrate that the exis-
tence of splines may be guaranteed either for arbitrary grids, or for grids
with a constraint on the maximum stepsize; otherwise splines may not
exist at all.
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