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�1. Ââåäåíèå è ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Â ðàáîòå ïðîäîëæàåòñÿ èññëåäîâàíèå ðàçëè÷íûõ ïîäêëàññîâ êëàñ-
ñà íåâûðîæäåííûõ H-ìàòðèö, ñîäåðæàùèõ ïîäêëàññ ìàòðèö, îáëàäà-
þùèõ ñòðîãèì äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì. Äî íàñòîÿùåãî âðåìå-
íè áûëè ââåäåíû â ðàññìîòðåíèå è èññëåäîâàëèñü ìíîãèå òàêèå ïîä-
êëàññû. Â ÷àñòíîñòè, óïîìÿíåì òàê íàçûâàåìûå ìàòðèöû Äàøíèöà�
Çóñìàíîâè÷à (DZ ìàòðèöû), ââåä¼ííûå â ðàáîòå [1], S-SDD ìàòðèöû
(ñì., íàïðèìåð, [15]), SDD1 ìàòðèöû, êîòîðûå áûëè ïðåäëîæåíû â ñòà-
òüå [13] è èññëåäîâàëèñü, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [5,9,11], S-SDD1 ìàòðè-
öû, ââåä¼ííûå â [6], è SSDD ìàòðèöû, ïðåäëîæåííûå è èññëåäîâàííûå
â òîé æå ðàáîòå [6], à òàêæå íîâûé êëàññ S-DZ ìàòðèö, ñì. [7].

Òðàäèöèîííî â ñâÿçè ñ íåâûðîæäåííûìè H-ìàòðèöàìè ðàññìàòðè-
âàþòñÿ òàêèå âîïðîñû, êàê óñòàíîâëåíèå âçàèìîñâÿçåé ìåæäó ðàçëè÷-
íûìè ïîäêëàññàìè, âûâîä âåðõíèõ îöåíîê äëÿ l∞-íîðìû îáðàòíûõ
ìàòðèö, îïèñàíèå àññîöèèðîâàííûõ îáëàñòåé ëîêàëèçàöèè ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé, à òàêæå ïîëó÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðõíèõ îöåíîê
äëÿ ïåððîíîâñêîãî êîðíÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö.

Â ýòîé ðàáîòå ìû ââîäèì â ðàññìîòðåíèå è èññëåäóåì íîâûé êëàññ
òàê íàçûâàåìûõ S-DZT ìàòðèö, ãäå S � ýòî íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî
ìíîæåñòâà èíäåêñîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî êëàññ S-DZT ìàòðèö ðàñïîëîæåí
ìåæäó DZT è CKVT ìàòðèöàìè, à òàêæå ìåæäó S-DZ è S-SDD1 ìàò-
ðèöàìè, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî S-DZT ÿâëÿþòñÿ S-SSDD ìàòðèöàìè è
çàâåäîìî ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæäåííûìè H-ìàòðèöàìè.

Òàêæå ìû óñòàíàâëèâàåì è ñðàâíèâàåì ìåæäó ñîáîé íåêîòîðûå
âåðõíèå îöåíêè äëÿ l∞-íîðìû îáðàòíûõ ê íåâûðîæäåííûì S-DZT
ìàòðèöàì è ïðèìåíÿåì èõ ê ÷àñòíûì ñëó÷àÿì SDD è DZT ìàòðèö.
Íàêîíåö, îñíîâûâàÿñü íà òîì ôàêòå, ÷òî S-DZT ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ

Êëþ÷åâûå ñëîâà: S-DZT ìàòðèöû, S-DZ-ìàòðèöû, CKVT ìàòðèöû, S-SDD1

ìàòðèöû, SDD ìàòðèöû, H-ìàòðèöû, l∞-íîðìà îáðàòíîé, ìíîæåñòâà ëîêàëèçàöèè
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ïåððîíîâñêèé êîðåíü, âåðõíèå îöåíêè.
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íåâûðîæäåííûìè, ìû ïîëó÷àåì íîâûå ìíîæåñòâà ëîêàëèçàöèè ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé êâàäðàòíûõ ìàòðèö è óñòàíàâëèâàåì íîâûå âåðõ-
íèå îöåíêè äëÿ ïåððîíîâñêîãî êîðíÿ íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöû.

Â ðàáîòå ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ.
Ïóñòü A = (aij) ∈ Cn×n, ãäå n > 1. ×åðåç 〈n〉 = {1, . . . , n} îáîçíàåòñÿ

ìíîæåñòâî èíäåêñîâ, è åñëè S ⊆ 〈n〉, òî sS = 〈n〉\S � ýòî äîïîëíåíèå S
â 〈n〉, à |S| � ìîùíîñòü ìíîæåñòâà S.

Äëÿ àáñîëþòíûõ ñòðî÷íûõ ñóìì ìàòðèöû A = (aij) èñïîëüçóþòñÿ
îáîçíà÷åíèÿ

ri(A) =
∑

j∈〈n〉\{i}

|aij |, i = 1, . . . , n,

è
Ri(A) = |aii|+ ri(A), i = 1, . . . , n,

à ÷åðåç

rSi (A) =

{ ∑
j∈S,
j 6=i
|aij |, i ∈ S,∑

j∈S |aij |, i /∈ S,
i = 1, . . . , n,

è
RSi (A) = |aii|+ rSi (A), i = 1, . . . , n,

îáîçíà÷àþòñÿ ÷àñòè÷íûå àáñîëþòíûå ñòðî÷íûå ñóììû ìàòðèöû A, ñî-

îòâåòñòâóþùèå íåêîòîðîìó ïîäìíîæåñòâó S ⊆ 〈n〉, òàê ÷òî r
〈n〉
i (A) =

ri(A) è R
〈n〉
i (A) = Ri(A), i = 1, . . . , n.

Êðîìå òîãî, ìû ïîëàãàåì

rji (A) = ri(A)− |aij | è Rji (A) = Ri(A)− |aij |, j 6= i i, j = 1, . . . , n.

Ñïåêòð êâàäðàòíîé ìàòðèöû A, ò.å. ìíîæåñòâî âñåõ å¼ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé, îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Spec A.

Åñëè A � (íåîáÿçàòåëüíî íåïðèâîäèìàÿ) íåîòðèöàòåëüíàÿ êâàäðàò-
íàÿ ìàòðèöà, òî ïåððîíîâñêèé êîðåíü ìàòðèöû A, ρ(A), � ýòî å¼ ïîëî-
æèòåëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, ðàâíîå ñïåêòðàëüíîìó ðàäèóñó, ò.å.

ρ(A) = max
λ∈Spec A

|λ| ∈ Spec A.

Ìíîæåñòâî íîìåðîâ ñòðîê ìàòðèöû A, îáëàäàþùèõ ñòðîãèì äèàãî-
íàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì, îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

RA = {i ∈ 〈n〉 : |aii| > ri(A)}.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè A � íåâûðîæäåííàÿ H-ìàòðèöà, òî, êàê õîðîøî
èçâåñòíî, RA 6= ∅.
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×åðåçM(A) = (mij), ãäå

mij =

{
|aii|, i = j,
−|aij |, i 6= j,

îáîçíà÷àåòñÿ ìàòðèöà ñðàâíåíèÿ äëÿ ìàòðèöû A = (aij) ∈ Cn×n.
Åñëè S, T ⊆ 〈n〉 � íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà 〈n〉, òî A[S, T ] = (aij) i∈S

j∈T

� ýòî ïîäìàòðèöà ìàòðèöû A ñ íîìåðàìè ñòðîê è ñòîëáöîâ ñîîòâåò-
ñòâåííî èç S è T , à A[S] = A[S, S] � ãëàâíàÿ ïîäìàòðèöà A.

Åñëè S � íåïóñòîå ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî 〈n〉 è ïîäìàòðèöà A[S]
ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé, òî äîïîëíåíèå ïî Øóðó ïîäìàòðèöû A[S]
â A � ýòî ìàòðèöà

A/S = A[sS]−A[sS, S]A[S]−1A[S, sS].

Êàê îáû÷íî, ÷åðåç In îáîçíà÷àåòñÿ åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà
n > 1.

Â äàëüíåéøåì íàì òàêæå ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ è
òåîðåìû.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìàòðèöà A = (aij) ∈ Cn×n,
ãäå n > 2, èìååò ñòðîãîå äèàãîíàëüíîå ïðåîáëàäàíèå, ò.å. ÿâëÿåòñÿ
SDD (strictly diagonally dominant) ìàòðèöåé, åñëè

|aii| > ri(A), i = 1, . . . , n.

Ñëåäóþùåå îáîáùåíèå DZ ìàòðèö, ââåä¼ííûõ Äàøíèöåì è Çóñìà-
íîâè÷åì [1], áûëî ïðåäëîæåíî â ðàáîòå [16].

Îïðåäåëåíèå 1.2 ([16]). Ìàòðèöà A = (aij) ∈ Cn×n, ãäå n > 2, íà-
çûâàåòñÿ DZT (Dashnic�Zusmanovich-type) ìàòðèöåé, åñëè äëÿ ëþáîãî
j ∈ 〈n〉

∃ij 6= j : |aijij |
[
|ajj | − r

ij
j (A)

]
> rij (A) |ajij |. (1.1)

Êàê áûëî óñòàíîâëåíî â ðàáîòå [2], DZT ìàòðèöû ìîãóò áûòü îõà-
ðàêòåðèçîâàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 1.1 ([2]). Ìàòðèöà A = (aij) ∈ Cn×n, ãäå n > 2, ÿâëÿåòñÿ
DZT ìàòðèöåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

• ëèáî RA = 〈n〉, ò.å. A � SDD ìàòðèöà,

• ëèáî óñëîâèå (1.1) âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ j ∈ RA.
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Îïðåäåëåíèå 1.3 ([7]). Ïóñòü A = (aij) ∈ Cn×n, ãäå n > 2, è ïóñòü

∅ 6= S  〈n〉. Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ S-DZ (S-Dashnic�Zusmanovich)
ìàòðèöåé, åñëè óñëîâèå

|aii|
[
|ajj | − r

sS
j (A)

]
> ri(A) rSj (A)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ i ∈ S è âñåõ j ∈ sS; ïðè ýòîì, åñëè S ⊆ RA, òî
A ÿâëÿåòñÿ S-DZ ìàòðèöåé ïåðâîãî òèïà.

Ìàòðèöû òèïà CKV (CKV-type), èëè CKVT ìàòðèöû áûëè ââåäåíû
â ðàññìîòðåíèå â ðàáîòå [10]. Íèæå ìû íàïîìèíàåì èõ ìîäèôèöèðî-
âàííîå îïðåäåëåíèå, ïðåäëîæåííîå â [6].

Îïðåäåëåíèå 1.4 ([6, 10]). Ìàòðèöà A = (aij) ∈ Cn×n, ãäå n > 2,
íàçûâàåòñÿ CKVT (CKV-type) ìàòðèöåé, åñëè
• ëèáî RA = 〈n〉, ò.å. A ÿâëÿåòñÿ SDD ìàòðèöåé,

• ëèáî äëÿ êàæäîãî j ∈ RA íàéäåòñÿ íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî

Sj⊆RA òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ i ∈ Sj èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî[
|aii| − r

Sj
i (A)

] [
|ajj | − r

Sj
j (A)

]
> r

Sj
i (A) r

Sj
j (A).

Â ðàáîòå [13] áûëî ïðåäëîæåíî ñëåäóþùåå îáîáùåíèå SDD ìàòðèö.

Îïðåäåëåíèå 1.5 ( [13]). Ìàòðèöà A = (aij) ∈ Cn×n, ãäå n > 2,
íàçûâàåòñÿ SDD1 ìàòðèöåé, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

|aii| > pi(A) ïðè âñåõ i /∈ RA,
ãäå

pi(A) =
∑

j∈RA, j 6=i

|aij |
rj(A)

|ajj |
+ rRAi (A), i = 1, . . . , n. (1.2)

Çàìåíÿÿ â (1.2) ìíîæåñòâî RA íà ïîäìíîæåñòâî S ⊆ RA, ìû ïðè-
õîäèì ê ñëåäóþùåìó áîëåå îáùåìó îïðåäåëåíèþ, ïðåäëîæåííîìó â
ðàáîòå [6].

Îïðåäåëåíèå 1.6 ([6]). Ïóñòü A = (aij) ∈ Cn×n, ãäå n > 2, è ïóñòü

S ⊆ RA. Òîãäà A íàçûâàåòñÿ S-SDD1 ìàòðèöåé, åñëè

|aii| > pi(A,S) ïðè âñåõ i ∈ sS,

ãäå

pi(A,S) =
∑

j∈S, j 6=i

|aij |
rj(A)

|ajj |
+ r

sS
i (A), i = 1, . . . , n.
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Íàì òàêæå ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 1.7 ([6]). Ïóñòü A = (aij) ∈ Cn×n, ãäå n > 2, è ïóñòü S
� íåïóñòîå ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà 〈n〉. Ìû ãîâîðèì,

÷òî A ÿâëÿåòñÿ S-SSDD ìàòðèöåé, åñëè S ⊆ RA è äîïîëíåíèå ïî Øó-

ðó M(A)/S ìàòðèöû ñðàâíåíèÿ M(A) èìååò ñòðîãîå äèàãîíàëüíîå

ïðåîáëàäàíèå.

Íàïîìíèì äëÿ óäîáñòâà òðè èçâåñòíûå âåðõíèå îöåíêè äëÿ l∞-íîð-
ìû îáðàòíûõ ê SDD è DZT ìàòðèöàì. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà � ýòî êëàñ-
ñè÷åñêàÿ îöåíêà äëÿ SDD ìàòðèö.

Òåîðåìà 1.2 ( [8, 14]). Ïóñòü A = (aij) ∈ Cn×n, ãäå n > 2, � SDD

ìàòðèöà. Òîãäâ

‖A−1‖∞ 6 max
i∈〈n〉

1

|aii| − ri(A)
.

Äëÿ îáðàòíûõ ê DZT ìàòðèöàì â ðàáîòå [2] áûëà ïîëó÷åíà ñëåäó-
þùàÿ îöåíêà.

Òåîðåìà 1.3 ([2]). Ïóñòü A = (aij) ∈ Cn×n, ãäå n > 2, � DZT ìàò-

ðèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

|aikik |
[
|ajkjk | − r

ik
jk

(A)
]
> rik(A) |ajkik |, k = 1, . . . , p,

ãäå

RA = {j1, . . . , jp}, p > 1.

Òîãäà

‖A−1‖∞ 6 max

{
max
i∈RA

1

|aii| − ri(A)
,

max
16k6p

|aikik |+ |ajkik |
|aikik |

[
|ajkjk | − r

ik
jk

(A)
]
− rik(A) |ajkik |

}
.

Àëüòåðíàòèâíàÿ îöåíêà íîðìû îáðàòíîé ê DZT ìàòðèöå áûëà ïðåä-
ëîæåíà â ðàáîòå [12].

Òåîðåìà 1.4 ( [12]). Ïóñòü A = (aij) ∈ Cn×n, ãäå n > 2, � DZT

ìàòðèöà. Îáîçíà÷èì

γj(A) =
{
i ∈ 〈n〉 \ {j} : |aii|

[
|ajj | − rij(A)

]
> ri(A) |aji|

}
, j ∈ 〈n〉.

Òîãäà

‖A−1‖∞ 6 max
j∈〈n〉

min
i∈γj(A)

|aii|+ |aji|
|aii|

[
|ajj | − rij(A)

]
− ri(A) |aji|

.
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Ñòàòüÿ ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â �2 ìû ââîäèì â ðàññìîòðå-
íèå S-DZT ìàòðèöû, ïðåäëàãàåì èõ àëüòåðíàòèâíîå îïèñàíèå è óñòà-
íàâëèâàåì èõ ïðèíàäëåæíîñòü ê êëàññó íåâûðîæäåííûõ H-ìàòðèö.
Òàêæå èññëåäóþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó S-DZT ìàòðèöàìè è íåêîòî-
ðûìè èçâåñòíûìè ïîäêëàññàìè êëàññà íåâûðîæäåííûõ H-ìàòðèö, òà-
êèìè êàê êëàññû DZT, S-DZ, CKVT, S-SDD1 è S-SSDD ìàòðèö. Ñëåäó-
þùèé �3 ïîñâÿù¼í âûâîäó è ñðàâíåíèþ âåðõíèõ îöåíîê äëÿ l∞-íîðìû
îáðàòíûõ ê S-DZT ìàòðèöàì, à òàêæå èõ ïðèìåíåíèþ ê DZT è SDD
ìàòðèöàì. Â �4 ïðèâåäåíû îáëàñòè ëîêàëèçàöèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
ìàòðèö, îñíîâàííûå íà ôàêòå íåâûðîæäåííîñòè S-DZT ìàòðèö. Íàêî-
íåö, â �5 ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðûå âåðõíèå îöåíêè äëÿ ïåððîíîâñêîãî
êîðíÿ íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöû, âûòåêàþùèå èç ðåçóëüòàòîâ �4.

�2. S-DZT (S-DZ-type) ìàòðèöû

Ââåäåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü A=(aij) ∈ Cn×n, ãäå n>2, è ïóñòü S⊆RA.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ S-DZT (S-DZ-type) ìàòðèöåé, åñ-
ëè äëÿ ëþáîãî j ∈ sS íàéäåòñÿ íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî Sj⊆〈n〉\{j},
òàêîå ÷òî óñëîâèå

|aii|
[
|ajj | − r

Sj
j (A)

]
> ri(A) r

Sj
j (A) (2.1)

âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ i ∈ Sj.

Çàìåòèì, ÷òî â òîì ñëó÷àå, êîãäà S = ∅, A ÿâëÿåòñÿ S-DZT ìàòðè-
öåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óñëîâèå (2.1) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî j ∈ 〈n〉, íåêîòîðîãî íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà Sj ⊆ 〈n〉 \ {j} è
âñåõ i ∈ Sj .

ßñíî, ÷òî åñëè j ∈ RA, à óñëîâèå (2.1) âûïîëíåíî ïðè âñåõ i ∈ Sj ,
òî Sj ⊆ RA. Êðîìå òîãî, åñëè S = RA, ò.å. sS = RA, òî, íåîáõîäèìî,
Sj ⊆ S, ò.å. Sj ∩ sS = ∅.

Èç îïðåäåëåíèÿ 2.1 ìû íåìåäëåííî ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñâîéñòâî
ìîíîòîííîñòè S-DZT ìàòðèö.

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ïóñòü A ∈ Cn×n, ãäå n > 2, è ïóñòü S ⊆ T ⊆ RA.
Åñëè A ÿâëÿåòñÿ S-DZT ìàòðèöåé, òî îíà ÿâëÿåòñÿ òàêæå è T -DZT
ìàòðèöåé. Â ÷àñòíîñòè, A åñòü RA-DZT ìàòðèöà.

Çàìåòèì, ÷òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 2.1, ëþáàÿ SDD ìàò-
ðèöà A ÿâëÿåòñÿ S-DZT ìàòðèöåé äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà S ⊆ 〈n〉.
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Äåéñòâèòåëüíî, åñëè S = RA = 〈n〉, òî sS = ∅, è óñëîâèå (2.1) èñ÷åçà-
åò. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè S  RA = 〈n〉, òî ∅ 6= sS ⊆ RA, òàê ÷òî
óñëîâèå (2.1) çàâåäîìî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ êàæäîãî j ∈ sS, ïðîèçâîëüíîãî
íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà Sj ⊆ 〈n〉 \ {j} è âñåõ i ∈ Sj .

Òàêèì îáðàçîì,

{SDD} ⊂ {S-DZT} äëÿ ëþáîãî S ⊆ 〈n〉. (2.2)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (2.2), èû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó îïèñàíèþ
S-DZT ìàòðèö.

Òåîðåìà 2.1. Ìàòðèöà A = (aij) ∈ Cn×n, ãäå n > 2, ÿâëÿåòñÿ S-DZT
ìàòðèöåé ïðè S ⊆ RA òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

• ëèáî RA = 〈n〉, ò.å. A � SDD ìàòðèöà,

• ëèáî RA 6= ∅ è A � RA-DZT ìàòðèöà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè RA = 〈n〉, òî äîêàçûâàòü
íå÷åãî.

Åñëè RA 6= 〈n〉 è A ÿâëÿåòñÿ S-DZT ìàòðèöåé, ãäå S ⊆ RA, òî A �
RA-DZT ìàòðèöà ïî ïðåäëîæåíèþ 2.1.
Äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè A ÿâëÿåòñÿ SDD ìàòðèöåé, òî îíà ÿâëÿåòñÿ

è S-DZT ìàòðèöåé äëÿ ëþáîãî S ⊆ RA â ñèëó (2.2).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî RA 6= 〈n〉 è ÷òî A åñòü RA-DZT ìàòðèöà. Â ýòîì

ñëó÷àå, RA 6= ∅, à èç (2.1) ñëåäóåò, ÷òî RA 6= ∅.
Òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ S-DZT ìàòðèöåé äëÿ ëþáîãî

S ⊆ RA. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.1, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî
A ÿâëÿåòñÿ S-DZT ìàòðèöåé ïðè S = ∅, ò.å. ÷òî äëÿ ëþáîãî j ∈ 〈n〉
íàéäåòñÿ Sj 6= ∅, òàêîå ÷òî (2.1) ñïðàâåäëèâî ïðè ëþáîì i ∈ Sj . Ïî-
ñêîëüêó A � RA-DZT ìàòðèöà ïî óñëîâèþ, îñòà¼òñÿ ðàññìîòðåòü ñëó-
÷àé j ∈ RA. Çäåñü èìåþòñÿ äâå âîçìîæíîñòè.

Åñëè |RA| > 2 è j ∈ RA, òî, î÷åâèäíî, â êà÷åñòâå Sj ìîæíî âçÿòü
ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà RA \ {i} 6= ∅.

Åñëè æå |RA| = 1 è RA = {j}, òî RA = 〈n〉 \ {j} 6= ∅. Ïîñêîëüêó
A � RA-DZT ìàòðèöà, òî ïðè âñåõ k 6= j è ïðè íåêîòîðûõ íåïóñòûõ
Sk ⊆ 〈n〉 \ {k}, ìû èìååì

|ajj |
[
|akk| − rSkk (A)

]
> rj(A) rSkk (A).
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Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî è ñîîòíîøåíèÿ |ajj | > rj(A) è |akk| 6
rk(A), äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî Sj ⊆ RA ìû âûâîäèì:

|akk|
[
|ajj | − r

Sj
j (A)

]
= |ajj |

[
|akk| − rSkk (A)

]
+ |ajj | rSkk (A)− |akk| r

Sj
j (A)

> rj(A) rSkk (A) + rj(A) rSkk (A)− rk(A) r
Sj
j (A)

= rj(A) rk(A)− rk(A) r
Sj
j (A) = rk(A) r

Sj
j (A).

Ýòèì äîêàçàíî, ÷òî ïðè RA = {j} íåðàâåíñòâî (2.1) ñïðàâåäëèâî äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî Sj ⊆ RA è âñåõ k ∈ Sj .

Òàêèì îáðàçîì, A åñòü S-DZT ìàòðèöà ïðè S = ∅ è, ñëåäîâàòåëüíî,
ïðè âñåõ S ⊆ RA. �

Èç òåîðåìû 2.1 íåìåäëåííî âûòåêàåò ñëåäóþùèé íåòðèâèàëüíûé
ðåçóëüòàò, óñèëèâàþùèé ïðåäëîæåíèå 2.1.

Ñëåäñòâèå 2.1. Ïóñòü A=(aij)∈Cn×n, ãäå n>2, è ïóñòü S, T ⊆RA.
Òîãäà A ÿâëÿåòñÿ S-DZT ìàòðèöåé â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êî-

ãäà îíà ÿâëÿåòñÿ T -DZT ìàòðèöåé.

Â ÷àñòíîñòè, A ÿâëÿåòñÿ S-DZT ìàòðèöåé, ãäå S ⊆ RA, òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî j ∈ 〈n〉 íàéäåòñÿ íåïóñòîå ïîäìíî-

æåñòâî Sj ⊆ 〈n〉 \ {j}, äëÿ êîòîðîãî óñëîâèå (2.1) âûïîëíÿåòñÿ ïðè

âñåõ i ∈ Sj, ò.å. A ÿâëÿåòñÿ ∅-DZT ìàòðèöåé.

Òàêæå S-DZT ìàòðèöû ìîãóò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíû è â òåðìèíàõ
ìíîæåñòâ

Σj = Σj(A) :=
{
Sj : ∅ 6= Sj ⊆ 〈n〉 \ {j} è

∀i ∈ Sj |aii|
[
|ajj | − r

Sj
j (A)

]
> ri(A) r

Sj
j (A)

}
,

j = 1, . . . , n.

(2.3)

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü A=(aij)∈Cn×n, ãäå n>2, è ïóñòü S⊆RA. Òî-
ãäà A ÿâëÿåòñÿ S-DZT ìàòðèöåé â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà

Σj 6=∅, j = 1, . . . , n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ïðè ëþáîì j ∈ 〈n〉 óñëîâèå Σj 6= ∅ âû-
ïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåðàâåíñòâî (2.1) âûïîëíÿåòñÿ
äëÿ íåêîòîðîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà Sj ⊆ 〈n〉 \ {j} è äëÿ âñåõ i ∈ Sj ,
òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå íåìåäëåííî âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 2.1. �
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ßñíî, ÷òî S-DZT ìàòðèöû ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îáîáùåíèå
S-DZ ìàòðèö ïåðâîãî òèïà. Ïðè ýòîì, åñëè S ⊆ RA, òî S-DZT ìàòðèöû
ñîîòíîñÿòñÿ ñ S-DZ ìàòðèöàìè òàê æå, êàê DZT ìàòðèöû ñîîòíîñÿòñÿ
ñ DZ ìàòðèöàìè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè A � S-DZ ìàòðèöà, ãäå S ⊆ RA,
S 6= ∅, 〈n〉, òî èç îïðåäåëåíèÿ 1.3 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî j ∈ sS óñëîâèå
(2.1) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ i ∈ Sj , åñëè ïîëîæèòü Sj = S.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ∅ 6= S ⊆ RA è S 6= 〈n〉, òî

{S-DZ} ⊂ {S-DZT}.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîíÿòèå S-DZT ìàòðèö åñòåñòâåííûì îáðàçîì
îáîáùàåò è ïîíÿòèå DZT ìàòðèö. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü A � DZT ìàò-
ðèöà. Åñëè RA = 〈n〉, òî, â ñèëó (2.2), A ÿâëÿåòñÿ S-DZT ìàòðèöåé
äëÿ ëþáîãî S ⊆ 〈n〉. Åñëè æå A íå ÿâëÿåòñÿ SDD ìàòðèöåé, òî, â ñî-
îòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 1.1, ïðè ëþáîì j ∈ RA íàéä¼òñÿ òàêîé èíäåêñ
ij ∈ RA, ÷òî

|aijij |
[
|ajj | − r

ij
j (A)

]
> rij (A) |ajij |.

Ýòèì ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ëþáîì j ∈ RA óñëîâèå (2.1) âûïîëíåíî, åñëè
ïîëîæèòü Sj := {ij}, òàê ÷òî A åñòü RA-DZT ìàòðèöà. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïî òåîðåìå 2.1, A ÿâëÿåòñÿ S-DZT ìàòðèöåé ïðè âñåõ S ⊆ RA.

Èòàê,

{DZT} ⊂ {S-DZT} äëÿ ëþáîãî S ⊆ RA. (2.4)

Çàìåòèì, ÷òî òîò ôàêò, ÷òî DZT ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ S-DZT ìàòðè-
öåé ïðè S = ∅ âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ 1.2, à çíà÷èò, â ñèëó ïðåäëîæå-
íèÿ 2.1, A ÿâëÿåòñÿ S-DZT ìàòðèöåé òàêæå è ïðè ëþáîì ∅ 6= S ⊆ RA.

Òåïåðü ìû ïîêàæåì, ÷òî ñàìè S-DZT ìàòðèöû îáðàçóþò ïîäêëàññ
äâóõ ðàíåå ââåä¼ííûõ êëàññîâ íåâûðîæäåííûõ H-ìàòðèö. Ïîêàæåì
ñïåðâà, ÷òî S-DZT ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ CKVT ìàòðèöàìè.

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü A = (aij) ∈ Cn×n, ãäå n > 2, � S-DZT ìàòðèöà,

ãäå S ⊆ RA. Òîãäà A � CKVT ìàòðèöà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 1.4, òðåáóåòñÿ ïî-
êàçàòü, ÷òî åñëè RA 6= ∅, òî ïðè ëþáîì j ∈ RA íåðàâåíñòâî[

|aii| − r
Sj
i (A)

] [
|ajj | − r

Sj
j (A)

]
> r

Sj
i (A) r

Sj
j (A) (2.5)

âûïîëíåíî äëÿ íåêîòîðîãî íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà Sj ⊆ RA è äëÿ
âñåõ i ∈ Sj .
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Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü A � S-DZT ìàòðèöà, ãäå S ⊆ RA. Òîãäà, èñ-
ïîëüçóÿ (2.1), äëÿ j ∈ RA è i ∈ Sj ⊆ RA ìû âûâîäèì (2.5) ñëåäóþùèì
îáðàçîì:[

|aii| − r
Sj
i (A)

] [
|ajj | − r

Sj
j (A)

]
= |aii|

[
|ajj | − r

Sj
j (A)

]
− rSji (A)|ajj |+ r

Sj
i (A) r

Sj
j (A)

> ri(A) r
Sj
j (A)− rSji (A)|ajj |+ r

Sj
i (A) r

Sj
j (A)

= r
Sj
i (A) r

Sj
j (A) + r

Sj
i (A) r

Sj
j (A)− rSji (A)|ajj |+ r

Sj
i (A) r

Sj
j (A)

= r
Sj
i (A) r

Sj
j (A) + r

Sj
i (A) [rj(A)− |ajj |]

> rSji (A) r
Sj
j (A). �

Ïîñêîëüêó, êàê èçâåñòíî, CKVT ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæäåííû-
ìè H-ìàòðèöàìè, ñì. [10], òî èç òåîðåìû 2.3 ìû íåìåäëåííî ïîëó÷àåì
ñëåäóþùèé âàæíûé ðåçóëüòàò, ïåðâîíà÷àëüíî óñòàíîâëåííûé â ðàáî-
òå [4, òåîðåìà 3.2].

Ñëåäñòâèå 2.2. Âñÿêàÿ S-DZT ìàòðèöà A ∈ Cn×n, ãäå S ⊆ RA è

n > 2, ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé H-ìàòðèöåé.

Òåïåðü ìû óñòàíîâèì àíàëîã òåîðåìû 2.2 äëÿ CKVT ìàòðèö. Äëÿ
ýòîãî îïðåäåëèì ìíîæåñòâà

Σ′j = Σ′j(A) :=
{
Sj : ∅ 6= Sj ⊆ 〈n〉 \ {j} è

∀i ∈ Sj
[
|aii| − r

Sj
i (A)

] [
|ajj | − r

Sj
j (A)

]
> r

Sj
i (A) r

Sj
j (A)

}
,

j = 1, . . . , n.

Òåîðåìà 2.4. Ìàòðèöà A = (aij) ∈ Cn×n, ãäå n > 2, ÿâëÿåòñÿ
CKVT ìàòðèöåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Σ′j(A) 6= ∅ ïðè âñåõ

j = 1, . . . , n è, åñëè Sj ∈
∑′
j, ãäå j ∈ RA, òî Sj ⊆ RA.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó äîñòàòî÷íîñòü î÷åâèäíà, óñòàíîâèì
íåîáõîäèìîñòü.

Åñëè A ÿâëÿåòñÿ SDD ìàòðèöåé, òî Σ′j(A) 6= ∅ ïðè âñåõ j ∈ 〈n〉.
Äåéñòâèòåëüíî, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå äëÿ âñåõ k 6= j èìååì Sj :=
{k} ∈ Σ′j(A).
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Ïóñòü òåïåðü RA 6= 〈n〉. Ïîñêîëüêó, ïî îïðåäåëåíèþ 1.4, äëÿ âñåõ
j ∈ RA ìû èìååì Σ′j(A) 6= ∅ è Sj ⊆ RA, òî íàì îñòà¼òñÿ ïîêàçàòü, ÷òî
Σ′j(A) 6= ∅ ïðè âñåõ j ∈ RA.

Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.1, ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ. Åñëè
|RA| > 2 è j ∈ RA, òî, î÷åâèäíî, Σ′j(A) 3 RA \ {j} 6= ∅.

Íàêîíåö, ïóñòü |RA| = 1 è ïóñòü RA = {j}. Ïî îïðåäåëåíèþ 1.4,
äëÿ ëþáîãî k ∈ RA = 〈n〉 \ {j} ñóùåñòâóåò íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî Sk
òàêîå, ÷òî ïðè ëþáîì i ∈ Sk[

|aii| − rSki (A)
] [
|akk| − rSkk (A)

]
> rSki (A) rSkk (A). (2.6)

Ïîñêîëüêó k ∈ RA, èç (2.6) âûòåêàåò, ÷òî Sk ⊆ RA, òàê ÷òî Sk = {j}
äëÿ âñåõ k ∈ RA, è íåðàâåíñòâî (2.6) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

|ajj |
[
|akk| − rjk(A)

]
> rj(A) |akj |.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Sj := 〈n〉 \ {j} ∈ Σ′j(A), è çàâåðøàåò äîêàçàòåëü-
ñòâî. �

Çàìå÷àíèå 2.1. Ðåçóëüòàò, ðàâíîñèëüíûé òåîðåìå 2.4, áûë ðàíåå óñòà-
íîâëåí â ðàáîòå [10, Remark 9].

Äëÿ S-DZT ìàòðèö èç òåîðåì 2.3 è 2.4 ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò.

Ñëåäñòâèå 2.3. Åñëè A � S-DZT ìàòðèöà, ãäå S ⊆ RA, òî Σ′j(A) 6= ∅
äëÿ âñåõ j ∈ 〈n〉 è, åñëè Sj ∈ Σ′j, ãäå j ∈ RA, òî Sj ⊆ RA. .

Êàê áûëî óñòàíîâëåíî â ðàáîòå [7], S-DZ ìàòðèöû îáðàçóþò ïîä-
êëàññ êëàññà S-SDD1 ìàòðèö. Íèæå ìû ïåðåíåñ¼ì ýòîò ðåçóëüòàò íà
ñëó÷àé S-DZT ìàòðèö. Äëÿ ýòîãî ìû âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé ëåì-
ìîé.

Ëåììà 2.1. Ïóñòü ìàòðèöà A = (aij) ∈ Cn×n, ãäå n > 2, óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèþ (2.1) äëÿ âñåõ j ∈ RA è âñåõ i ∈ Sj 6= ∅. Òîãäà äëÿ
ëþáîãî j ∈ RA èìååì r

Sj
j (A) > 0, è íåðàâåíñòâà

ri(A)

|aii|
<
|ajj | − r

Sj
j (A)

r
Sj
j (A)

6 1 (2.7)

ñïðàâåäëèâû äëÿ âñåõ i ∈ Sj.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì ñïåðâà, ÷òî, â ñèëó (2.1), ïðè j ∈ RA ìû

èìååì |ajj | > r
Sj
j (A). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì j ∈ RA

r
Sj
j (A) = rj(A)− rSjj (A) > |ajj | − r

Sj
j (A) > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ëåâîå íåðàâåíñòâî â (2.7) íåìåäëåííî ñëåäóåò èç (2.1).
×òî æå êàñàåòñÿ ïðàâîãî íåðàâåíñòâà â (2.7), òî îíî, î÷åâèäíî, âûïîë-
íÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî j ∈ RA. �

Òðåáóåìîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó S-DZT è S-SDD1 ìàòðèöàìè óñòà-
íàâëèâàåòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü A = (aij) ∈ Cn×n, ãäå n > 2, ÿâëÿåòñÿ S-DZT

ìàòðèöåé ïðè ∅ 6= S ⊆ RA. Åñëè Sj ⊆ S äëÿ âñåõ j ∈ RA, ò.å.⋃
j∈RA

Sj ⊆ S, òî A òàêæå ÿâëÿåòñÿ è S-SDD1 ìàòðèöåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì j ∈ S èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî

pj(A,S) < |ajj |. (2.8)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè j ∈ sS ∩RA, òî, ïîñêîëüêó S ⊆ RA, òî

pj(A,S) =
∑
i∈S
|aji|

ri(A)

|aii|
+ r

sS
j (A) 6 rSj (A) + r

sS
j (A) = rj(A) < |ajj |.

Ïóñòü òåïåðü j ∈ RA = sS∩RA. Òîãäà A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2.1)
äëÿ íåêîòîðîãî íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà Sj ⊆ RA è âñåõ i ∈ Sj . Â ýòîì
ñëó÷àå, îïèðàÿñü íà ëåììó 2.1, ìû âûâîäèì:

pj(A,S) =
∑
i∈S
|aji|

ri(A)

|aii|
+ r

sS
j (A)

=
∑
i∈Sj

|aji|
ri(A)

|aii|
+

∑
i∈S\Sj

|aji|
ri(A)

|aii|
+ r

sS
j (A)

<
|ajj | − r

Sj
j (A)

r
Sj
j (A)

∑
i∈Sj

|aji|+ r
S\Sj
j (A) + r

sS
j (A)

= |ajj | − r
Sj
j (A) + rSj (A)− rSjj (A) + r

sS
j (A) = |ajj |.

Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (2.8) âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ j ∈ sS, òàê ÷òî,
â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 1.7, A ÿâëÿåòñÿ S-SDD1 ìàòðèöåé. �
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Âûâåäåì íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû 2.5. Ñïåðâà ïðèìåíèì åå
ê S-DZ ìàòðèöàì ïåðâîãî òèïà è äîêàæåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, ðàíåå
óñòàíîâëåííûé â ðàáîòå [7].

Ñëåäñòâèå 2.4. Åñëè A ∈ Cn×n, ãäå n > 2, ÿâëÿåòñÿ S-DZ ìàòðèöåé,
ãäå ∅ 6= S ⊆ RA è S 6= 〈n〉, òî A ÿâëÿåòñÿ è S-SDD1 ìàòðèöåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó, êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, S-DZ ìàò-
ðèöà A ÿâëÿåòñÿ S-DZT ìàòðèöåé, äëÿ êîòîðîé Sj = S, j ∈ sS, òî
æåëàåìûé ðåçóëüòàò íåìåäëåííî ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.5. �

Èç ïðåäëîæåíèÿ 2.1 è òåîðåìû 2.5 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå.

Ñëåäñòâèå 2.5. Ïóñòü A ∈ Cn×n, ãäå n > 2, ÿâëÿåòñÿ S-DZT ìàò-

ðèöåé ïðè ∅ 6= S ⊆ RA è ïóñòü Sj ⊆ S äëÿ âñåõ j ∈ RA. Òîãäà äëÿ

ëþáîãî T , òàêîãî ÷òî S ⊆ T ⊆ RA, A òàêæå ÿâëÿåòñÿ è T -SDD1

ìàòðèöåé. Â ÷àñòíîñòè, A � RA-SDD1 ìàòðèöà, ò.å. SDD1 ìàòðè-

öà.

Èç ñëåäñòâèÿ 2.5 è ñîîòíîøåíèÿ (2.4) ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðå-
çóëüòàò, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåòñÿ íîâûì.

Ñëåäñòâèå 2.6. Ïóñòü A = (aij) ∈ Cn×n, ãäå n > 2, ÿâëÿåòñÿ DZT

ìàòðèöåé è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

|aijij |
[
|ajj | − r

ij
j (A)

]
> rij (A) |ajij |

ïðè âñåõ j ∈ RA è íåêîòîðûõ ij ∈ RA. Òîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ S-SDD1

ìàòðèöåé ïðè ëþáîì S, òàêîì ÷òî⋃
j∈RA

{ij} ⊆ S ⊆ RA.

Â ÷àñòíîñòè, âñÿêàÿ DZT ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ SDD1 ìàòðèöåé.

Íàïîìíèì, ÷òî, êàê áûëî óñòàíîâëåíî â ðàáîòå [6], åñëè A ÿâëÿåòñÿ
CKVT ìàòðèöåé è

⋃
j∈RA

Sj ⊆ S, òî A ÿâëÿåòñÿ è S-SSDD ìàòðèöåé.

Ñëåäîâàòåëüíî, èç òåîðåìû 2.3 òàêæå âûòåêàåò è ñëåäóþùèé ðåçóëü-
òàò.
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Òåîðåìà 2.6. Åñëè A ∈ Cn×n, ãäå n > 2, ÿâëÿåòñÿ S-DZT ìàòðèöåé,

ïðè÷¼ì ⋃
j∈RA

Sj ⊆ S ⊆ RA,

òî A ÿâëÿåòñÿ S-SSDD ìàòðèöåé.

Çàìå÷àíèå 2.2. Ïîñêîëüêó, ïî òåîðåìå 2.2 èç ðàáîòû [6], âñÿêàÿ
S-SDD1 ìàòðèöà, ãäå ∅ 6= S  〈n〉, çàâåäîìî ÿâëÿåòñÿ è S-SSDD ìàò-
ðèöåé, òî òåîðåìà 2.6 âûòåêàåò íå òîëüêî èç òåîðåìû 2.3, íî òàêæå è
èç òåîðåìû 2.5.

Íèæå äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ìû ïðèâîäèì íåçàâèñèìîå äîêàçà-
òåëüñòâî òåîðåìû 2.6. Îíî îñíîâàíî íà îïðåäåëåíèè S-DZT ìàòðèö è
èñïîëüçóåò ðàññóæäåíèÿ, êîòîðûå ïðèìåíÿëèñü â ðàáîòå [7] äëÿ äîêà-
çàòåëüñòâà òîãî ôàêòà, ÷òî ïðè ∅ 6= S ⊆ RA ëþáàÿ S-DZ ìàòðèöà
ÿâëÿåòñÿ S-SSDD ìàòðèöåé.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.6. Ïóñòü

v = (vi)i ∈ S :=M(A[S])−1 |A[S, sS]| e. (2.9)

Ïîñêîëüêó S ⊆ RA, òî, î÷åâèäíî,

M(A[S]) e > |A[S, sS]| e.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, (2.9) ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó

M(A[S]) v = |A[S, sS]| e. (2.9 a)

Èç ïîñëåäíèõ äâóõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî

M(A[S]) v <M(A[S]) e,

à òîãäà, â ñèëó ìîíîòîííîñòè SDDM-ìàòðèöûM(A[S]), ìû èìååì

v < e. (2.10)

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ (2.9 a) è (2.10), ìû âûâîäèì:

|aii|vi =
∑

k∈S, k 6=i

|aik|vk + r
sS
i (A) 6

∑
k∈s, k 6=i

|aik|+ r
sS
i (A) = ri(A), i ∈ S.

Ýòèì ïîêàçàíî, ÷òî

vi 6
ri(A)

|aii|
, i ∈ S. (2.11)
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Ïóñòü j ∈ sS. Òîãäà, îïèðàÿñü íà îïðåäåëåíèå 2.1, ìû çàêëþ÷àåì,
÷òî

|ajj | − r
Sj
j (A) > r

Sj
j (A)

ri(A)

|aii|
äëÿ âñåõ i ∈ Sj . (2.12)

Ïóñòü i0 ∈ Sj òàêîâî, ÷òî
ri0(A)

|ai0i0 |
= max

k∈Sj

rk(A)

|akk|
. (2.13)

Òîãäà èç (2.12), èñïîëüçóÿ (2.13), (2.11) è òîò ôàêò, ÷òî Sj ⊆ S ïî
ïðåäïîëîæåíèþ, ìû âûâîäèì:

|ajj | − r
Sj
j (A) > r

Sj
j (A)

ri0(A)

|ai0i0 |
=
∑
k∈Sj

|ajk|
ri0(A)

|ai0i0 |

>
∑
k∈Sj

|ajk|
rk(A)

|akk|
>
∑
k∈Sj

|ajk| vk

=
{
|A[sS, S]| v

}
j

=
{
|A[sS, S]|M(A[S])−1 |A[S, sS]| e

}
j
, j ∈ sS.

Ýòèì ïîêàçàíî, ÷òî äîïîëíåíèå ïî Øóðó M(A)/S ÿâëÿåòñÿ SDD
ìàòðèöåé, ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. �

Â çàêëþ÷åíèå äàííîãî ïàðàãðàôà ìû ñîáåðåì âìåñòå óñòàíîâëåí-
íûå âûøå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ðàçëè÷íûìè ïîäêëàññàìè êëàññà íåâû-
ðîæäåííûõH-ìàòðèö, ñîäåðæàùèìè SDD ìàòðèöû, â âèäå ñëåäóþùåé
öåïî÷êè âêëþ÷åíèé, ãäå ∅ 6= S ⊆ RA:
{SDD} ⊂ {S-DZ} ∩ {DZT} ⊂ {S-DZ} ∪ {DZT} ⊂ {S-DZT}

⊂ {CKVT} ∩ {S-SDD1} ⊂ {CKVT} ∪ {S-SDD1} ⊂ {S-SSDD}.

�3. Âåðõíèå îöåíêè äëÿ ‖A−1‖∞
Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû âûâîäèì è ñðàâíèâàåì ìåæäó ñîáîé íåêîòî-

ðûå âåðõíèå îöåíêè äëÿ l∞-íîðìû îáðàòíûõ ê S-DZT ìàòðèöàì è, â
÷àñòíîñòè, ê DZT ìàòðèöàì.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1 íèæå îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäóþùåé õî-
ðîøî èçâåñòíîé ëåììå (ñì., íàïðèìåð, [3, 15]).

Ëåììà 3.1. Ïóñòü A ∈ Cn×n, ãäå n > 2, � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà.

Òîãäà ñóùåñòâóåò âåêòîð x ∈ Cn, òàêîé ÷òî ‖x‖∞ = 1 è

‖A−1‖−1
∞ = ‖Ax‖∞ = max

i∈〈n〉
|{Ax}i|. (3.1)
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Òàêæå íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ïðîñòàÿ ëåììà.

Ëåììà 3.2. Ïóñòü ìàòðèöà A = (aij) ∈ Cn×n, ãäå n > 2, íåâûðîæ-

äåíà è ïóñòü âåêòîð x = (xi) ∈ Cn, òàêîé ÷òî ‖x‖∞ = 1, óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ (3.1). Åñëè aii 6= 0, i = 1, . . . , n, òî

|xi| 6
‖A−1‖−1

∞ + ri(A)

|aii|
, i = 1, . . . , n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü i ∈ 〈n〉. Èç ðàâåíñòâà

{Ax}i = aiixi +
∑
j 6=i

aijxj

ñëåäóåò, ÷òî

|aii| |xi| 6 |{Ax}i|+ ri(A),

îòêóäà

|xi| 6
|{Ax}i|+ ri(A)

|aii|
.

Òåïåðü äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòà¼òñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ óñëî-
âèåì (3.1). �

Äàëåå ïî òåêñòó äëÿ ìàòðèöû A ∈ Cn×n ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü
îáîçíà÷åíèå

pi(A) = |aii| − ri(A), i ∈ 〈n〉.

Òåïåðü ìû ãîòîâû äîêàçàòü ïåðâóþ âåðõíþþ îöåíêó äëÿ îáðàòíîé
ê S-DZT ìàòðèöå A, êîòîðàÿ îñíîâûâàåòñÿ íà îïðåäåëåíèè 2.1, ñëåä-
ñòâèè 2.1 è òåîðåìå 2.2.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü A = (aij) ∈ Cn×n, ãäå n > 2, ÿâëÿåòñÿ S̃-DZT

ìàòðèöåé ïðè S̃ ⊆ RA. Òîãäà

‖A−1‖∞ 6 min
S⊆RA

max

{
max
j∈S

p−1
j (A),

max
j∈ sS

min
Sj∈Σj

max
i∈Sj

|aii|+ r
Sj
j (A)

|aii|
[
|ajj | − r

Sj
j (A)

]
− ri(A) r

Sj
j (A)

}
, (3.2)

ãäå ìíîæåñòâà Σj, j ∈ 〈n〉, îïðåäåëåíû â (2.3).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ïðåæäå âñåãî, ÷òî, â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.1,
A ÿâëÿåòñÿ S-DZT ìàòðèöåé äëÿ ëþáîãî S ⊆ RA. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
îöåíêè (3.2), î÷åâèäíî, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî S ⊆ RA
è ïðîèçâîëüíûõ (íåïóñòûõ) ïîäìíîæåñòâ Sj ∈ Σj , j ∈ sS, ñïðàâåäëèâà
îöåíêà

‖A−1‖∞ 6 max

{
max
j∈S

p−1
j (A),

max
j∈ sS, i∈Sj

|aii|+ r
Sj
j (A)

|aii|
[
|ajj | − r

Sj
j (A)

]
− ri(A) r

Sj
j (A)

}
. (3.3)

Äëÿ ýòîãî, îñíîâûâàÿñü íà ëåììå 3.1, âûáåðåì âåêòîð x = (xi) ∈ Cn,
òàêîé ÷òî ‖x‖∞ = 1 = |xk|, k ∈ 〈n〉, è âûïîëíåíî óñëîâèå (3.1).

Åñëè k ∈ S, òî èç ðàâåíñòâà

{Ax}k = akkxk +
∑
j 6=k

akjxj ,

èñïîëüçóÿ (3.1), ìû âûâîäèì:

|akk| = |akk| |xk| 6 |{Ax}k|+
∑
j 6=k

|akj | |xj | 6 ‖A−1‖−1
∞ + rk(A).

Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî k ∈ S ⊆ RA, ìû ïîëó÷àåì

‖A−1‖∞ 6
1

|akk| − rk(A)
6 max

j∈S
p−1
j (A).

Ðàññìîòðèì òîò ñëó÷àé, êîãäà k ∈ sS, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî Sk ∈ Σk
è èíäåêñ t ∈ Sk âûáðàí òàêèì îáðàçîì, ÷òî

|xt| = max
j∈Sk

|xj |. (3.4)

Â ýòîì ñëó÷àå, èç ñîîòíîøåíèÿ

{Ax}k = akkxk +
∑
j∈Sk

akjxj +
∑

j∈Sk, j 6=k

akjxj ,

èñïîëüçóÿ (3.4), (3.1) è ëåììó 3.2, ìû âûâîäèì

|akk| = |akk| |xk| 6 |{Ax}k|+ rSkk (A) |xt|+ rSkk (A)

6 ‖A−1‖−1
∞ +

‖A−1‖−1
∞ + rt(A)

|att|
rSkk (A) + rSkk (A).
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Îòñþäà

‖A−1‖−1
∞

[
|att|+ rSkk (A)

]
> |att|

[
|akk| − rSkk (A)

]
− rt(A) rSkk (A).

Ïîñêîëüêó k ∈ sS, t ∈ Sk è A ÿâëÿåòñÿ S-DZT ìàòðèöåé, òî ïðàâàÿ
÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïîëîæèòåëüíà. Ñëåäîâàòåëüíî,

‖A−1‖∞ 6
|att|+ rSkk (A)

|att|
[
|akk| − rSkk (A)

]
− rt(A) rSkk (A)

6 max
j∈ sS, i∈Sj

|aii|+ r
Sj
j (A)

|aii|
[
|ajj | − r

Sj
j (A)

]
− ri(A) r

Sj
j (A)

.

Ýòèì çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè (3.3) è òåîðåìû 3.1. �

Ðàññìîòðèì äâà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ îöåíêè (3.2).
Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3.1 ïîëîæèòü S = RA, òî ìû ïîëó÷èì

îöåíêó

‖A−1‖∞ 6 max

{
max
j∈RA

p−1
j (A),

max
j∈RA

min
Sj∈Σj

max
i∈Sj

|aii|+ r
Sj
j (A)

|aii|
[
|ajj | − r

Sj
j (A)

]
− ri(A) r

Sj
j (A)

}
. (3.5)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîëîæèâ S = ∅, ìû ïðèõîäèì ê îöåíêå

‖A−1‖∞ 6 max
j∈〈n〉

min
Sj∈Σj

max
i∈Sj

|aii|+ r
Sj
j (A)

|aii|
[
|ajj | − r

Sj
j (A)

]
− ri(A) r

Sj
j (A)

. (3.6)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé SDD ìàòðèö. Íàïîìíèì, ÷òî, â ñèëó (2.2), ëþ-
áàÿ SDD ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ S-DZT ìàòðèöåé ïðè ëþáîì S⊆RA=〈n〉,
òàê ÷òî ê íåé ïðèìåíèìà îöåíêà òåîðåìû 3.1. Ïðè S = 〈n〉 ýòà îöåíêà
ñâîäèòñÿ ê êëàññè÷åñêîé îöåíêå

‖A−1‖∞ 6 max
i∈〈n〉

p−1
i (A)

òåîðåìû 1.2.
Â òîì æå ñëó÷àå, êîãäà S  〈n〉, îáùàÿ îöåíêà (3.3) ñïðàâåäëèâà è

äëÿ SDD ìàòðèöû A.



ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÏÎÄÊËÀÑÑÅ ÊËÀÑÑÀ CKVT ÌÀÒÐÈÖ 181

Çàìåòèì, ÷òî, êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, åñëè i 6= j, pi(A) > 0 è
pj(A) > 0, òî

|aii|+r
Sj
j (A)

|aii|
[
|ajj |−r

Sj
j (A)

]
−ri(A)r

Sj
j (A)

6

{
p−1
i (A), åñëè pi(A)6pj(A),
p−1
j (A), åñëè pi(A)>pj(A).

Ñëåäîâàòåëüíî,

|aii|+ r
Sj
j (A)

|aii|
[
|ajj | − r

Sj
j (A)

]
− ri(A) r

Sj
j (A)

6 max
{
p−1
i (A), p−1

j (A)
}

6 max
i∈〈n〉

p−1
i (A).

Ýòèì ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ SDD ìàòðèöû A îöåíêà òåîðåìû 3.1 ñ ïðîèç-
âîëüíûì S  〈n〉, âîîáùå ãîâîðÿ, ÿâëÿåòñÿ áîëåå òî÷íîé, ÷åì êëàññè-
÷åñêàÿ îöåíêà òåîðåìû 1.2.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé DZT ìàòðèö. Êàê óêàçàíî â �2, ñì. (2.4),
âñÿêàÿ DZT ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ S-DZT ìàòðèöåé ïðè ëþáîì S ⊆ RA.

Ñëåäóÿ [12], ïîëîæèì

γj = γj(A) :=
{
i ∈ 〈n〉 \ {j} : |aii|

[
|ajj | − rij(A)

]
> ri(A) |aji|

}
,

j = 1, . . . , n,

è çàìåòèì, ÷òî äëÿ DZT ìàòðèöû A ìû èìååì:

Σj(A) ⊇
{
{i} : i ∈ 〈n〉 \ {j} è |aii|

[
|ajj | − rij(A)

]
> ri(A) |aji|

}
,

j = 1, . . . , n.

Ñëåäîâàòåëüíî,

i ∈ γj ⇐⇒ {i} ∈ Σj , j = 1, . . . , n,

è, ïåðåõîäÿ ê ìèíèìóìó ïî âñåì îäíîýëåìåíòíûì ìíîæåñòâàì Sj ∈ Σj ,

j ∈ sS, è ó÷èòûâàÿ, ÷òî r
Sj
j (A) = |aji| ïðè Sj = {i}, ìû ïðèõîäèì ê åù¼

îäíîìó ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû 3.1.
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Ñëåäñòâèå 3.1. Ïóñòü A = (aij) ∈ Cn×n, ãäå n > 2, � DZT ìàòðèöà.

Òîãäà

‖A−1‖∞ 6 min
S⊆RA

max

{
max
j∈S

p−1
j (A),

max
j∈ sS

min
i∈γj

|aii|+ |aji|
|aii|

[
|ajj | − rij(A)

]
− ri(A) |aji|

}
. (3.7)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè S = RA è

RA =

p⋃
k=1

{jk}, 1 6 p < n,

òî

ik ∈ γjk ⇐⇒ {ik} ∈ Σjk , k = 1, . . . , p,

è èç (3.7) ñëåäóåò, ÷òî

‖A−1‖∞ 6 max

{
max
j∈RA

p−1
j (A),

max
16k6p

min
ik∈γjk

|aikik |+ |ajkik |
|aikik |

[
|ajkjk | − r

ik
jk

(A)
]
− rik(A) |ajkik |

}
. (3.8)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè âçÿòü S = ∅, òî (3.7) ïðèâîäèò ê îöåíêå

‖A−1‖∞ 6 max
j∈〈n〉

min
i∈γj

|aii|+ |aji|
|aii|

[
|ajj | − rij(A)

]
− ri(A) |aji|

. (3.9)

Òàêèì îáðàçîì, ñëåäñòâèå 3.1 îäíîâðåìåííî îáîáùàåò è óëó÷øàåò
êàê òåîðåìó 1.3, òàê è òåîðåìó 1.4.

Òåïåðü ìû äîêàæåì àíàëîã òåîðåìû 3.1 äëÿ CKVT ìàòðèö, îáîá-
ùàþùèé òåîðåìû 21 è 22 èç ðàáîòû [10].

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü A = (aij) ∈ Cn×n, ãäå n > 2, ÿâëÿåòñÿ CKVT

ìàòðèöåé. Òîãäà

‖A−1‖∞ 6 min
S⊆RA

max

{
max
i∈S

p−1
i (A),

max
j∈ sS

min
Sj∈Σ′j

max
i∈Sj

|aii|−r
Sj
i (A)+r

Sj
j (A)[

|aii|−r
Sj
i (A)

] [
|ajj |−r

Sj
j (A)

]
−rSji (A)r

Sj
j (A)

}
. (3.10)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.1, ïóñòü x =
(xi) ∈ Cn óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3.1) è ïóñòü ‖x‖∞ = 1 = |xk|, ãäå
k ∈ 〈n〉.

Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî S ⊆ RA. Åñëè k ∈ S, òî, êàê è â äîêàçà-
òåëüñòâå òåîðåìû 3.1, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî

‖A−1‖∞ 6 max
i∈S

p−1
i (A).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòà¼òñÿ ïî-
êàçàòü, ÷òî åñëè k ∈ sS, òî

‖A−1‖∞6max
j∈ sS,
i∈Sj

|aii|−r
Sj
i (A)+r

Sj
j (A)[

|aii|−r
Sj
i (A)

] [
|ajj |−r

Sj
j (A)

]
−rSji (A) r

Sj
j (A)

. (3.11)

Äëÿ ýòîãî ïðåäïîëîæèì, ÷òî k ∈ sS è ÷òî èíäåêñ t ∈ Sk, ãäå Sk ∈
Σ′k(A), âûáðàí òàêèì îáðàçîì, ÷òî

|xt| = max
i∈Sk
|xi|.

Èç ðàâåíñòâà

{Ax}k = akkxk +
∑
j∈Sk

akjxj +
∑

j∈Sk, j 6=k

akjxj

ñ ïîìîùüþ (3.1) ìû âûâîäèì

|akk| 6 ‖A−1‖−1
∞ + |xt| rSkk (A) + rSkk (A). (3.12)

Àíàëîãè÷íî, èç ñîîòíîøåíèÿ

{Ax}t = attxt +
∑

j∈Sk, i 6=t

atixi +
∑
i∈Sk

atixi

âûòåêàåò, ÷òî

|att| |xt| 6 ‖A−1‖−1
∞ + |xt| rSkt (A) + rSkt (A). (3.13)

Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó A ÿâëÿåòñÿ CKVT ìàòðèöåé, òî äëÿ ëþáîãî
t ∈ Sk ∈ Σ′k(A) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |att| − rSkt (A) > 0. Äåéñòâè-

òåëüíî, åñëè k ∈ RA, òî, ïî îïðåäåëåíèþ 1.4, t ∈ RA, à â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå k ∈ RA, è íóæíîå ñîîòíîøåíèå ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà[
|att| − rSkt (A)

] [
|akk| − rSkk (A)

]
> rSkt (A) rSkk (A).
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Ñëåäîâàòåëüíî, èç (3.13) âûòåêàåò, ÷òî

|xt| 6
‖A−1‖−1

∞ + rSkt (A)

|att| − rSkt (A)
. (3.14)

Ïîäñòàâëÿÿ (3.14) â (3.12), ìû ïîëó÷àåì

|akk| 6 ‖A−1‖−1
∞ +

‖A−1‖−1
∞ + rSkt (A)

|att| − rSkt (A)
rSkk (A) + rSkk (A),

èëè

‖A−1‖−1
∞

[
|att| − rSkt (A) + rSkk (A)

]
>
[
|att| − rSkt (A)

] [
|akk| − rSkk (A)

]
− rSkt (A) rSkk (A).

(3.15)

Ïîñêîëüêó A � CKVT ìàòðèöà, òî ïðàâàÿ ÷àñòü (3.15) ïîëîæèòåëüíà
äëÿ ëþáîãî t ∈ Sk ∈ Σ′k, òàê ÷òî èç (3.15) ïîëó÷àåì

‖A−1‖∞ 6
|att| − rSkt (A) + rSkk (A)[

|att| − rSkt (A)
] [
|akk| − rSkk (A)

]
,−rSkt (A) rSkk (A)

,

îòêóäà è ñëåäóåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî (3.11). �

Ïî òåîðåìå 2.3, åñëè S ⊆ RA, òî S-DZT ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ CKVT
ìàòðèöåé. Ñëåäîâàòåëüíî, å¼ îáðàòíàÿ óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå òåîðå-
ìû 3.2. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó, êàê ïîêàçàíî â äîêàçàòåëüñòâå òåî-
ðåìû 2.3, Σj ⊆ Σ′j ïðè j ∈ RA, òî èç òåîðåìû 3.2 âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ,
íåñêîëüêî ìåíåå òî÷íàÿ îöåíêà, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ, åñëè â (3.10) ïî-
ëîæèòü S = RA è çàìåíèòü Σ′j íà Σj .

Ñëåäñòâèå 3.2. Ïóñòü A = (aij) ∈ Cn×n, ãäå n > 2, ÿâëÿåòñÿ S-DZT
ìàòðèöåé ïðè S ⊆ RA. Òîãäà

‖A−1‖∞ 6 max

{
max
i∈RA

p−1
i (A),

max
j∈RA

min
Sj∈Σj

max
i∈Sj

|aii|−r
Sj
i (A)+r

Sj
j (A)[

|aii|−r
Sj
i (A)

] [
|ajj |−r

Sj
j (A)

]
−rSji (A) r

Sj
j (A)

}
. (3.16)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè |Sj | = 1, ñêàæåì, Sj = {i}, ãäå i 6= j, òî r
Sj
i (A) =

r
{i}
i = 0, òàê ÷òî Sj ∈ Σj òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Sj ∈ Σ′j , j ∈ 〈n〉.
Çíà÷èò, åñëè ìèíèìóì â (3.10) âçÿòü ïî îäíîýëåìåíòíûì ìíîæåñòâàì
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Sj ∈ Σ′j , òî ðåçóëüòèðóþùàÿ îöåíêà áóäåò ñîâïàäàòü ñ îöåíêîé (3.7),
à ïðè S = RA è S = ∅ îíà áóäåò ñîâïàäàòü ñ îöåíêàìè (3.8) è (3.9)
ñîîòâåòñòâåííî.

Ñðàâíèì îöåíêè òåîðåì 3.1 è 3.2 â ïðèìåíåíèè ê S-DZT ìàòðèöàì.
Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ òåõíè÷åñêàÿ ëåììà, êîòîðàÿ
óñòàíàâëèâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé.

Ëåììà 3.3. Ïóñòü A = (aij) ∈ Cn×n, ãäå n > 2, ïóñòü i 6= j, i, j ∈ 〈n〉
è ïóñòü ∅ 6= S  〈n〉 \ {j}.

Åñëè |aii| − ri(A) > |ajj | − rj(A), òî

|aii|+ rSj (A)

|aii|
[
|ajj | − r sSj (A)

]
− ri(A) rSj (A)

>
|aii| − rSi (A) + rSj (A)[

|aii| − rSi (A)
] [
|ajj | − r sSj (A)

]
− r sSi (A) rSj (A)

ïðè óñëîâèè, ÷òî îáà çíàìåíàòåëÿ ïîëîæèòåëüíû.

Òåïåðü ìû ãîòîâû ñðàâíèòü îöåíêè òåîðåì 3.1 è 3.2 â òîì ñëó÷àå,
êîãäà S = RA.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü A = (aij) ∈ Cn×n, ãäå n > 2, ÿâëÿåòñÿ S-DZT
ìàòðèöåé ïðè S ⊆ RA. Òîãäà, âîîáùå ãîâîðÿ, îöåíêà (3.16) ÿâëÿåòñÿ
áîëåå òî÷íîé, ÷åì îöåíêà (3.5), òàê ÷òî è îöåíêà (3.10) òåîðåìû 3.2
ïðè S = RA çàâåäîìî íå õóæå, ÷åì (3.5).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ëåììó 3.3, ïîëîæèâ
S := Sj è çàìåòèâ, ÷òî ïðè j ∈ RA íåîáõîäèìî Sj ⊆ RA, òàê ÷òî
|aii| − ri(A) > 0 > |ajj | − rj(A). �

�4. Ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïðèâîäèì ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùèå ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ïîëó÷åíû íà îñíîâå ôàêòà íåâûðîæäåííîñòè
S-DZT ìàòðèö.

Ïóñòü

Γi(A) = {z ∈ C : |z − aii| 6 ri(A)}, i ∈ 〈n〉,
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� ýòî êðóãè Ãåðøãîðèíà. Ñëåäóÿ [7], îáîçíà÷èì

ΩSji(A) :=
{
z ∈ C : |z − aii|

[
|z − ajj | − rSj (A)

]
6 ri(A) r

sS
j (A)

}
,

i ∈ sS, j ∈ S, (4.1)

ãäå ∅ 6= S  〈n〉.
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåî-

ðåìà.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü A=(aij) ∈ Cn×n, ãäå n>2, è ïóñòü ∅⊆S⊆〈n〉.
Òîãäà

Spec A ⊆
⋃
i∈S

Γi(A) ∪
⋃
j∈ sS

⋂
Sj :

∅6=Sj⊆〈n〉\{j}

⋃
k∈Sj

Ω
Sj
jk (A). (4.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì ñïåðâà, ÷òî â òîì ñëó÷àå, êîãäà S = 〈n〉,
âêëþ÷åíèå (4.2) ñâîäèòñÿ ê òåîðåìå Ãåðøãîðèíà. Ïîýòîìó â äàëüíåé-
øåì ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî S  〈n〉.

Ïóñòü λ ∈ Spec A. Òîãäà ìàòðèöà Bλ := λIn−A ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåí-
íîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ââèäó ñëåäñòâèÿ 2.2, ìàòðèöà Bλ íå ìîæåò áûòü
S-DZT ìàòðèöåé ïðè S ⊆ RBλ . Çíà÷èò,
• ëèáî S * RBλ , ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè íåêîòîðîì i ∈ S âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî |λ− aii| 6 ri(A), ò.å.

λ ∈
⋃
i∈S

Γi(A),

• ëèáî ïðè íåêîòîðîì j ∈ sS íàéä¼òñÿ íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî Sj ,
∅ 6= Sj ⊆ 〈n〉 \ {j}, òàêîå ÷òî ïðè íåêîòîðîì k ∈ Sj âûïîëíÿåòñÿ

âêëþ÷åíèå λ ∈ Ω
Sj
jk (A), òàê ÷òî

λ ∈
⋃
j∈ sS

⋂
Sj :

∅6=Sj⊆〈n〉\{j}

⋃
k∈Sj

Ω
Sj
jk (A).

Òåîðåìà 4.1 äîêàçàíà. �

Ïîëàãàÿ â òåîðåìå 4.1 Sj = S äëÿ âñåõ j ∈ sS, ìû íåìåäëåííî ïðè-
õîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ, ïåðâîíà÷àëüíî óñòàíîâëåííîìó â
ðàáîòå [7] íà îñíîâå ðåçóëüòàòà î íåâûðîæäåííîñòè S-DZ ìàòðèö.
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Ñëåäñòâèå 4.1. Ïóñòü A ∈ Cn×n, ãäå n > 2, è ïóñòü ∅ 6= S ⊆ 〈n〉.
Òîãäà

Spec A ⊆
⋃
i∈S

Γi(A) ∪
⋃
j∈ sS

Ω
sS
ji(A)

 .

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, âûòåêàþùèé èç òåîðåìû 4.1, îáîáùàåò âêëþ-
÷åíèå

Spec A ⊆
⋃
j∈〈n〉

⋂
k∈〈n〉\{j}

Ω
〈n〉\{k}
jk (A),

ïåðâîíà÷àëüíî äîêàçàííîå â ñòàòüå [16] è îñíîâàííîå íà íåâûðîæäåí-
íîñòè DZT ìàòðèö. Çäåñü, â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì (4.1) ìíî-

æåñòâ Ω
sS
ji(A),

Ω
〈n〉\{k}
jk (A) =

{
z ∈ C : |z − akk|

[
|z − ajj | − rkj (A)

]
6 rk(A) |ajk|

}
.

Ñëåäñòâèå 4.2. Ïóñòü A ∈ Cn×n, ãäå n > 2, è ïóñòü ∅ ⊆ S ⊆ 〈n〉.
Òîãäà

Spec A ⊆
⋃
i∈S

Γi(A) ∪
⋃
j∈ sS

⋂
k∈〈n〉\{j}

Ω
〈n〉\{k}
jk (A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òðåáóåìûé ðåçóëüòàò íåìåäëåííî âûòåêàåò èç òåî-
ðåìû 4.1, åñëè ðàññìîòðåòü âñå äîïóñòèìûå îäíîýëåìåíòíûå ìíîæå-
ñòâà Sj , j ∈ sS, ò.å. ìíîæåñòâà Sjk = {k}, ãäå k 6= j. �

Çàìå÷àíèå 4.1. ßñíî, ÷òî òåîðåìó 4.1, êàê è ñëåäñòâèÿ 4.1 è 4.2,
ìîæíî óëó÷øèòü, ïåðåõîäÿ ê ïåðåñå÷åíèþ (ïî íåêîòîðûì èëè) ïî âñåì
ìíîæåñòâàì S, òàêèì ÷òî ∅ ⊆ S ⊆ 〈n〉.

�5. Âåðõíèå îöåíêè äëÿ ïåððîíîâñêîãî êîðíÿ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïðèâîäèì âåðõíèå îöåíêè äëÿ ïåððîíîâñêîãî
êîðíÿ íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöû, âûòåêàþùèå èç ðåçóëüòàòîâ �4.

Ìû âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé òåõíè÷åñêîé ëåììîé, óñòàíîâëåííîé
â ñòàòüå [7].

Ëåììà 5.1 ([7]). Ïóñòü A = (aij) ∈ Cn×n, ãäå n > 2, � íåîòðèöà-

òåëüíàÿ ìàòðèöà è ïóñòü S ( 〈n〉. Åñëè ρ(A) ∈ Ω
sS
ji(A), ãäå i ∈ S,

j ∈ sS, òî ρ(A) 6 ϕ sS
ji(A), ãäå

ϕ
sS
ji(A) :=

1

2

{
aii+R

sS
j (A)+

[(
aii −R

sS
j (A)

)2

+4ri(A) rSj (A)

]1/2
}
. (5.1)
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Ââèäó ëåììû 5.1, èç òåîðåìû 4.1 ìû íåìåäëåííî ïîëó÷àåì ñëåäóþ-
ùóþ âåðõíþþ îöåíêó äëÿ ïåððîíîâñêîãî êîðíÿ.

Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü A ∈ Cn×n, ãäå n > 2, � íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàò-

ðèöà è ïóñòü S ⊆ 〈n〉. Òîãäà

ρ(A) 6 max

max
i∈S

Ri(A), max
j∈ sS

min
Sj :

∅ 6=Sj⊆〈n〉\{j}

max
k∈Sj

ϕ
Sj
jk (A)

 . (5.2)

Ïåðåõîäÿ ê ìèíèìóìó ïî âñåì (èëè íåêîòîðûì) ïîäìíîæåñòâàì S,
îöåíêó (5.2) ìîæíî óëó÷øèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ñëåäñòâèå 5.1. Ïóñòü A ∈ Cn×n, ãäå n > 2, � íåîòðèöàòåëüíàÿ

ìàòðèöà. Òîãäà

ρ(A) 6 min
S⊆〈n〉

max

max
i∈S

Ri(A), max
j∈ sS

min
Sj :

∅6=Sj⊆〈n〉\{j}

max
k∈Sj

ϕ
Sj
jk (A)

 .

Àíàëîãè÷íî, ñ ïîìîùüþ ëåììû 5.1 è ñëåäñòâèÿ 4.1 ìû ïîëó÷àåì
ñëåäóþùèé èçâåñòíûé ðåçóëüòàò.

Ñëåäñòâèå 5.2 ([7]). Ïóñòü A ∈ Cn×n, ãäå n > 2, � íåîòðèöàòåëüíàÿ
ìàòðèöà è ïóñòü ∅ 6= S ⊆ 〈n〉. Òîãäà

ρ(A) 6 max
i∈S

max

{
Ri(A), max

j∈ sS
ϕ

sS
ji(A)

}
è, ñëåäîâàòåëüíî,

ρ(A) 6 min
S:∅ 6=S⊆〈n〉

max
i∈S

max

{
Ri(A), max

j∈ sS
ϕ

sS
ji(A)

}
.

Íàêîíåö, èç ëåììû 5.1 è ñëåäñòâèÿ 4.2, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî,
â ñîîòâåòñòâèè ñ (5.1),

ϕ
〈n〉\{j}
jk (A) =

1

2

{
akk +Rkj (A) +

[(
akk −Rkj (A)

)2
+ 4rk(A) ajk

]1/2}
,

ìû âûâîäèì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
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Ñëåäñòâèå 5.3 ([7]). Ïóñòü A ∈ Cn×n, ãäå n > 2, � íåîòðèöàòåëüíàÿ
ìàòðèöà è ïóñòü ∅ ⊆ S ⊆ 〈n〉. Òîãäà

ρ(A) 6 max

{
max
i∈S

Ri(A),

1

2
max
j∈ sS

min
k∈〈n〉\{j}

{
akk+Rkj (A)+

[(
akk−Rkj (A)

)2
+4rk(A) ajk

]1/2}}
.
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The paper introduces into consideration and studies the new class of the
so-called S-DZTmatrices, which lies in between the Dashnic�Zusmanovich-
type (DZT) and CKV-type (CKVT) matrices and also in between the
S-DZ and S-SDD1 matrices. It follows, in particular, that the S-DZT
matrices are nonsingular H-matrices. Upper bounds for the l∞-norm of the
inverse to an S-DZT matrix are considered and applied to SDD and DZT
matrices. Also the related eigenvalue inclusion sets and the corresponding
upper bounds for the Perron root of a nonnegative matrix are presented.
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