
Çàïèñêè íàó÷íûõ
ñåìèíàðîâ ÏÎÌÈ
Òîì 554, 2026 ã.

,

Í. À. Êîëåãîâ, Î. Â. Ìàðêîâà

ÂÇÀÈÌÍÎ ÖÈÊËÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÀÒÐÈÖÛ

�1. Ââåäåíèå

Äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n îáîçíà÷èì ÷åðåçMn(F) àëãåáðó âñåõ n×n
ìàòðèö íàä ïîëåì F. Ïóñòü Fn � ïðîñòðàíñòâî âñåõ âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ
èç n ýëåìåíòîâ ïîëÿ F.

Öèêëè÷åñêèå ìàòðèöû � êëàññè÷åñêèé îáúåêò ëèíåéíîé àëãåáðû è
êîìáèíàòîðèêè. Èçâåñòíû ðàçëè÷íûå ýêâèâàëåíòíûå îïðåäåëåíèÿ [9].
Îäíî èç íèõ çàêëþ÷àåòñÿ â ñóùåñòâîâàíèè öèêëè÷åñêîãî âåêòîðà. Íà-
çîâ¼ì ìàòðèöó A ∈Mn(F) öèêëè÷åñêîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð
v ∈ Fn, ÷òî âåêòîðû v,Av,A2v, . . . , An−1v ñîñòàâëÿþò áàçèñ ïðîñòðàí-
ñòâà Fn.

Â ðàáîòå áóäåò ðàññìîòðåíî îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ öèêëè÷íîñòè íà
ñëó÷àé äâóõ ìàòðèö. Îíî âîçíèêàåò ïðè èññëåäîâàíèè ïàð êîììóòèðó-
þùèõ ìàòðèö. Â 1961 ã. Ãåðøòåíõàáåð ïîëó÷èë ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1.1 ([10]). Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå, A,B ∈ Mn(F) è
AB = BA. Òîãäà ýòè ìàòðèöû ïîðîæäàþò àëãåáðó ðàçìåðíîñòè íå
áîëåå n:

dim FF[A,B] 6 n.

Â äàëüíåéøåì áûëè ïîëó÷åíû äðóãèå äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà.
Ëàôôè, Ëàçàðóñ [16], Áàðèà, Õàëìîø [7] íåçàâèñèìî ïîëó÷èëè äîêàçà-
òåëüñòâà ñðåäñòâàìè ëèíåéíîé àëãåáðû. Ãóðàëüíèê [11] ïîêàçàë, ÷òî
íåðàâåíñòâî dim FF[A,B] 6 n âûòåêàåò èç íåïðèâîäèìîñòè ìíîãîîá-
ðàçèÿ ïàð êîììóòèðóþùèõ ìàòðèö. Óîäñâîðò [19] äîêàçàë ðåçóëüòàò
Ãåðøòåíõàáåðà ïðè ïîìîùè òåîðåìû î ñòðîåíèè êîíå÷íî-ïîðîæä¼ííûõ
ìîäóëåé íàä êîëüöàìè ãëàâíûõ èäåàëîâ.

Íîéáàóýð, Ñîëòìàí [17] èññëåäîâàëè ìàòðè÷íûå àëãåáðû, äëÿ êîòî-
ðûõ îöåíêà Ãåðøòåíõàáåðà äîñòèãàåòñÿ, ò.å. dim FF[A,B] = n. ×àñòíûì

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîììóòàòèâíàÿ ìàòðè÷íàÿ ïîäàëãåáðà, öèêëè÷åñêàÿ ìàòðè-
öà, äëèíà àëãåáðû.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷¼ò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò
No. 25-11-00348).
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ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà àëãåáðà F[A,B] îáëàäàåò öèêëè÷å-
ñêèì âåêòîðîì: F[A,B]v = Fn. Ìû áóäåì èññëåäîâàòü èìåííî òàêèå
ïàðû ìàòðèö.

Ãëàâíûì îáðàçîì íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü âîïðîñ î çíà÷åíèÿõ ôóíê-
öèè äëèíû. Äëèíà � ýòî ÷èñëåííûé èíâàðèàíò êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðû
è å¼ ïîäìíîæåñòâ, êîòîðûé â íåêîòîðîì ñìûñëå õàðàêòåðèçóåò �ñëîæ-
íîñòü� îïåðàöèè óìíîæåíèÿ â àëãåáðå. Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè äëèíû
âåä¼òñÿ äëÿ ìàòðè÷íûõ àëãåáð, ãðóïïîâûõ àëãåáð, íåàññîöèàòèâíûõ
àëãåáð. Äî ñèõ ïîð îñòà¼òñÿ îòêðûòîé ïðîáëåìà Ïàçà 1984 ã. [18] î
äëèíå ïîëíîé ìàòðè÷íîé àëãåáðû, íî íåäàâíî â ýòîé îáëàñòè áûë äî-
ñòèãíóò çíà÷èòåëüíûé ïðîãðåññ. Â ýòîì êîíòåêñòå êîììóòàòèâíûå àë-
ãåáðû, ñîäåðæàùèå öèêëè÷åñêèå ìàòðèöû, ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàìè ìàê-
ñèìàëüíîé äëèíû â êëàññå âñåõ êîììóòàòèâíûõ ìàòðè÷íûõ àëãåáð
[3, 5, 13].

Ìû ðàññìîòðèì âîïðîñ ðåàëèçóåìîñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè äëèíû
íà ïàðàõ âçàèìíî öèêëè÷åñêèõ ìàòðèö. Çíàíèå ðåàëèçóåìûõ çíà÷åíèé
ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ, òàê êàê ïîçâîëÿåò ïðîÿñíèòü ïîâåäåíèå ôóíê-
öèè äëèíû íà àëãåáðàõ èëè ïîäìíîæåñòâàõ ñïåöèàëüíîãî âèäà. Èçó-
÷åíèþ ïðîáëåì ðåàëèçóåìîñòè ïîñâÿùåíû èññëåäîâàíèÿ [12,14,15].

Ðàáîòà îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â �2 ïðèâîäÿòñÿ îñíîâ-
íûå îïðåäåëåíèÿ, îáîçíà÷åíèÿ è îáçîð èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ. Â �3
ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû î ñòðóêòóðå è íåêîòîðûõ ñâîéñòâàõ àëãåáð, ïî-
ðîæä¼ííûõ âçàèìíî öèêëè÷åñêèìè ìàòðèöàìè. Îòäåëüíî ðàññìîòðåí
ñëó÷àé, êîãäà îäíà èç ìàòðèö èçîöèêëè÷åñêàÿ. Â �4 íàéäåíû âñå ðåà-
ëèçóåìûå çíà÷åíèÿ äëèíû ïàð âçàèìíî öèêëè÷åñêèõ ìàòðèö; â ÷àñòíî-
ñòè, ïîêàçàíî, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ âñåìè öåëûìè òî÷êàìè îïðåäåë¼ííîãî
îòðåçêà (ñì. òåîðåìó 4.4). Â �5 ðàçîáðàí ñëó÷àé íèëüïîòåíòíûõ âçàèì-
íî öèêëè÷åñêèõ ìàòðèö ñïåöèàëüíîãî âèäà. Äëÿ àëãåáð, ïîðîæä¼ííûõ
òàêèìè ïàðàìè ìàòðèö, ïîëó÷åíû îöåíêè èíäåêñà íèëüïîòåíòíîñòè
ðàäèêàëà è, êàê ñëåäñòâèå, � îöåíêè ôóíêöèè äëèíû.

�2. Îïðåäåëåíèÿ, îáîçíà÷åíèÿ, èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû

2.1. Âçàèìíî öèêëè÷åñêèå ìàòðèöû. Ïîíÿòèÿ òåîðèè êîëåö è àë-
ãåáð, èñïîëüçîâàííûå â ñòàòüå, ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [6]. Âñå ðàñ-
ñìàòðèâàåìûå â ðàáîòå àëãåáðû � àññîöèàòèâíûå êîíå÷íîìåðíûå àë-
ãåáðû ñ åäèíèöåé íàä ïîëÿìè.
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Íà ïðîòÿæåíèè âñåé ðàáîòû F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå. Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç F åãî àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå. Ïóñòü A � êîíå÷íîìåðíàÿ àññîöè-
àòèâíàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé íàä ïîëåì F. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà
a ∈ A ÷åðåç F[a] îáîçíà÷èì ïîäàëãåáðó, ïîðîæä¼ííóþ ýëåìåíòîì a.
Äðóãèìè ñëîâàìè, F[a] ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì àëãåáðû ìíî-
ãî÷ëåíîâ F[t] ïðè îòîáðàæåíèè t 7→ a.

Ïóñòü M � ëåâûé óíèòàëüíûé A-ìîäóëü. Òîãäà M ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê ëåâûé ìîäóëü íàä àëãåáðîé ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ End FM .
Èìåþòñÿ åñòåñòâåííûå ãîìîìîðôèçì A ↪→ End FM è âëîæåíèå
EndAM ↪→ End FM . Åñëè çàäàí ýíäîìîðôèçì B ∈ EndAM , òî ðàñ-
ñìîòðèì àëãåáðó îïåðàòîðîâ A[B] âíóòðè End FM . Ýíäîìîðôèçì B
íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêèì, åñëè M � öèêëè÷åñêèé ìîäóëü íàä A[B].
Äðóãèìè ñëîâàìè, íàéä¼òñÿ òàêîé ýëåìåíò v ∈ M , ÷òî ìíîæåñòâî
{Bkv}∞k=0 ïîðîæäàåò M êàê A-ìîäóëü. Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíò v âû-
ñòóïàåò â ðîëè öèêëè÷åñêîãî âåêòîðà, ñì. [2].

Ïðîñòðàíñòâî Fn ÿâëÿåòñÿ ëåâûì ìîäóëåì íàä Mn(F) ñòàíäàðòíûì
îáðàçîì.

×åðåç En èëè E áóäåì îáîçíà÷àòü åäèíè÷íóþ ìàòðèöó â Mn(F), à
÷åðåç On èëè O � íóëåâóþ ìàòðèöó.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ìàòðèöó A ∈ Mn(F). Ââåä¼ì îáîçíà÷å-
íèå äëÿ å¼ öåíòðàëèçàòîðà: C(A) = {B ∈ Mn(F) | AB = BA}. Òîãäà
èìååòñÿ åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì C(A) ∼= End F[A]Fn. Òàêèì îáðàçîì,
åñëè ìàòðèöà B êîììóòèðóåò ñ A, òî å¼ ìîæíî ïîíèìàòü êàê ýíäîìîð-
ôèçì F[A]-ìîäóëÿ. Îäíàêî àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàññìîòðåòü öåíòðàëè-
çàòîð ìàòðèöû B, à ìàòðèöó A ñ÷èòàòü ýíäîìîðôèçìîì ìîäóëÿ. Åñëè
îïðåäåëèòü â îáîèõ ñëó÷àÿõ öèêëè÷åñêèå ýíäîìîðôèçìû, òî âîçíèêàåò
ñèììåòðè÷íîå îòíîøåíèå.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ìàòðèöû A,B ∈Mn(F) áóäåì íàçûâàòü âçàèìíî
öèêëè÷åñêèìè, åñëè âûïîëíåíî ëþáîå èç ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé:

1) B ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì ýíäîìîðôèçìîì Fn êàê ìîäóëÿ íàä
F[A];

2) A ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì ýíäîìîðôèçìîì Fn êàê ìîäóëÿ íàä
F[B];

3) AB = BA è Fn ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì ìîäóëåì íàä êîììóòà-
òèâíîé àëãåáðîé F[A,B], ïîðîæä¼ííîé ìàòðèöàìè A,B.

Çàìå÷àíèå 2.2. Îïðåäåëåíèå 2.1 îáîáùàåò îïðåäåëåíèå öèêëè÷åñêîé
ìàòðèöû â òîì ñìûñëå, ÷òî öèêëè÷åñêàÿ ìàòðèöà A ∈ Mn(F) áóäåò
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âçàèìíî öèêëè÷åñêîé ñàìà ñ ñîáîé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êðèòåðèåì öèê-
ëè÷íîñòè ýòî óòâåðæäåíèå íå áóäåò, ïîñêîëüêó A òàêæå ÿâëÿåòñÿ âçà-
èìíî öèêëè÷åñêîé ñ ëþáîé ñêàëÿðíîé ìàòðèöåé, è âîîáùå ñ ëþáîé
ìàòðèöåé èç ïîðîæä¼ííîé åþ àëãåáðû F[A].

Ïðèìåð 2.3. Ïóñòü Ck ∈ Mk(F), Cm ∈ Mm(F) � äâå öèêëè÷åñêèå
ìàòðèöû ñ öèêëè÷åñêèìè âåêòîðàìè u ∈ Fk è v ∈ Fm ñîîòâåòñòâåííî.
Òîãäà ìàòðèöû A = Ck ⊗ Em è B = Ek ⊗ Cm âçàèìíî öèêëè÷åñêèå, è
F[A,B]w = Fn äëÿ w = u⊗ v, n = mk.

Çàäàäèì ýíäîìîðôèçì ñïåöèàëüíîãî âèäà äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæ-
äåíèé.

Îáîçíà÷åíèå 2.4. Çàôèêñèðóåì âåêòîð v ∈ Fn. Îïðåäåëèì îòîáðà-
æåíèå

Φv : Mn(F) −→ Fn, Φv(C) = Cv.

Äëÿ ìàòðèö A,B ∈ Mn(F) ÷åðåç ΦvA,B îáîçíà÷èì îãðàíè÷åíèå Φv íà
àëãåáðó, ïîðîæä¼ííóþ ìàòðèöàìè A,B.

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

Ïðåäëîæåíèå 2.5. Ðàññìîòðèì ìàòðèöû A,B ∈Mn(F), AB = BA.
Ïóñòü v ∈ Fn. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) ΦvA,B � èçîìîðôèçì F[A,B] è Fn êàê F[A,B]-ìîäóëåé;

2) ΦvA,B � èçîìîðôèçì F[A,B] è Fn êàê F[A]-ìîäóëåé;

3) ΦvA,B � èçîìîðôèçì F[A,B] è Fn êàê F[B]-ìîäóëåé;

4) ΦvA,B � èçîìîðôèçì F[A,B] è Fn êàê ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä
ïîëåì F;

5) F[A,B]v = Fn.

Íèæå ìû ïðèâåä¼ì îñíîâíûå ñâîéñòâà âçàèìíî öèêëè÷åñêèõ ìàò-
ðèö, êîòîðûå áûëè èçâåñòíû ðàíåå. Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñïåöèàëüíûé
ìàòðè÷íûé èíâàðèàíò.

Ïðåäëîæåíèå 2.6 ([1, ãëàâà VII]). Äëÿ ìàòðèöû A ∈ Mn(F) ñëåäó-
þùèå âåëè÷èíû ñîâïàäàþò:

1) ìèíèìàëüíàÿ ìîùíîñòü ïîðîæäàþùåãî ïîäìíîæåñòâà ìîäóëÿ

F[A]Fn;
2) êîëè÷åñòâî èíâàðèàíòíûõ ìíîæèòåëåé â ðàçëîæåíèè Fn â

ïðÿìóþ ñóììó öèêëè÷åñêèõ ìîäóëåé íàä F[t] â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
t äåéñòâóåò êàê ìàòðèöà A;
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3) ìàêñèìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü ñîáñòâåííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà íàä
àëãåáðàè÷åñêèì çàìûêàíèåì ïîëÿ

max{dim F ker(A− λE) | λ ∈ F};

äðóãèìè ñëîâàìè, ìàêñèìàëüíàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòü ñîáñò-
âåííûõ çíà÷åíèé;

4) ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî æîðäàíîâûõ êëåòîê ñ îäíèì ñîáñ-
òâåííûì çíà÷åíèåì â æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìå ìàòðèöû A
íàä F.

Îáîçíà÷åíèå 2.7. Ïðåäûäóùèå âåëè÷èíû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
η(A).

Äëÿ äâóõ ïðîèçâîëüíûõ êîììóòèðóþùèõ ìàòðèö âåðåí ñëåäóþùèé
àíàëîã òåîðåìû Ãàìèëüòîíà�Êýëè [7, 16, 19]. Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ
ïðèâåä¼ì åãî äîêàçàòåëüñòâî.

Òåîðåìà 2.8 (Îáîáù¼ííàÿ òåîðåìà Ãàìèëüòîíà�Êýëè, [7, 16,19]).
Ïóñòü äàíû êîììóòèðóþùèå ìàòðèöû A,B∈Mn(F), AB=BA. Òîãäà
íàéäóòñÿ òàêèå ìàòðèöû A1, . . . , Aη(A)∈F[A] è B1, . . . , Bη(B)∈F[B],
÷òî

Bη(A) = A1B
η(A)−1 + . . .+Aη(A)−1B +Aη(A),

Aη(B) = B1A
η(B)−1 + . . .+Bη(B)−1A+Bη(B).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì ðàâåíñòâî äëÿ Bη(A); äëÿ Aη(B) ðàññóæ-
äåíèÿ àíàëîãè÷íû. Ïîëîæèì k = η(A), A = F[A]. Ïî ïðåäëîæåíèþ 2.6,
ìîæíî âûáðàòü âåêòîðû v1, . . . , vk, êîòîðûå ïîðîæäàþò Fn êàê A-
ìîäóëü. Òàê êàê AB = BA, òî B ÿâëÿåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì Fn êàê

A-ìîäóëÿ. Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèÿ Bvj =
k∑
i=1

hijvi, j = 1, . . . , k, ãäå

hij ∈ A ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû íåîäíîçíà÷íî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H
k × k ìàòðèöó íàä A ñ ýëåìåíòàìè hij . Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíî-

ãî÷ëåíà f(t) ∈ A[t] âûïîëíÿåòñÿ f(B)vj =
k∑
i=1

(f(H))ijvi. Âûáåðåì â

êà÷åñòâå f õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû H. Òàê êàê òåîðå-
ìà Ãàìèëüòîíà�Êýëè âåðíà íàä êîììóòàòèâíûìè êîëüöàìè [8, ãëàâà 3,
òåîðåìà 4], òî f(B)vj = 0 äëÿ âñåõ j = 1, . . . , k. Òîãäà f(B)Fn = 0, îò-
êóäà f(B) = O. �
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Ïðåäëîæåíèå 2.9. Ïóñòü ìàòðèöû A,B ∈ Mn(F) âçàèìíî öèêëè-
÷åñêèå. Ïîëîæèì A = F[A], B = F[B]. Òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ:

1) äëÿ ëþáîãî óíèòàðíîãî ìíîãî÷ëåíà f(t) ∈ A[t] ñòåïåíè deg f <
η(A) âûïîëíåíî f(B) 6= O;

2) äëÿ ëþáîãî óíèòàðíîãî ìíîãî÷ëåíà f(t) ∈ B[t] ñòåïåíè deg f <
η(B) âûïîëíåíî f(A) 6= O.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ïóñòü íàéä¼òñÿ
f(t) ∈ A[t] ñòåïåíè deg f = d < η(A), òàêîé ÷òî f(B) = O. Òàê êàê
B � öèêëè÷åñêèé ýíäîìîðôèçì ìîäóëÿ Fn íàä F[A], òî äëÿ íåêîòî-
ðîãî âåêòîðà v ∈ Fn âûïîëíåíî A[B]v = Fn. Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ,
âåêòîðû v,Bv, . . . , Bd−1v ïîðîæäàþò Fn êàê A-ìîäóëü. Ïîëó÷àåì ïðî-
òèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî η(A) ðàâíî ìèíèìàëüíîìó ÷èñëó îáðàçóþùèõ.

Âòîðîå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. �

Òåîðåìà 2.10 ([19]). Ïóñòü äàíû ìàòðèöû A,B ∈Mn(F), AB = BA.
Ðàññìîòðèì Fn êàê F[t]-ìîäóëü, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî t äåéñòâóåò êàê
ìàòðèöà A. Âûáåðåì óíèòàðíûå ìíîãî÷ëåíû h1, . . . , h` ∈ F[t], êîòî-
ðûå ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè ìíîæèòåëÿìè ýòîãî ìîäóëÿ, ïðè÷¼ì
0 ( (h1) ⊆ (h2) ⊆ . . . ⊆ (h`) ( F[t]. Äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , ` ïîëîæèì
ni = deg hi è ðàññìîòðèì

Ti = F[A] + F[A]B + F[A]B2 + . . .+ F[A]Bi−1,

Ui = {Bi−1, Bi−1A, . . . , Bi−1Ani−1}.

Òîãäà
1) hi(A)Bi−1 ∈ Ti−1;
2) Ti = 〈U1 ∪ . . . ∪ Ui〉F;
3) 〈U1 ∪ . . . ∪ U`〉F = F[A,B].

Ñëåäñòâèå 2.11 ([19]). Ïóñòü äàíû ìàòðèöû A,B ∈ Mn(F), AB =
BA. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî dim FF[A,B] = n. Òîãäà îáúåäèíåíèå ìíî-
æåñòâ U1 ∪ . . . ∪ U` ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì F[A,B] íàä F.
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Îïðåäåëåíèå 2.12. Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå, n ∈ N è f(x) =
xn + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0 ∈ F[x] � óíèòàðíûé ìíîãî÷ëåí. Ñîïðî-
âîæäàþùåé ìàòðèöåé ìíîãî÷ëåíà f(x) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà

Cf =


0 0 0 . . . 0 −a0
1 0 0 . . . 0 −a1
0 1 0 . . . 0 −a2
...

...
. . . . . .

...
...

0 0 0 . . . 1 −an−1

 ∈Mn(F).

Îïðåäåëåíèå 2.13. Íàçîâ¼ì êâàäðàòíóþ ìàòðèöó A ∈ Mn(F) èçî-
öèêëè÷åñêîé, èëè k-èçîöèêëè÷åñêîé, åñëè âûïîëíåíî ëþáîå èç ñëåäóþ-
ùèõ ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé:

1) A ïîäîáíà ìàòðèöå âèäà Ek ⊗CµA
= CµA

⊕ . . .⊕CµA
(k ðàç), ãäå

CµA
� ñîïðîâîæäàþùàÿ ìàòðèöà ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðè-

öû A;
2) A èìååò k èíâàðèàíòíûõ ìíîæèòåëåé, è âñå îíè ðàâíû ìèíè-

ìàëüíîìó ìíîãî÷ëåíó;
3) F[A]Fn ∼= (F[A]F[A])k � ñâîáîäíûé ìîäóëü íàä F[A] ðàíãà k.

Îòìåòèì, ÷òî n-èçîöèêëè÷åñêàÿ n×n ìàòðèöà � ýòî ñêàëÿðíàÿ ìàò-
ðèöà.

Çàìå÷àíèå 2.14. Ðàññìîòðèì öåíòðàëèçàòîð k-èçîöèêëè÷åñêîé ìàò-
ðèöû A. Èìååì

C(A) ∼= End F[A]Fn ∼= End (F[A]F[A])k ∼= Mk(F[A]).

Òîãäà äëÿ ëþáîé ìàòðèöû B ∈ C(A) ñóùåñòâóåò âëîæåíèå F[A,B] ↪→
Mk(F[A]), ïåðåâîäÿùåå F[A] â ñêàëÿðíûå ìàòðèöû. Îòìåòèì, ÷òî âëî-
æåíèå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî âíóòðè àëãåáðûMn(F). Âûáåðåì íåâû-
ðîæäåííóþ ìàòðèöó U ∈ Mn(F) òàê, ÷òîáû U−1AU = Ek ⊗ CµA

. Öåí-
òðàëèçàòîð ñîïðîâîæäàþùåé ìàòðèöû CµA

èìååò âèä F[CµA
]. Ñëåäî-

âàòåëüíî, U−1BU ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé áëî÷íîãî âèäà, â êîòîðîé êàæ-
äûé áëîê èìååò ðàçìåð d×d, ãäå d = degµA(t), è ïðèíàäëåæèò F[CµA

].

2.2. Äëèíà àëãåáðû. Ïóñòü S = {A1, . . . , Ak} ⊂ Mn(F) � êîíå÷íîå
ïîäìíîæåñòâî.

Îïðåäåëåíèå 2.15. Äëèíà ñëîâà Ai1 . . . Ait , ãäå Aij ∈ S, ðàâíà t.
Áóäåì ñ÷èòàòü E (ïóñòîå ñëîâî) ñëîâîì îò ýëåìåíòîâ S äëèíû 0.
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Ïóñòü Si îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ â àëôàâèòå S äëèíû íå
áîëüøåé i, i > 0.

Ïîëîæèì Li(S) = 〈Si〉. Çàìåòèì, ÷òî L0(S) = 〈E〉 äëÿ àëãåáð ñ åäè-

íèöåé, èíà÷å áóäåì ñ÷èòàòü L0(S) = 0. Ïóñòü òàêæå L(S) =
∞⋃
i=0

Li(S)

îáîçíà÷àåò ëèíåéíóþ îáîëî÷êó âñåõ ñëîâ â àëôàâèòå {A1, . . . , Ak}. Òî-
ãäà A = L(S) � àëãåáðà ñ åäèíèöåé, ïîðîæäåííàÿ ìíîæåñòâîì S.

Èç êîíå÷íîìåðíîñòè A ïîëó÷àåì, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð h, ÷òî
Lh(S) = Lh+1(S). Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî h > 0 âûïîëíåíî Lh(S) =
Lh+1(S), òî

Lh+2(S) = 〈L1(S)Lh+1(S) + L1(S)〉 = 〈L1(S)Lh(S) + L1(S)〉 = Lh+1(S)

è òàêæå Li(S) = Lh(S) äëÿ âñåõ i > h.

Îïðåäåëåíèå 2.16. Äëèíîé ìíîæåñòâà S íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

`(S) = min{k ∈ N0 : Lk(S) = L(S)}.

Îïðåäåëåíèå 2.17. Äëèíîé àëãåáðû A íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

`(A) = max{`(S) : L(S) = A}.

Òåîðåìà 2.18 ([13, òåîðåìà 6.1]). Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå è A
� êîììóòàòèâíàÿ ïîäàëãåáðà â Mn(F). Òîãäà `(A) 6 n− 1.

Òåîðåìà 2.19 ([3, òåîðåìà 3]). Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå. Êîì-
ìóòàòèâíàÿ ïîäàëãåáðà A â Mn(F) èìååò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþ
äëèíó n− 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ïîðîæäåíà öèêëè÷åñêîé
ìàòðèöåé.

Òàêæå íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé êëàññ àëãåáð è ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå îöåíêè äëèíû.

Îïðåäåëåíèå 2.20. Àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ ëîêàëü-
íîé, åñëè ôàêòîðàëãåáðà ïî ðàäèêàëó Äæåêîáñîíà A/J(A) ÿâëÿåòñÿ
àëãåáðîé ñ äåëåíèåì.

Òåîðåìà 2.21 ([4, òåîðåìà 5]). Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå è A �
êîíå÷íîìåðíàÿ ëîêàëüíàÿ F-àëãåáðà. Ïóñòü J(A) � ðàäèêàë Äæåêîá-
ñîíà àëãåáðû A, ÷åðåç N îáîçíà÷åí èíäåêñ íèëüïîòåíòíîñòè J(A).
Ïóñòü B = A/J(A) è D = dim FB. Òîãäà `(A) 6 DN − 1.
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�3. Àëãåáðû, ïîðîæäåííûå âçàèìíî öèêëè÷åñêèìè

ìàòðèöàìè

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäóò èññëåäîâàíû ñâîéñòâà àëãåáð, ïîðîæä¼í-
íûõ ïàðàìè âçàèìíî öèêëè÷åñêèõ ìàòðèö. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî ëþ-
áàÿ êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà, ïîðîæä¼ííàÿ äâóìÿ ýëåìåíòàìè, ìîæåò
áûòü ðåàëèçîâàíà êàê ìàòðè÷íàÿ àëãåáðà óêàçàííîãî âèäà.

Ïðåäëîæåíèå 3.1. 1. Ïóñòü ìàòðèöû A,B ∈ Mn(F) âçàèìíî öèê-
ëè÷åñêèå. Â àëãåáðå F[A,B] ðàññìîòðèì îïåðàòîðû MA, MB óìíîæå-
íèÿ íà A,B, ò.å. MA(C) = AC, MB(C) = BC äëÿ âñåõ C ∈ F[A,B].
Òîãäà â ïîäõîäÿùåì áàçèñå F[A,B] íàä F îïåðàòîðû MA,MB èìåþò
ìàòðèöû A,B ñîîòâåòñòâåííî.

2. Ïóñòü èäåàë J C F[x, y] òàêîâ, ÷òî ôàêòîðàëãåáðà F[x, y]/J êî-
íå÷íîìåðíà. Îáîçíà÷èì n = dim FF[x, y]/J . Ðàññìîòðèì íà F[x, y]/J
îïåðàòîðûMx,My óìíîæåíèÿ íà x, y. Òîãäà â ëþáîì áàçèñå ìàòðèöû
îïåðàòîðîâ Mx,My âçàèìíî öèêëè÷åñêèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Âûáåðåì âåêòîð v ∈ Fn òàêîé, ÷òî F[A,B]v = Fn.
Ñóùåñòâóþò òàêèå ìíîãî÷ëåíû {fi(x, y)}ni=1, ÷òî fi(A,B)v = ei � âåê-
òîð c åäèíèöåé íà i-îé ïîçèöèè è íóëÿìè íà îñòàëüíûõ. Ðàññìîòðèì
îòîáðàæåíèå Φ = ΦvA,B . Òîãäà Φ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ìîäóëåé íàä

F[A,B] ïî ïðåäëîæåíèþ 2.5. Â ÷àñòíîñòè, Φ � èçîìîðôèçì íàä F, ïî-
ýòîìó {fi(A,B)}ni=1 � áàçèñ F[A,B] íàä F. Ïîäåéñòâóåì îïåðàòîðîìMA

íà j-ûé áàçèñíûé âåêòîð: MA(fj(A,B)) =
n∑
i=1

αijfi(A,B) äëÿ íåêîòî-

ðûõ αij ∈ F. Òîãäà
n∑
i=1

αijei=

n∑
i=1

αijΦ(fi(A,B))=Φ(MA(fj(A,B)))=AΦ(fj(A,B))=Aej .

Îòñþäà aij = αij äëÿ âñåõ i, j = 1, . . . , n. ÄëÿMB ïðîâåðêà àíàëîãè÷íà.
2. Ïî ïîñòðîåíèþ, MxMy = MyMx. Àëãåáðà F[x, y]/J ÿâëÿåòñÿ öèê-

ëè÷åñêèì ìîäóëåì íàä F[Mx,My] ñ ïîðîæäàþùèì ýëåìåíòîì 1+J . �

Ñëåäñòâèå 3.2. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ êîììóòàòèâíàÿ êîíå÷íî-
ìåðíàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé íàä F, ïîðîæä¼ííàÿ äâóìÿ ýëåìåíòàìè:
A = F[a, b]. Îáîçíà÷èì dim FA = n. Òîãäà ñóùåñòâóþò âçàèìíî öèê-
ëè÷åñêèå ìàòðèöû A,B ∈Mn(F) òàêèå, ÷òî F[A,B] ∼= A.

Èçâåñòíî, ÷òî àëãåáðû, ïîðîæä¼ííûå îäíîé öèêëè÷åñêîé ìàòðèöåé,
èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ïîäîáíû, ñì. [5, òåîðåìà 4].
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Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî âåðíî äëÿ àëãåáð, ïîðîæä¼í-
íûõ ïàðàìè âçàèìíî öèêëè÷åñêèõ ìàòðèö.

Ïðåäëîæåíèå 3.3. Ïóñòü äàíû ìàòðèöû A1, A2, B1, B2 ∈ Mn(F).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäàÿ ïàðà {A1, B1} è {A2, B2} âçàèìíî öèêëè-
÷åñêàÿ, ïðè÷¼ì F[A1, B1] ∼= F[A2, B2]. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåí-
íàÿ ìàòðèöà C ∈Mn(F) òàêàÿ, ÷òî

CF[A1, B1]C−1 = F[A2, B2].

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì âåêòîðû v1, v2 ∈ Fn òàê, ÷òîáû

F[A1, B1]v1 = Fn, F[A2, B2]v2 = Fn.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ : F[A1, B1] −→ F[A2, B2] íåêîòîðûé èçîìîðôèçì.
Ïîëîæèì Φ1 = Φv1A1,B1

è Φ2 = Φv2A2,B2
, ñì. ïðåäëîæåíèå 2.5. Îïðåäåëèì

îòîáðàæåíèå C : Fn −→ Fn êàê êîìïîçèöèþ C = Φ2 ◦ ϕ ◦ Φ−11 . Òîãäà

C(Xv1) = ϕ(X)v2, X ∈ F[A1, B1].

Çàìåòèì, ÷òî

CA1(Xv1) = C(A1Xv1) = ϕ(A1X)v2 = ϕ(A1)ϕ(X)v2 = ϕ(A1)C(Xv1).

Òàê êàê ìàòðèöà X ∈ F[A1, B1] ïðîèçâîëüíàÿ è F[A1, B1]v1 = Fn, òî
CA1 = ϕ(A1)C. Çíà÷èò, CA1C

−1 = ϕ(A1). Àíàëîãè÷íî, CB1C
−1 =

ϕ(B1). Ìàòðèöû ϕ(A1) è ϕ(B1) ïîðîæäàþò àëãåáðó F[A2, B2] êàê èçî-
ìîðôíûå îáðàçû ïîðîæäàþùèõ. �

Äàëåå ìû îòäåëüíî ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà îäíà èç ìàòðèö ÿâëÿ-
åòñÿ èçîöèêëè÷åñêîé. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè òàêîì îãðàíè÷åíèè îöåíêà
Ãåðøòåíõàáåðà äîñòèãàåòñÿ â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà ìàòðèöû âçàèìíî
öèêëè÷åñêèå.

Ïðåäëîæåíèå 3.4. Ïóñòü A,B ∈ Mn(F), ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ k-
èçîöèêëè÷åñêîé, AB = BA. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) dim FF[A,B] = n;
2) A,B � âçàèìíî öèêëè÷åñêèå.

Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöû E,B, . . . , Bk−1 îáðàçóþò áàçèñ F[A,B] êàê
ìîäóëÿ íàä F[A].

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìïëèêàöèÿ 2 ⇒ 1 âåðíà âñåãäà. Äîêàæåì 1 ⇒ 2.
Îáîçíà÷èì A = F[A]. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå Φ : Ak −→ A[B],
êîòîðîå ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå íàáîðó (a1, . . . , ak) ëèíåéíóþ êîìáèíà-

öèþ
k∑
i=1

aiB
i−1. Ïî îáîáù¼ííîé òåîðåìå Ãàìèëüòîíà�Êýëè, âûïîëíåíî
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A[B] = A + AB + . . . + ABk−1. Çíà÷èò, îòîáðàæåíèå Φ ñþðúåêòèâ-
íî. Çàìåòèì, ÷òî Φ ÿâëÿåòñÿ êàê ýíäîìîðôèçìîì A-ìîäóëåé, òàê è
ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì íàä F. Ïðè ýòîì

dim FAk = k·dim FA = k·degµA(t) = n, dim FA[B] = dim FF[A,B] = n.

Òàê êàê dim F ker Φ + dim FImΦ = n, òî Φ � áèåêöèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ìàòðèöû E,B, . . . , Bk−1 ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä A.

Äàëåå áóäåì ñòðîèòü öèêëè÷åñêèé âåêòîð äëÿ F[A,B]. Îáîçíà÷èì
÷åðåç

Ψ : AAk −→ AFn (1)

èçîìîðôèçì A-ìîäóëåé â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì èçîöèêëè÷å-

ñêîé ìàòðèöû. Òîãäà Ψ îïðåäåëÿåò èçîìîðôèçì Ψ̂ : EndAFn→Mk(A)

ïî ïðàâèëó Ψ̂(X)u = Ψ−1(XΨ(u)) äëÿ X ∈ EndAFn è u ∈ Ak. Îáîçíà-
÷èì B̂ = Ψ̂(B), òîãäà B̂ ÿâëÿåòñÿ k × k ìàòðèöåé íàä A.

Ïóñòü µA(t) = hα1
1 · . . . hαm

m � ðàçëîæåíèå ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà
ìàòðèöû A íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè íàä F. Ñîãëàñíî îáîáùåíèþ
êèòàéñêîé òåîðåìû îá îñòàòêàõ [6, ãëàâà 1, �1.10], âûïîëíåíî A ∼= A1⊕
. . . ⊕Am, ãäå Ai = F[t]/(hαi

i ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç B̂i ∈ Mk(Ai) ìàòðèöó,
ïîëó÷åííóþ èç B̂ ïðîåêöèåé êàæäîãî ýëåìåíòà íà Ai. Òîãäà ìàòðèöû
E, B̂i, B̂

2
i , . . . , B̂

k−1
i ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä Ai.

Ðàññìîòðèì ïîëå Ki = F[t]/(hi). Ïóñòü B̂
′
i ∈ Mk(Ki) � ýòî ìàòðèöà,

ïîëó÷åííàÿ èç B̂ ïðîåêöèåé êàæäîãî ýëåìåíòà íà Ki. Ïîêàæåì, ÷òî
B̂′i � öèêëè÷åñêàÿ ìàòðèöà. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà íàéä¼ò-

ñÿ íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí f
′
i ∈ Ki[t] òàêîé, ÷òî f

′
i(B̂
′
i) = 0 è ïðè ýòîì

deg f
′
i < k. Òàê êàê Ki � ïîëå, òî f

′
i ìîæíî âûáðàòü óíèòàðíûì. Ïóñòü

f i ∈ Ai[t] � ýòî òàêîé ìíîãî÷ëåí, ÷òî ïðîåêöèÿ åãî êîýôôèöèåíòîâ íà

Ki äà¼ò f
′
i. Òîãäà f i(B̂i) ∈Mk(mi), ãäå mi = (hi)/(h

αi
i ) � ìàêñèìàëüíûé

èäåàë â ëîêàëüíîé àëãåáðå Ai. Òàê êàê f
′
i óíèòàðíûé, òî ìíîãî÷ëåí

f i òàêæå ìîæíî âûáðàòü óíèòàðíûì, â ÷àñòíîñòè, çàâåäîìî f i 6≡ 0.
Âûáåðåì ýëåìåíò Si ∈ Ai, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé ìíîãî÷ëåíà

hαi−1
i íà Ai. Òîãäà Sif i(B̂i) = 0. Ìíîãî÷ëåí Sif i(t) 6≡ 0, ïîñêîëüêó

f i(t) óíèòàðíûé. Ïðè ýòîì deg(Sif i(t)) = deg f
′
i < k. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

E, B̂i, B̂
2
i , . . . , B̂

k−1
i ëèíåéíî çàâèñèìû íàä Ai, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâî-

ðå÷èåì.

Èòàê, ìàòðèöà B̂′i öèêëè÷åñêàÿ. Âûáåðåì òàêîé v′i ∈ Kki , ÷òî âåêòîðû

v′i, B̂
′
i v
′
i, (B̂′i)

2v′i, . . . , (B̂′i)
k−1v′i (2)
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ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä ïîëåì Ki. Âûáåðåì òàêîé vi ∈ Aki , ÷òî åãî
ïðîåêöèÿ íà Kki ñîâïàäàåò ñ v′i. Ïîêàæåì, ÷òî âåêòîðû

vi, B̂i vi, (B̂i)
2vi, . . . , (B̂i)

k−1vi (3)

îáðàçóþò áàçèñ Aki íàä Ai. Ïóñòü Q
′
i � k × k ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè

èç Ki, ñòîëáöû êîòîðîé ñîâïàäàþò ñ âåêòîðàìè èç íàáîðà (2). Òîãäà

detQ
′
i 6= 0. Àíàëîãè÷íî, ââåä¼ì k × k ìàòðèöó Qi ñ ýëåìåíòàìè èç Ai,

ñòîëáöû êîòîðîé ñîâïàäàþò ñ âåêòîðàìè èç íàáîðà (3). Ïðîåêöèÿ îïðå-

äåëèòåëÿ detQi íà Ki ñîâïàäàåò ñ detQ
′
i. Òàê êàê Ai � ëîêàëüíàÿ àë-

ãåáðà, òî detQi îáðàòèì â Ai. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîðû èç íàáîðà (3)
ñîñòàâëÿþò áàçèñ Aki íàä Ai.

Ïîñòðîèì âåêòîð v̂ ∈ Ak ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èñïîëüçóÿ ðàçëîæå-
íèå A ∼= A1⊕ . . .⊕Am, ïîëîæèì v̂ = v1 + v2 + . . .+ vm. Òîãäà âåêòîðû

v̂, B̂v̂, B̂2v̂, . . . , B̂k−1v̂ ñîñòàâëÿþò áàçèñ Ak íàä A.
Ïîëîæèì, íàêîíåö, v = Ψ(v̂) ñîãëàñíî (1). Òîãäà v ∈ Fn. Çàìåòèì,

÷òî Ψ(B̂v̂) = Bv. Çíà÷èò, âåêòîðû v,Bv, . . . , Bk−1v ïîðîæäàþò Fn êàê
A-ìîäóëü. Ñëåäîâàòåëüíî, F[A,B]v = Fn. �

Åñëè â ïàðå âçàèìíî öèêëè÷åñêèõ ìàòðèö îäíà èç íèõ ÿâëÿåòñÿ
èçîöèêëè÷åñêîé, òî âòîðàÿ îáëàäàåò ðÿäîì äîïîëíèòåëüíûõ ñâîéñòâ.
Â ÷àñòíîñòè, å¼ ìíîãî÷ëåí èç îáîáù¼ííîé òåîðåìû Ãàìèëüòîíà�Êýëè
îêàçûâàåòñÿ îïðåäåë¼í åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Ñëåäñòâèå 3.5. Ïóñòü A,B ∈Mn(F), A ÿâëÿåòñÿ k-èçîöèêëè÷åñêîé,
AB = BA, dim FF[A,B] = n. Ïîëîæèì A = F[A]. Òîãäà àííóëÿ-
òîð AnnA[t](B) ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì èäåàëîì, ïîðîæä¼ííûì óíèòàð-
íûì ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü χ(t) ∈ AnnA[t](B) � ìíîãî÷ëåí èç îáîáù¼í-
íîé òåîðåìû Ãàìèëüòîíà�Êýëè. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí
f(t) ∈ AnnA[t](B). Òàê êàê χ(t) óíèòàðíûé, òî íà íåãî ìîæíî ðàçäå-
ëèòü ñ îñòàòêîì: f(t) = χ(t)q(t) + r(t), deg r(t) < degχ(t) = k. Òàê êàê
E,B, . . . , Bk−1 ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä F[A], òî r(t) ≡ 0. �

Â ïîäõîäÿùåì áàçèñå âòîðàÿ ìàòðèöà îêàçûâàåòñÿ ñîïðîâîæäàþ-
ùåé ìàòðèöåé áëî÷íîãî âèäà. Ñëåäñòâèå íèæå äà¼ò íåáîëüøîå óòî÷-
íåíèå [16, òåîðåìà 2.2].
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Ñëåäñòâèå 3.6. Ïóñòü A,B ∈Mn(F), A ÿâëÿåòñÿ k-èçîöèêëè÷åñêîé,
AB = BA, dim FF[A,B] = n. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ ìàò-
ðèöà U ∈Mn(F) è ìíîãî÷ëåíû χ0(t), . . . , χk−1(t) èç F[t] òàêèå, ÷òî

U−1AU =


CµA

O . . . O
O CµA

. . . O
... . . .

. . .
...

O . . . O CµA

 ,

U−1BU =


O O . . . −χ0(CµA

)
E O . . . −χ1(CµA

)
...

. . .
. . .

...
O . . . E −χk−1(CµA

)

 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ìàòðèöû E,B, . . . , Bk−1

îáðàçóþò áàçèñ F[A,B] êàê ìîäóëÿ íàä F[A]. Èñïîëüçóåì âëîæåíèå
àëãåáð F[A,B] ↪→Mk(F[A]) èç çàìå÷àíèÿ 2.14. Ïî îáîáù¼ííîé òåîðåìå
Ãàìèëüòîíà�Êýëè, Bk + χk−1(A)Bk−1 + . . . χ1(A)B + χ0(A) = O äëÿ
íåêîòîðûõ ìíîãî÷ëåíîâ χ0(t), . . . , χk−1(t) èç F[t]. �

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îïèñûâàåò óêàçàííóþ àëãåáðó â òåðìèíàõ
êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ.

Ñëåäñòâèå 3.7. Ïóñòü A,B ∈Mn(F), A ÿâëÿåòñÿ k-èçîöèêëè÷åñêîé,
AB = BA, dim FF[A,B] = n. Ïóñòü µA(x) ∈ F[x] � ìèíèìàëüíûé
ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû A. Îáîçíà÷èì ÷åðåç χ(x, y) = yk +χk−1(x)yk−1 +
. . .+ χ1(x)y + χ0(x) ìíîãî÷ëåí èç îáîáù¼ííîé òåîðåìû Ãàìèëüòîíà�
Êýëè, χ(A,B) = O. Òîãäà

F[A,B] ∼= F[x, y]/(µA(x), χ(x, y)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì ãîìîìîðôèçì F-àëãåáð
Ψ : F[x, y] −→ F[A,B], x 7→ A, y 7→ B.

Îáîçíà÷èì J = (µA(x), χ(x, y)); çàâåäîìî J ⊆ ker Ψ. Ñóùåñòâóåò ñþðú-
åêòèâíûé ãîìîìîðôèçì àëãåáð F[x, y]/J −→ F[x, y]/ ker Ψ. Ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâî

Q = {xiyj | 0 6 i < degµA, 0 6 j < k}.
Òîãäà ïðîåêöèÿ Q íà F[x, y]/J èíúåêòèâíà è ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì. Èìååì

dim FF[x, y]/J= |Q|=k · degµA=n=dim FF[A,B]=dim FF[x, y]/ ker Ψ.
�
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�4. Ðåàëèçóåìûå çíà÷åíèÿ äëèíû

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåò èññëåäîâàíà ïðîáëåìà î ðåàëèçóåìûõ çíà-
÷åíèÿõ äëèí ïàð âçàèìíî öèêëè÷åñêèõ ìàòðèö. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì
ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà 4.4, ãäå íàéäåíî ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû. Íà÷í¼ì ñî
ñëåäóþùåé ëåììû î íèæíåé îöåíêå.

Ëåììà 4.1. Ïóñòü A,B ∈Mn(F), AB = BA, dim FF[A,B] = d. Òîãäà

`({A,B}) >
⌈√

8d+ 1− 3

2

⌉
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ` = `({A,B}). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

G = {AiBj | i ∈ N0, j ∈ N0, i+ j 6 `}.

Èìååì |G| 6 (`+ 1)(`+ 2)/2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, dim FF[A,B] 6 |G|. Ðå-
øàÿ íåðàâåíñòâî d 6 (`+1)(`+2)/2 îòíîñèòåëüíî `, ïîëó÷àåì èñêîìóþ
îöåíêó. �

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ïðèìåðû ïàð âçàèìíî öèê-
ëè÷åñêèõ ìàòðèö, íà êîòîðûõ ðåàëèçóþòñÿ ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ äëè-
íû.

Ëåììà 4.2. Âûáåðåì öåëûå ÷èñëà α, β > 0, γ > 1 òàêèì îáðàçîì,
÷òî γ 6 α− β. Â àëãåáðå ìíîãî÷ëåíîâ F[x, y] ðàññìîòðèì èäåàë

Iα,β,γ = (xα+1, xαy, xα−1y2, . . . , xα−β+1yβ , xγyβ+1, yβ+2).

Îáîçíà÷èì Aα,β,γ = F[x, y]/Iα,β,γ , x = x+ Iα,β,γ , y = y + Iα,β,γ . Òîãäà

dim FAα,β,γ =
(2α− β + 2)(β + 1)

2
+ γ, `({x, y}) = α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé ìîíîì xiyj äëÿ i + j > α ëå-
æèò â èäåàëå Iα,β,γ . Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà f(x, y) ñòåïåíè
ìåíüøåé α âûïîëíåíî xα−f(x, y) 6∈Iα,β,γ . Ïîýòîìó `({x, y})=α. Äàëåå,
ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà

A = {1, x, . . . , xα}, B = {xiyj | 1 6 j 6 β, 0 6 i 6 α− j},

C = {yβ+1, xyβ+1, . . . , xγ−1yβ+1}.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî åñëè β = 0, òî B = ∅. Îáúåäèíåíèå A ∪ B ∪ C
ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç âñåõ ìîíîìîâ xiyj , êîòîðûå íå ëåæàò â èäåà-
ëå Iα,β,γ . Ïðè ýòîì èäåàë Iα,β,γ ñàì ïîðîæäàåòñÿ ìîíîìàìè. Ïîýòîìó
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ïðîåêöèÿ A ∪B ∪ C íà Aα,β,γ îáðàçóåò áàçèñ Aα,β,γ íàä F. Ïðè ýòîì

|A ∪B ∪ C| = (2α− β + 2)(β + 1)

2
+ γ.

�

Íàì ïîíàäîáèòñÿ íåáîëüøîå óòî÷íåíèå ïðåäûäóùåé ëåììû, â êîòî-
ðîì áóäåò ðàññìîòðåí ñëó÷àé γ = 0.

Ëåììà 4.3. Âûáåðåì öåëûå ÷èñëà α > β > 0. Â àëãåáðå ìíîãî÷ëåíîâ
F[x, y] ðàññìîòðèì èäåàë

Iα,β = (xα+1, xαy, xα−1y2, . . . , xα−β+1yβ , yβ+1).

Îáîçíà÷èì Aα,β = F[x, y]/Iα,β, x = x+ Iα,β, y = y + Iα,β. Òîãäà

dim FAα,β =
(2α− β + 2)(β + 1)

2
, `({x, y}) = α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ëåììå 4.2
ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî ìíîæåñòâî C ïóñòî. �

Òåïåðü âñ¼ ãîòîâî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîé òåîðåìû ïàðàãðàôà.

Òåîðåìà 4.4. Ïóñòü A,B ∈Mn(F) � âçàèìíî öèêëè÷åñêèå ìàòðèöû.
Òîãäà ⌈√

8n+ 1− 3

2

⌉
6 `({A,B}) 6 n− 1.

Ïðè÷¼ì äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî α èç óêàçàííîãî âûøå îòðåçêà ñó-
ùåñòâóåò ïàðà âçàèìíî öèêëè÷åñêèõ ìàòðèö Aα, Bα ∈Mn(F) òàêàÿ,
÷òî âûïîëíåíî `({Aα, Bα}) = α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íèæíÿÿ ãðàíèöà ñëåäóåò èç ëåììû 4.1, à âåðõíÿÿ
� èç òåîðåìû 2.18. Âûáåðåì íàòóðàëüíîå α òàêèì, ÷òî⌈√

8n+ 1− 3

2

⌉
6 α 6 n− 1.

Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 4.1 âûòåêàåò, ÷òî ïðåäûäóùèå íåðàâåíñòâà
ðàâíîñèëüíû

α+ 1 6 n 6
(α+ 1)(α+ 2)

2
.

Äëÿ âñåõ β ∈ {0, 1, . . . , α} ïîëîæèì

Pα,β = (α+ 1) + α+ (α− 1) + . . .+ (α− (β − 1)) =
(2α− β + 2)(β + 1)

2
.
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Âåëè÷èíû Pα,β îáðàçóþò âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòíîñè-
òåëüíî β:

α+ 1 = Pα,0 < Pα,1 < . . . < Pα,α =
(α+ 1)(α+ 2)

2
.

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.
Ñëó÷àé 1. Ïóñòü ðàâåíñòâî n = Pα,β âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íåêîòîðî-

ãî β ∈ {0, 1, . . . , α}. Ðàññìîòðèì àëãåáðó Aα,β èç ëåììû 4.3. Òîãäà
dim FAα,β = n.

Ñëó÷àé 2. Èíà÷å íàéä¼òñÿ åäèíñòâåííîå β ∈ {0, 1, . . . , α − 1} òàêîå,
÷òî Pα,β < n < Pα,β+1. Ïîëîæèì γ = n−Pα,β . Îòñþäà γ > 0, à çíà÷èò,
γ > 1. Ïðè ýòîì

γ = n− Pα,β < Pα,β+1 − Pα,β = α− β.

Ðàññìîòðèì àëãåáðó Aα,β,γ èç ëåììû 4.2. Òîãäà dim FAα,β,γ = n.
Îñòà¼òñÿ ïðèìåíèòü ïðåäëîæåíèå 3.1 ê àëãåáðå Aα,β èëè Aα,β,γ . �

�5. Ñëó÷àé íèëüïîòåíòíûõ ìàòðèö

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåò ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà âçàèìíî öèêëè-
÷åñêèå ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ íèëüïîòåíòíûìè, ïðè÷¼ì îäíà èç ìàòðèö
èçîöèêëè÷åñêàÿ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû â òåîðåìàõ 5.4
è 5.8, êîòîðûå äàþò îöåíêè äëÿ èíäåêñà íèëüïîòåíòíîñòè ðàäèêàëà.
Â òàêîì ñëó÷àå, ìîæíî ñäåëàòü âûâîäû î çíà÷åíèÿõ äëèí àëãåáð, èñ-
ïîëüçóÿ òåîðåìó 2.21.

Íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ïàðàãðàôà áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íàòóðàëü-
íîå n ïðåäñòàâèìî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë: n =
km. Çàôèêñèðóåì îáîçíà÷åíèå äëÿ ìíîãî÷ëåíà

χ(x, y) = yk + χk−1(x)yk−1 + . . .+ χ1(x)y + χ0(x) ∈ F[x, y].

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî degχi < m, à òàêæå, ÷òî χi(0) = 0 äëÿ âñåõ
i = 0, . . . , k − 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ordχi êðàòíîñòü íóëÿ êàê êîðíÿ
ìíîãî÷ëåíà χi. Ðàññìîòðèì äâå íèëüïîòåíòíûå n × n ìàòðèöû íàä
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ïîëåì F:

Jk,m = Ek ⊗ Jm =


Jm O . . . O
O Jm . . . O
... . . .

. . .
...

O . . . O Jm

 ,

Hχ =


O O . . . −χ0(Jm)
E O . . . −χ1(Jm)
...

. . .
. . .

...
O . . . E −χk−1(Jm)

 ,

ãäå Jm îáîçíà÷àåò æîðäàíîâó êëåòêó ðàçìåðà m × m ñ ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèåì 0. Çàìåòèì, ÷òî Jk,m ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì k-èçîöèê-
ëè÷åñêîé ìàòðèöû. Ìàòðèöû Jk,m, Hχ âçàèìíî öèêëè÷åñêèå. Àëãåá-
ðà F[Jk,m, Hχ] ëîêàëüíàÿ, ïîñêîëüêó ïîðîæäàåòñÿ êîììóòèðóþùèìè
íèëüïîòåíòíûìè ýëåìåíòàìè, è èçîìîðôíà

F[Jk,m, Hχ] ∼= F[x, y]/(xm, χ(x, y)). (4)

Ìíîæåñòâî

{J ik,mHj
χ | 0 6 i 6 m− 1, 0 6 j 6 k − 1} (5)

îáðàçóåò áàçèñ àëãåáðû F[Jk,m, Hχ] íàä F.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç degHχ ñòåïåíü ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà íèëüïî-

òåíòíîé ìàòðèöû Hχ, ò.å. íàèìåíüøåå òàêîå b, ÷òî H
b
χ = 0.

Ëåììà 5.1. Èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà k 6 degHχ 6 km.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì Hk−1
χ 6= O, òàê êàê ìíîæåñòâî (5) ÿâëÿåòñÿ

áàçèñîì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ôàêòîðàëãåáðå (4)

ykm = (−χk−1(x)yk−1 − . . .− χ1(x)y − χ0(x))m = 0,

ïîñêîëüêó xm = 0 è χj(0) = 0, j = 0, . . . , k − 1. �

Èññëåäóåì ìíîãî÷ëåí χ(x, y) = yk +
k−1∑
j=0

χj(x)yj . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî χj 6≡ 0. Èñïîëüçóåì ìíîãîóãîëüíèê Íüþòî-
íà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èçîáðàçèì íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè òî÷êè
(j, ordχj), j = 0, . . . , k − 1, äëÿ âñåõ χj , êîòîðûå íå ðàâíû íóëþ òîæ-
äåñòâåííî. Ðàññìîòðèì ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó (k, 0). Ïóñòü
ïðÿìàÿ ñíà÷àëà ñîâïàäàåò ñ ãîðèçîíòàëüíîé îñüþ, à çàòåì íà÷èíàåò
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âðàùåíèå ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè âîêðóã òî÷êè (k, 0). Îñòàíîâèì âðà-
ùåíèå â òîò ìîìåíò, êîãäà ïðÿìàÿ âïåðâûå ïðîéä¼ò ÷åðåç íåêîòîðóþ
òî÷êó (j0, ordχj0). Òîãäà âñå òî÷êè (j, ordχj) íàõîäÿòñÿ ëèáî âûøå ýòîé
ïðÿìîé, ëèáî ëåæàò íà íåé. Òàíãåíñ óãëà íàêëîíà ìåæäó ïðÿìîé è îò-
ðèöàòåëüíûì íàïðàâëåíèåì ãîðèçîíòàëüíîé îñè ìîæåò áûòü íàéäåí
ïî ôîðìóëå

µχ =
ordχj0
k − j0

= min

{
ordχj
k − j

∣∣∣∣ 0 6 j 6 k − 1, χj 6≡ 0

}
. (6)

Ëåììà 5.2. Ïóñòü ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî χj 6≡ 0. Òîãäà

degHχ >
m

µχ
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì degHχ = b. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå,
ò.å. ïóñòü b < m/µχ è ïóñòü µχ = p/q � ïðåäñòàâëåíèå â âèäå íåñîêðà-
òèìîé äðîáè. Òîãäà

pb < qm. (7)

Çàäàäèì âåñîâóþ ôóíêöèþ ω : F[x, y] −→ N0 ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Äëÿ îäíî÷ëåíà xiyj ïîëîæèì ω(xiyj) = qi+ pj. Âåñ êîíñòàíò ñ÷èòàåì
íóëåâûì, âåñ íóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà ôîðìàëüíî ðàâåí +∞. Îïðåäåëèì
ω îò ìíîãî÷ëåíà êàê ìèíèìóì âåñîâ âñåõ åãî îäíî÷ëåíîâ. Êàæäûé
ìíîãî÷ëåí f ∈ F[x, y] åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèì â âèäå f =
f∗ + f0, ãäå ω(f0) > ω(f), è ïðè ýòîì âñå îäíî÷ëåíû ìíîãî÷ëåíà f∗

èìåþò îäèí è òîò æå âåñ, ðàâíûé ω(f). Âåðíû ñîîòíîøåíèÿ

(fg)∗ = f∗g∗, ω(fg) = ω(f) + ω(g), f, g ∈ F[x, y].

Âû÷èñëèì ω(χ). Êàæäûé ìíîãî÷ëåí χj(x)yj ðàçëàãàåòñÿ â ëèíåé-
íóþ êîìáèíàöèþ îäíî÷ëåíîâ âèäà xiyj , ãäå i > ordχj . Òîãäà

ω(xiyj) = qi+ pj > q ordχj + pj > q(k − j)µχ + pj = pk. (8)

Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî ω(χ) > pk. Ïðè ýòîì ω(yk) = pk. Çíà÷èò,
ω(χ) = pk.

Èç ðàâåíñòâà Hb
χ = O çàêëþ÷àåì, ÷òî yb ∈ (xm, χ(x, y)). Çíà÷èò,

íàéäóòñÿ òàêèå ìíîãî÷ëåíû u, v ∈ F[x, y], ÷òî âûïîëíåíî yb = uxm+vχ.
Äàëåå yb = (yb)∗ = (uxm + vχ)∗. Èç íåðàâåíñòâà (7) âûòåêàåò, ÷òî

ω(uxm) > ω(xm) = qm > pb = ω(yb) = ω(uxm + vχ).

Ïîýòîìó íè îäèí îäíî÷ëåí èç uxm íå âñòðå÷àåòñÿ ñðåäè îäíî÷ëåíîâ
ìíîãî÷ëåíà (uxm + vχ)∗, òàê êàê èìååò ñëèøêîì áîëüøîé âåñ. Ñëåäî-
âàòåëüíî, (uxm + vχ)∗ = (vχ)∗, îòêóäà yb = v∗χ∗.
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Òàêèì îáðàçîì, χ∗ äåëèò yb. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, χ ñîäåðæèò îäíî-
÷ëåí xordχj0 yj0 , ãäå j0 âûáðàíî ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (6). Òîãäà

ω(xordχj0 yj0) = q ordχj0 + pj0 = q(k − j0)µχ + pj0 = pk = ω(χ).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî χ∗ = yk + cxordχj0 yj0 + . . . äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû
c 6= 0. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî χ∗ äåëèò yb. �

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîçâîëÿåò ñòðîèòü îöåíêè äëÿ èíäåêñà íèëüïî-
òåíòíîñòè, âûáèðàÿ ðàçëè÷íûå ïàðàìåòðû.

Ëåììà 5.3. Ïóñòü α, β > 0 � âåùåñòâåííûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî

α ordχj + βj > βk, äëÿ j ∈ {0, . . . , k − 1}, χj 6≡ 0.

Îáîçíà÷èì W = α(m − 1) + β(k − 1). Òîãäà â àëãåáðå (4) âûïîëíåíî
xiyj = 0 äëÿ âñåõ i, j > 0, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ αi+ βj > W .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî j. Ïðè j=0
óòâåðæäåíèå ñðàçó âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèÿ xm = 0. Ïóñòü òåïåðü
j > 0 è ïóñòü αi+ βj > W .

Åñëè i > m, òî xiyj = 0 ââèäó ñîîòíîøåíèÿ xm = 0. Ïîýòîìó äàëåå
ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî i 6 m − 1. Çàìåòèì, ÷òî ñëó÷àé j 6 k − 1
íåâîçìîæåí, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå áûëî áû αi+βj6α(m−1)+β(k−1)=W ,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò èñõîäíîìó ïðåäïîëîæåíèþ. Çíà÷èò, j > k. Òîãäà

xiyj = (xiyj−k) · yk =
∑

j′: χj′ 6≡0

xiχj′(x)yj−k+j′ .

Âñå îäíî÷ëåíû â óêàçàííîé ñóììå èìåþò âèä xi
′′
yj

′′
, ãäå i′′ > i +

ordχj′ , à òàêæå j
′′ = j − k + j′. Äàëåå,

αi′′ + βj′′ >αi+ α ordχj′ + βj − βk + βj′

> (αi+ βj) + (α ordχj′ + βj′ − βk)

> αi+ βj > W.

Èìååì j′′ = j − k + j′ 6 j − 1, à çíà÷èò, ñòåïåíü y óìåíüøèëàñü, è
ìîæíî ïðèìåíèòü ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. Ïîýòîìó âñå îäíî÷ëåíû

xi
′′
yj

′′
ðàâíû íóëþ. �

Ïðè äîïîëíèòåëüíîì îãðàíè÷åíèè èíäåêñ íèëüïîòåíòíîñòè ðàäèêà-
ëà ìîæåò áûòü îïðåäåë¼í îäíîçíà÷íî.

Òåîðåìà 5.4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî µχ > 1. Òîãäà èíäåêñ íèëüïîòåíò-
íîñòè ðàäèêàëà ëîêàëüíîé àëãåáðû F[Jk,m, Hχ] ðàâåí m+ k − 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ µχ > 1 è ðàâåíñòâà (6) çàêëþ÷àåì, ÷òî
ordχj > k − j äëÿ âñåõ j ∈ {0, . . . , k − 1} òàêèõ, ÷òî χj 6≡ 0. Ñëåäîâà-
òåëüíî, óñëîâèÿ ëåììû 5.3 âûïîëíåíû äëÿ α = β = 1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, xm−1yk−1 6= 0. �

Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé òåîðåìû âûäåëÿåòñÿ âàæíûé ÷àñòíûé ñëó-
÷àé.

Ñëåäñòâèå 5.5. Åñëè degHχ 6 m, òî èíäåêñ íèëüïîòåíòíîñòè ðà-
äèêàëà ëîêàëüíîé àëãåáðû F[Jk,m, Hχ] ðàâåí m+ k − 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáúåäèíÿÿ óñëîâèå degHχ 6 m è ëåììó 5.2, ïîëó-
÷àåì, ÷òî µχ > 1 è âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 5.4. �

Ñëåäñòâèå 5.5 è òåîðåìà 2.21 äàþò âåðõíþþ îöåíêó äëèíû

Ñëåäñòâèå 5.6. Åñëè degHχ 6 m, òî `(F[Jk,m, Hχ]) 6 m+ k − 2.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèå degHχ 6 m â ïðåäû-
äóùèõ óòâåðæäåíèÿõ ñóùåñòâåííî.

Ïðèìåð 5.7. Ðàññìîòðèì ìàòðèöû

A = J2 ⊕ J2, B =

(
O E2

J2 O

)
, F[A,B] ∼= F[x, y]/(x2, y2 − x).

Èìååì m = k = 2, χ(x, y) = y2−x, χ0(x) = −x, χ1(x) = 0, n = 4. Òîãäà
B2 = A, ïîýòîìó F[A,B] = F[B] ∼= F[y]/(y4). Ìàòðèöà B ÿâëÿåòñÿ
öèêëè÷åñêîé, degB = 4 > m = 2. Èíäåêñ íèëüïîòåíòíîñòè àëãåáðû
F[A,B] ðàâåí 4. Ïðè ýòîìm+k−1 = 3. Äëèíà àëãåáðû ðàâíà n−1 = 3,
òîãäà êàê m+ k − 2 = 2.

Â îáùåì ñëó÷àå, ðàññìîòðåííàÿ âûøå òåõíèêà ïîçâîëÿåò äàòü âåðõ-
íþþ îöåíêó èíäåêñà íèëüïîòåíòíîñòè.

Òåîðåìà 5.8. Ïóñòü N � èíäåêñ íèëüïîòåíòíîñòè ðàäèêàëà ëîêàëü-
íîé àëãåáðû F[Jk,m, Hχ], b = degHχ. Òîãäà

N − 1 6

⌊
b(m− 1) +m(k − 1)

min(b,m)

⌋
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè χ = yk, òî äëÿ àëãåáðû F[x, y]/(xm, yk) èìååì
N = m + k − 1, b = k, è íåðàâåíñòâî âåðíî. Äàëåå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
χj 6≡ 0 õîòÿ áû äëÿ îäíîãî j.
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Ïî ëåììå 5.2 çàêëþ÷àåì, ÷òî bµχ > m. Èç ðàâåíñòâà (6) ñëåäóåò,
÷òî ordχj > µχ(k − j). Òîãäà b ordχj > m(k − j). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 5.3 äëÿ α = b, β = m. Çíà÷èò, xiyj = 0
â ñëó÷àå bi + mj > W = b(m − 1) + m(k − 1). Åñëè i + j > t, òî
bi + mj > min(b,m)(i + j) > tmin(b,m). Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî âûáðàòü
t òàêèì îáðàçîì, ÷òî tmin(b,m) > W . �

Ñëåäñòâèå 5.9. `(F[Jk,m, Hχ]) 6

⌊
b(m− 1) +m(k − 1)

min(b,m)

⌋
.
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Kolegov N. A., Markova O. V. Mutually cyclic matrices.

Two square matrices over a �eld are said to be mutually cyclic if they
commute and the algebra generated by them has a cyclic vector. All
realizable values of the length function for pairs of mutually cyclic matrices
are identi�ed, and properties of the algebras generated by such matrices
are investigated. The case of nilpotent matrices is considered separately.
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