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�1. Ââåäåíèå

Óäîáíûì èíñòðóìåíòîì âèçóàëèçàöèè è èññëåäîâàíèÿ áèíàðíûõ îò-
íîøåíèé íà àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ ñëóæàò ãðàôû îòíîøåíèé:
âåðøèíàìè òàêîãî ãðàôà ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû ñòðóêòóðû èëè èõ êëàñ-
ñû ýêâèâàëåíòíîñòè, à ð¼áðà îòâå÷àþò âûïîëíåíèþ ðàññìàòðèâàåìî-
ãî îòíîøåíèÿ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé àëãåáðû A íàä ïîëåì F, âîçìîæ-
íî, íåóíèòàëüíîé, íåêîììóòàòèâíîé èëè íåàññîöèàòèâíîé, íàèáîëü-
øèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ãðàôû êîììóòàòèâíîñòè, îðòîãîíàëüíîñòè
è äåëèòåëåé íóëÿ.

Â òåêóùåé ðàáîòå ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà èçó÷åíèè ãðàôîâ êîììóòà-
òèâíîñòè. Èõ îïðåäåëåíèå òåñíî ñâÿçàíî ñ ïîíÿòèåì êîììóòàòèâíîãî
öåíòðà. Êîììóòàòèâíûì öåíòðîì àëãåáðû A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
å¼ ýëåìåíòîâ, êîììóòèðóþùèõ ñî âñåìè ýëåìåíòàìè:

CA =
{
c ∈ A | ∀ b ∈ A cb = bc

}
.

Îáîçíà÷åíèå 1.1. Äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà X ëèíåéíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà V íàä F îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ýëåìåí-
òû X, ÷åðåç

P(X) = {Fx | x ∈ X \ {0}}.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ãðàôîì êîììóòàòèâíîñòè ΓC(A) àëãåáðû A íàä
ïîëåì F íàçûâàåòñÿ ãðàô, âåðøèíàì êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò ýëå-
ìåíòû ìíîæåñòâà

P(A/CA) = {[a] = Fa+ CA | a ∈ A \ CA},

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèììåòðè÷åñêèå êîìïîçèöèîííûå àëãåáðû, àëãåáðû Îêóáî,
ãóðâèöåâû àëãåáðû, ãðàôû îòíîøåíèé, ãðàô êîììóòàòèâíîñòè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñøå-
ãî îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè â ðàìêàõ ïðîãðàììû Ìîñêîâñêîãî öåíòðà
ôóíäàìåíòàëüíîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ÌÃÓ èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà ïî ñî-
ãëàøåíèþ No. 075-15-2025-345.
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ïðè÷¼ì äâå ðàçëè÷íûå âåðøèíû [a] è [b] ñîåäèíåíû ðåáðîì, åñëè âûïîë-
íåíî óñëîâèå ab = ba.

Íàïîìíèì, ÷òî â ãðàôå Γ âåëè÷èíà d(u, v) � ýòî ðàññòîÿíèå ìåæäó
äâóìÿ âåðøèíàìè u è v, à diam(Γ) = sup

u,v∈Γ
d(u, v) � äèàìåòð Γ.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêîå èçó÷åíèå ãðà-
ôîâ êîììóòàòèâíîñòè êîíå÷íîìåðíûõ ýëàñòè÷íûõ êîìïîçèöèîííûõ
àëãåáð, â ÷àñòíîñòè, îïèñàíèå èõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè è âû÷èñëåíèå
èõ äèàìåòðîâ. Ýëüäóêå è Ìàÿíã ïîêàçàëè [14, òåîðåìà 3.2], ÷òî ëþ-
áàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ ýëàñòè÷íàÿ êîìïîçèöèîííàÿ àëãåáðà ëèáî ñîäåð-
æèò åäèíèöó, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ãóðâèöåâîé àëãåáðîé, ëèáî ÿâëÿåòñÿ
ñèììåòðè÷åñêîé êîìïîçèöèîííîé àëãåáðîé. Êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò
Äæåêîáñîíà [18] óòâåðæäàåò, ÷òî ðàçìåðíîñòü êîíå÷íîìåðíîé êîìïî-
çèöèîííîé àëãåáðû ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 1, 2, 4 èëè 8. Øèðîêî
èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [20, (33.17)] è [10, òåîðåìà 2.5]), ÷òî ãóðâèöå-
âûìè àëãåáðàìè íàä F ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðíîñòåé ÿâëÿþòñÿ ñàìî
ïîëå F, êâàäðàòè÷íûå ýòàëüíûå àëãåáðû íàä F, à òàêæå îáîáù¼ííûå
àëãåáðû êâàòåðíèîíîâ è îêòîíèîíîâ. Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî [9, òåîðå-
ìà 2.9], êëàññ ñèììåòðè÷åñêèõ êîìïîçèöèîííûõ àëãåáð ñîñòîèò èç àë-
ãåáð Îêóáî è ôîðì ïàðà-ãóðâèöåâûõ àëãåáð � àëãåáð, ïîëó÷åííûõ èç
ãóðâèöåâûõ ñ ïîìîùüþ èçìåíåíèÿ îïåðàöèè óìíîæåíèÿ.

Ãðàôû îòíîøåíèé êîìïîçèöèîííûõ àëãåáð ðàññìàòðèâàëèñü è ðà-
íåå. Òàê, â ðàáîòå [1] áûëè èçó÷åíû ãðàôû êîììóòàòèâíîñòè, îðòî-
ãîíàëüíîñòè è äåëèòåëåé íóëÿ ðàñùåïëÿåìûõ ãóðâèöåâûõ àëãåáð íàä
ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Â ñëó÷àå ðàçìåðíîñòè 8 èõ îïèñàíèå îïè-
ðàåòñÿ íà îêòîíèîííûé àíàëîã âåùåñòâåííîé æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé
ôîðìû [1, ñëåäñòâèå 5.23]. Äëÿ åãî äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóåòñÿ èçî-
ìîðôèçì ìåæäó ðàñùåïëÿåìûìè îêòîíèîíàìè è âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé
àëãåáðîé Öîðíà, ñïðàâåäëèâûé äëÿ ëþáîãî îñíîâíîãî ïîëÿ F, ñì. [2,
ñòð. 62, ãëàâà 2, òåîðåìà 7]. Ïîõîæåå, íî çíà÷èòåëüíî áîëåå ñèëüíîå
óòâåðæäåíèå áûëî ïîëó÷åíî Ëîïàòèíûì è Çóáêîâûì [21] äëÿ ðàñùåï-
ëÿåìûõ îêòîíèîíîâ íàä ïðîèçâîëüíûì àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïî-
ëåì: îíè êëàññèôèöèðîâàëè îðáèòû äåéñòâèÿ ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ
íà ìíîæåñòâå ïàð âñåõ îêòîíèîíîâ, óêàçàâ ìèíèìàëüíûé íàáîð ïðåä-
ñòàâèòåëåé ýòèõ îðáèò. Òàê êàê êîììóòèðîâàíèå � îòíîøåíèå, èíâà-
ðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî àâòîìîðôèçìîâ, òàêàÿ êëàññèôèêàöèÿ äà¼ò â
òîì ÷èñëå îïèñàíèå ãðàôà êîììóòàòèâíîñòè.
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Äàííàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ ãðàôîâ îòíîøåíèé àëãåáð
Îêóáî, íà÷àòûå â [4, 24]. Â [4, ïðåäëîæåíèå 3.2] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
ãðàô êîììóòàòèâíîñòè àëãåáðû ïñåâäî-îêòîíèîíîâ P8(F) (ðàñùåïëÿå-
ìîé àëãåáðû Îêóáî) íàä ïîëåì F, charF 6= 3, ñîäåðæàùèì ïåðâîîáðàç-
íûé êóáè÷åñêèé êîðåíü èç åäèíèöû, èçîìîðôåí ãðàôó êîììóòàòèâ-
íîñòè ìàòðè÷íîé àëãåáðû M3(F). Òîãäà èç [5, òåîðåìà 19] âûòåêàåò,
÷òî åñëè ΓC(P8(F)) ñâÿçåí, òî åãî äèàìåòð ðàâåí 4. Â ÷àñòíîñòè, åñëè
ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî, òî P8(F) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé àë-
ãåáðîé Îêóáî íàä F ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà, ΓC(P8(F)) ñâÿçåí,
è åãî äèàìåòð ðàâåí 4. Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî [4, òåîðåìà 5.11], äëÿ âå-
ùåñòâåííîé àëãåáðû Îêóáî ñ äåëåíèåì ãðàô êîììóòàòèâíîñòè ñíîâà
îêàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, è åãî äèàìåòð òàêæå ðàâåí 4. Äîêàçàòåëüñòâî
ýòîãî óòâåðæäåíèÿ îïèðàåòñÿ íà [4, ñëåäñòâèå 4.6], ñîãëàñíî êîòîðîìó
ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ èäåìïîòåíòàìè â ãðàôå êîììóòà-
òèâíîñòè ïðîèçâîëüíîé àëãåáðû Îêóáî íå ïðåâîñõîäèò äâóõ, òî åñòü
ïåðåñå÷åíèå èõ öåíòðàëèçàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâûì.

Â [24, òåîðåìà 3.15] áûëè ïîëíîñòüþ îïèñàíû êîìïîíåíòû ñâÿçíî-
ñòè ãðàôà îðòîãîíàëüíîñòè ïðîèçâîëüíîé àëãåáðû Îêóáî ñ èçîòðîï-
íîé íîðìîé. ×èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, èõ ñòðóêòóðà è çíà÷åíèå èõ
äèàìåòðîâ ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè, â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëîâûõ õà-
ðàêòåðèñòèê îñíîâíîãî ïîëÿ è ñàìîé àëãåáðû. Îñîáóþ ðîëü èãðàþò
âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùèå òàêèì äåëèòåëÿì íóëÿ x, äëÿ êîòîðûõ âû-
ïîëíåíî n(x, x∗x) = 0, � ñîãëàñíî [20, (34.10)], îíè ìîãóò ñóùåñòâîâàòü
òîëüêî â àëãåáðàõ Îêóáî ñ íåíóëåâûìè èäåìïîòåíòàìè. Â [24, �4] áû-
ëî òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî ãðàô îðòîãîíàëüíîñòè àëãåáðû Îêóáî âñåãäà
ÿâëÿåòñÿ ëèáî ãåîäåçè÷åñêèì, ëèáî áèãåîäåçè÷åñêèì, òî åñòü ìåæäó
ëþáîé ïàðîé âåðøèí ñóùåñòâóåò íå áîëåå äâóõ êðàò÷àéøèõ ïóòåé.

Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ òåîðåìû 5.3
è 6.10, â êîòîðûõ îïèñàíû êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôîâ êîììóòàòèâ-
íîñòè ýëàñòè÷íûõ êîìïîçèöèîííûõ àëãåáð ðàçìåðíîñòè 8, à èìåííî,
àëãåáð îáîáù¼ííûõ îêòîíèîíîâ è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ïàðà-ãóðâèöå-
âûõ àëãåáð, à òàêæå àëãåáð Îêóáî. Íåçàâèñèìûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿ-
åò âñïîìîãàòåëüíàÿ òåîðåìà 4.9, êîòîðàÿ óñèëèâàåò óïîìÿíóòûé âûøå
ðåçóëüòàò î ðàññòîÿíèÿõ ìåæäó èäåìïîòåíòàìè â ãðàôå êîììóòàòèâ-
íîñòè ïðîèçâîëüíîé àëãåáðû Îêóáî. Îíà óòâåðæäàåò, ÷òî ïåðåñå÷åíèå
öåíòðàëèçàòîðîâ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ïîðîæ-
äàåò îäíîìåðíóþ ïîäàëãåáðó, âñåãäà ñîäåðæèò ýëåìåíò, êîòîðûé òàêæå
ïîðîæäàåò îäíîìåðíóþ ïîäàëãåáðó.
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Ðàáîòà ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â �2 ñîáðàíû íåîáõîäèìûå
ñâåäåíèÿ î ãóðâèöåâûõ è ñèììåòðè÷åñêèõ êîìïîçèöèîííûõ àëãåáðàõ:
äàíû èõ îïðåäåëåíèÿ è ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ, ïåðå÷èñëåíû
îñíîâíûå ñâîéñòâà, ïðèâåäåíû òî÷íûå ôîðìóëèðîâêè êëàññèôèêàöè-
îííûõ òåîðåì, óïîìÿíóòûõ âî ââåäåíèè. Ýòîò ïàðàãðàô òàêæå ñîäåð-
æèò ÿâíûå òàáëèöû óìíîæåíèÿ äëÿ àëãåáð Îêóáî, ñîäåðæàùèõ íåíó-
ëåâûå èäåìïîòåíòû, ñì. òàáëèöû 1 è 2.

�3 ïîñâÿù¼í äåòàëüíîìó èçó÷åíèþ ñâîéñòâ íåíóëåâîãî ýëåìåíòà x
ïðîèçâîëüíîé ñèììåòðè÷åñêîé êîìïîçèöèîííîé àëãåáðû (S, ∗,n) â çà-
âèñèìîñòè îò ðàçìåðíîñòè ïîðîæä¼ííîé èì ïîäàëãåáðû alg〈x〉 = span
{x, x ∗ x}. Ìíîæåñòâî òàêèõ x, ÷òî alg〈x〉 îäíîìåðíà, ìû îáîçíà÷àåì
÷åðåç E . Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè x ∈ E , òî ëèáî x ïðîïîðöèîíàëåí
íåíóëåâîìó èäåìïîòåíòó, ëèáî x∗x = 0. Ñîãëàñíî ëåììå 3.8, ïîäàëãåá-
ðà alg〈x〉 íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà E â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà
ìíîãî÷ëåí

χx(t) = t3 − 3n(x)t− n(x, x ∗ x) ∈ F[t]

íåïðèâîäèì íàä F. Ïî ëåììå 3.9, â ýòîì ñëó÷àå alg〈x〉 îêàçûâàåòñÿ äâó-
ìåðíîé êîìïîçèöèîííîé ïîäàëãåáðîé, à äëÿ ýëåìåíòîâ ñ òàêèì ñâîé-
ñòâîì ÿâíûé âèä öåíòðàëèçàòîðà âû÷èñëåí â ïðåäëîæåíèè 3.2.

Îòìåòèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí χx óæå âñòðå÷àëñÿ â ðàáîòàõ ïî èçó÷å-
íèþ ñèììåòðè÷åñêèõ êîìïîçèöèîííûõ àëãåáð. Åñëè charF 6= 3 è F
ñîäåðæèò ïåðâîîáðàçíûé êóáè÷åñêèé êîðåíü èç åäèíèöû, òî âñÿêàÿ
ñèììåòðè÷åñêàÿ êîìïîçèöèîííàÿ àëãåáðà ðàçìåðíîñòè íå ìåíüøå äâóõ
èìååò âèä (A0, ∗,n), ãäå A � ñåïàðàáåëüíàÿ àëüòåðíàòèâíàÿ àëãåáðà
ñòåïåíè 3, à A0 � ïîäïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòîâ ñ íóëåâûì ñëåäîì. Ýòà
êîíñòðóêöèÿ áûëà ïîëó÷åíà Ôîëêíåðîì [16] è ëåãëà â îñíîâó êëàñ-
ñèôèêàöèè ñèììåòðè÷åñêèõ êîìïîçèöèîííûõ àëãåáð â [13], ñì. òàê-
æå [20, �34.C]. Ïðè òàêîì îïèñàíèè χx � ýòî â òî÷íîñòè îáîáùåííûé
õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ýëåìåíòà x ∈ A0. Äëÿ àëãåáðû ïñåâäî-
îêòîíèîíîâ P8(F) îí ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíî-
ãî÷ëåíîì ìàòðèöû x ∈ sl3(F), à äëÿ ïàðà-ãóðâèöåâûõ àëãåáð îí âñåãäà
ïðèâîäèì, ñì. çàìå÷àíèå 3.10.

Â �4 ìû óòî÷íÿåì ïîëó÷åííîå â ðàáîòå [4] óòâåðæäåíèå î êðàò÷àé-
øåì ïóòè ìåæäó íåíóëåâûìè èäåìïîòåíòàìè â ãðàôå êîììóòàòèâíî-
ñòè àëãåáðû Îêóáî: ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 4.5, ìåæäó íèìè âñåãäà
ìîæíî ïîñòðîèòü ïóòü äëèíû íå áîëüøå 2, ïðîìåæóòî÷íàÿ âåðøè-
íà êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåíòó èç E . Çàòåì ìû ïåðåíîñèì ýòîò
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ðåçóëüòàò íà ïðîèçâîëüíóþ ïàðó ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà E â ñèììåòðè-
÷åñêîé êîìïîçèöèîííîé àëãåáðå S, ñì. ëåììû 4.6 è 4.7. Îáúåäèíÿÿ
ýòè óòâåðæäåíèÿ, ìû ïîëó÷àåì òåîðåìó 4.9 î ãðàôå êîììóòàòèâíîñòè
ïðîèçâîëüíîé àëãåáðû Îêóáî: ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáîé ïàðîé âåðøèí,
îòâå÷àþùèõ ýëåìåíòàì E , íå ïðåâîñõîäèò 2, ïðè÷åì ñâÿçóþùóþ èõ
âåðøèíó ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû îíà ñíîâà ñîîòâåòñòâîâàëà ýëå-
ìåíòó èç E . Äëÿ íåðàñùåïëÿåìûõ àëãåáð Îêóáî â õàðàêòåðèñòèêå 3
ìíîæåñòâî E ∪ {0} îêàçûâàåòñÿ òðåõìåðíîé êîììóòàòèâíîé ïîäàëãåá-
ðîé, ïîýòîìó îòâå÷àþùèå åìó âåðøèíû ñìåæíû, ñì. ïðåäëîæåíèå 4.10.

�5 ïîñâÿù¼í îïèñàíèþ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà êîììóòàòèâíî-
ñòè ΓC(O) àëãåáðû Îêóáî O íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì F è âû÷èñëå-
íèþ èõ äèàìåòðîâ. Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.3, ΓC(O) óñòðîåí ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Åñëè ìíîãî÷ëåí χx íåïðèâîäèì íàä F, òî âåðøèíû, îòâå÷à-
þùèå ýëåìåíòàì ïîäàëãåáðû alg〈x〉, îáðàçóþò êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè,
ÿâëÿþùóþñÿ êëèêîé. Åñëè O íå ñîäåðæèò íåíóëåâûõ èäåìïîòåíòîâ,
òî äðóãèõ âåðøèí íåò. Èíà÷å âñå îñòàâøèåñÿ âåðøèíû ëåæàò â îä-
íîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè, äèàìåòð êîòîðîé ðàâåí 3, åñëè charF = 3
è àëãåáðà O íå ÿâëÿåòñÿ ðàñùåïëÿåìîé; âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ,
îí ðàâåí 4. Â ïðèìåðàõ 5.1 è 5.2 ìû ñòðîèì ïàðû âåðøèí, ðàñïîëî-
æåííûå íà íàèáîëüøåì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà, èñïîëüçóÿ ÿâíûå
òàáëèöû óìíîæåíèÿ àëãåáð Îêóáî ñ íåíóëåâûìè èäåìïîòåíòàìè. Â
çàìå÷àíèè 5.4 ìû èçó÷àåì âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ êîìïîíåíò-êëèê è,
ñëåäîâàòåëüíî, íåñâÿçíîñòè ΓC(O), â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëîâûõ õàðàê-
òåðèñòèê ïîëÿ F è ñàìîé àëãåáðû O.

Â �6 ìû ðàññìàòðèâàåì îñòàëüíûå êîíå÷íîìåðíûå ýëàñòè÷íûå êîì-
ïîçèöèîííûå àëãåáðû. Â ñëó÷àå ðàçìåðíîñòè íå áîëüøå äâóõ, ýòè àë-
ãåáðû êîììóòàòèâíû, ïîýòîìó èõ ãðàôû êîììóòàòèâíîñòè íå èìåþò
âåðøèí. Â ðàçìåðíîñòÿõ 4 è 8 òàêèå àëãåáðû ÿâëÿþòñÿ ëèáî ãóðâè-
öåâûìè, ëèáî ïàðà-ãóðâèöåâûìè, ïðè ýòîì ãðàôû êîììóòàòèâíîñòè
ãóðâèöåâîé àëãåáðû C è ñîîòâåòñòâóþùåé åé ïàðà-ãóðâèöåâîé àëãåáðû
ñîâïàäàþò, ñì. çàìå÷àíèå 6.1. Åñëè dim C = 4, òî, ñîãëàñíî ïðåäëîæå-
íèþ 6.2, ãðàô ΓC(C) íå èìååò ðåá¼ð. Ñëó÷àé dim C = 8 îïèðàåòñÿ íà
äâà èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòà. Âî-ïåðâûõ, ëåììà 6.5 óñòàíàâëèâàåò ÿâíûé
âèä öåíòðàëèçàòîðà ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà, îäíà èç ôîðì çàïèñè êî-
òîðîãî áûëà ïîëó÷åíà Êíàððîì è Øòðîïïåëåì [19]. Âî-âòîðûõ, ëåì-
ìà 6.8 ïîëíîñòüþ îïèñûâàåò âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
âåðøèíàìè, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàì x ñ óñëîâèåì x · x = 0,
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íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ î ðàññòîÿíèÿõ â ãðàôàõ îðòîãîíàëüíîñòè ñèì-
ìåòðè÷åñêèõ êîìïîçèöèîííûõ àëãåáð èç ðàáîòû [24]. Ñîãëàñíî òåîðå-
ìå 6.10, ïðè dim C = 8 ãðàô ΓC(C) íåñâÿçåí: âåðøèíû [x] ñ óñëîâèåì
dis(x) = t(x)2 − 4n(x) 6= 0 ÿâëÿþòñÿ èçîëèðîâàííûìè, à âñå îñòàëüíûå
âåðøèíû îáðàçóþò êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè, äèàìåòð êîòîðîé ðàâåí 3,
åñëè charF 6= 2, è 2 ïðè charF = 2.

�2. Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ

2.1. Êîìïîçèöèîííûå è ãóðâèöåâû àëãåáðû. Äëÿ êâàäðàòè÷íîé
ôîðìû q : V → F íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå V îïðåäåëèì ñîîòâåòñòâó-
þùóþ åé ñèììåòðè÷åñêóþ áèëèíåéíóþ ôîðìó

q(u, v) = q(u+ v)− q(u)− q(v)

è ïîäïðîñòðàíñòâî

V ⊥ = {u ∈ V | ∀ v ∈ V q(u, v) = 0}.
Îïèðàÿñü íà [20, ñòð. xix], áóäåì íàçûâàòü ôîðìó q íåñèíãóëÿðíîé,
åñëè ëèáî V ⊥ = {0}, òî åñòü q(u, v) íåâûðîæäåíà, ëèáî dimV ⊥ = 1
è q(V ⊥) 6= 0. Âòîðîé ñëó÷àé âîçìîæåí òîëüêî ïðè charF = 2 è ëèáî
íå÷¼òíîì, ëèáî áåñêîíå÷íîì çíà÷åíèè ðàçìåðíîñòè V .

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü (A,+, ∗) � ïðîèçâîëüíàÿ àëãåáðà íàä ïî-
ëåì F, âîçìîæíî, íåóíèòàëüíàÿ è íåàññîöèàòèâíàÿ, êîòîðàÿ ñíàá-
æåíà íåñèíãóëÿðíîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé n(·). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
ôîðìà n(·) ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé, åñëè n(a ∗ b) = n(a)n(b) äëÿ
âñåõ a, b ∈ A. Â ýòîì ñëó÷àå, A íàçûâàåòñÿ êîìïîçèöèîííîé àëãåáðîé,
à n(·) íàçûâàåòñÿ íîðìîé.

Çàìå÷àíèå 2.2. Â ðàííåé ëèòåðàòóðå î êîìïîçèöèîííûõ àëãåáðàõ
âìåñòî óñëîâèÿ íåñèíãóëÿðíîñòè èñïîëüçóåòñÿ ñòðîãàÿ íåâûðîæäåí-
íîñòü êâàäðàòè÷íîé ôîðìû n(·), òî åñòü íåâûðîæäåííîñòü ñîîòâåò-
ñòâóþùåé åé ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôîðìû n(·, ·). Ýòî íåìíîãî
ñóæàåò êëàññ êîìïîçèöèîííûõ àëãåáð ïðè charF = 2. Â ñëó÷àå êîíå÷-
íîìåðíûõ àëãåáð, åäèíñòâåííîå îòëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ â ñîãëàøåíèè î
òîì, ñ÷èòàòü ëè ñàìî ïîëå F êîìïîçèöèîííîé àëãåáðîé: ïðè charF = 2
íîðìà n(a) = a2 ÿâëÿåòñÿ íåñèíãóëÿðíîé, íî íå ñòðîãî íåâûðîæäåííîé.

Àêêóðàòíûé ïåðåíîñ äîêàçàòåëüñòâ îñíîâíûõ óòâåðæäåíèé î êîì-
ïîçèöèîííûõ àëãåáðàõ íà ñëó÷àé íåñèíãóëÿðíîé íîðìû áûë îñóùåñòâ-
ë¼í â ðàáîòàõ [20] è [10], îäíàêî â ïåðâîé èç íèõ áûë ðàññìîòðåí òîëüêî
êîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé.
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Âñÿêàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ êîìïîçèöèîííàÿ àëãåáðà èìååò ðàçìåðíîñòü
1, 2, 4 èëè 8, ñì. [18]. Ñîãëàñíî ñëåäóþùåìó øèðîêî èçâåñòíîìó êðè-
òåðèþ, ñóùåñòâîâàíèå äåëèòåëåé íóëÿ â ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîìåðíîé
êîìïîçèöèîííîé àëãåáðå A ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî íîðìà íà A èçî-
òðîïíà.

Ïðåäëîæåíèå 2.3 ([12, ëåììà 2.1]). Ïóñòü A � êîíå÷íîìåðíàÿ êîì-
ïîçèöèîííàÿ àëãåáðà. Íåíóëåâîé ýëåìåíò a ∈ A ÿâëÿåòñÿ ëåâûì (ïðà-
âûì) äåëèòåëåì íóëÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n(a) = 0.

Êîìïîçèöèîííûå àëãåáðû, ñîäåðæàùèå åäèíèöó, íàçûâàþòñÿ ãóðâè-
öåâûìè. Íàïîìíèì îñíîâíûå òîæäåñòâà, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿåò ãóð-
âèöåâà àëãåáðà (C, ·,n) ñ åäèíèöåé 1, ñì. [2, ñòð. 38�40, ãëàâà 2, ëåììû 1
è 2]. Äëÿ êàæäîãî x ∈ C îïðåäåëèì åãî ñëåä êàê t(x) = n(x, 1). Òîãäà
íà C ìîæíî çàäàòü èíâîëþöèþ ïî ôîðìóëå x = t(x)1 − x, ïðè÷¼ì
x · x = x · x = n(x)1, ÷òî ðàâíîñèëüíî âûïîëíåíèþ ðàâåíñòâà

x · x− t(x)x+ n(x)1 = 0. (2.1)

Îáîçíà÷åíèå 2.4. Äëÿ x ∈ C ïîëîæèì dis(x) = t(x)2 − 4n(x).

Âåëè÷èíà dis(x) � ýòî äèñêðèìèíàíò ìíîãî÷ëåíà X2− t(x)X + n(x).
Åñëè x ∈ C \ F1, òî ýòîò ìíîãî÷ëåí ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì äëÿ x,
à åãî äèñêðèìèíàíò ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëèòåëåì
ìàòðèöû áèëèíåéíîé ôîðìû n(·, ·) íà ïîäàëãåáðå F1⊕Fx. Â ÷àñòíîñòè,
óñëîâèå dis(x) 6= 0 ðàâíîñèëüíî íåñèíãóëÿðíîñòè îãðàíè÷åíèÿ íîðìû
íà F1⊕ Fx.

Õîðîøî èçâåñòíà ñëåäóþùàÿ êëàññèôèêàöèÿ ãóðâèöåâûõ àëãåáð íàä
ïðîèçâîëüíûì ïîëåì.

Òåîðåìà 2.5 ([2, ñòð. 46, ãëàâà 2, òåîðåìà 1], [20, (33.17)], [10, òåîðå-
ìà 2.5]). Ëþáàÿ ãóðâèöåâà àëãåáðà C íàä ïîëåì F èçîìîðôíà îäíîé èç
ñëåäóþùèõ àëãåáð:

(1) ïîëå F ñ òîæäåñòâåííîé èíâîëþöèåé x = x;
(2) êâàäðàòè÷íàÿ ýòàëüíàÿ àëãåáðà K(µ) = F + F`1, ãäå

`21 = `1 + µ, 4µ+ 1 6= 0,

ñ èíâîëþöèåé

x+ y`1 = (x+ y)− y`1;

åñëè charF 6= 2, òî K(µ) èçîìîðôíà àëãåáðå (F, α), ïîëó÷åí-
íîé èç F ïðèìåíåíèåì ïðîöåäóðû Êýëè�Äèêñîíà ñ ïàðàìåòðîì
α = (4µ+ 1)/4 6= 0;
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(3) îáîáù¼ííàÿ àëãåáðà êâàòåðíèîíîâ

Q(µ, β)=(K(µ), β) = K(µ) +K(µ)`2,

ïîëó÷åííàÿ èç K(µ) ïðèìåíåíèåì ïðîöåäóðû Êýëè�Äèêñîíà ñ
ïàðàìåòðîì β 6= 0;

(4) îáîáù¼ííàÿ àëãåáðà îêòîíèîíîâ C(µ, β, γ) = (Q(µ, β), γ)
= Q(µ, β)+Q(µ, β)`4, ïîëó÷åííàÿ èç Q(µ, β) ïðèìåíåíèåì ïðî-
öåäóðû Êýëè�Äèêñîíà ñ ïàðàìåòðîì γ 6= 0.

Ïðèìåð 2.6. Âåêòîðíî-ìàòðè÷íàÿ àëãåáðà Öîðíà � ýòî êîìïîçèöè-
îííàÿ àëãåáðà, ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ 2× 2 ìàòðèö âèäà

x =

(
a u
v b

)
, (2.2)

ãäå a, b ∈ F è u, v ∈ F3, ïðè÷¼ì n(x) = ab− (u | v) è(
a u
v b

)(
a′ u′

v′ b′

)
=

(
aa′ + (u | v′) au′ + b′u− v × v′

a′v + bv′ + u× u′ bb′ + (v |u′)

)
,

ãäå (· | ·) è × îáîçíà÷àþò ñêàëÿðíîå è âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ýëåìåí-
òîâ èç F3 ñîîòâåòñòâåííî. Àëãåáðà Öîðíà � ýòî åäèíñòâåííàÿ ñ òî÷íî-
ñòüþ äî èçîìîðôèçìà ðàñùåïëÿåìàÿ ãóðâèöåâà àëãåáðà ðàçìåðíîñòè 8,
òî åñòü ãóðâèöåâà àëãåáðà ñ èçîòðîïíîé íîðìîé [2, ñòð. 62, ãëàâà 2,
òåîðåìà 7]. Â [9, ñòð. 1040�1041] îïèñàí òàê íàçûâàåìûé êàíîíè÷åñêèé
áàçèñ àëãåáðû Öîðíà, â êîòîðîì òàáëèöà óìíîæåíèÿ èìååò îñîáåííî
ïðîñòîé áëî÷íûé âèä.

Äëÿ êàæäîãî x èç ðàâåíñòâà (2.2) âûïîëíåíî n(1, x) = tr(x) = a+ b,
è òîãäà

x =

(
b −u
−v a

)
,

òî åñòü ìû ïîëó÷èëè �ïðèñîåäèí¼ííóþ ìàòðèöó� äëÿ x. Ìíîãî÷ëåí
X2−t(x)X+n(x) ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðòíûì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíî-
ãî÷ëåíîì äëÿ 2×2 ìàòðèö ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî n(x) � ýòî �îïðåäå-
ëèòåëü�, â êîòîðîì îäíî èç äâóõ óìíîæåíèé çàìåíåíî ñêàëÿðíûì ïðî-
èçâåäåíèåì âåêòîðîâ. Êðîìå òîãî, ýëåìåíò x ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí èìååò íóëåâîé �îïðåäåëèòåëü� n(x).

2.2. Ñèììåòðè÷åñêèå êîìïîçèöèîííûå àëãåáðû.

Îïðåäåëåíèå 2.7. Êîìïîçèöèîííàÿ àëãåáðà (A, ∗,n) íàçûâàåòñÿ
ñèììåòðè÷åñêîé, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ A âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

n(x ∗ y, z) = n(x, y ∗ z).
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Òåîðåìà 2.8 ([23, òåîðåìà 1], [10, òåîðåìà 3.2]). Êîìïîçèöèîííàÿ àë-
ãåáðà (A, ∗,n) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
äëÿ ëþáûõ x, y ∈ A âûïîëíåíî

(x ∗ y) ∗ x = x ∗ (y ∗ x) = n(x)y. (2.3)

Ëèíåàðèçóÿ ðàâåíñòâî (2.3), ïîëó÷àåì òîæäåñòâî

(x ∗ y) ∗ z + (z ∗ y) ∗ x = x ∗ (y ∗ z) + z ∗ (y ∗ x) = n(x, z)y, (2.4)

êîòîðîå áóäåò àêòèâíî èñïîëüçîâàòüñÿ íà ïðîòÿæåíèè áîëüøåé ÷àñòè
ðàáîòû. Êðîìå òîãî, ëþáàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ êîìïîçèöèîííàÿ àëãåá-
ðà S óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

(x ∗ x) ∗ (x ∗ x) = n(x, x ∗ x)x− n(x)x ∗ x (2.5)

äëÿ âñåõ x ∈ S, ñì. [20, (34.3)]. Âìåñòå ñ ðàâåíñòâîì (2.3) ýòî îçíà÷à-
åò, ÷òî ïîäàëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòîì x, ñîâïàäàåò ñ ëèíåéíîé
îáîëî÷êîé ýëåìåíòîâ x è x ∗ x:

alg〈x〉 = span{x, x ∗ x}. (2.6)

Ïðèìåðîì ñèììåòðè÷åñêîé êîìïîçèöèîííîé àëãåáðû ñëóæèò àëãåá-
ðà Ïåòåðñîíà.

Îïðåäåëåíèå 2.9 ([9, îïðåäåëåíèå 2.7]). Ïóñòü (C, ·,n) � ãóðâèöåâà
àëãåáðà íàä ïîëåì F, è τ ∈ Aut(C, ·,n) � òàêîé àâòîìîðôèçì, ÷òî
τ3 = id. Îïðåäåëèì íîâîå óìíîæåíèå íà C ïî ôîðìóëå

x ∗ y = τ(x) · τ2(y). (2.7)

Òîãäà àëãåáðà (C, ∗,n) íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé Ïåòåðñîíà è îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç Cτ .

Ïðèìåð 2.10. Àëãåáðà Ïåòåðñîíà, îòâå÷àþùàÿ òîæäåñòâåííîìó àâ-
òîìîðôèçìó, òî åñòü àëãåáðà (C, ∗,n) ñ óìíîæåíèåì

x ∗ y = x · y, (2.8)

íàçûâàåòñÿ ïàðà-ãóðâèöåâîé àëãåáðîé. Åäèíèöà 1 àëãåáðû C íàçûâàåò-
ñÿ ïàðà-åäèíèöåé àëãåáðû (C, ∗,n) è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç e. Îíà óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ e ∗ x = x ∗ e = x äëÿ âñåõ x ∈ C.

Çàìåòèì, ÷òî 1 àëãåáðû C âñåãäà ñîîòâåòñòâóåò íåíóëåâîìó èäåìïî-
òåíòó â àëãåáðå Cτ . Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ëþáóþ
ñèììåòðè÷åñêóþ êîìïîçèöèîííóþ àëãåáðó ñ íåíóëåâûìè èäåìïîòåíòà-
ìè ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê àëãåáðó Ïåòåðñîíà ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå
ãóðâèöåâîé àëãåáðû è àâòîìîðôèçìà íà íåé.
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Ïðåäëîæåíèå 2.11 ([9, ñòð. 1042]). Ïóñòü (S, ∗,n) � ñèììåòðè÷å-
ñêàÿ êîìïîçèöèîííàÿ àëãåáðà, è e ∈ S � íåíóëåâîé èäåìïîòåíò. Òîãäà
îòîáðàæåíèå

τ : x 7→ e ∗ (e ∗ x) = n(e, x)e− x ∗ e
ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì (S, ∗,n), ïðè÷¼ì τ3 = id. Êðîìå òîãî, íà S
ìîæíî çàäàòü íîâîå óìíîæåíèå

x · y = (e ∗ x) ∗ (y ∗ e),
è òîãäà (S, ·,n) � ãóðâèöåâà àëãåáðà ñ åäèíèöåé e, ïðè÷¼ì τ ÿâëÿåò-
ñÿ òàêæå è å¼ àâòîìîðôèçìîì. Àëãåáðà (S, ∗,n) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé
Ïåòåðñîíà, ïîñòðîåííîé ïî ãóðâèöåâîé àëãåáðå (S, ·,n) è å¼ àâòîìîð-
ôèçìó τ , òî åñòü âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (2.7).

2.3. Àëãåáðû Îêóáî. Ìû áóäåì ñëåäîâàòü îïðåäåëåíèþ àëãåáð
Îêóáî èç ðàáîòû [9]. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì åñòåñòâåííûé àâòîìîð-
ôèçì âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé àëãåáðû Öîðíà ïîðÿäêà 3:

τst :

(
a (µ1, µ2, µ3)

(ν1, ν2, ν3) b

)
7→
(

a (µ3, µ1, µ2)
(ν3, ν1, ν2) b

)
.

Îïðåäåëåíèå 2.12. Ïóñòü (C, ·,n) � âåêòîðíî-ìàòðè÷íàÿ àëãåáðà
Öîðíà íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì F. Àëãåáðà Ïåòåðñîíà Cτst íàçûâàåòñÿ
ðàñùåïëÿåìîé àëãåáðîé Îêóáî íàä F.

Âñþäó íèæå F îáîçíà÷àåò àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå ïîëÿ F. Àë-
ãåáðà A íàä ïîëåì F íàçûâàåòñÿ F-ôîðìîé àëãåáðû B íàä F, åñëè
A⊗F F ∼= B.

Îïðåäåëåíèå 2.13. Àëãåáðà O íàä ïîëåì F íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé
Îêóáî, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ F-ôîðìîé ðàñùåïëÿåìîé àëãåáðû Îêóáî Cτst
íàä F, òî åñòü O ⊗F F ∼= Cτst .

Àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ ýëàñòè÷íîé, åñëè äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A âûïîë-
íåíî (ab)a = a(ba). Èç ðàâåíñòâà (2.3) íåìåäëåííî âûòåêàåò, ÷òî ëþáàÿ
ñèììåòðè÷åñêàÿ êîìïîçèöèîííàÿ àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ ýëàñòè÷íîé.

Òåîðåìà 2.14 ([14, òåîðåìà 3.2]). Âñÿêàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ ýëàñòè÷íàÿ
êîìïîçèöèîííàÿ àëãåáðà íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì F ëèáî ãóðâèöåâà,
ëèáî ñèììåòðè÷åñêàÿ.

Òåîðåìà 2.15 ([9, òåîðåìà 2.9]). Âñÿêàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ êîìïîçèöè-
îííàÿ àëãåáðà íàä ïîëåì F ÿâëÿåòñÿ ëèáî F-ôîðìîé ïàðà-ãóðâèöåâîé
àëãåáðû íàä F, ëèáî àëãåáðîé Îêóáî.
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Òåîðåìà 2.16 ([6, ñòð. 298], [12, òåîðåìû 4.2 è 4.3], [15, ëåììà 3.3]).
Àëãåáðà A íàä ïîëåì F ÿâëÿåòñÿ F-ôîðìîé ïàðà-ãóðâèöåâîé àëãåáðû
íàä F òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëî-
âèé:

(1) A � ïàðà-ãóðâèöåâà àëãåáðà;
(2) dimA = 2 è ñóùåñòâóåò áàçèñ {u, v} â A, â êîòîðîì

u2 = v, uv = vu = u, v2 = λu− v
äëÿ òàêîãî λ ∈ F, ÷òî ìíîãî÷ëåí x3−3x−λ íåïðèâîäèì íàä F.

Ïðåäëîæåíèå 2.17 ([6, ïðåäëîæåíèå 3.3], [20, (34.10)]). Ïóñòü
(S, ∗,n) � ñèììåòðè÷åñêàÿ êîìïîçèöèîííàÿ àëãåáðà íàä ïîëåì F è
ñóùåñòâóåò òàêîé íåíóëåâîé ýëåìåíò x ∈ S, ÷òî n(x, x ∗ x) = 0.
Òîãäà S ñîäåðæèò íåíóëåâîé èäåìïîòåíò.

Òåîðåìà 2.18 ([15, òåîðåìû A′ è B′]). Ñèììåòðè÷åñêàÿ êîìïîçèöè-
îííàÿ àëãåáðà A íàä ïîëåì F ñîäåðæèò íåíóëåâîé èäåìïîòåíò òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà A � ëèáî ïàðà-ãóðâèöåâà àëãåáðà, ëèáî àëãåáðà
Îêóáî ñ òàáëèöåé óìíîæåíèÿ, çàäàííîé

(1) òàáëèöåé 1 äëÿ α = 1 è íåêîòîðîãî β ∈ F\{0}, åñëè charF = 3;
(2) òàáëèöåé 2 äëÿ íåêîòîðûõ β, γ ∈ F\{0}, åñëè charF 6= 3. Òàêàÿ

àëãåáðà Îêóáî èçîìîðôíà àëãåáðå Ïåòåðñîíà, ïîñòðîåííîé ïî
îáîáù¼ííîé àëãåáðå îêòîíèîíîâ C(−1, β, γ) ïðè ïîäõîäÿùåì
âûáîðå å¼ àâòîìîðôèçìà, ñì. òåîðåìó 2.5.

Ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (2.3) ïîëíîñòüþ âîññòàíàâëèâàþòñÿ çíà÷åíèÿ
íîðìû íà ýëåìåíòàõ àëãåáðû Îêóáî � äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü
çíà÷åíèå n(·) íà áàçèñíûõ ýëåìåíòàõ è èõ ñóììàõ. Äëÿ òàáëèöû 2 ïî-
ëó÷àåì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

n(x0) = n(x1) = 1, n(x4) = n(x5) = −γ,
n(x2) = n(x3) = −β, n(x6) = n(x7) = βγ,

n(xi, xj) =


2n(xi), åñëè i = j,

−n(xi), åñëè {i, j} = {2k, 2k + 1},
0, èíà÷å,

(2.9)

ãäå 0 6 i, j 6 7. Èõ òàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü, âû÷èñëèâ çíà÷åíèÿ íîðìû
íà ñîîòâåòñòâóþùèõ áàçèñíûõ ýëåìåíòàõ îáîáù¼ííîé àëãåáðû îêòîíè-
îíîâ C(−1, β, γ), òàê êàê çíà÷åíèÿ íîðìû íà ãóðâèöåâîé àëãåáðå è íà
ïîñòðîåííîé ïî íåé àëãåáðå Ïåòåðñîíà ñîâïàäàþò.
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Òàáëèöà óìíîæåíèÿ 1 â îáùåì ñëó÷àå çàäà¼ò àëãåáðû Îêóáî âè-
äà Oα,β ñ íåíóëåâûìè ïàðàìåòðàìè α, β ∈ F, ïðè÷¼ì ïîëå F ìîæåò
áûòü ïðîèçâîëüíûì. Èõ áàçèñíûå ýëåìåíòû óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøå-
íèÿì

n(zi,j) = 0, (2.10)

n(zi,j , zi′,j′) =

{
α(i+i′)/3β(j+j′)/3, åñëè i+ i′ ≡ j + j′ ≡ 0 (mod 3),

0, èíà÷å,

(2.11)

ãäå 0 6 i, j, i′, j′ 6 2 è (i, j) 6= (0, 0) 6= (i′, j′), ñì. [11, ñòð. 3�4]. Ñîãëàñ-
íî [7, òåîðåìà 7] è [11, òåîðåìà 4.2], àëãåáðû Oα,β â òî÷íîñòè ñîîòâåò-
ñòâóþò àëãåáðàì Îêóáî ñ èçîòðîïíîé íîðìîé. Äëÿ ëþáîãî ïîëÿ F àë-
ãåáðà O1,1 èçîìîðôíà ðàñùåïëÿåìîé àëãåáðå Îêóáî, ñì. [15, ñòð. 1095�
1097].

Åñëè charF 6= 3 è F ñîäåðæèò ïåðâîîáðàçíûé êóáè÷åñêèé êîðåíü
èç åäèíèöû ω, òî ðàñùåïëÿåìàÿ àëãåáðà Îêóáî äîïóñêàåò òàêæå ìàò-
ðè÷íîå îïèñàíèå, ñì. [7, �1]. Íà ïðîñòðàíñòâå sl3(F) ìàòðèö ñ íóëåâûì
ñëåäîì ââîäÿòñÿ óìíîæåíèå

x ∗ y = µxy + (1− µ)yx− 1

3
tr(xy)I (2.12)

è íîðìà

n(x) = −1

3
s(x),

ãäå µ = (1 − ω)/3, I ∈ M3(F) � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, è s(x) � êâàäðà-
òè÷íàÿ ôîðìà, âîçíèêàþùàÿ â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòà õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöû x ∈M3(F):

det(λI − x) = λ3 − tr(x)λ2 + s(x)λ− det(x).

Ñîãëàñíî [16, ñòð. 1027, ëåììà], èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

2 s(x) = tr(x)2 − tr(x2),

ïîýòîìó ïðè charF 6= 2 äëÿ âñåõ x ∈ sl3(F) ïîëó÷àåì

n(x) =
1

6
tr(x2).

Àëãåáðà (sl3(F), ∗,n) îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç P8(F) è íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé
ïñåâäî-îêòîíèîíîâ.
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Ïðåäëîæåíèå 2.19 ([11, ñòð. 3�4]). Ïóñòü charF 6= 3 è F ñîäåðæèò
ïåðâîîáðàçíûé êóáè÷åñêèé êîðåíü èç åäèíèöû ω. Òîãäà ðàñùåïëÿåìàÿ
àëãåáðà Îêóáî O1,1 èçîìîðôíà àëãåáðå ïñåâäî-îêòîíèîíîâ P8(F).

�3. Ïîäàëãåáðû, ïîðîæä¼ííûå îäíèì ýëåìåíòîì

Ñîãëàñíî (2.6), ïîäàëãåáðà alg〈x〉, ïîðîæä¼ííàÿ ïðîèçâîëüíûì íåíó-
ëåâûì ýëåìåíòîì x ñèììåòðè÷åñêîé êîìïîçèöèîííîé àëãåáðû S, èìååò
ðàçìåðíîñòü íå áîëüøå äâóõ. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïîäðîáíî ðàçáåð¼ì
îáà âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿ ðàçìåðíîñòè è èçó÷èì ñâîéñòâà ýëåìåíòîâ,
íà êîòîðûõ îíè äîñòèãàþòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, ìû ïîëó÷èì ÿâíûé âèä öåí-
òðàëèçàòîðîâ äëÿ ýëåìåíòîâ, ïîðîæäàþùèõ äâóìåðíûå êîìïîçèöèîí-
íûå ïîäàëãåáðû. Ìû òàêæå èçó÷èì âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ýëåìåíòîâ,
ïîðîæäàþùèõ îäíîìåðíóþ ïîäàëãåáðó, â ïîäàëãåáðàõ âèäà alg〈x〉.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Öåíòðàëèçàòîðîì ýëåìåíòà a ïðîèçâîëüíîé àë-
ãåáðû A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ A, ñ íèì êîììóòèðóþ-
ùèõ:

CA(a) =
{
b ∈ A | ab = ba

}
.

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Ïóñòü (S, ∗,n) � ñèììåòðè÷åñêàÿ êîìïîçèöèîí-
íàÿ àëãåáðà, x ∈ S è (alg〈x〉, ∗,n) � äâóìåðíàÿ êîìïîçèöèîííàÿ ïî-
äàëãåáðà, òî åñòü îãðàíè÷åíèå íîðìû íà alg〈x〉 íåñèíãóëÿðíî. Òîãäà
C(S,∗,n)(x) = alg〈x〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z ∈ C(S,∗,n)(x). Òîãäà èç ðàâåíñòâà (2.4) ñëå-
äóåò

(x ∗ x) ∗ z + (z ∗ x) ∗ x = x ∗ (x ∗ z) + z ∗ (x ∗ x) = n(x, z)x,

ïðè÷¼ì, ñîãëàñíî (2.3), (x ∗ z) ∗ x = x ∗ (z ∗ x) = n(x)z, îòêóäà

(x ∗ x) ∗ z = z ∗ (x ∗ x) = n(x, z)x− n(x)z, (3.1)

òî åñòü z ∈ C(S,∗,n)(x ∗ x). Çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî y ∈ alg〈x〉 âûïîëíåíî
z ∈ C(S,∗,n)(y), ïîýòîìó àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

(y ∗ y) ∗ z = z ∗ (y ∗ y) = n(y, z)y − n(y)z. (3.2)

Ïîëîæèì y = x ∗ x è âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì (2.5), òîãäà

n(x, x ∗ x)x ∗ z − n(x)(x ∗ x) ∗ z = n(x ∗ x, z)x ∗ x− n(x)2z.

Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå (3.1):

n(x, x ∗ x)x ∗ z = n(x)n(x, z)x+ n(x ∗ x, z)x ∗ x− 2n(x)2z. (3.3)
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Ëèíåàðèçóÿ òîæäåñòâî (3.2), ìû ïîëó÷àåì

(u ∗ v + v ∗ u) ∗ z = n(u, z)v + n(v, z)u− n(u, v)z

äëÿ âñåõ u, v ∈ alg〈x〉. Ïîëàãàÿ u = x è v = x ∗ x, èìååì

2n(x)x ∗ z = n(x, z)x ∗ x+ n(x ∗ x, z)x− n(x, x ∗ x)z.

Óìíîæèâ ýòî óðàâíåíèå íà n(x, x ∗ x) è âû÷òÿ (3.3), óìíîæåííîå íà
2n(x), ìîæåì âèäåòü, ÷òî

(4n(x)3 − n(x, x ∗ x)2)z ∈ alg〈x〉.

Íî â áàçèñå {x, x ∗x} îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû áèëèíåéíîé ôîðìû n(·, ·)
ðàâåí 4n(x)3 − n(x, x ∗ x)2 è îòëè÷åí îò íóëÿ â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè
n(·, ·) íà alg〈x〉. Ñëåäîâàòåëüíî, z ∈ alg〈x〉. �

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå áûëî ñôîðìóëèðîâàíî â ðàáîòå [4] äëÿ àë-
ãåáð Îêóáî íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì, íî äîêàçàòåëüñòâî äîñëîâíî ïå-
ðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ñèììåòðè÷åñêîé êîìïîçèöèîííîé
àëãåáðû.

Ïðåäëîæåíèå 3.3 ([4, ïðåäëîæåíèå 2.8]). Ïóñòü (S, ∗,n) � ñèììåò-
ðè÷åñêàÿ êîìïîçèöèîííàÿ àëãåáðà íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì F è x ∈
S \ {0}.

Óñëîâèå dim(alg〈x〉) = 1 ðàâíîñèëüíî âûïîëíåíèþ ðàâåíñòâà x ∗x =
λx äëÿ íåêîòîðîãî λ ∈ F. Â ýòîì ñëó÷àå, n(x) = λ2 è, åñëè λ 6= 0, òî
x/λ � íåíóëåâîé èäåìïîòåíò.

Òàêèì îáðàçîì, dim(alg〈x〉) = 2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âû-
ïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ òð¼õ óñëîâèé:

(1) n(x) 6= λ2 íè äëÿ êàêîãî λ ∈ F;
(2) n(x) = λ2 äëÿ íåêîòîðîãî 0 6= λ ∈ F, è ìíîæåñòâî Fx íå

ñîäåðæèò íåíóëåâîãî èäåìïîòåíòà;
(3) n(x) = 0 è x ∗ x 6= 0.

Îáîçíà÷åíèå 3.4. ×åðåç E = E(S) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òàêèõ íåíó-
ëåâûõ ýëåìåíòîâ x ∈ S, ÷òî x ∗ x ∈ Fx, òî åñòü dim(alg〈x〉) = 1.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ íàì ïîíàäîáèòñÿ ïî-
íÿòèå öèêëè÷åñêîé ìàòðèöû, öåíòðàëèçàòîð êîòîðîé õîðîøî èçâåñòåí.

Îïðåäåëåíèå 3.5. Ìàòðèöà A ∈ Mn(F) íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîé,
åñëè å¼ ìèíèìàëüíûé è õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåíû ñîâïàäàþò.
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Â ÷àñòíîñòè, åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ðàñêëàäûâàåòñÿ
íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè íàä F, òî öèêëè÷íîñòü ìàòðèöû A ðàâíî-
ñèëüíà òîìó, ÷òî ëþáîå å¼ ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå èìååò ãåîìåòðè÷åñêóþ
êðàòíîñòü 1.

Òåîðåìà 3.6 ([17, òåîðåìà 3.2.4.2, çàäà÷à 3.2.P2]). Ìàòðèöà a ∈Mn(F)
ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà CMn(F)(a) ñîâïà-
äàåò ñ óíèòàëüíîé ïîäàëãåáðîé F[a], ïîðîæä¼ííîé ìàòðèöåé a.

Ïðåäëîæåíèå 3.7. Ïóñòü O � àëãåáðà Îêóáî íàä ïîëåì F, charF 6= 3,
è x ∈ O \ {0}. Òîãäà

dimCO(x) =

{
2, x /∈ E ,
4, x ∈ E .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì CO(x) = ker(Lx−Rx), ãäå Lx èRx � îïåðàòî-
ðû ëåâîãî è ïðàâîãî óìíîæåíèÿ íà x ñîîòâåòñòâåííî. Çíà÷èò,
dimCO(x) íå èçìåíèòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò ïîëÿ F ê åãî àëãåáðàè÷åñêîìó
çàìûêàíèþ F, ïðè ýòîì ìû ïîëó÷àåì ðàñùåïëÿåìóþ àëãåáðó Îêóáî
OF = O ⊗F F íàä F. Ðàçìåðíîñòü alg〈x〉 òàêæå íå ìåíÿåòñÿ ïðè ðàñ-
øèðåíèè ïîëÿ, ïîýòîìó äëÿ x ∈ O óñëîâèÿ x ∈ E(O) è x ∈ E(OF)

ýêâèâàëåíòíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî F = F è O = P8(F).
Èç ðàâåíñòâà (2.12) ñëåäóåò, ÷òî êîììóòèðîâàíèå îòíîñèòåëüíî îïå-

ðàöèè �∗� ðàâíîñèëüíî êîììóòèðîâàíèþ ìàòðèö, ñì. òàêæå [4, çàìå-
÷àíèå 3.1]. Òàê êàê M3(F) = FI ⊕ sl3(F), òî CM3(F)(x) = FI ⊕ CO(x). Â
÷àñòíîñòè, dimCO(x) = dimCM3(F)(x)− 1.

Ïîêàæåì, ÷òî íåíóëåâàÿ ìàòðèöà x ∈ P8(F) ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x∗x /∈ Fx, òî åñòü x /∈ E . Ïóñòü x íå ÿâëÿåò-
ñÿ öèêëè÷åñêîé, òî åñòü å¼ ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí èìååò ñòåïåíü, íå
ïðåâîñõîäÿùóþ 2. ßñíî, ÷òî ñòåïåíü íå ìîæåò ðàâíÿòüñÿ åäèíèöå, òàê
êàê òîãäà èç ðàâåíñòâà íóëþ ñëåäà ìàòðèöû x ñëåäîâàëî áû, ÷òî x = 0.
Åñëè x2 = αx+ βI, òî x ∗ x = x2 − 1

3 tr(x2)I = αx+ γI äëÿ íåêîòîðîãî
γ ∈ F. Èç tr(x ∗ x) = tr(x) = 0 ñëåäóåò, ÷òî γ = 0 è x ∗ x = αx ∈ Fx.
Îáðàòíî, èç x ∗ x = λx ñëåäóåò, ÷òî x2 = λx + 1

3 tr(x2)I, òî åñòü x íå
ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé.

Åñëè ìàòðèöà x öèêëè÷åñêàÿ, òî, ïî òåîðåìå 3.6, CM3(F)(x) = F[x],
ïîýòîìó dimCM3(F)(x) = 3. Çíà÷èò, dimCO(x) = 2.
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Äëÿ íåöèêëè÷åñêîé íåíóëåâîé ìàòðèöû ñ íóëåâûì ñëåäîì âîçìîæ-
íû æîðäàíîâû íîðìàëüíûå ôîðìû âèäà0 1 0

0 0 0
0 0 0

 èëè

α 0 0
0 α 0
0 0 −2α

 , 0 6= α ∈ F.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ dimCM3(F)(x) = 5, òî åñòü dimCO(x) = 4. �

Ëåììà 3.8. Ïóñòü (S, ∗,n) � ñèììåòðè÷åñêàÿ êîìïîçèöèîííàÿ àë-
ãåáðà íàä ïîëåì F è x ∈ S \ 0. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) alg〈x〉 íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà E;
(2) ìíîãî÷ëåí χx(t) = t3 − 3n(x)t− n(x, x ∗ x) íåïðèâîäèì íàä F.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïåðâà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà x ∈ E . Òàê êàê
x ∗ x = λx äëÿ íåêîòîðîãî λ ∈ F, òî, ïî ïðåäëîæåíèþ 3.3, n(x) = λ2

è n(x, x ∗ x) = λn(x, x) = 2λn(x) = 2λ3. Òîãäà ìíîãî÷ëåí χx(t) =
(t+ λ)2(t− 2λ) ïðèâîäèì, ïðè ýòîì x ∈ alg〈x〉 � ýëåìåíò ìíîæåñòâà E .

Òåïåðü äîêàæåì óòâåðæäåíèå äëÿ ñëó÷àÿ dim(alg〈x〉) = 2. Ìíîãî-
÷ëåí χx èìååò ñòåïåíü 3, ñëåäîâàòåëüíî, åãî íåïðèâîäèìîñòü ýêâèâà-
ëåíòíà îòñóòñòâèþ êîðíåé λ ∈ F.

(1)⇒ (2). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî χx ïðèâîäèì íàä F, òî åñòü ñóùåñòâóåò
òàêîå λ ∈ F, ÷òî χx(λ) = 0. Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà (2.3) è (2.4), ïîëó÷àåì,
÷òî äëÿ y = λx+ x ∗ x ∈ alg〈x〉 âûïîëíåíî

y ∗ y = (λx+ x ∗ x) ∗ (λx+ x ∗ x)

= λ2x ∗ x+ 2λn(x)x+ n(x, x ∗ x)x− n(x)x ∗ x
= (λ3 − λn(x))x+ (λ2 − n(x))x ∗ x = (λ2 − n(x))y,

òî åñòü y ∈ E .
(2)⇒ (1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 0 6= y = αx+ βx ∗ x ∈ E ∩ alg〈x〉. Åñëè

y ∗ y = γy äëÿ γ ∈ F, òî ìû ïîëó÷àåì ñèñòåìó

2αβn(x) + β2n(x, x ∗ x) = γα, α2 − β2n(x) = γβ.

Åñëè β = 0, èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò α2 = 0, òî åñòü y = 0.
Çíà÷èò, β 6= 0, è ìîæåì ðàññìîòðåòü λ = α/β. Çàïèøåì ïîñëåäíþþ
ñèñòåìó â ýêâèâàëåíòíîì âèäå:

β(2λn(x) + n(x, x ∗ x)) = γλ, β(λ2 − n(x)) = γ.

Óìíîæàÿ âòîðîå óðàâíåíèå íà λ è ñðàâíèâàÿ, ïîëó÷àåì

λ3 − 3n(x)λ− n(x, x ∗ x) = 0,
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òî åñòü χx(λ) = 0, è χx íå ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì íàä F. �

Ñëåäóþùàÿ ëåììà óñòàíàâëèâàåò îñíîâíûå ñâîéñòâà ýëåìåíòîâ x,
äëÿ êîòîðûõ ìíîãî÷ëåí χx íåïðèâîäèì.

Ëåììà 3.9. Ïóñòü (S, ∗,n) � ñèììåòðè÷åñêàÿ êîìïîçèöèîííàÿ àë-
ãåáðà íàä ïîëåì F, x ∈ S è χx íåïðèâîäèì íàä F. Òîãäà

(1) (alg〈x〉, ∗,n) � äâóìåðíàÿ êîìïîçèöèîííàÿ ïîäàëãåáðà;
(2) äëÿ êàæäîãî 0 6= y ∈ alg〈x〉 âûïîëíåíî alg〈x〉 = alg〈y〉;
(3) äëÿ êàæäîãî 0 6= y ∈ alg〈x〉 âûïîëíåíî C(S,∗,n)(y) = alg〈x〉;
(4) äëÿ êàæäîãî 0 6= y ∈ C(S,∗,n)(x) ìíîãî÷ëåí χy íåïðèâîäèì

íàä F.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 3.8, alg〈x〉 íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ ìíîæå-
ñòâà E , ïîýòîìó äëÿ âñåõ íåíóëåâûõ y∈alg〈x〉 âûïîëíåíî dim(alg〈y〉)=2.
Çíà÷èò, alg〈y〉 = alg〈x〉, ÷òî äîêàçûâàåò ïóíêò (2).

Ðàññìîòðèì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû áèëèíåéíîé ôîðìû n(·, ·) â áà-
çèñå {x, x ∗ x}: δ = 4n(x)3 − n(x, x ∗ x)2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî δ = 0. Åñëè
charF = 2 èëè n(x) = 0, òî n(x, x ∗ x) = 0, è χx(t) = t(t2 − 3n(x))
� ïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí. Çíà÷èò, charF 6= 2 è n(x) 6= 0. Ïîëîæèì
λ = −n(x, x ∗ x)/(2n(x)), òîãäà χx(λ) = 0, ïîýòîìó χx ïðèâîäèì �
ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, δ 6= 0 è áèëèíåéíàÿ ôîðìà n(·, ·) íåâû-
ðîæäåíà íà alg〈x〉. Ýòî äîêàçûâàåò ïóíêò (1).

Ïóíêòû (3)�(4) âûòåêàþò èç ïóíêòîâ (1)�(2), ïðåäëîæåíèÿ 3.2 è
ëåììû 3.8. �

Çàìå÷àíèå 3.10. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ëåììû 3.8 è 3.9 ñôîðìóëèðî-
âàíû è äîêàçàíû äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ êîìïîçèöèîííûõ
àëãåáð, â ñëó÷àå ïàðà-ãóðâèöåâûõ àëãåáð ãèïîòåçà î íåïðèâîäèìîñòè
ìíîãî÷ëåíà χx íå ðåàëèçóåòñÿ íè äëÿ êàêîãî x.

Äåéñòâèòåëüíî, ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà (2.1) ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî
äëÿ ëþáîãî x ∈ S = (C, ∗,n) âûïîëíåíî n(x, x ∗ x) = t(x)3 − 3n(x)t(x),
ïîýòîìó χx(t(x)) = 0, òî åñòü χx ïðèâîäèì.

Êðîìå òîãî, ëèáî x ∈ E ∩ alg〈x〉, ëèáî x /∈ E , òî åñòü dim(alg〈x〉) = 2,
è òîãäà èç ðàâåíñòâà alg〈x〉 = Fe+ Fx ïîëó÷àåì, ÷òî ïàðà-åäèíèöà e �
íåíóëåâîé èäåìïîòåíò â alg〈x〉. Òàêèì îáðàçîì, alg〈x〉 âñåãäà ñîäåðæèò
ýëåìåíò èç E .
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�4. Ïóòü äëèíû 2 ìåæäó ýëåìåíòàìè, ïîðîæä¼ííûå

ïîäàëãåáðû êîòîðûõ îäíîìåðíû

Ðàññìîòðèì ãðàô êîììóòàòèâíîñòè ΓC(O) àëãåáðû Îêóáî O íàä
ïðîèçâîëüíûì ïîëåì F. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 1.2 è ïðåäëîæåíèÿ íè-
æå, ìíîæåñòâîì âåðøèí ΓC(O) ÿâëÿåòñÿ P(O) � ìíîæåñòâî ïðÿìûõ,
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íåíóëåâûå ýëåìåíòû O.

Ïðåäëîæåíèå 4.1 ([8, ñòð. 5], [4, çàìå÷àíèå 2.6]). Àëãåáðà Îêóáî O
íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì F èìååò òðèâèàëüíûé êîììóòàòèâíûé
öåíòð, à èìåííî, CO = {0}.

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïîêàæåì, ÷òî âåðøèíû ΓC(O), ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ýëåìåíòàì E , ëåæàò â îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè, à ðàññòîÿíèå
ìåæäó íèìè íå ïðåâîñõîäèò äâóõ. Ïðåæäå âñåãî, ìû íàïîìíèì è óòî÷-
íèì èìåþùèåñÿ ðåçóëüòàòû î êðàò÷àéøåì ïóòè ìåæäó èäåìïîòåíòàìè
â ΓC(O).

Îáîçíà÷åíèå 4.2. ×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî âåðøèíû [a] è [b] ãðàôà ΓC(A)
êîììóòèðóþò (òî åñòü ëèáî ñîâïàäàþò, ëèáî ñîåäèíåíû ðåáðîì), áóäåì
èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå [a]↔ [b].

Ëåììà 4.3 ([4, ëåììû 4.1 è 4.2]). Ïóñòü e, f ∈ O � íåíóëåâûå èäåì-
ïîòåíòû. Ðàññìîòðèì ýëåìåíò

x = e ∗ f + f ∗ e− e− f
= (e+ f) ∗ (e+ f)− 2(e+ f)

= −(e− f) ∗ (e− f).

Åñëè x 6= 0, òî [e]↔ [x]↔ [f ] â ΓC(O). Åñëè x = 0, òî f = e+ z, ãäå

(1) n(z) = n(e, z) = 0,
(2) z ∗ z = 0,
(3) z = e ∗ z + z ∗ e.

Òåîðåìà 4.4 ([4, ñëåäñòâèå 4.6]). Ïóñòü O � àëãåáðà Îêóáî íàä ïðîèç-
âîëüíûì ïîëåì F è ïóñòü e, f ∈ O � íåíóëåâûå èäåìïîòåíòû. Òîãäà
d([e], [f ]) 6 2 â ΓC(O).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îïèñûâàåò âèä ýëåìåíòà, êîòîðûé ñâÿçû-
âàåò ïàðó èäåìïîòåíòîâ â ãðàôå êîììóòàòèâíîñòè àëãåáðû Îêóáî.

Ïðåäëîæåíèå 4.5. Ìîæíî âûáðàòü òàêîé y ∈ E, ÷òî [e]↔ [y]↔ [f ]
â ΓC(O).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïåðâà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà x 6= 0 â ëåì-
ìå 4.3. Ïîëîæèì t = e− f , òîãäà x = −t ∗ t. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 2.7
è ïðåäëîæåíèþ 3.3,

n(t) = n(e− f) = n(e) + n(f)− n(e, f) = 2− n(e, f),

n(t, t ∗ t) = n(e− f, e+ f − e ∗ f − f ∗ e)
= n(e, e) + n(e, f)− 2n(e ∗ e, f)

− n(f, e)− n(f, f) + 2n(f ∗ f, e) = 0.

Â ñèëó ðàâåíñòâà (2.5),

x ∗ x = (t ∗ t) ∗ (t ∗ t) = n(t, t ∗ t)t− n(t)t ∗ t = (2− n(e, f))x,

òî åñòü x ∈ E .
Ïóñòü òåïåðü x = 0. Åñëè e = f , ïîëîæèì y = e, èíà÷å èìååì z 6= 0.

Åñëè charF = 3, òî, ñîãëàñíî äîêàçàòåëüñòâó [4, ñëåäñòâèå 4.6], ìîæíî
âçÿòü y = z+ e ∗ z èëè y = z. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ âûïîëíåíî y ∗ y = 0, òàê
êàê èç ðàâåíñòâ (2.3) è (2.4) ñëåäóåò, ÷òî

(z + e ∗ z) ∗ (z + e ∗ z) = z ∗ z + z ∗ (e ∗ z) + (e ∗ z) ∗ z + (e ∗ z) ∗ (e ∗ z)
= n(z)e+ n(e, z)z − (z ∗ z) ∗ e
+ n(e, e ∗ z)z − ((e ∗ z) ∗ z) ∗ e
= n(e ∗ e, z)z = n(e, z)z = 0.

Åñëè charF 6= 3, òî, ïåðåõîäÿ ê àëãåáðàè÷åñêîìó çàìûêàíèþ F ïî-
ëÿ F, ìû ïîëó÷àåì àëãåáðó Îêóáî OF = O ⊗F F íàä ïîëåì F, è òî-

ãäà OF = P8(F) � àëãåáðà ïñåâäî-îêòîíèîíîâ. Ýëåìåíòû e, z ∈ P8(F)
ïî-ïðåæíåìó óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (1)�(3) èç ëåììû 4.3. Ïîýòî-
ìó, ñîãëàñíî [4, ëåììà 4.5], ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ ìàòðèöàìè èç
GL3(F), îíè èìåþò âèä

z =

0 0 1
0 0 0
0 0 0

 , e ∈


−1 0 0

0 −1 0
0 0 2

 ,

2 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 .

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïåðâûé âàðè-
àíò çíà÷åíèÿ e. Èç ðàâåíñòâà (2.12) ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà y ∈ P8(F)
êîììóòèðóåò ñ ìàòðèöàìè z è e â P8(F) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îíà êîììóòèðóåò ñ íèìè îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîãî ìàòðè÷íîãî óìíî-
æåíèÿ. Çàïèñûâàÿ ýòè óñëîâèÿ â ÿâíîì âèäå è ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì
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tr(y) = 0, ïîëó÷àåì, ÷òî

y = α

−1 0 0
0 2 0
0 0 −1

+

0 β 0
0 0 0
0 0 0


äëÿ íåêîòîðûõ α, β ∈ F. Òîãäà

y ∗ y = α2

−1 0 0
0 2 0
0 0 −1

+

0 αβ 0
0 0 0
0 0 0

 = αy.

Âåðí¼ìñÿ ê èñõîäíîìó ïîëþ F. Òàê êàê ñóùåñòâîâàíèå íåíóëåâûõ ðå-
øåíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé íå çàâèñèò îò
ïåðåõîäà ê àëãåáðàè÷åñêîìó çàìûêàíèþ ïîëÿ, èç {0} 6= CP8(F)(e) ∩
CP8(F)(z) = kerF(Le −Re) ∩ kerF(Lz −Rz) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå íåíó-
ëåâîãî ýëåìåíòà y′ ∈ kerF(Le − Re) ∩ kerF(Lz − Rz) = CO(e) ∩ CO(z).
Ýëåìåíòû y′ ∗ y′ è y′ ëèíåéíî çàâèñèìû â P8(F), à ïîòîìó îíè ëèíåéíî
çàâèñèìû è â O, à çíà÷èò, y′ ∈ E . �

Ðåçóëüòàòû óòâåðæäåíèé 4.3�4.5 ìîãóò áûòü åñòåñòâåííûì îáðàçîì
îáîáùåíû íà áîëåå øèðîêèé êëàññ ýëåìåíòîâ.

Ëåììà 4.6. Ïóñòü S � ñèììåòðè÷åñêàÿ êîìïîçèöèîííàÿ àëãåáðà è
x, y ∈ S \ {0} òàêîâû, ÷òî

x ∗ x = λx, y ∗ y = µy,

λ, µ ∈ F, òî åñòü x, y ∈ E. Ðàññìîòðèì ýëåìåíò

w = x ∗ y + y ∗ x− µx− λy = (x+ y) ∗ (x+ y)− (λ+ µ)(x+ y).

Òîãäà w êîììóòèðóåò ñ ýëåìåíòàìè x è y.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäëîæåíèþ 3.3, èìååì n(x) = λ2 è n(y) = µ2.
Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà (2.3) è (2.4), íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

x ∗ w = x ∗ (x ∗ y) + x ∗ (y ∗ x)− µx ∗ x− λx ∗ y
= n(x, y)x− y ∗ (x ∗ x) + n(x)y − λµx− λx ∗ y
= (n(x, y)− λµ)x+ λ2y − λx ∗ y − λy ∗ x,

w ∗ x = (x ∗ y) ∗ x+ (y ∗ x) ∗ x− µx ∗ x− λy ∗ x
= n(x)y + n(x, y)x− (x ∗ x) ∗ y − λµx− λy ∗ x
= (n(x, y)− λµ)x+ λ2y − λx ∗ y − λy ∗ x,

òî åñòü x ∗ w = w ∗ x. Àíàëîãè÷íî, y ∗ w = w ∗ y. �
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Ëåììà 4.7. Åñëè â ëåììå 4.6 w 6= 0, òî w ∈ E.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì t = x+ y. Èç ïðåäëîæåíèÿ 3.3 ïîëó÷àåì

n(t) = n(x+ y) = n(x) + n(y) + n(x, y) = λ2 + µ2 + n(x, y),

n(t, t ∗ t) = n(x+ y, λx+ µy + x ∗ y + y ∗ x)

= λn(x, x) + µn(x, y) + 2n(x ∗ x, y)

+ λn(y, x) + µn(y, y) + 2n(y ∗ y, x)

= 2λ3 + 2µ3 + 3(λ+ µ)n(x, y)

= (λ+ µ)(2λ2 − 2λµ+ 2µ2 + 3n(x, y)).

Òîãäà w = t ∗ t− (λ+ µ)t è, â ñèëó ðàâåíñòâà (2.5),

w ∗ w = (t ∗ t− (λ+ µ)t) ∗ (t ∗ t− (λ+ µ)t)

= n(t, t ∗ t)t− n(t)t ∗ t− 2(λ+ µ)n(t)t+ (λ+ µ)2t ∗ t
= ((λ+ µ)2 − n(t))t ∗ t+ (n(t, t ∗ t)− 2(λ+ µ)n(t))t

= (2λµ− n(x, y))t ∗ t− (λ+ µ)(2λµ− n(x, y))t

= (2λµ− n(x, y))w,

òî åñòü w ∈ E . �

Çàìå÷àíèå 4.8. Åñëè S íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Îêóáî, òî å¼ öåíòð
ñîäåðæèò íåíóëåâûå ýëåìåíòû. Òàêèì îáðàçîì, äàæå ïðè w 6= 0 âîç-
ìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà w ∈ CS . Òàê êàê âåðøèíàìè ΓC(S) ÿâëÿþòñÿ
ýëåìåíòû P(S/CS), â ýòîì ñëó÷àå öåïî÷êà êîììóòèðîâàíèé x↔ w ↔ y
íå áóäåò îòâå÷àòü íèêàêîìó ïóòè â ãðàôå ΓC(S).

Òåîðåìà 4.9. Ïóñòü O � àëãåáðà Îêóáî íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì F è
x, y ∈ E. Òîãäà d([x], [y]) 6 2 â ΓC(O), ïðè÷¼ì ïðè d([x], [y]) = 2 ìîæíî
âûáðàòü òàêîé íåíóëåâîé z ∈ E, ÷òî [x]↔ [z]↔ [y].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∗ x = λx, y ∗ y = µy. Ïîëîæèì

w = x ∗ y + y ∗ x− µx− λy = (x+ y) ∗ (x+ y)− (λ+ µ)(x+ y).

Åñëè w 6= 0, òî, ïî ëåììàì 4.6 è 4.7, w ∈ E è [x]↔ [w]↔ [y] â ΓC(O).
Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî w = 0. Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ:

(1) Åñëè λ 6= 0 6= µ, òî e = x/λ è f = y/µ � íåíóëåâûå èäåìïîòåí-
òû. Ïî òåîðåìå 4.4 è ïðåäëîæåíèþ 4.5, d([e], [f ]) 6 2, ïðè÷¼ì â
êà÷åñòâå ïðîìåæóòî÷íîãî ýëåìåíòà ìîæíî âûáðàòü z ∈ E .
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(2) Ïóñòü λ = 0 èëè µ = 0, íî λ+µ 6= 0. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî λ = 0. Ïîëîæèì f = y/µ, òîãäà

(f + x) ∗ (f + x) = f ∗ f + x ∗ f + f ∗ x+ x ∗ x
= f + (x ∗ y + y ∗ x)/µ = f + (w + µx)/µ = f + x,

òî åñòü f è f + x � íåíóëåâûå èäåìïîòåíòû. Ïî òåîðåìå 4.4 è
ïðåäëîæåíèþ 4.5, íàéäåòñÿ 0 6= z ∈ CO(f) ∩ CO(f + x) ∩ E . Íî
òîãäà z êîììóòèðóåò è ñ ýëåìåíòîì x.

(3) Ïðè λ = µ = 0 ðàâåíñòâî w = 0 îçíà÷àåò, ÷òî x ∗ y = −y ∗ x.
Åñëè x ∗ y = 0, òî [x]↔ [y], à èíà÷å èç

x ∗ (x ∗ y) = −x ∗ (y ∗ x) = −n(x)y = 0 = n(x)y = (x ∗ y) ∗ x,

ïîëó÷àåì [x]↔ [x∗y]↔ [y]. Ïðè ýòîì, ñîãëàñíî ðàâåíñòâàì (2.3)
è (2.4),

(x ∗ y) ∗ (x ∗ y) = n(x, x ∗ y)y − ((x ∗ y) ∗ y) ∗ x
= n(x ∗ x, y)y + ((y ∗ x) ∗ y) ∗ x
= n(y)x ∗ x = 0. �

Ïðåäëîæåíèå 4.10. Ïóñòü O = O1,β � íåðàñùåïëÿåìàÿ àëãåáðà Îêó-
áî íàä ïîëåì F, charF = 3, ñì. òàáëèöó óìíîæåíèÿ 1. Òîãäà E ∪{0} �
òð¼õìåðíàÿ êîììóòàòèâíàÿ ïîäàëãåáðà. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ x, y ∈ E
âûïîëíåíî d([x], [y]) 6 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì e = z1,0 + z2,0, u = z0,1 + z1,1 + z2,1, v =
z0,2 + z1,2 + z2,2 è D = span{e, u, v}. Òîãäà èç òàáëèöû 1 ñëåäóåò, ÷òî D
� òðåõìåðíàÿ êîììóòàòèâíàÿ ïîäàëãåáðà ñ òàáëèöåé óìíîæåíèÿ

e ∗ e = e, e ∗ u = u ∗ e = −u, e ∗ v = v ∗ e = −v,
u ∗ u = v ∗ v = v ∗ u = u ∗ v = 0.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîãî d = d1e+d2u+d3v ∈ D âûïîëíåíî d∗d = d1d,
òî åñòü d ∈ E ∪ {0}. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî E ⊆ D.

Ïî ëåììå 3.8, äëÿ êàæäîãî x ∈ E ìíîãî÷ëåí χx ïðèâîäèì íàä F.
Ïîëîæèì

L = {x ∈ O | ìíîãî÷ëåí χx ïðèâîäèì íàä F} .

Òîãäà E ⊆ L. Òàê êàê charF = 3, ìíîãî÷ëåí χx(t) = t3 − n(x, x ∗ x)
ïðèâîäèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n(x, x ∗ x) ∈ F·3.
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Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå x =
∑
i,j

xi,jzi,j ∈ O ïî áàçèñíûì ýëåìåíòàì

zi,j , ãäå 0 6 i, j 6 2 è (i, j) 6= (0, 0). Ñîãëàñíî [15, ñòð. 1113], êóáè÷å-
ñêàÿ ôîðìà g(x) = n(x, x ∗ x) àääèòèâíà è óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó
g(αx) = α3g(x), α ∈ F, ïîýòîìó g(x) =

∑
i,j

x3
i,jg(zi,j). Ïðèìåíÿÿ ñî-

îòíîøåíèÿ (2.11) è òîæäåñòâî (a + b)3 = a3 + b3, ñïðàâåäëèâîå ïðè
charF = 3, ìû ïîëó÷àåì

n(x, x ∗ x) = s0(x)3 + s1(x)3β + s2(x)3β2,

ãäå sj(x) =
∑
i

xi,j , j ∈ {0, 1, 2}.

Òàê êàê O íåðàñùåïëÿåìàÿ, òî β 6= γ3 íè äëÿ êàêîãî γ ∈ F. Äåé-
ñòâèòåëüíî, èíà÷å ìîæíî ðàññìîòðåòü èçîìîðôèçì O1,β → O1,1, ïðè
êîòîðîì zi,j 7→ γjzi,j äëÿ âñåõ 0 6 i, j 6 2 è (i, j) 6= (0, 0). Ìíîãî÷ëåí
t3 − β3 ∈ F·3[t] íåïðèâîäèì íàä F·3, à çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì
äëÿ β. Ïîýòîìó 1, β, β2 ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä F·3, è òîãäà óñëî-
âèå n(x, x ∗ x) ∈ F·3 ýêâèâàëåíòíî s1(x) = s2(x) = 0. Â ýòîì ñëó÷àå
n(x, x ∗ x) = s0(x)3. Ñëåäîâàòåëüíî, L � âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
ðàçìåðíîñòè 6 è

L = D ⊕ span{w0, w1, w2},
ãäå w0 = z1,0, w1 = z0,1 − z2,1, w2 = z0,2 − z1,2. Äåéñòâèòåëüíî, âñå
øåñòü âåêòîðîâ e, u, v, w0, w1, w2 ëåæàò â L è ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òàê
êàê ëèíåéíî íåçàâèñèìû ïàðû {e, w0}, {u,w1} è {v, w2}, ëåæàùèå ñî-
îòâåòñòâåííî â ïîäïðîñòðàíñòâàõ span{z1,0, z2,0}, span{z0,1, z1,1, z2,1} è
span{z0,2, z1,2, z2,2}.

Äëÿ x, y ∈ L ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ è ñîîòâåòñòâóþùóþ åé áè-
ëèíåéíóþ ôóíêöèè:

ψ(x) = s0(x)x+ x ∗ x,
ψ(x, y) = ψ(x+ y)− ψ(x)− ψ(y) = s0(y)x+ s0(x)y + x ∗ y + y ∗ x.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ x ∈ L è d ∈ D âûïîëíåíî ψ(x, d) = 0. Äåé-
ñòâèòåëüíî, â ñèëó ëèíåéíîñòè, ýòî óñëîâèå ðàâíîñèëüíî âûïîëíåíèþ
òð¼õ ðàâåíñòâ

s0(x)e+ e ∗ x+ x ∗ e = x,

s0(x)u+ u ∗ x+ x ∗ u = 0,

s0(x)v + v ∗ x+ x ∗ v = 0,
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êàæäîå èç êîòîðûõ äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ L ñ
ïîìîùüþ òàáëèöû 1. Òîãäà 0 = ψ(d, d) = 2ψ(d) = −ψ(d), îòêóäà

ψ(x+ d) = ψ(x) + ψ(d) + ψ(x, d) = ψ(x).

Ïîýòîìó, çàïèñûâàÿ ïðîèçâîëüíûé x ∈ L â âèäå x = λ0w0 + λ1w1 +
λ2w2 + d, ãäå λ0, λ1, λ2 ∈ F è d ∈ D, ïîëó÷àåì

ψ(x) =
∑
k

λ2
kψ(wk) +

∑
k<l

λkλlψ(wk, wl).

Òàê êàê s0(w0) = 1, s0(w1) = s0(w2) = 0 è w1 ∗ w0 = w0 ∗ w2 = 0, òî ñ
ïîìîùüþ ïðÿìûõ âû÷èñëåíèé ïî òàáëèöå 1 ïîëó÷àåì, ÷òî

ψ(w0) = z1,0 + z1,0 ∗ z1,0 = e,

ψ(w1) = w1 ∗ w1 = v,

ψ(w2) = w2 ∗ w2 = βu,

ψ(w0, w1) = w1 + w0 ∗ w1 = (z0,1 − z2,1) + (z0,1 − z1,1) = −u,
ψ(w0, w2) = w2 + w2 ∗ w0 = (z0,2 − z1,2) + (z2,2 − z1,2) = v,

ψ(w1, w2) = w1 ∗ w2 + w2 ∗ w1 = βz2,0 + βz1,0 = βe.

Ñëåäîâàòåëüíî,

ψ(x) = (λ2
0 + βλ1λ2)e+ (βλ2

2 − λ0λ1)u+ (λ2
1 + λ0λ2)v.

Ïóñòü òåïåðü x ∈ E è x ∗ x = λx. Ïî ïðåäëîæåíèþ 3.3, n(x) = λ2,
ïîýòîìó

n(x, x ∗ x) = λn(x, x) = 2λn(x) = −λ3 ∈ F·3,

òî åñòü x ∈ L è λ = −s0(x). Ñëåäîâàòåëüíî, ψ(x) = 0, ÷òî äà¼ò

λ2
0 + βλ1λ2 = 0, βλ2

2 − λ0λ1 = 0, λ2
1 + λ0λ2 = 0,

îòêóäà

λ3
0 = −βλ0λ1λ2 = −β2λ3

2, λ3
1 = −λ0λ1λ2 = −βλ3

2.

Åñëè λ2 6= 0, òî β = (−λ1/λ2)3 ∈ F·3, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàñùåïëÿå-
ìîñòè àëãåáðû O. Çíà÷èò, λ2 = 0, à òîãäà λ0 = λ1 = 0 è x ∈ D.

Èòàê, E ∪{0} = D � òðåõìåðíàÿ êîììóòàòèâíàÿ ïîäàëãåáðà. Â ÷àñò-
íîñòè, ëþáûå x, y ∈ E êîììóòèðóþò, ïîýòîìó d([x], [y]) 6 1. �
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�5. Ãðàôû êîììóòàòèâíîñòè àëãåáð Îêóáî

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû îïèøåì êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà êîì-
ìóòàòèâíîñòè ΓC(O) àëãåáðû Îêóáî O íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì F è
âû÷èñëèì èõ äèàìåòðû. Èç �3 âûòåêàåò îïèñàíèå êîìïîíåíò ñâÿçíî-
ñòè, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòàì x, äëÿ êîòîðûõ ìíîãî÷ëåí χx íåïðè-
âîäèì íàä F. Îíè ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè ïîäãðàôàìè â ΓC(O), òî åñòü
êëèêàìè. Òåîðåìà 4.9 è ïðåäëîæåíèå 4.10 èç �4 ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü
âåðõíþþ îöåíêó äèàìåòðà êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, îáðàçîâàííîé âñåìè
îñòàâøèìèñÿ âåðøèíàìè. Òàêèì îáðàçîì, îñòà¼òñÿ ïîñòðîèòü ïðèìåð
ïàðû âåðøèí, íà êîòîðûõ ýòà îöåíêà äîñòèãàåòñÿ.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 2.17 è ëåììû 3.8 ñëåäóåò, ÷òî âåðøèíà x, äëÿ êî-
òîðîé ìíîãî÷ëåí χx ïðèâîäèì íàä F, ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè òîãäà,
êîãäà O ñîäåðæèò íåíóëåâîé èäåìïîòåíò. Ïîýòîìó ïðèìåð ïàðû âåð-
øèí, ðåàëèçóþùèõ ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå, äîñòàòî÷íî ïðåäúÿâèòü
äëÿ àëãåáð Îêóáî ñ èäåìïîòåíòàìè, ïîëíîå îïèñàíèå êîòîðûõ äà¼ò òåî-
ðåìà 2.18. Ìû îòäåëüíî ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àè charF 6= 3 è charF = 3,
ïðè÷¼ì â õàðàêòåðèñòèêå 3 ðàñùåïëÿåìûé è íåðàñùåïëÿåìûé ñëó÷àè
áóäóò ðàçëè÷àòüñÿ.

Ïðèìåð 5.1. Ïóñòü charF 6= 3 è O � àëãåáðà Îêóáî, ñîäåðæàùàÿ
íåíóëåâûå èäåìïîòåíòû. Èñïîëüçóÿ òàáëèöó 2, ïîëîæèì

a = x7, b = x5 + x7.

Òîãäà

a ∗ a = −βγx1, b ∗ b = −γ(x0 + (β + 1)x1 + x2 + 2x3).

Ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (2.9) ïîëó÷àåì, ÷òî n(a, a∗a) = n(b, b∗b) = 0,
ïîýòîìó ìíîãî÷ëåíû χa è χb ïðèâîäèìû íàä F.

Òàê êàê a, b /∈ E , òî, ïî ïðåäëîæåíèþ 3.7, èìååì

dimCO(a)=dimCO(b) = 2,

ñëåäîâàòåëüíî, CO(a) = alg〈a〉 è CO(b) = alg〈b〉. Òàê êàê CO(a) ∩
CO(b) = {0}, òî d([a], [b]) > 3. Åñëè d([a], [b]) = 3, òî ñóùåñòâóþò
òàêèå íåíóëåâûå ýëåìåíòû u = s1a + s2a ∗ a è v = t1b + t2b ∗ b, ãäå
s1, s2, t1, t2 ∈ F, ÷òî u ∗ v = v ∗ u. Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî

u ∗ v − v ∗ u =− γ(s1t1 + 3βγs2t2)x2 − 2βγ(s1t2 + s2t1)x4

− βγ(s1t2 + s2t1)x5 − 2γs1t2x6 − γs1t2x7.
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Ïðèðàâíèâàÿ ê íóëþ, ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

s1t2 = 0, s2t1 = 0, s1t1 = −3βγs2t2.

Åñëè s1 6= 0, òî èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ èìååì t2 = 0. Íî òîãäà èç òðå-
òüåãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì t1 = 0. Åñëè s1 = 0, òî s2 6= 0, è âòîðîå
óðàâíåíèå äà¼ò t1 = 0. Èç òðåòüåãî ïîëó÷àåì, ÷òî t2 = 0. Â îáîèõ
ñëó÷àÿõ v = 0 � ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, d([a], [b]) > 4.

Ïðèìåð 5.2. Ïóñòü charF = 3 è O = O1,β . Ñïåðâà ïðåäïîëîæèì, ÷òî
O � ðàñùåïëÿåìàÿ àëãåáðà Îêóáî. Èñïîëüçóÿ òàáëèöó 1 äëÿ α = β = 1,
îïðåäåëèì a = z1,0 è b = z0,1. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (2.11), ïîëó÷àåì
n(a) = n(b) = 0 è n(a, a∗a) = n(b, b∗b) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãî÷ëåíû
χa(t) = χb(t) = t3 − 1 ïðèâîäèìû è

4n(a)3 − n(a, a ∗ a)2 = 4n(b)3 − n(b, b ∗ b)2 = −1,

òî åñòü alg〈a〉 è alg〈b〉 � êîìïîçèöèîííûå ïîäàëãåáðû. Ñîãëàñíî ïðåä-
ëîæåíèþ 3.2,

CO(a) = alg〈a〉 = span{z1,0, z2,0},
CO(b) = alg〈b〉 = span{z0,1, z0,2},

ïîýòîìó CO(a) ∩ CO(b) = {0} è d([a], [b]) > 3. Åñëè d([a], [b]) = 3, òî
ñóùåñòâóþò òàêèå íåíóëåâûå ýëåìåíòû u = s1z1,0 +s2z2,0 è v = t1z0,1 +
t2z0,2, ãäå s1, s2, t1, t2 ∈ F, ÷òî u ∗ v = v ∗ u. Èç òàáëèöû 1 ïîëó÷àåì:

u ∗ v = −s1t1z1,1 − s2t2z2,2, v ∗ u = −s2t1z2,1 − s1t2z1,2.

Òîãäà êîììóòàòèâíîñòü u è v ðàâíîñèëüíà ñèñòåìå

s1t1 = s2t2 = s2t1 = s1t2 = 0,

ïîýòîìó ëèáî u = 0, ëèáî v = 0 � ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, d([a], [b]) > 4.
Ïóñòü òåïåðü O íå ÿâëÿåòñÿ ðàñùåïëÿåìîé, òî åñòü α = 1 è β 6= γ3

íè äëÿ êàêîãî γ ∈ F. Ïîëîæèì a = z1,0 è b = z0,1 − z2,1 + z0,2 − z1,2,
òîãäà

b ∗ b = β(z1,0 + z2,0 + z0,1 + z1,1 + z2,1) + (z0,2 + z1,2 + z2,2),

n(a) = 0, n(a, a ∗ a) = 1, n(b) = 2β è n(b, b ∗ b) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
ìíîãî÷ëåíû χa(t) = t3 − 1 è χb(t) = t3 ïðèâîäèìû íàä F, è

4n(a)3 − n(a, a ∗ a)2 = −1, 4n(b)3 − n(b, b ∗ b)2 = −β3,

ïîýòîìó ïîäàëãåáðû alg〈a〉 è alg〈b〉 ÿâëÿþòñÿ êîìïîçèöèîííûìè. Àíà-
ëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî CO(a) = alg〈a〉 = span{z1,0, z2,0} è CO(b) =
alg〈b〉 = span{b, b ∗ b}. Òàê êàê CO(a) ∩ CO(b) = {0}, òî d([a], [b]) > 3.
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Òåîðåìà 5.3. Ïóñòü O � àëãåáðà Îêóáî íàä ïîëåì F. Òîãäà ìíîæå-
ñòâà âåðøèí êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà êîììóòàòèâíîñòè ΓC(O)
èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

(1) åñëè O ñîäåðæèò íåíóëåâîé èäåìïîòåíò, òî

V = {[x] ∈ P(O) | ìíîãî÷ëåí χx ïðèâîäèì íàä F} ,

ãäå χx(t) = t3 − 3n(x)t− n(x, x ∗ x);
(2) åñëè x ∈ O òàêîâ, ÷òî ìíîãî÷ëåí χx íåïðèâîäèì íàä F, òî

Vx = P(alg〈x〉).

Äèàìåòð êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, îòâå÷àþùåé ìíîæåñòâó âåð-
øèí V , ðàâåí 3, åñëè charF = 3 è àëãåáðà Îêóáî O íå ÿâëÿåòñÿ ðàñ-
ùåïëÿåìîé, è 4 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ìíîæåñòâî Vx ñîîòâåòñòâó-
åò êëèêå, òî åñòü ïîëíîìó ïîäãðàôó â ΓC(O), à ïîòîìó èìååò äèà-
ìåòð 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x ∈ O è χx íåïðèâîäèì íàä F, òî, ñîãëàñíî
ëåììå 3.9, äëÿ ëþáîãî y ∈ alg〈x〉 âûïîëíåíî CO(y) = alg〈x〉. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ìíîæåñòâî âåðøèí P(alg〈x〉) çàäà¼ò êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè
ΓC(O), â êîòîðîé ëþáûå äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû ðåáðîì.

Ïóñòü [x], [y] ∈ V . Ïî ëåììå 3.8, íàéäóòñÿ ýëåìåíòû x′ ∈ E ∩ alg〈x〉
è y′ ∈ E ∩ alg〈y〉, òî åñòü [x] ↔ [x′] è [y′] ↔ [y]. Ïî òåîðåìå 4.9,
d([x′], [y′]) 6 2, ïîýòîìó d([x], [y]) 6 4. Áîëåå òîãî, åñëè charF = 3 è
O � íåðàñùåïëÿåìàÿ àëãåáðà Îêóáî, òî, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 4.10,
d([x′], [y′]) 6 1, îòêóäà d([x], [y]) 6 3. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèìåðû 5.1
è 5.2 äåìîíñòðèðóþò, ÷òî îöåíêè íà äèàìåòðû òî÷íû. Çíà÷èò, V � êîì-
ïîíåíòà ñâÿçíîñòè, äèàìåòð êîòîðîé ðàâåí 3, åñëè charF = 3 è àëãåáðà
Îêóáî O íå ÿâëÿåòñÿ ðàñùåïëÿåìîé, è 4 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Îñòà¼ò-
ñÿ çàìåòèòü, ÷òî V íåïóñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà O ñîäåðæèò
íåíóëåâîé èäåìïîòåíò, ñì. ïðåäëîæåíèå 2.17 è ëåììó 3.8. �

Çàìå÷àíèå 5.4. Åñëè charF = 3, òî íåïðèâîäèìîñòü χx ýêâèâàëåíòíà
òîìó, ÷òî n(x, x ∗ x) 6= γ3 íè äëÿ êàêîãî γ ∈ F. Ýëåìåíò x ∈ O ñ
òàêèì ñâîéñòâîì ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà O íå ÿâëÿåòñÿ
ðàñùåïëÿåìîé àëãåáðîé Îêóáî, ñì. [6, òåîðåìà 5.1]. Òàêèì îáðàçîì,
ΓC(O) ñâÿçåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà O � ðàñùåïëÿåìàÿ àëãåáðà
Îêóáî.
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Åñëè charF 6= 3, òî äëÿ íàëè÷èÿ êîìïîíåíò-êëèê íåîáõîäèìûì óñëî-
âèåì ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ðàñøèðåíèé ñòåïåíè 3 ïîëÿ F. Äåéñòâè-
òåëüíî, ñîãëàñíî òåîðåìå 5.3, êàæäàÿ êîìïîíåíòà-êëèêà çàäàåòñÿ òà-
êèì ýëåìåíòîì x∈O, ÷òî χx íåïðèâîäèì. Èç ëåììû 3.9 ñëåäóåò, ÷òî
alg〈x〉 � äâóìåðíàÿ êîìïîçèöèîííàÿ àëãåáðà, íå ÿâëÿþùàÿñÿ ïàðà-ãóð-
âèöåâîé àëãåáðîé, ïîýòîìó îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òåîðå-
ìû 2.16(2). Òàêàÿ àëãåáðà îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ êóáè÷åñêîé ýòàëüíîé
àëãåáðîé L íàä F, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëåì, ñì. [20, (34.28)], à çíà÷èò,
ñîãëàñíî [20, (18.3)], L ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì ðàñøèðåíèåì ïîëÿ F
ñòåïåíè 3. Íàïðèìåð, ïîëå F = R èëè ëþáîå âåùåñòâåííî çàìêíóòîå
ïîëå íå äîïóñêàåò òàêîãî ðàñøèðåíèÿ, è, ñëåäîâàòåëüíî, ãðàô ΓC(O)
ñâÿçåí.

�6. Ãðàôû êîììóòàòèâíîñòè ãóðâèöåâûõ è

ïàðà-ãóðâèöåâûõ àëãåáð

Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ìû îïèøåì êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà
êîììóòàòèâíîñòè ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîìåðíîé ýëàñòè÷íîé êîìïîçè-
öèîííîé àëãåáðû A, îïèðàÿñü íà êëàññèôèêàöèþ èç òåîðåì 2.14 è 2.15.
Ñëó÷àé, êîãäà A ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Îêóáî, áûë ðàññìîòðåí â ïðåäû-
äóùåì ïàðàãðàôå, ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî A � ëèáî ãóðâèöåâà
àëãåáðà, ëèáî ôîðìà ïàðà-ãóðâèöåâîé àëãåáðû.

Åñëè dimA 6 2, òî, ñîãëàñíî òåîðåìàì 2.5 è 2.16, A êîììóòàòèâíà,
à ïîòîìó ñîîòâåòñòâóþùèé åé ãðàô ΓC(A) íå ñîäåðæèò âåðøèí. Ïî
òåîðåìå 2.16, ïðè dimA > 2 ôîðìû ïàðà-ãóðâèöåâûõ àëãåáð ñíîâà
ÿâëÿþòñÿ ïàðà-ãóðâèöåâûìè àëãåáðàìè, ïîýòîìó îñòà¼òñÿ ðàññìîòðåòü
ãóðâèöåâû è ïàðà-ãóðâèöåâû àëãåáðû ðàçìåðíîñòåé 4 è 8.

Çàìå÷àíèå 6.1. Ïóñòü (C, ·,n) � ãóðâèöåâà àëãåáðà íàä ïðîèçâîëü-
íûì ïîëåì F è (C, ∗,n) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïàðà-ãóðâèöåâà àëãåáðà.
Ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (2.8) íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîììó-
òàòèâíîñòü ýëåìåíòîâ x, y ∈ C îòíîñèòåëüíî ïðîèçâåäåíèÿ �·� ðàâíî-
ñèëüíà êîììóòàòèâíîñòè îòíîñèòåëüíî �∗�. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîâïàäàþò
êàê öåíòðû àëãåáð (C, ·,n) è (C, ∗,n), òàê è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ãðàôû
êîììóòàòèâíîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé ãóðâèöåâûõ àëãåáð
ðàçìåðíîñòè 4 è 8. Øèðîêî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [2, ñòð. 57, ãëà-
âà 2, òåîðåìà 5]), ÷òî ïðè dim C > 4 âûïîëíåíî C(C,·,n) = F. Ïîýòîìó,
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ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.2, ìíîæåñòâîì âåðøèí ΓC(C) ÿâëÿåòñÿ P(C/F),
òî åñòü êàæäàÿ âåðøèíà èìååò âèä [x] = F+Fx äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ C\F.

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè dim C = 4, òî åñòü C � îáîáù¼ííàÿ àëãåáðà êâà-
òåðíèîíîâ, òî ãðàô ΓC(C) áåçð¼áåðíûé.

Ïðåäëîæåíèå 6.2. Ïóñòü dim C = 4. Òîãäà ãðàô ΓC(C) íå èìååò
ðåáåð, òî åñòü ëþáàÿ åãî êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ñîñòîèò èç îäíîé
âåðøèíû, êîòîðàÿ èìååò âèä [x] = F + Fx äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ C \ F.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç õîðîøî
èçâåñòíîãî ðàâåíñòâà

C(C,·,n)(x) = F[x] = F + Fx,

âûïîëíåííîãî äëÿ ëþáîãî x ∈ C \ F. Îäèí èç ñïîñîáîâ åãî äîêàçà-
òåëüñòâà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: ðàññìîòðèì ãóðâèöåâó àëãåáðó
CF = C ⊗F F íàä ïîëåì F. Îíà ÿâëÿåòñÿ ðàñùåïëÿåìîé, à ïîòîìó èçî-

ìîðôíà M2(F) � àëãåáðå 2 × 2 ìàòðèö íàä ïîëåì F, ñì. [2, ñòð. 62,
ãëàâà 2, òåîðåìà 7]. Ëþáàÿ íåñêàëÿðíàÿ ìàòðèöà x ∈ M2(F) ÿâëÿåòñÿ
öèêëè÷åñêîé, ïîýòîìó CM2(F)(x) = F[x], ñì. òåîðåìó 3.6. Ðàçìåðíîñòü

öåíòðàëèçàòîðà íå ìåíÿåòñÿ ïðè ðàñøèðåíèè ïîëÿ, è F[x] ⊆ C(C,·,n)(x),
îòêóäà è âûòåêàåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî. �

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé dim C = 8. Êàê ïîêàçûâàåò ëåììà 6.5
íèæå, äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà îáîáù¼ííîé àëãåáðû îêòîíèîíîâ òàêæå
ìîæíî ïîëó÷èòü ÿâíûé âèä öåíòðàëèçàòîðà. Äëÿ åãî îïèñàíèÿ íàì
ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 6.3. Îðòîãîíàëèçàòîðîì ýëåìåíòà a ïðîèçâîëüíîé àë-
ãåáðû A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ A, îðòîãîíàëüíûõ ê a:

OA(a) =
{
b ∈ A | ab = ba = 0

}
.

Ãðàôîì îðòîãîíàëüíîñòè ΓO(A) íàçûâàåòñÿ ãðàô, âåðøèíû êîòîðî-
ãî ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàì ìíîæåñòâà P(ZLR(A)), ãäå ZLR(A) �
ìíîæåñòâî äâóñòîðîííèõ äåëèòåëåé íóëÿ â A, ïðè÷¼ì äâå ðàçëè÷íûå
âåðøèíû 〈a〉 = Fa è 〈b〉 = Fb ñîåäèíåíû ðåáðîì, åñëè ab = ba = 0.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè A � êîíå÷íîìåðíàÿ êîìïîçèöèîííàÿ àëãåáðà, òî,
ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.3, ìíîæåñòâî ZLR(A) äâóñòîðîííèõ äåëèòå-
ëåé íóëÿ ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì Z(A) âñåõ äåëèòåëåé íóëÿ â A,
êîòîðîå â òî÷íîñòè ñîñòîèò èç âñåõ íåíóëåâûõ èçîòðîïíûõ ýëåìåíòîâ.
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Îáîçíà÷åíèå 6.4. Ïóñòü X ⊂ (C, ·,n) � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî.
Ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, îðòîãîíàëüíûõ âñåì ýëåìåíòàì x ∈ X îòíî-
ñèòåëüíî ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôîðìû n(·, ·), îáîçíà÷èì ÷åðåç

X⊥ = {a ∈ C | n(x, a) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ X}.

Ëåììà 6.5. Ïóñòü dim C = 8 è x ∈ C \ F1.

(1) Åñëè charF 6= 2, òî

C(C,·,n)(x) =

{
F⊕ Fx, dis(x) 6= 0,

F⊕O(C,·,n)(x− x), dis(x) = 0,

ãäå dis(x) = t(x)2 − 4n(x), ñì. îáîçíà÷åíèå 2.4. Ðàçìåðíîñòü
C(C,·,n)(x) ðàâíà 2 â ïåðâîì ñëó÷àå è 4 âî âòîðîì.

(2) Åñëè charF = 2, òî

C(C,·,n)(x) =

{
F⊕ Fx, t(x) 6= 0,

{1, x}⊥, t(x) = 0.

Ðàçìåðíîñòü C(C,·,n)(x) ðàâíà 2 â ïåðâîì ñëó÷àå è 6 âî âòîðîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî

n(x− x) = n(2x− t(x)1) = 4n(x) + t(x)2 − 2t(x)n(x, 1)

= 4n(x)− t(x)2 = −dis(x).

Ïîýòîìó òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå íåìåäëåííî âûòåêàåò èç [19, ëåììà 3.1
è ñëåäñòâèå 3.3] è [3, ëåììà 2.20]. �

Â óòâåðæäåíèÿõ 3.3�3.6 ðàáîòû [24] áûëè ðàññìîòðåíû ïóòè â ãðàôå
îðòîãîíàëüíîñòè ΓO(O) ïðîèçâîëüíîé àëãåáðû Îêóáî O, ñîåäèíÿþùèå
âåðøèíû x è y, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî x∗x = y∗y = 0. Äîêàçàòåëüñòâà
ýòèõ óòâåðæäåíèé äîñëîâíî ïåðåíîñÿòñÿ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ñèì-
ìåòðè÷åñêîé êîìïîçèöèîííîé àëãåáðû (S, ∗,n), dimS = 8. Äåéñòâè-
òåëüíî, ëåæàùåå â èõ îñíîâå îïèñàíèå àííóëÿòîðîâ è èõ ïåðåñå÷åíèé,
ñì. ðàáîòó Ìàöðè è Âèøíå [22, òåîðåìà 3.1, ïðåäëîæåíèÿ 3.4 è 3.8],
èçíà÷àëüíî áûëî ïîëó÷åíî èìåííî äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ êîìïîçèöèîí-
íûõ àëãåáð ðàçìåðíîñòè 8.

Ëåììà 6.6 ([24, ñëåäñòâèå 3.5]). Ïóñòü äëÿ x, y ∈ Z(S) âûïîëíåíî
x ∗ x = y ∗ y = 0. Òîãäà d(〈x〉, 〈y〉) 6 2 â ΓO(S) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà n(x, y) = 0.
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Èç ðàâåíñòâà (2.8) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ C âû-
ïîëíåíî O(C,·,n)(x) = O(C,∗,n)(x), òî åñòü åãî îðòîãîíàëèçàòîðû â ãóð-
âèöåâîé è ñîîòâåòñòâóþùåé åé ïàðà-ãóðâèöåâîé àëãåáðàõ ñîâïàäàþò.
Òàê êàê ëåììó 6.6 ìîæíî ïðèìåíèòü ê ïàðà-ãóðâèöåâîé àëãåáðå S =
(C, ∗,n), dim C = 8, å¼ ðåçóëüòàò ïåðåíîñèòñÿ è íà ãóðâèöåâó àëãåá-
ðó (C, ·,n).

Çàìå÷àíèå 6.7. Åñëè a ∈ C \ {0} è a · a = 0, òî èç ðàâåíñòâà (2.1)
ïîëó÷àåì t(a) = n(a) = 0. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî b ∈ O(C,·,n)(a) âû-

ïîëíåíî a · b = 0 è a · b = −a · b = −b · a = 0, îòêóäà t(b) = n(b) = 0,
ñëåäîâàòåëüíî, b · b = 0.

Ëåììà 6.8. Ïóñòü dim C = 8 è x, y ∈ C \ {0} � òàêèå ýëåìåíòû, ÷òî
x · x = y · y = 0. Òîãäà â ãðàôå îðòîãîíàëüíîñòè ΓO(C)

d(〈x〉, 〈y〉) =


0, y ∈ Fx,
1, x · y = 0 è y /∈ Fx,
2, n(x, y) = 0 è x · y 6= 0,

3, n(x, y) 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü d = d(〈x〉, 〈y〉). Ñëó÷àé d = 0 îçíà÷àåò, ÷òî
〈x〉 = 〈y〉, òî åñòü y ∈ Fx.

Âåðøèíû 〈x〉 è 〈y〉 ñìåæíû â ΓO(C) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
y /∈ Fx è y ∈ O(C,·,n)(x). Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 6.7, t(x) = t(y) = 0,
ïîýòîìó óñëîâèÿ x · y = 0 è y · x = y · x = x · y = 0 ðàâíîñèëüíû. Ýòî
äà¼ò ñëó÷àé d = 1.

Ðàâåíñòâî n(x, y) = 0 ýêâèâàëåíòíî d 6 2 â ñèëó ëåììû 6.6. Âìåñòå
ñ óæå ðàññìîòðåííûìè ñëó÷àÿìè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî d = 2 ðàâíîñèëüíî
n(x, y) = 0, x · y 6= 0.

Åñëè n(x, y) 6= 0, òî d > 3. Ïîêàæåì, ÷òî d 6 3. Ïîñêîëüêó
dimO(C,·,n)(y) = 3, ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé z ∈ x⊥ ∩O(C,·,n)(y). Ïî çàìå-
÷àíèþ 6.7, z · z = 0, ïîýòîìó èç ëåììû 6.6 ñëåäóåò, ÷òî d(〈x〉, 〈z〉) 6 2.
Çíà÷èò, d = 3. �

Ïðåäëîæåíèå 6.9. Ïóñòü charF 6= 2, dim C = 8 è x, y ∈ C \ {0}
� òàêèå ýëåìåíòû, ÷òî x · x = y · y = 0. Òîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó
âåðøèíàìè [x] è [y] â ãðàôå ΓC(C) ñîâïàäàåò ñ ðàññòîÿíèåì ìåæäó
âåðøèíàìè 〈x〉 è 〈y〉 â ãðàôå ΓO(C), òî åñòü

dΓC(C)([x], [y]) = dΓO(C)(〈x〉, 〈y〉).



Î ÃÐÀÔÀÕ ÊÎÌÌÓÒÀÒÈÂÍÎÑÒÈ 113

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè äâà ýëåìåíòà îðòîãîíàëüíû, òî îíè êîììóòè-
ðóþò, ïîýòîìó ëþáîé ïóòü ìåæäó 〈x〉 è 〈y〉 â ΓO(C) èíäóöèðóåò ïóòü
ìåæäó [x] è [y] â ΓC(C) òîé æå äëèíû. Ñëåäîâàòåëüíî, dΓC(C)([x], [y]) 6
dΓO(C)(〈x〉, 〈y〉).

Äîêàæåì îáðàòíîå íåðàâåíñòâî. Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 6.7, t(x) =
n(x) = 0, ïîýòîìó dis(x) = 0 è, ïî ëåììå 6.5(1), C(C,·,n)(x) = F ⊕
O(C,·,n)(x−x) = F⊕O(C,·,n)(x). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî z ∈ C(C,·,n)(x), z /∈ F1,
ðàññìîòðèì z′ = z − z 6= 0, òîãäà [z′] = [z] è t(z′) = 0. Òàê êàê äëÿ
ëþáîãî w ∈ O(C,·,n)(x) âûïîëíåíî t(w) = 0, ïîëó÷àåì z′ ∈ O(C,·,n)(x).
Ïî çàìå÷àíèþ 6.7, n(z′) = 0 è z′ · z′ = 0. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ëþáîé
ïóòü â ΓC(C) âèäà

[x]↔ [z1]↔ . . .↔ [zk]↔ [y]

èíäóöèðóåò â ΓO(C) ïóòü

〈x〉 − 〈z′1〉 − . . .− 〈z′k〉 − 〈y〉. �

Òåîðåìà 6.10. Ïóñòü (C, ·,n) � ãóðâèöåâà àëãåáðà ðàçìåðíîñòè 8 íàä
ïðîèçâîëüíûì ïîëåì F è S = (C, ∗,n) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïàðà-ãóð-
âèöåâà àëãåáðà. Òîãäà ãðàôû ΓC(C) è ΓC(S) ñîâïàäàþò è íåñâÿçíû, à
ìíîæåñòâà âåðøèí èõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè � ýòî

(1) ìíîæåñòâî

V = {[x] = F + Fx | x ∈ C \ F1, dis(x) = 0},

(2) ìíîæåñòâà

Vx = {[x] = F + Fx}
äëÿ âñåõ x ∈ C \ F1, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ dis(x) 6= 0.

Ïðè charF = 2 óñëîâèå dis(x) = t(x)2−4n(x) = 0 ðàâíîñèëüíî t(x) = 0.
Ïðè charF 6= 2 ìíîæåñòâî V íåïóñòî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó-
÷àå, êîãäà (C, ·,n) � ðàñùåïëÿåìàÿ ãóðâèöåâà àëãåáðà. Äèàìåòð êîìïî-
íåíòû ñâÿçíîñòè, îòâå÷àþùåé ìíîæåñòâó âåðøèí V , ðàâåí 3, åñëè
charF 6= 2, è 2, åñëè charF = 2. Ìíîæåñòâà Vx îòâå÷àþò èçîëèðî-
âàííûì âåðøèíàì ãðàôà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ C \F1. Åñëè charF 6= 2, òî, ñîãëàñíî ëåì-
ìå 6.5(1), ïðè dis(x) 6= 0 âåðøèíà [x] ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé, à ïðè
dis(x) = 0 èìååì [x] = [x′], ãäå x′ = x − x. Òàê êàê t(x′) = n(x′) = 0,
èç ðàâåíñòâà (2.1) âûòåêàåò x′ · x′ = 0. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 6.8 è ïðåä-
ëîæåíèå 6.9, ïîëó÷àåì, ÷òî V ÿâëÿåòñÿ êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè, è å¼
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äèàìåòð íå ïðåâîñõîäèò 3. Ñóùåñòâîâàíèå íåíóëåâîãî èçîòðîïíîãî ýëå-
ìåíòà îçíà÷àåò, ÷òî ãóðâèöåâà àëãåáðà (C, ·,n) ÿâëÿåòñÿ ðàñùåïëÿåìîé,
à ïîýòîìó îíà èçîìîðôíà âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé àëãåáðå Öîðíà, ñì. ïðè-
ìåð 2.6. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âåðøèí, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ðàâ-
íî 3, ìîæíî âçÿòü ýëåìåíòû

x =

(
0 (1, 0, 0)

(0, 0, 0) 0

)
è y =

(
0 (0, 0, 0)

(1, 0, 0) 0

)
.

Òîãäà x · x = y · y = 0 è n(x, y) = −1.
Åñëè charF = 2, òî, ñîãëàñíî ëåììå 6.5(2), ïðè t(x) 6= 0 âåðøè-

íà [x] ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé, à âåðøèíû, äëÿ êîòîðûõ t(x) = 0,
îáðàçóþò êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè, ñìåæíîñòü â êîòîðîé çàäàåòñÿ óñëî-
âèåì n(x, y) = 0. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äèàìåòð òàêîé êîìïîíåíòû ðàâåí
äâóì. �

Àâòîðû áëàãîäàðíû ïðîôåññîðó À. Ý. Ãóòåðìàíó çà âíèìàíèå ê
ðàáîòå è öåííûå îáñóæäåíèÿ.
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Zhilina S. A., Pavlinov D. A. Commuting graphs of �nite-dimensional
�exible composition algebras.

Commuting graphs of �nite-dimensional �exible composition algebras
over an arbitrary �eld F are considered, their connected components are
described, and their diameters are determined. Such algebras are either
Hurwitz or symmetric composition algebras, and the latter consist of Oku-
bo algebras and forms of para-Hurwitz algebras.

The most interesting and di�cult case is provided by Okubo algebras,
where the main result relies upon two key assertions. First, it is shown that,
given an arbitrary element x, at least one of the following two possibili-
ties is realized: its centralizer either coincides with the two-dimensional
subalgebra alg〈x〉 generated by x or contains an element y such that
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alg〈y〉 is one-dimensional. Second, it is proved that if each of the two
elements generates a one-dimensional subalgebra, then their centralizers
have a nonzero intersection.
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