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�1. Ââåäåíèå

Ðåøåíèå çàäà÷è î ïëîòíîé óïàêîâêå ðàâíûõ ñôåð áåð¼ò íà÷àëî åùe
ñ Ëàãðàíæà â äâóìåðíîì ñëó÷àå è ñ Ãàóññà â òð¼õìåðíîì. Ñîãëàñíî
ðåçóëüòàòó Âÿçîâñêîé [23], ðåø¼òêà E8 ðåàëèçóåò ïëîòíåéøóþ óïàêîâ-
êó ñôåð â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè 8. Ïîçäíåå Âÿçîâñêàÿ ñ ñîàâòî-
ðàìè [5] äîêàçàëè àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ ðåø¼òêè Ëè÷à Λ24

ðàçìåðíîñòè 24. Â ñëó÷àå äðóãèõ ðàçìåðíîñòåé áîëüøå òð¼õ ýòà çà-
äà÷à äî ñèõ ïîð îñòà¼òñÿ íåðåø¼ííîé, íåñìîòðÿ íà àêòèâíóþ ðàáîòó
ìíîãèõ âåäóùèõ ó÷¼íûõ â ýòîì íàïðàâëåíèè.

Äîêàçàíî, ÷òî ðåø¼òêà D4 äà¼ò íàèáîëåå ïëîòíóþ óïàêîâêó ðàâíûõ
ñôåð â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè 4 ñðåäè òåõ óïàêîâîê, ïðè êîòîðûõ
öåíòðû ñôåð îáðàçóþò ðåø¼òêó [7, ãëàâà 1, ñòð. 10]. Îäíàêî, ïî òå-
êóùèì äàííûì, â ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè íàèáîëåå ïëîòíàÿ óïà-
êîâêà íå îáÿçàíà áûòü ðåø¼ò÷àòîé: ê ïðèìåðó, â ðàçìåðíîñòÿõ 10, 11
è 13 óïàêîâêè P10c, P11a è P13a îêàçûâàþòñÿ áîëåå ýôôåêòèâíûìè, ÷åì
âñå èçâåñòíûå ðåø¼ò÷àòûå óïàêîâêè [7, ãëàâà 5, ñòð. 140]. Â ðàçìåðíî-
ñòè 16 íàèëó÷øèé èç èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ äà¼ò 16-ìåðíàÿ ðåø¼òêà
Áàðíñà�Óîëëà. Èç [7, ãëàâà 1, ñòð. 14, ðèñóíîê 1.5] âèäíî, ÷òî íà íåé
äîñòèãàåòñÿ ëîêàëüíûé ïèê ïëîòíîñòè óïàêîâêè ñôåð, ïðèáëèæàþùèé
å¼ ê âåðõíåé ãðàíèöå Ðîäæåðñà.

Â îáùåì ñëó÷àå, ðåø¼òêè Áàðíñà�Óîëëà îáðàçóþò ñåìåéñòâî 2n-
ìåðíûõ ðåø¼òîê, n > 0, êîòîðîå áûëî âïåðâûå ââåäåíî â ðàáîòå [2].
Äëÿ êàæäîãî n â ýòîì ñåìåéñòâå ñîäåðæàòñÿ äâå ãåîìåòðè÷åñêè ýê-
âèâàëåíòíûå âëîæåííûå äðóã â äðóãà ðåø¼òêè, ïðè÷¼ì ïåðâûå ÷ëåíû
ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âêëþ÷àþò â ñåáÿ Z, Z2, D4 è E8 ïðè n = 0,
1, 2 è 3 ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, ðåø¼òêè Áàðíñà�Óîëëà äàþò
íàèëó÷øèå èç èçâåñòíûõ îöåíêè â ðàçìåðíîñòÿõ 4, 8 è 16. Îäíàêî, íà-
÷èíàÿ ñ ðàçìåðíîñòè 32, èçâåñòíû áîëåå ïëîòíûå óïàêîâêè, íàïðèìåð,

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àëãåáðû Êýëè�Äèêñîíà, öåëî÷èñëåííûå îêòîíèîíû, ñåäåíèî-
íû, ðåøeòêè Áàðíñà�Óîëëà.
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Q32 [21] è Ne64 [18,19]. Ïîäðîáíóþ èíôîðìàöèþ îá èìåþùèõñÿ ðåçóëü-
òàòàõ â ðàçëè÷íûõ ðàçìåðíîñòÿõ ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèè Êîíâåÿ
è Ñëîóíà [7, ââåäåíèå, ñòð. xviii�xx, òàáëèöà I.1; ãëàâà 1, ñòð. 12�17,
òàáëèöû 1.1�1.3].

Îäíî èç íàèáîëåå èçÿùíûõ îïðåäåëåíèé ðåø¼òîê Áàðíñà�Óîëëà áû-
ëî äàíî â ðàáîòå Íåáå, Ðåéíñà è Ñëîóíà [20]. Îíî èñïîëüçóåò òàê
íàçûâàåìûå ñáàëàíñèðîâàííûå ðåø¼òêè Áàðíñà�Óîëëà íàä êîëüöîì
Z[
√

2] = {a +
√

2b | a, b ∈ Z}, ïîðîæäàþùèå ìàòðèöû êîòîðûõ ñòðîÿò-
ñÿ èíäóêòèâíî ñ ïîìîùüþ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö. Ïîõîæàÿ
êîíñòðóêöèÿ, íî íàä ãàóññîâûìè öåëûìè ÷èñëàìè Z[i], áûëà ââåäåíà â
ðàáîòå Ìè÷÷èàí÷î è Íèêîëîñè [14], ãäå áûëî îïèñàíî ñåìåéñòâî àëãî-
ðèòìîâ äåêîäèðîâàíèÿ ñ îãðàíè÷åííûì ðàññòîÿíèåì äëÿ êîìïëåêñíûõ
ðåø¼òîê Áàðíñà�Óîëëà. Îïðåäåëåíèå, äàííîå â ëåêöèÿõ Ôîðíè [12,
ãëàâà 14], ïîëó÷àåòñÿ îâåùåñòâëåíèåì ïðåäûäóùåé êîíñòðóêöèè è ñòà-
íîâèòñÿ ðàâíîñèëüíûì êëàññè÷åñêîìó îïðåäåëåíèþ (à èìåííî, 2Ln â
îáîçíà÷åíèÿõ ñòàòüè [20]) ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïîâîðîòà R =

(
1 1
1 −1

)
ê

êàæäîìó ïîäáëîêó ðàçìåðà 2 ïîðîæäàþùåé ìàòðèöû.
Â ñòàòüå Ôîðíè [11] ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñòðîåíèå ðåø¼òîê Áàðíñà�

Óîëëà è èõ ãëàâíûõ ïîäðåø¼òîê ñ ïîìîùüþ óäâîåíèÿ ðàçáèåíèé. Òà-
êàÿ êîíñòðóêöèÿ ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ èõ ýëåìåíòîâ
÷åðåç êîäû Ðèäà�Ìàëëåðà, à òàêæå ïðîÿñíÿåò, ïî÷åìó â èõ ïîðîæäà-
þùèõ ìàòðèöàõ åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò òåíçîðíûå ïðîèçâå-
äåíèÿ ìàòðèö. Îòìåòèì, ÷òî â ýòîé ñòàòüå èçó÷àþòñÿ êàê âåùåñòâåí-
íûå, òàê è êîìïëåêñíûå ðåø¼òêè Áàðíñà�Óîëëà, ïðè÷¼ì â êîìïëåêñ-
íîì ñëó÷àå ôîðìóëà ñ êîäàìè Ðèäà�Ìàëëåðà èìååò áîëåå ïðîñòîé âèä.
Çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêæå êóáè÷åñêàÿ êîíñòðóêöèÿ, äàþùàÿ îäíî
èç ìíîãèõ èçâåñòíûõ íà äàííûé ìîìåíò ïîñòðîåíèé äëÿ êîäà Ãîëåÿ è
ðåø¼òêè Ëè÷à, ñì. òàêæå [6].

Ïîñòðîåíèå ðåø¼òîê Áàðíñà�Óîëëà ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû ïîñëåäî-
âàòåëüíîãî óäâîåíèÿ íàâîäèò íà ìûñëü îá èõ ñâÿçè ñ àëãåáðàìè Êýëè�
Äèêñîíà. Äî êîíöà ââåäåíèÿ ïîä àëãåáðàìè Êýëè�Äèêñîíà ìû áóäåì
ïîíèìàòü òàê íàçûâàåìûå âåùåñòâåííûå àëãåáðû Êýëè�Äèêñîíà ãëàâ-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè CDn, n > 0. Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü 2n-ìåðíûõ àëãåáð, îïðåäåëÿåìûõ èíäóêòèâíî: CD0 = R,
è íà êàæäîì øàãå àëãåáðà CDn+1 ïîëó÷àåòñÿ èç àëãåáðû CDn ñ ïîìî-
ùüþ ïðîöåäóðû óäâîåíèÿ Êýëè�Äèêñîíà ñ ïàðàìåòðîì −1. Óæå ïðè
n = 3 àëãåáðà CDn íåàññîöèàòèâíà, à ïðè n > 4 íå ÿâëÿåòñÿ äàæå àëü-
òåðíàòèâíîé, òî åñòü â íåé íå âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà a(ab) = (aa)b è
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(ba)a = b(aa). Íàèáîëåå øèðîêî èçâåñòíû ïåðâûå ÷ëåíû ýòîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè: ïðè n = 1, 2, 3 è 4 ýòî êîìïëåêñíûå ÷èñëà, êâàòåðíèîíû,
îêòîíèîíû è ñåäåíèîíû ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ âëîæåííûõ â àëãåáðû Êýëè�Äèêñîíà ðåø¼òîê îäíèì èç íàèáî-
ëåå èíòåðåñíûõ è åñòåñòâåííûõ ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ èõ çàìêíóòîñòè îòíî-
ñèòåëüíî óìíîæåíèÿ. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî â ëþáîé àëãåáðå Êýëè�
Äèêñîíà ðåø¼òêà âñåõ ýëåìåíòîâ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè ÿâ-
ëÿåòñÿ çàìêíóòîé, òî åñòü îáðàçóåò ïîäêîëüöî. Â ñëó÷àå êâàòåðíèîíîâ
òàêèå ýëåìåíòû íàçûâàþòñÿ êâàòåðíèîíàìè Ëèïøèöà. Îäíàêî ýòî íå
ñàìàÿ ïëîòíàÿ ðåø¼òêà ñ òàêèì ñâîéñòâîì: öåëî÷èñëåííûå êâàòåðíè-
îíû Ãóðâèöà, ó êîòîðûõ âñå êîîðäèíàòû ÿâëÿþòñÿ ëèáî öåëûìè, ëèáî
ïîëóöåëûìè îäíîâðåìåííî, òàêæå çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ.
Îáðàçîâàííàÿ èìè ðåø¼òêà ãåîìåòðè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà ðåø¼òêå D4.

Â ñëó÷àå îêòîíèîíîâ ñèòóàöèÿ îêàçûâàåòñÿ íåìíîãî ñëîæíåå. Îê-
òîíèîíû Êèðìñå, êîíñòðóêöèÿ êîòîðûõ î÷åíü áëèçêà ê êâàòåðíèîíàì
Ãóðâèöà, îêàçûâàþòñÿ íåçàìêíóòûìè îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ, íî ýòî
ìîæíî èñïðàâèòü, åñëè ó âñåõ ýëåìåíòîâ ïîìåíÿòü ìåñòàìè êîîðäèíà-
òó ïðè 1 è ëþáóþ äðóãóþ êîîðäèíàòó [8, ðàçäåë 9.2]. Ýòî äà¼ò 7 êî-
ïèé çàìêíóòûõ îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ ðåø¼òîê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ
ãåîìåòðè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà E8 è íàçûâàåòñÿ öåëî÷èñëåííûìè îêòî-
íèîíàìè Êîêñòåðà�Äèêñîíà.

Ñðåäè äðóãèõ íàèáîëåå çíà÷èìûõ ðåçóëüòàòîâ, ïîñâÿù¼ííûõ ñâÿ-
çè àëãåáð Êýëè�Äèêñîíà ñ ðàçëè÷íûìè ðåø¼òêàìè, ñòîèò îòìåòèòü
ïîñòðîåíèå ðåø¼òêè Ëè÷à ñ ïîìîùüþ îêòîíèîíîâ Êîêñòåðà�Äèêñîíà,
ïîëó÷åííîå Óèëñîíîì [25]. Êðîìå òîãî, ïðåäñòàâëåíèå ðåø¼òêè Ëè÷à
ñ ïîìîùüþ X-ïðîèçâåäåíèé íà àëãåáðå îêòîíèîíîâ, à òàêæå ïðèëîæå-
íèÿ ýòîé òåìû â ôèçèêå èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ Äèêñîíà [9, 10]. Òåì íå
ìåíåå, ñâÿçü ðåø¼òîê ñ àëãåáðàìè Êýëè�Äèêñîíà ðàçìåðíîñòè 16 è âû-
øå ïðàêòè÷åñêè íå èçó÷àëàñü. Òàê, â ñòàòüå Êðàóññõàðà [13] áûëî äàíî
îáùåå îïðåäåëåíèå ðåø¼òîê ñ óìíîæåíèåì Êýëè�Äèêñîíà, îäíàêî âñå
îñíîâíûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû äëÿ àëãåáðû îêòîíèîíîâ.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå âîïðîñà î çàìêíóòîñòè
ðåø¼òîê Áàðíñà�Óîëëà, âëîæåííûõ â àëãåáðû Êýëè�Äèêñîíà ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè, à òàêæå èçó÷åíèå ðåø¼òîê, îáðàçîâàííûõ ïî-
ïàðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè èõ ýëåìåíòîâ.

Ðàáîòà ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â �2 îïèñàíà ïðîöåäóðà Êý-
ëè�Äèêñîíà è ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà âåùåñòâåííûõ àëãåáð
Êýëè�Äèêñîíà ãëàâíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. �3 ñîäåðæèò èçâåñòíûå è



ÂËÎÆÅÍÈÅ ÐÅØEÒÎÊ ÁÀÐÍÑÀ�ÓÎËËÀ 57

áàçîâûå ôàêòû î ðåø¼òêàõ Áàðíñà�Óîëëà: èõ ïîñòðîåíèå, ïðèìåðû â
ìàëûõ ðàçìåðíîñòÿõ, à òàêæå äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíûõ ñâîéñòâ. Çà
îñíîâó âçÿòî îïðåäåëåíèå èç ðàáîòû [20] ñ òåì ëèøü îòëè÷èåì, ÷òî â
ôîðìóëàõ äëÿ ïîðîæäàþùèõ ìàòðèö ìû èñïîëüçóåì äîïîëíèòåëüíûé
íîðìèðîâî÷íûé êîýôôèöèåíò 1/2. Äëÿ êàæäîãî n ∈ N ñïåðâà ñòðîèò-
ñÿ ñáàëàíñèðîâàííàÿ ðåø¼òêà Áàðíñà�Óîëëà Mn ðàçìåðíîñòè 2n íàä
Z[
√

2], à å¼ ðàöèîíàëüíàÿ è ÷èñòî èððàöèîíàëüíàÿ ÷àñòè ñîîòâåòñòâó-
þò êëàññè÷åñêèì ðåø¼òêàì Áàðíñà�Óîëëà Ln è L′n íàä Z, êîòîðûå
óäîâëåòâîðÿþò öåïî÷êå âëîæåíèé 2L′n ⊂ Ln ⊂ L′n.

Â òåîðåìàõ 4.5 è 4.6 �4 ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ïðè n > 2 ñáàëàíñèðî-
âàííàÿ ðåø¼òêà Áàðíñà�ÓîëëàMn çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ
â CDn è âñå ïîïàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ èç Mn ïîðîæäàþò Mn.

Â �5 ìû ðàññìàòðèâàåì ðåø¼òêè, ïîðîæä¼ííûå ìíîæåñòâàìè ïî-
ïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ êëàññè÷åñêèõ ðåø¼òîê Áàðíñà�Óîëëà
Ln è L′n. Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ýòîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿþòñÿ òåîðå-
ìû 5.2, 5.7 è 5.8, ñîãëàñíî êîòîðûì ïðè âñåõ n > 2 âûïîëíåíû ñîîòíî-
øåíèÿ

Ln · Ln = Ln, Ln · L′n = L′n, L′n · Ln ⊆ L′n, L′n · L′n ⊆ Ln/2.

Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Ln çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ
â CDn è âñå ïîïàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ èç Ln ïîðîæäàþò Ln.
Çàìå÷àíèÿ 5.3 è 5.9 ïîêàçûâàþò, ÷òî, õîòÿ ïðè n = 2 îáà âêëþ÷åíèÿ
âûøå îáðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà, ïðè n > 3 îíè ìîãóò áûòü ñòðîãèìè.
Åù¼ îäíèì èíòåðåñíûì ðåçóëüòàòîì �5 ÿâëÿåòñÿ ïðåäëîæåíèå 5.11, â
êîòîðîì äîêàçàíî, ÷òî Ln è L′n ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé óìíîæåíèåì íà
íåíóëåâîé ýëåìåíò èç CDn.

�2. Àëãåáðû Êýëè�Äèêñîíà

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû äàäèì îïðåäåëåíèå è ïðèâåä�åì îñíîâíûå ñâîé-
ñòâà òàê íàçûâàåìûõ âåùåñòâåííûõ àëãåáð Êýëè�Äèêñîíà ãëàâíîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè. Ýòî íàèáîëåå èçâåñòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àëãåáð
Êýëè�Äèêñîíà, ïåðâûìè ÷ëåíàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûå è
êîìïëåêñíûå ÷èñëà, êâàòåðíèîíû è îêòîíèîíû. Îòìåòèì îäíàêî, ÷òî
àëãåáðû Êýëè�Äèêñîíà ìîæíî îïðåäåëèòü íàä ëþáûì ïîëåì, èñïîëü-
çóÿ ïðîèçâîëüíûå íåíóëåâûå ïàðàìåòðû ïðè êàæäîì óäâîåíèè, ñì.
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êëàññè÷åñêóþ ðàáîòó Øàôåðà [22]. Ñðåäè àâòîðîâ, èçó÷àâøèõ âåùå-
ñòâåííûå àëãåáðû Êýëè�Äèêñîíà ãëàâíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, â ÷àñò-
íîñòè, èõ äåëèòåëè íóëÿ è àëüòåðíàòèâíûå ýëåìåíòû, ñòîèò âûäåëèòü
Ìîðåíî [15�17], à òàêæå Áèññà, Äàããåðà è Èñàêñåíà [3, 4].

Îïðåäåëåíèå 2.1. Îïðåäåëèì âåùåñòâåííûå àëãåáðû ãëàâíîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè CDn, n > 0, èíäóêòèâíî:

(1) CD0 = R � âåùåñòâåííûå ÷èñëà ñ òîæäåñòâåííîé èíâîëþöè-

åé ā = a è åäèíñòâåííûì áàçèñíûì ýëåìåíòîì e
(0)
0 = 1;

(2) CDn+1 � ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ýëåìåíòîâ èç CDn ñ
îïåðàöèÿìè

α(a, b) = (αa, αb),

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d),

(a, b)(c, d) = (ac− d̄b, da+ bc̄)

è èíâîëþöèåé

(a, b) = (ā,−b), a, b, c, d ∈ CDn, α ∈ R.

Ñòàíäàðòíûå áàçèñíûå ýëåìåíòû e
(n+1)
0 , . . . , e

(n+1)
2n+1−1 àëãåáðû

CDn+1 èìåþò âèä

e(n+1)
m =

{
(e

(n)
m , 0), 0 6 m 6 2n − 1,

(0, e
(n)
m−2n), 2n 6 m 6 2n+1 − 1.

Çàìå÷àíèå 2.2 ([22, ñòð. 435]). CDn � ýòî 2n-ìåðíàÿ àëãåáðà íàä R ñ

åäèíèöåé 1 = e
(n)
0 . Êðîìå òîãî, èíâîëþöèÿ íà CDn ðåãóëÿðíà, òî åñòü

a+ ā ∈ R1 è aā = āa ∈ R1 äëÿ ëþáîãî a ∈ CDn.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ñëåäîì ýëåìåíòà a ∈ CDn íàçûâàåòñÿ t(a) =
a+ ā ∈ R, à åãî íîðìîé � n(a) = aā = āa ∈ R. Îïðåäåëèì òàêæå ñèì-
ìåòðè÷åñêóþ áèëèíåéíóþ ôîðìó, ñîîòâåòñòâóþùóþ êâàäðàòè÷íîé
ôîðìå n(·), ïî ôîðìóëå:

n(a, b) = n(a+ b)− n(a)− n(b), a, b ∈ CDn.

Ïðåäëîæåíèå 2.4 ([22, ñòð. 435]). Ñëåä è íîðìà ýëåìåíòà (a, b) ∈
CDn+1 ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû èíäóêòèâíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëåäó-
þùèõ ñîîòíîøåíèé:

t((a, b)) = t(a),

n((a, b)) = n(a) + n(b).
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Ñëåäñòâèå 2.5 ([4, ïðåäëîæåíèå 3.2]). Íîðìà n(·) íà CDn ðàâíà êâàä-
ðàòó åâêëèäîâîé íîðìû â ñòàíäàðòíîì áàçèñå, à áèëèíåéíàÿ ôîðìà
n(·, ·) ðàâíà óäâîåííîìó åâêëèäîâîìó ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ.

Çàìå÷àíèå 2.6. Íîðìà âåùåñòâåííûõ àëãåáð ãëàâíîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ÷àñòî îïðåäåëÿåòñÿ êàê

√
aā, â îòëè÷èå îò îïðåäåëåíèÿ n(a) =

aā, èñïîëüçóåìîãî â äàííîé ðàáîòå. Êðîìå òîãî, âìåñòî ñëåäà t(a) è
áèëèíåéíîé ôîðìû n(a, b) ÷àñòî ðàññìàòðèâàþòñÿ âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü
Re (a) = t(a)/2 è åâêëèäîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå n(a, b)/2.

Îäíèì èç äîñòîèíñòâ îáîçíà÷åíèé n(a) è n(a, b) ÿâëÿåòñÿ èõ óíèâåð-
ñàëüíîñòü, ïîñêîëüêó îíè ïðèìåíèìû ê àëãåáðàì Êýëè�Äèêñîíà íàä
ïðîèçâîëüíûìè ïîëÿìè, âêëþ÷àÿ ïîëÿ õàðàêòåðèñòèêè 2. Îíè òàê-
æå ÿâëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûìè â òåîðèè êîìïîçèöèîííûõ àëãåáð. Êðîìå
òîãî, èñïîëüçîâàíèå èìåííî òàêèõ îáîçíà÷åíèé ñóùåñòâåííî ñîêðàòèò
âûêëàäêè â äîêàçàòåëüñòâàõ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ íàñòîÿùåé ðàáîòû.

Ïðåäëîæåíèå 2.7 ([22, ñòð. 440]). Äëÿ ëþáûõ a, b ∈ CDn âûïîëíåíû
ñîîòíîøåíèÿ

(1) n(a, a) = 2n(a),
(2) n(a, 1) = t(a),
(3) n(a, b) = ab̄+ bā = āb+ b̄a = t(ab̄),
(4) n(a, b) = n(ā, b̄).

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî àëãåáðû Êýëè�Äèêñîíà êîììóòàòèâíû òîëü-
êî ïðè n 6 1, àññîöèàòèâíû ïðè n 6 2, àëüòåðíàòèâíû è êîìïîçèöè-
îííû ïðè n 6 3, à ïðè n > 4 íå ÿâëÿþòñÿ íè êîììóòàòèâíûìè, íè
àëüòåðíàòèâíûìè, íè êîìïîçèöèîííûìè, ñì. [1, ñòð. 10]. Èç-çà ïîòåðè
àëüòåðíàòèâíîñòè è êîìïîçèöèîííîñòè, íà÷èíàÿ ñ ðàçìåðíîñòè 16, â
àëãåáðàõ Êýëè�Äèêñîíà ïîÿâëÿþòñÿ äåëèòåëè íóëÿ. Òåì íå ìåíåå, âñå
àëãåáðû Êýëè�Äèêñîíà ýëàñòè÷íû, òî åñòü â íèõ âûïîëíåíî òîæäåñòâî
(ab)a = a(ba), ñì. [22, ñòð. 437, òåîðåìà 1].

Ïðèìåð 2.8. Àëãåáðû êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (C), êâàòåðíèîíîâ (H), îê-
òîíèîíîâ (O) è ñåäåíèîíîâ (S) ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè àëãåáðàìè
ãëàâíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðè n = 1, 2, 3 è 4, ñîîòâåòñòâåííî, ñì. [1].

Àëãåáðà îêòîíèîíîâ O = CD3 � âîñüìèìåðíàÿ àëãåáðà íàä R ñî
ñòàíäàðòíûì áàçèñîì 1, e1, . . . , e7. Èíâîëþöèÿ íàO çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

a0 + a1e1 + · · ·+ a7e7 = a0 − a1e1 − · · · − a7e7,

à óìíîæåíèå çàäà¼òñÿ òàáëèöåé 1.
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× 1 e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7
1 1 e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7
e1 e1 −1 e3 −e2 e5 −e4 −e7 e6
e2 e2 −e3 −1 e1 e6 e7 −e4 −e5
e3 e3 e2 −e1 −1 e7 −e6 e5 −e4
e4 e4 −e5 −e6 −e7 −1 e1 e2 e3
e5 e5 e4 −e7 e6 −e1 −1 −e3 e2
e6 e6 e7 e4 −e5 −e2 e3 −1 −e1
e7 e7 −e6 e5 e4 −e3 −e2 e1 −1

Òàáëèöà 1. Òàáëèöà óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ îêòîíèîíîâ.

Òàê êàê n = 3, òî O � íåêîììóòàòèâíàÿ, íåàññîöèàòèâíàÿ, íî àëü-
òåðíàòèâíàÿ àëãåáðà áåç äåëèòåëåé íóëÿ. Áàçèñ 1, e1, . . . , e7 ÿâëÿåòñÿ
îðòîíîðìèðîâàííûì îòíîñèòåëüíî åâêëèäîâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ n(·, ·)/2.

�3. Ðåø¼òêè Áàðíñà�Óîëëà

Â ãåîìåòðèè ðåø¼òêîé íàçûâàþò äèñêðåòíóþ àääèòèâíóþ ïîäãðóï-
ïó â Rm, m ∈ N. Îíà èçîìîðôíà ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïå ðàíãà
n 6 m; â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî n íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ ðåø¼òêè. Áà-
çèñîì ðåø¼òêè íàçûâàåòñÿ å¼ áàçèñ êàê ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû,
ïðè ýòîì âñå ýëåìåíòû áàçèñà ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä R. Ðåø¼òêà
íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñëè n = m, òî åñòü áàçèñ ðåø¼òêè ÿâëÿåòñÿ áàçè-
ñîì äëÿ Rm. Ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé ðåø¼òêè íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà,
ñòðîêè êîòîðîé îáðàçóþò å¼ áàçèñ. Äðóãèå îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, ñâÿçàí-
íûå ñ ðåø¼òêàìè, ìîæíî íàéòè â [7, ãëàâà 1, ñòð. 4�5].

Ñòàíäàðòíîå îïðåäåëåíèå ïîçâîëÿåò çàäàòü ðåø¼òêè íàä Z, îäíàêî
åãî ìîæíî îáîáùèòü íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè öåëîñòíîñòè R,
ñì., íàïðèìåð, [24, ãëàâà 9]. À èìåííî, ðàññìîòðèì å¼ ïîëå ÷àñòíûõ F
è êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V íàä F . Òîãäà ðåø¼òêîé M
íàä R íàçûâàåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûé R-ïîäìîäóëü M ⊂ V . Ðåø¼ò-
êà M íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñëè âûïîëíåíî V = FM .

Îñíîâó êîíñòðóêöèè ðåø¼òîê Áàðíñà�Óîëëà ìû âîçüì¼ì èç ðàáî-
òû [20]. Ïîëîæèì

G =

(√
2 0

1 1

)
è Gn =

1

2
G⊗n, n > 0,
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ãäå ⊗ � òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö (ïðîèçâåäåíèå Êðîíåêåðà).
Ïðè ýòîì ìû ïîëàãàåìG⊗0 =

(
1
)
. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ìû èñïîëüçóåì

äîïîëíèòåëüíûé íîðìèðîâî÷íûé êîýôôèöèåíò 1/2 â ôîðìóëå äëÿ Gn,
÷òîáû óïðîñòèòü ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ íàñòîÿùåé ñòà-
òüè.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ñáàëàíñèðîâàííàÿ ðåø¼òêà Áàðíñà�Óîëëà Mn �
ýòî ðåø¼òêà ðàçìåðíîñòè 2n íàä Z[

√
2] = Z +

√
2Z, ïîðîæäàþùåé

ìàòðèöåé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ Gn. Ðàöèîíàëüíàÿ ÷àñòü Mn � ýòî ðå-
ø¼òêà Ln, à ÷èñòî èððàöèîíàëüíàÿ ÷àñòü � ðåø¼òêà

√
2L′n. Ðåø¼òêè

Ln è L′n � ýòî ðåø¼òêè Áàðíñà�Óîëëà ðàçìåðíîñòè 2n íàä Z.

Èç îïðåäåëåíèÿ 3.1 ñëåäóåò, ÷òî

Ln +
√

2L′n = Mn ⊃
√

2Mn = 2L′n +
√

2Ln.

Îòñþäà ñðàçó âûòåêàåò èçâåñòíàÿ öåïî÷êà âëîæåíèé:

2L′n ⊂ Ln ⊂ L′n. (3.1)

Èç ïðåäëîæåíèÿ 3.8 íèæå íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî Ln � ýòî ïîäðåø¼òêà

èíäåêñà 22
n−1

â L′n, à 2L′n � ïîäðåø¼òêà èíäåêñà 22
n−1

â Ln. Ïðîäîëæàÿ
öåïî÷êó (3.1) âëåâî, ìû ïîëó÷àåì:

. . . ⊂ 2kLn ⊂ 2kL′n ⊂ . . . ⊂ 2Ln ⊂ 2L′n ⊂ Ln ⊂ L′n.

Àíàëîãè÷íàÿ öåïî÷êà, íî ñ çàìåíîé ðåø¼òêè 2L′n íà ðåø¼òêó RLn,
ïîëó÷åííóþ èç Ln ïðèìåíåíèåì ïîâîðîòà R =

(
1 1
1 −1

)
ê êàæäîìó ïîä-

áëîêó ðàçìåðà 2 ïîðîæäàþùåé ìàòðèöû â ïîäõîäÿùåì áàçèñå, áûëà
ïîëó÷åíà â ðàáîòå Ôîðíè [11, ñòð. 1167�1169] ñ ïîìîùüþ êîíñòðóêöèè
óäâîåíèÿ ðàçáèåíèé.

Îáîçíà÷åíèå 3.2. Ïîðîæäàþùèå ìàòðèöû ðåø¼òîê Ln è L′n, ñòðîêè
êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðîê ìàòðèöû Gn óìíîæå-
íèåì íà ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, îáîçíà÷àþòñÿ êàê Hn è H ′n.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîçâîëÿåò óâèäåòü ñòðóêòóðó ìàòðèö Hn è H ′n
ïðè n 6 3, à ïðåäëîæåíèÿ 3.8 è 3.10 äàþò èõ ñòðîãîå îïèñàíèå â ïðî-
èçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè.

Ïðèìåð 3.3. Ïðè n = 0 ðåø¼òêè M0, L0 è L′0 èìåþò îáùóþ ïîðîæ-
äàþùóþ ìàòðèöó

G0 = H0 = H ′0 =
(
1
2

)
.
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Ïðè n = 1 ïîðîæäàþùèìè ìàòðèöàìè M1, L1 è L
′
1 ÿâëÿþòñÿ

G1 =

(√
2
2 0
1
2

1
2

)
, H1 =

(
1 0
1
2

1
2

)
è H ′1 =

(
1
2 0
1
2

1
2

)
ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè n = 2 ïîðîæäàþùèìè ìàòðèöàìè áóäóò

G2 =


1 0 0 0√
2
2

√
2
2 0 0√

2
2 0

√
2
2 0

1
2

1
2

1
2

1
2

 ,

H2 =


1 0 0 0
1 1 0 0
1 0 1 0
1
2

1
2

1
2

1
2

 è H ′2 =


1 0 0 0
1
2

1
2 0 0

1
2 0 1

2 0
1
2

1
2

1
2

1
2

 .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî L2 è L
′
2 ãåîìåòðè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû ðåø¼òêå D4,

ñì. [7, ãëàâà 4, ðàâåíñòâà (86) è (90)]. Çàïèøåì òàêæå ïîðîæäàþùèå
ìàòðèöû ïðè n = 3 è íèæíåòðåóãîëüíûå ýðìèòîâû íîðìàëüíûå ôîð-
ìû äëÿ H3 è H

′
3 (âû÷èñëåííûå ïî ñòðîêàì):

G3 =



√
2 0 0 0 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0√
2
2

√
2
2

√
2
2

√
2
2 0 0 0 0

1 0 0 0 1 0 0 0√
2
2

√
2
2 0 0

√
2
2

√
2
2 0 0√

2
2 0

√
2
2 0

√
2
2 0

√
2
2 0

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2


,

H3=



2 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0
1 1 1 1 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0 0
1 1 0 0 1 1 0 0
1 0 1 0 1 0 1 0
1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2


→H̃3=



2 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 1 0 0
1 0 0 0 0 0 1 0
1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2


,
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H ′
3=



1 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0
1
2

1
2

1
2

1
2

0 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0 0
1
2

1
2

0 0 1
2

1
2

0 0
1
2

0 1
2

0 1
2

0 1
2

0
1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2


→H̃ ′

3=



1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
1
2

1
2

1
2

1
2

0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
1
2

1
2

0 0 1
2

1
2

0 0
1
2

0 1
2

0 1
2

0 1
2

0
0 1

2
1
2

0 1
2

0 0 1
2


.

Áëàãîäàðÿ äîïîëíèòåëüíîìó êîýôôèöèåíòó 1/2, ìàòðèöà H̃3 ÿâëÿ-
åòñÿ ïîðîæäàþùåé äëÿ ðåø¼òêè E8 â ñòàíäàðòíîé çàïèñè ÷åðåç ñèñòå-
ìó ÷¼òíûõ êîîðäèíàò: âñå êîîðäèíàòû ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà ÿâëÿ-
þòñÿ ëèáî öåëûìè, ëèáî ïîëóöåëûìè îäíîâðåìåííî, è èõ ñóììà ÷¼òíà.

Îïèðàÿñü íà ïðåäûäóùèé ïðèìåð, íåòðóäíî îïèñàòü ñâîéñòâà ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ ïîðîæäàþùèõ ìàòðèö â ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè.

Ïðåäëîæåíèå 3.4. Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ñâîéñòâà ìàòðèöû Gn:

(1) Gn � íèæíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè
íà ãëàâíîé äèàãîíàëè;

(2) â êàæäîé ñòðîêå Gn âñå ýëåìåíòû îäíîâðåìåííî ïðèíàäëå-

æàò ëèáî Z/2, ëèáî
√

2Z/2;
(3) ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà Gn ðàâíà (1/2, . . . , 1/2);

(4) ïåðâàÿ ñòðîêà Gn ðàâíà ((
√

2)n−2, 0, . . . , 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâà (1)�(4) íåñëîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ
èíäóêöèè ïî n. �

Çàìå÷àíèå 3.5. Èç îïðåäåëåíèÿ 3.1 ñëåäóåò, ÷òî Ln,
√

2L′n ⊂ Mn.

Êîîðäèíàòû ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà ðåø¼òêè Mn ëåæàò â Z[
√

2]/2,
ïîýòîìó êîîðäèíàòû ëþáûõ ýëåìåíòîâ Ln è L′n ëåæàò â Z/2. Ðàöèî-
íàëüíàÿ è ÷èñòî èððàöèîíàëüíàÿ ÷àñòè ðåø¼òêèMn çàäàþòñÿ îòîáðà-
æåíèÿìè

a+
√

2b 7→ a+ 2b è a+
√

2b 7→
√

2(a+ b), a, b ∈ Z/2,

ñîîòâåòñòâåííî, ïðèìåí¼ííûìè ïîêîîðäèíàòíî.

Îïðåäåëåíèå 3.6. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñòðîêà Gn èìååò òèï I,
åñëè âñå å¼ êîîðäèíàòû ïðèíàäëåæàò Z/2, è òèï II, åñëè âñå å¼ êîîð-

äèíàòû ïðèíàäëåæàò
√

2Z/2. Òèï ïðîèçâîëüíîé ñòðîêè Hn èëè H ′n
ñîâïàäàåò ñ òèïîì ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðîêè Gn.
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Ïðåäëîæåíèå 3.7.

(1) Ñòðîêà (a, a) èìååò òîò æå òèï, ÷òî è a.

(2) Ñòðîêè a è (
√

2a, 0) èìåþò ðàçíûé òèï.
(3) Ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà âñåãäà èìååò òèï I.
(4) Ïåðâàÿ ñòðîêà èìååò òèï II òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n

íå÷¼òíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóíêòû (1)�(2) ñðàçó ñëåäóþò èõ îïðåäåëåíèÿ òè-
ïîâ; ïóíêòû (3)�(4) âûòåêàþò èç ïðåäëîæåíèÿ 3.4 (3)�(4). �

Ïðåäëîæåíèå 3.8. Ñòðîêè òèïà I ÿâëÿþòñÿ îáùèìè äëÿ ïîðîæäà-
þùèõ ìàòðèö Gn, Hn è H ′n. Ñòðîêè òèïà II â Hn â

√
2 ðàç ïðåâîñ-

õîäÿò ñîîòâåòñòâóþùèå ñòðîêè Gn è â äâà ðàçà ïðåâîñõîäÿò ñîîò-
âåòñòâóþùèå ñòðîêè H ′n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ñòðîêà a ìàòðèöû Gn èìååò òèï I, òî åñòü
a ∈ (Z/2)2

n

, òî â ðàöèîíàëüíîé è ÷èñòî èððàöèîíàëüíîé ÷àñòÿõ Mn

åé ñîîòâåòñòâóþò a è
√

2a, ïîýòîìó â ìàòðèöàõ Hn è H ′n ñòðîêà a

îñòà¼òñÿ â íåèçìåííîì âèäå. Åñëè æå a èìååò òèï II, òî a =
√

2b, ãäå b ∈
(Z/2)2

n

, è òîãäà â ðàöèîíàëüíîé è ÷èñòî èððàöèîíàëüíîé ÷àñòÿõ Mn

åé ñîîòâåòñòâóþò 2b è
√

2b. Ñëåäîâàòåëüíî, ñòðîêàìè Hn è H ′n áóäóò
2b è b ñîîòâåòñòâåííî. �

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýëåìåíòîâ ðåø¼òîê ðàçìåðíîñòè 2n+1 ïî ýëåìåíòàì
ðåø¼òîê ðàçìåðíîñòè 2n ìû áóäåì àêòèâíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 3.9. Åñëè x ∈ Mn, òî (
√

2x, 0), (0,
√

2x), (x, x) è
(x,−x) ïðèíàäëåæàò Mn+1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ýòî óòâåðæäåíèå â òîì ñëó-
÷àå, êîãäà x � ñòðîêà ìàòðèöû Gn. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ,

Gn+1 =

(√
2Gn 0
Gn Gn

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâîëüíàÿ ñòðîêà Gn+1 èìååò âèä (
√

2a, 0) èëè

(a, a), ãäå a � íåêîòîðàÿ ñòðîêà Gn. Îòñþäà (
√

2x, 0), (x, x) ∈ Mn+1.
Êðîìå òîãî,

(0,
√

2x) =
√

2(x, x)− (
√

2x, 0) ∈Mn+1,

(x,−x) = (x, x)−
√

2(0,
√

2x) ∈Mn+1. �
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Ïðåäëîæåíèå 3.10. Ñòðîêè ïîðîæäàþùåé ìàòðèöû Hn+1 ðåø¼ò-
êè Ln+1 èìåþò âèä (x, x) è (2x′, 0), à ñòðîêè ïîðîæäàþùåé ìàòðèöû
H ′n+1 ðåø¼òêè L′n+1 èìåþò âèä (x′, x′) è (x, 0), ãäå x � ïðîèçâîëüíàÿ
ñòðîêà Hn, x

′ � ïðîèçâîëüíàÿ ñòðîêà H ′n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîèçâîëüíîé ñòðîêå a ìàòðèöûGn ñîîòâåòñòâóþò
ñòðîêè (a, a) è (

√
2a, 0) ìàòðèöû Gn+1. Ïðåäïîëîæèì ñïåðâà, ÷òî a

èìååò òèï I, òîãäà (a, a) òîæå èìååò òèï I, à (
√

2a, 0) èìååò òèï II. Ïî
ïðåäëîæåíèþ 3.8, ñòðîêà a ÿâëÿåòñÿ îáùåé äëÿ Hn è H ′n, ñòðîêà (a, a)

� îáùàÿ äëÿ Hn+1 è H
′
n+1, ñòðîêå (

√
2a, 0) ñîîòâåòñòâóþò ñòðîêè (2a, 0)

â Hn+1 è (a, 0) â H ′n+1.

Ïóñòü òåïåðü a èìååò òèï II. Òîãäà (a, a) èìååò òèï II, à (
√

2a, 0)

èìååò òèï I. Ñòðîêå a ñîîòâåòñòâóþò
√

2a â Hn è a/
√

2 â H ′n, ñòðîêå

(a, a) ñîîòâåòñòâóþò
√

2(a, a) âHn+1 è (a, a)/
√

2 âH ′n+1, ñòðîêà (
√

2a, 0)
ÿâëÿåòñÿ îáùåé äëÿ Hn+1 è H

′
n+1.

Îáúåäèíÿÿ ýòè äâà ñëó÷àÿ, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå. �

Ñëåäñòâèå 3.11. Ïóñòü x ∈ Ln, x
′ ∈ L′n � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû.

Òîãäà

(x, x), (x,−x), (2x′, 0), (0, 2x′) ∈ Ln+1,

(x′, x′), (x′,−x′), (x, 0), (0, x) ∈ L′n+1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç öåïî÷êè âêëþ÷åíèé (3.1) ñëåäóåò, ÷òî
2x′ ∈ 2L′n ⊂ Ln è x ∈ Ln ⊂ L′n. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3.10, äîñòàòî÷íî
çàìåòèòü, ÷òî

(0, 2x′) = (2x′, 2x′)− (2x′, 0) ∈ Ln+1,

(x,−x) = (x, x)− (0, 2x) ∈ Ln+1,

(0, x) = (x, x)− (x, 0) ∈ L′n+1,

(x′,−x′) = (x′, x′)− (0, 2x′) ∈ L′n+1. �

Ñëåäñòâèå 3.12. Åñëè x ∈ Ln, òî (2x, 0), (0, 2x) ∈ Ln+1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå íåìåäëåííî âûòåêàåò èç ñëåäñò-
âèÿ 3.11 è âëîæåíèÿ Ln ⊂ L′n. �

Ñëåäñòâèå 3.13. Êàæäàÿ ñòðîêà a ïîðîæäàþùåé ìàòðèöû Hn ñî-
îòâåòñòâóåò äâóì ñòðîêàì ìàòðèöû Hn+1: ýòî (a, a) è ëèáî (a, 0),
ëèáî (2a, 0). Â ïåðâîì ñëó÷àå a èìååò òèï II, âî âòîðîì � òèï I.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòè óòâåðæäåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþò èç
ïðåäëîæåíèé 3.8 è 3.10. �

�4. Çàìêíóòîñòü ñáàëàíñèðîâàííîé ðåø¼òêè

Áàðíñà�Óîëëà îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ

Ðàññìîòðèì âëîæåíèå ðåø¼òêè Mn â àëãåáðó Êýëè�Äèêñîíà ãëàâ-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè CDn, ïðè êîòîðîì ýëåìåíòû ðåø¼òêè ñîîòâåò-
ñòâóþò êîîðäèíàòàì ýëåìåíòîâ àëãåáðû â ñòàíäàðòíîì áàçèñå
1 = e0, e1, . . . , e2n−1. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïîêàæåì, ÷òî ïðè n > 2
ðåø¼òêàMn çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ, è, êðîìå òîãî, âñå ïî-
ïàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ èç Mn ïîðîæäàþò Mn íàä Z[

√
2].

Çàìå÷àíèå 4.1. Ðåø¼òêè M1 è L1 íå ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè îòíîñè-
òåëüíî óìíîæåíèÿ, òàê êàê äëÿ ýëåìåíòà z = (1 + i)/2, ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî ïîñëåäíåé ñòðîêå ìàòðèöû G1, âûïîëíåíî z

2 = i/2 /∈M1. Ðåø¼ò-
êà L′1 òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ, òàê êàê
äëÿ ýëåìåíòà y = 1/2, ñîîòâåòñòâóþùåãî ïåðâîé ñòðîêå ìàòðèöû H ′1,
âûïîëíåíî y2 = 1/4 /∈ L′1.

Çàìå÷àíèå 4.2. Çàìêíóòîñòü ðåø¼òêè M2 ìîæíî ïðîâåðèòü íåïî-
ñðåäñòâåííî, çàïèñàâ òàáëèöó óìíîæåíèÿ ñòðîê å¼ ïîðîæäàþùåé ìàò-
ðèöû G2, ñì. òàáëèöó 2. Ïðè ýòîì 1 ∈ M2, îòêóäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî

× 1
1 + i
√

2

1 + j
√

2

1 + i + j + k

2

1 1
1 + i
√

2

1 + j
√

2

1 + i + j + k

2

1 + i
√

2

1 + i
√

2
i

1 + i + j + k

2

i + k
√

2

1 + j
√

2

1 + j
√

2

1 + i + j − k

2
j

i + j
√

2

1 + i + j + k

2

1 + i + j + k

2

i + j
√

2

j + k
√

2

−1 + i + j + k

2

Òàáëèöà 2. Òàáëèöà óìíîæåíèÿ ñòðîê G2.

âñå ïîïàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ èç M2 ïîðîæäàþò M2.
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Ïðåäëîæåíèå 4.3. Ïóñòü x è y � ñòðîêè ïîðîæäàþùåé ìàòðè-
öû Gn ðåø¼òêè Mn, n > 0. Òîãäà n(x, y) = (

√
2)m äëÿ íåêîòîðîãî

öåëîãî m > n − 2, ïðè÷¼ì m = n − 2 â òîì è òîëüêî â òîì ñëó-
÷àå, êîãäà ñóììà íîìåðîâ ýòèõ ñòðîê ðàâíà 2n + 1, òî åñòü ñòðîêè
x è y ðàñïîëîæåíû ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ãîðèçîíòàëüíîé îñè
ìàòðèöû Gn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé ïî n. Åñëè n = 0, òî
x = y = (1/2), îòêóäà n(x, y) = 1/2 = (

√
2)−2, òàê êàê n(x, y) � ýòî

óäâîåííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå x è y.
Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âûïîëíåíî äëÿ íåêîòîðîãî

n > 0. Òîãäà èç ðàâåíñòâ

n((
√

2x, 0), (
√

2y, 0)) = 2n(x, y),

n((
√

2x, 0), (y, y)) =
√

2n(x, y),

n((x, x), (y, y)) = 2n(x, y)

ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèå n(·, ·) íà ïàðàõ ñòðîê Gn+1 ðàâíî (
√

2)m
′
, ãäå

m′ > m+1 > (n+1)−2. Ðàâåíñòâî m′ = (n+1)−2 äîñòèãàåòñÿ òîëüêî

âî âòîðîì èç ýòèõ òð¼õ ñëó÷àåâ ïðè óñëîâèè, ÷òî n(x, y) = (
√

2)n−2.

Íîìåð ñòðîêè (
√

2x, 0) â Gn+1 ñîâïàäàåò ñ íîìåðîì ñòðîêè x â Gn, à
íîìåð ñòðîêè (y, y) â Gn+1 ïðåâîñõîäèò íîìåð y â Gn íà 2n. Òàêèì
îáðàçîì, ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóììà íî-
ìåðîâ ñòðîê ðàâíà (2n + 1) + 2n = 2n+1 + 1. �

Ïðåäëîæåíèå 4.4. Äëÿ ëþáûõ x, y ∈Mn, n > 0, âûïîëíåíî

(1) t(x) ∈ Z[
√

2];

(2) n(x, y) äåëèòñÿ íà (
√

2)n−2, òî åñòü íàéä¼òñÿ òàêîå

k ∈ Z[
√

2], ÷òî n(x, y) = k(
√

2)n−2.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Ñëåä t(x) ðàâåí óäâîåííîé êîîðäèíàòå x ïðè

1 = e0, êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò Z[
√

2]/2 ïî çàìå÷àíèþ 3.5.
(2) cëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 4.3 è áèëèíåéíîñòè ôîðìû n( · , · ). �

Òåîðåìà 4.5. Ïðè n > 2 ðåø¼òêàMn çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî óìíî-
æåíèÿ â CDn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé ïî n. Ìóëüòèïëèêàòèâ-
íàÿ çàìêíóòîñòü ðåø¼òêè M2 áûëà äîêàçàíà â çàìå÷àíèè 4.2. Òåïåðü
ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âûïîëíåíî äëÿ Mn, è äîêàæåì åãî
äëÿMn+1. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî âñå ïîïàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ñòðîê
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Gn+1 ïðèíàäëåæàò Mn+1. Ðàññìîòðèì ÷åòûðå òèïà ïîïàðíûõ ïðîèç-
âåäåíèé, ïîëàãàÿ, ÷òî a è b � ïðîèçâîëüíûå ñòðîêè Gn:

• (
√

2a, 0)(
√

2b, 0) = (2ab, 0). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ab ∈
Mn, ïîýòîìó (

√
2ab, 0) ∈ Mn+1, çíà÷èò, ðàññìàòðèâàåìîå ïðî-

èçâåäåíèå ëåæèò â
√

2Mn+1.
• (b, b)(

√
2a, 0) =

√
2(ba, bā) =

√
2(ba, t(a)b − ba) = t(a)(0,

√
2b) +√

2(ba,−ba). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ba ∈ Mn, ïîýòîìó

èç ïðåäëîæåíèÿ 3.9 âûòåêàåò, ÷òî (0,
√

2b), (ba,−ba) ∈ Mn+1.

Òàê êàê t(a) ∈ Z[
√

2] ïî ïðåäëîæåíèþ 4.4(1), ðàññìàòðèâàåìîå
ïðîèçâåäåíèå ëåæèò â Mn+1.

• (a, a)(b, b) = (ab− b̄a, ba+ab̄) = (ab− t(b)a+ ba, ba+t(b)a−ab) =
(ba, ba) + (ab,−ab) − t(b)(a,−a). Ñíîâà ïðèìåíÿÿ ïðåäïîëîæå-
íèå èíäóêöèè è ïðåäëîæåíèÿ 3.9 è 4.4(1), ïîëó÷àåì òðåáóåìîå
óòâåðæäåíèå.

• (
√

2a, 0)(b, b) =
√

2(ab, ba). Äàëåå, âûðàæàÿ ab èç ðàâåíñòâà

n(a, b) = ab̄+ bā = t(b)a+ t(a)b− ab− ba,

ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

(
√

2a, 0)(b, b) = t(b)(
√

2a, 0) + t(a)(
√

2b, 0)

−
√

2(ba,−ba)−
√

2n(a, b)(1, 0).

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 4.4(2), n(a, b) äåëèòñÿ íà (
√

2)n−2. Òàê
êàê, ïî ïðåäëîæåíèþ 3.4(4), ïåðâàÿ ñòðîêà Gn+1 ðàâíà

((
√

2)n−1, 0, . . . , 0), òî
√

2n(a, b)(1, 0) ∈ Mn+1. Îñòàâøèåñÿ ñëà-
ãàåìûå ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì ñëó÷àÿì.

�

Òåîðåìà 4.6. Ïðè n > 2 âñå ïîïàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ èçMn

ïîðîæäàþò Mn íàä Z[
√

2].

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷åíèé áóäåì äîêàçûâàòü óò-
âåðæäåíèå äëÿ Mn+1, n ∈ N. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Vn+1 ïîäðåø¼òêó Mn+1

íàä Z[
√

2], ïîðîæä¼ííóþ âñåìè ïîïàðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè ýëåìåíòîâ
èçMn+1. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî âñå ñòðîêè ïîðîæäàþùåé ìàòðèöû
Gn+1 ëåæàò â Vn+1. Äëÿ a, b ∈Mn ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî

Vn+1 3 (b, b)(0,
√

2a) + (a, a)(
√

2b, 0) =
√

2((−āb, ab) + (ab, ab̄))

=
√

2(t(b)(0, a)− t(a)(b, 0) + (2ab, 0)).
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Òàê êàê (2ab, 0) = (
√

2a, 0)(
√

2b, 0) ∈ Vn+1, ïîëó÷àåì, ÷òî

t(b)(0,
√

2a)− t(a)(
√

2b, 0) ∈ Vn+1. (4.1)

Ïóñòü z = (1/2, . . . , 1/2) � ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà Gn, ñì. ïðåäëîæå-
íèå 3.4(3). Òîãäà t(z) = 1 è âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

Vn+1 3 (
√

2z, 0)(z, z)− (z, z)(0,
√

2z) =
√

2((z2, z2)− (−z̄z, z2))

= t(z)(
√

2z, 0) = (
√

2z, 0).

Ïîëàãàÿ a = b = z â âûðàæåíèè (4.1), ïîëó÷àåì, ÷òî (0,
√

2z) ∈ Vn+1.
Äàëåå, åñëè b = z è a ∈ Mn � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò, òî t(b) = 1,

è èç âûðàæåíèÿ (4.1) ñëåäóåò, ÷òî (0,
√

2a) ∈ Vn+1. Àíàëîãè÷íî, åñëè

a = z è b ∈Mn � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò, òî (
√

2b, 0) ∈ Vn+1.
Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî â Vn+1 ëåæàò òå ñòðîêè Gn+1, êîòîðûå èìå-

þò âèä (c, c). Äëÿ ýòîãî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ a, b ∈ Mn ðàññìîòðèì ðà-
âåíñòâà

Vn+1 3 (a, a)(b, b) = (ab− b̄a, ba+ ab̄)

= (t(a)b− (āb+ b̄a),−t(a)b+ 2ba+ (bā+ ab̄))

= (t(a)b− n(a, b),−t(a)b+ 2ba+ n(a, b))

= t(a)(b, b) + n(a, b)(1, 1)− 2t(a)(0, b) + 2(0, ba)

− 2(n(a, b), 0).

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 4.4(2), n(a, b) äåëèòñÿ íà (
√

2)n−2, ïðè ýòîì,

ïî ïðåäëîæåíèþ 3.4(4), ïåðâàÿ ñòðîêà Gn ðàâíà ((
√

2)n−2, 0, . . . , 0). Ïî
òåîðåìå 4.5, ba ∈ Mn. Òàêèì îáðàçîì, èç äîêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò,
÷òî

(0,
√

2b), (0,
√

2ba), (
√

2n(a, b), 0) ∈ Vn+1.

Êðîìå òîãî, t(a) ∈ Z[
√

2] ïî ïðåäëîæåíèþ 4.4(1), ïîýòîìó

t(a)(b, b) + n(a, b)(1, 1) ∈ Vn+1.

Ñïåðâà ïîëîæèì a = (0, . . . , 0, (
√

2)n−2) è b = z. Ïðèíàäëåæíîñòü
a ∈ Mn ìîæíî äîêàçàòü ïî èíäóêöèè ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåíèÿ 3.9.
Òîãäà t(a) = 0 è n(a, b) = (

√
2)n−2, îòêóäà (

√
2)n−2(1, 1) ∈ Vn+1.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî t(a)(b, b) ∈ Vn+1 äëÿ âñåõ a, b ∈ Mn. Ïîëàãàÿ
a = z, ïîëó÷àåì, ÷òî (b, b) ∈Mn+1 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî b ∈Mn. �
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�5. Ïðîèçâåäåíèÿ êëàññè÷åñêèõ ðåø¼òîê

Áàðíñà�Óîëëà

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì âëîæåíèå ðåø¼òîê Ln è L′n â
àëãåáðó Êýëè�Äèêñîíà CDn è èçó÷èì ìíîæåñòâà ïîïàðíûõ ïðîèçâå-
äåíèé èõ ýëåìåíòîâ. Â ÷àñòíîñòè, íàñ èíòåðåñóåò, ÿâëÿþòñÿ ëè Ln è L′n
çàìêíóòûìè îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ.

Îáîçíà÷åíèå 5.1. Ïóñòü X,Y ⊂ CDn � íåêîòîðûå ðåø¼òêè (íàä Z).
Òîãäà X · Y � ìíîæåñòâî öåëî÷èñëåííûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ýëå-
ìåíòîâ âèäà xy, x ∈ X, y ∈ Y . Äðóãèìè ñëîâàìè, X · Y ⊂ CDn �
ðåø¼òêà, ïîðîæä¼ííàÿ âñåìè ïðîèçâåäåíèÿìè, â êîòîðûõ ïåðâûé ìíî-
æèòåëü ïðèíàäëåæèò X, à âòîðîé ïðèíàäëåæèò Y .

Òåîðåìà 5.2. Ïðè n > 2 èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå âêëþ÷åíèÿ:

Ln · Ln ⊆ Ln, Ln · L′n ⊆ L′n, L′n · Ln ⊆ L′n, L′n · L′n ⊆ Ln/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ,Mn = Ln+
√

2L′n, ïðè÷¼ì âñå ýëå-
ìåíòû Ln è L′n èìåþò ðàöèîíàëüíûå êîîðäèíàòû. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ
ïðîèçâåäåíèÿ â àëãåáðå Êýëè�Äèêñîíà, ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ ñ ðà-
öèîíàëüíûìè êîîðäèíàòàìè òàêæå èìååò ðàöèîíàëüíûå êîîðäèíàòû.
Òàê êàê, ïî òåîðåìå 4.5, Mn çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ, ïîëó-
÷àåì

Mn ⊇Mn ·Mn = (Ln · Ln + 2L′n · L′n) +
√

2(Ln · L′n + L′n · Ln),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

Ln ⊇ Ln · Ln + 2L′n · L′n,
L′n ⊇ Ln · L′n + L′n · Ln.

Èç ýòèõ âêëþ÷åíèé ñðàçó âûòåêàåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå. �

Çàìå÷àíèå 5.3. Ïðè n = 2 âñå âêëþ÷åíèÿ â òåîðåìå 5.2 îáðàùàþòñÿ
â ðàâåíñòâà. Äåéñòâèòåëüíî, âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êðîìå ïîñëåäíåãî, ýòî
ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî 1 ∈ L2 � ïåðâàÿ ñòðîêàH2. Ðàâåíñòâî L

′
2·L′2 = L2/2

ìîæíî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî, ïîäåëèâ íà
√

2 òå ñòðîêè è ñòîëáöû
òàáëèöû óìíîæåíèÿ 2, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàì (1 + i)/

√
2 è

(1 + j)/
√

2.

Ïðåäëîæåíèå 5.4. Ïåðâûå ñòðîêè ìàòðèö Hn è H ′n ðàâíû

(2k, 0, . . . , 0) è (2k
′
, 0, . . . , 0) ñîîòâåòñòâåííî, ãäå k = dn/2e − 1 è k′ =
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bn/2c − 1. Ïðè ýòîì, åñëè öåëîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà (
√

2)n−2, òî îíî
äåëèòñÿ è íà 2k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäëîæåíèþ 3.4(4), ïåðâàÿ ñòðîêà ìàòðèöûGn

ðàâíà y = ((
√

2)n−2, 0, . . . , 0). Åñëè n ÷¼òíî, òî k = k′ = n/2−1, ñòðîêà
y èìååò òèï I, è ïåðâûå ñòðîêè Hn è H ′n ñîâïàäàþò ñ íåé, ñì. ïðåä-
ëîæåíèå 3.8. Åñëè n íå÷¼òíî, òî y èìååò òèï II. Òîãäà ïåðâàÿ ñòðîêà
Hn ðàâíà ((

√
2)n−1, 0, . . . , 0) = (2k, 0, . . . , 0), à ïåðâàÿ ñòðîêà H ′n ðàâíà

((
√

2)n−3, 0, . . . , 0) = (2k
′
, 0, . . . , 0).

Çàìåòèì, ÷òî 2k � íàèìåíüøàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ñòåïåíü
√

2, êîòîðàÿ
äåëèòñÿ íà (

√
2)n−2, à 2k

′
� íàèáîëüøàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ñòåïåíü

√
2, íà

êîòîðóþ äåëèòñÿ (
√

2)n−2. Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò âòîðàÿ ÷àñòü óòâåð-
æäåíèÿ. �

Ïðåäëîæåíèå 5.5. Äëÿ ëþáûõ x, y ∈ Ln, x
′, y′ ∈ L′n, n > 1, âûïîëíå-

íî

t(x), t(x′),n(x, y) ∈ Z,
à òàêæå

n(x′, y) ∈

{
Z/2, n = 1,

Z, n > 2;
n(x′, y′) ∈

{
Z/2, 1 6 n 6 2,

Z, n > 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî Ln,
√

2L′n ⊂ Mn. Ïî ïðåäëîæå-

íèþ 4.4, äëÿ ëþáûõ z, w ∈ Mn èìååì t(z) ∈ Z[
√

2], è n(z, w) äåëèò-

ñÿ íà (
√

2)n−2. Ñëåäîâàòåëüíî, t(x) ∈ Z[
√

2], t(x′) ∈ Z[
√

2]/
√

2, à òàêæå

n(x, y), n(x′, y) è n(x′, y′) äåëÿòñÿ íà (
√

2)n−2, (
√

2)n−3 è (
√

2)n−4 ñîîò-
âåòñòâåííî. Çíà÷åíèÿ ñëåäà è íîðìû íà ýëåìåíòàõ ñ ðàöèîíàëüíûìè
êîîðäèíàòàìè ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè, îòêóäà ñðàçó âûòåêàåò òðå-
áóåìîå óòâåðæäåíèå. �

Îáîçíà÷åíèå 5.6. Â äîêàçàòåëüñòâàõ òåîðåì 5.7 è 5.8 ìû èíîãäà áó-
äåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå (a, b)n = (a, b) ∈ CDn, a, b ∈ CDn−1,
÷òîáû ÿâíî óêàçàòü íîìåð òåêóùåãî ýòàïà ïðîöåäóðû óäâîåíèÿ Êýëè�
Äèêñîíà.

Ïåðâàÿ ïîëîâèíà äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåé òåîðåìû àíàëîãè÷íà
äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 4.6 ñ íåáîëüøèìè èçìåíåíèÿìè.

Òåîðåìà 5.7. Ïðè n > 2 âñå ïîïàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ èç Ln

ïîðîæäàþò Ln (íàä Z), òî åñòü Ln · Ln = Ln.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àé n = 2 ñëåäóåò èç çàìå÷àíèÿ 5.3. Äàëåå äëÿ
óäîáñòâà îáîçíà÷åíèé áóäåì äîêàçûâàòü óòâåðæäåíèå äëÿ Ln+1, n > 2.
Îáîçíà÷èì Vn+1 = Ln+1 · Ln+1. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî âñå ñòðîêè
ïîðîæäàþùåé ìàòðèöû Hn+1 ëåæàò â Vn+1.

Ïóñòü a, b ∈ Ln � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû. Â ñèëó ñëåäñòâèé 3.11
è 3.12, èìååì (a, a), (b, b), (0, 2a), (2b, 0) ∈ Ln+1. Ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî

Vn+1 3 (b, b)(0, 2a) + (a, a)(2b, 0) = t(b)(0, 2a)− t(a)(2b, 0) + (4ab, 0).

Òàê êàê (4ab, 0) = (2a, 0)(2b, 0) ∈ Vn+1, òî

t(b)(0, 2a)− t(a)(2b, 0) ∈ Vn+1. (5.1)

Ïóñòü z = (1/2, . . . , 1/2) � ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà Hn. Òîãäà z èìååò òèï I,
t(z) = 1 è âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

Vn+1 3 (2z, 0)(z, z)− (z, z)(0, 2z) = t(z)(2z, 0) = (2z, 0).

Ïîëàãàÿ a = b = z â âûðàæåíèè (5.1), ïîëó÷àåì, ÷òî (0, 2z) ∈ Vn+1.
Äàëåå, åñëè b = z è a ∈ Ln � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò, òî t(b) = 1, è

èç âûðàæåíèÿ (5.1) ñëåäóåò (0, 2a) ∈ Vn+1. Àíàëîãè÷íî, åñëè a = z è
b ∈ Ln � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò, òî (2b, 0) ∈ Vn+1.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ a, b ∈ Ln ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî

Vn+1 3 (a, a)(b, b) = t(a)(b, b) + n(a, b)(1, 1)

− t(a)(0, 2b) + (0, 2ba)− (2n(a, b), 0).

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 5.4, ïåðâàÿ ñòðîêà Hn ðàâíà (2k, 0, . . . , 0), ãäå
k = dn/2e − 1. Ïî òåîðåìå 5.2, ba ∈ Ln. Èç äîêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò,
÷òî

(0, 2b), (0, 2ba), (2 · 2k, 0) ∈ Vn+1.

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèÿì 4.4(2) è 5.5, âåëè÷èíà n(a, b) � öåëîå ÷èñëî,

êîòîðîå äåëèòñÿ íà (
√

2)n−2 â Z[
√

2]. Ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå 5.4, ïî-
ëó÷àåì, ÷òî n(a, b) äåëèòñÿ íà 2k, ïîýòîìó (2n(a, b), 0) ∈ Vn+1. Îòñþäà

t(a)(b, b) + n(a, b)(1, 1) ∈ Vn+1.

Ñïåðâà ïîëîæèì a = (0, . . . , 0, 2k) è b = z. Òîãäà t(a) = 0 è n(a, b) = 2k,
ïîýòîìó 2k(1, 1) ∈ Vn+1. Çíà÷èò, t(a)(b, b) ∈ Vn+1 äëÿ âñåõ a, b ∈ Ln.
Ïîëàãàÿ a = z, ïîëó÷àåì, ÷òî (b, b) ∈ Ln+1 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî b ∈ Ln.

Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó ñëåäñòâèÿ 3.13, îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî Vn+1

ñîäåðæèò ýëåìåíòû âèäà (a, 0), ãäå a � ñòðîêà Hn òèïà II. Äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî b ∈ Ln ðàññìîòðèì ðàâåíñòâà

Vn+1 3 (a, 0)(b, b) = (ab, ba) = (t(b)a+ t(a)b− n(a, b)− ba, ba)
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= t(b)(a, 0) + t(a)(b, 0)− (n(a, b), 0) + (ba, ba)− (2ba, 0).

Ïî äîêàçàííîìó âûøå, (2b, 0), (ba, ba), (2ba, 0) ∈ Vn+1. Ñòðîêà a èìååò
òèï II, ïîýòîìó îíà íå ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíåé, à çíà÷èò t(a) äåëèòñÿ íà 2.
Ñëåäîâàòåëüíî,

t(b)(a, 0)− (n(a, b), 0) ∈ Vn+1. (5.2)

Òàê êàê ñòðîêà a èìååò òèï II, òî îíà â
√

2 ðàç ïðåâîñõîäèò ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ ñòðîêó a′ ìàòðèöû Gn. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 4.3, n(a′, z)

äåëèòñÿ íà (
√

2)n−2, ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà a′ � ïåðâàÿ ñòðîêà Gn, à èíà÷å n(a′, z) ïðåâîñõîäèò (
√

2)n−2

íå ìåíåå ÷åì â
√

2 ðàç.
Âî âòîðîì ñëó÷àå, n(a, z) � öåëîå ÷èñëî, ïðåâîñõîäÿùåå (

√
2)n−2 íå

ìåíåå ÷åì â 2 ðàçà, à çíà÷èò, n(a, z) äåëèòñÿ íà 2 · 2k. Òîãäà, êàê áûëî
äîêàçàíî âûøå, (n(a, z), 0) ∈ Vn+1. Ïîëàãàÿ b = z â âûðàæåíèè (5.2),
ïîëó÷àåì, ÷òî (a, 0) ∈ Vn+1.

Îñòà¼òñÿ ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ïåðâàÿ ñòðîêà y ìàòðèöû Hn èìååò
òèï II, òî (y, 0) ∈ Vn+1. Òîãäà y = (2k, 0, . . . , 0) = (2ỹ, 0)n è z = (z̃, z̃)n,
ãäå ỹ è z̃ � ýòî ïåðâàÿ è ïîñëåäíÿÿ ñòðîêè ìàòðèöû Hn−1 ñîîòâåòñòâåí-
íî, ïðè÷¼ì îáå îíè èìåþò òèï I. Ïîëîæèì a = (2z̃, 0)n è b = (ỹ, ỹ)n.
Òîãäà t(b) = t(ỹ) äåëèòñÿ íà 2, ïîñêîëüêó n > 2 íå÷¼òíî è

n(a, b)=n((2z̃, 0)n, (ỹ, ỹ)n) = 2n(z̃, ỹ)=n((2ỹ, 0)n, (z̃, z̃)n)=n(y, z) = 2k.

Òàê êàê a èìååò òèï II è (2a, 0) ∈ Vn+1 ïî äîêàçàííîìó âûøå, òî èç
âûðàæåíèÿ (5.2) ïîëó÷àåì, ÷òî (y, 0) = (2k, 0) ∈ Vn+1. �

Òåîðåìà 5.8. Ïðè n > 2 âûïîëíåíî Ln · L′n = L′n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àé n = 2 ñëåäóåò èç çàìå÷àíèÿ 5.3. Îáîçíà÷èì
Vn+1 = Ln+1 · L′n+1. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè n > 2 âñå ñòðîêè
ïîðîæäàþùåé ìàòðèöû H ′n+1 ëåæàò â Vn+1. Ïî ïðåäëîæåíèþ 3.10, îíè
èìåþò âèä (a, 0) è (b′, b′), ãäå a è b′ � ïðîèçâîëüíûå ñòðîêè ìàòðèö Hn

è H ′n ñîîòâåòñòâåííî.
Òàê êàê Ln+1 ⊂ L′n+1 â ñèëó ôîðìóëû (3.1), òî, ñ ó÷¼òîì òåîðå-

ìû 5.7, èìååì:

Ln+1 = Ln+1 · Ln+1 ⊂ Ln+1 · L′n+1 = Vn+1.

Ïóñòü z = (1/2, . . . , 1/2) � ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà Hn è H ′n. Òîãäà t(z) = 1,
è, ïî ñëåäñòâèþ 3.11, èìååì (z, z) ∈ Ln+1 è (0, z) ∈ L′n+1, îòêóäà

Vn+1 3 (z, z)(0, z) = (−z̄z, z2) = (−t(z)z + z2, z2) = −(z, 0) + (z2, z2).
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Â ñèëó òåîðåìû 5.2, z2 ∈ Ln, ïîýòîìó (z2, z2) ∈ Ln+1 ⊂ Vn+1. Ñëåäîâà-
òåëüíî, (z, 0) ∈ Vn+1.

Ïóñòü a, b ∈ Ln � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû. Âñþäó äàëåå ìû áóäåì
èñïîëüçîâàòü ñëåäñòâèå 3.11 áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïîÿñíåíèé. Ðàññìîò-
ðèì ðàâåíñòâî

Vn+1 3 (b, b)(0, a) + (a, a)(b, 0) = t(b)(0, a)− t(a)(b, 0) + (2ab, 0).

Òàê êàê (2ab, 0) = (2a, 0)(b, 0) ∈ Vn+1, òî

t(b)(0, a)− t(a)(b, 0) ∈ Vn+1.

Åñëè b = z è a ∈ Ln � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò, òî t(b) = 1 è (0, a) ∈
Vn+1. Àíàëîãè÷íî, åñëè a = z è b ∈ Ln � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò, òî
(b, 0) ∈ Vn+1.

Äàëåå, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ a ∈ Ln è b′ ∈ L′n ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî

Vn+1 3 (a, a)(b′, b′) = t(a)(b′, b′) + n(a, b′)(1, 1)

− (2n(a, b′), 0)− t(a)(0, 2b′) + (0, 2b′a).

Ïî òåîðåìå 5.2, b′a ∈ L′n, ïîýòîìó (0, 2b′), (0, 2b′a) ∈ Ln+1 ⊂ Vn+1.
Òàêèì îáðàçîì,

t(a)(b′, b′) + n(a, b′)(1, 1)− (2n(a, b′), 0) ∈ Vn+1. (5.3)

Íàì îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî (b′, b′) ∈ Vn+1, ãäå b
′ � ïðîèçâîëüíàÿ

ñòðîêà ìàòðèöû H ′n. Åñëè b
′ èìååò òèï I, òî, ïî ïðåäëîæåíèþ 3.8, îíà

ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðîêîé Hn, è òîãäà òðåáóåìûé ôàêò
ñëåäóåò èç (b′, b′) ∈ Ln+1 ⊂ Vn+1. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ñòðîêà b′ èìååò

òèï II, è îíà â
√

2 ðàç ìåíüøå ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðîêè b ìàòðèöû Gn.
Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 4.3, n(z, b) äåëèòñÿ íà (

√
2)n−2, ïðè÷¼ì ðàâåí-

ñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà b � ïåðâàÿ ñòðîêà Hn; â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå, n(z, b) ïðåâîñõîäèò (

√
2)n−2 íå ìåíåå ÷åì â

√
2 ðàç.

Âî âòîðîì ñëó÷àå, ïî ïðåäëîæåíèþ 5.5, n(z, b′) � öåëîå ÷èñëî, äåëÿ-

ùååñÿ íà (
√

2)n−2, à çíà÷èò n(z, b′) äåëèòñÿ íà 2k, ãäå k = dn/2e − 1,
ñì. ïðåäëîæåíèå 5.4. Ïåðâàÿ ñòðîêà Hn ðàâíà (2k, 0, . . . , 0), ïîýòîìó
(n(z, b′), 0, . . . , 0) ∈ Ln. Ñëåäîâàòåëüíî,

n(z, b′)(1, 1), (2n(z, b′), 0) ∈ Ln+1 ⊂ Vn+1.

Ïîëàãàÿ a = z â âûðàæåíèè (5.3), ïîëó÷àåì, ÷òî (b′, b′) ∈ Vn+1.
Îñòà¼òñÿ ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ïåðâàÿ ñòðîêà y ìàòðèöû H ′n èìååò

òèï II, òî (y, y) ∈ Vn+1. Â ýòîì ñëó÷àå èç ïðåäëîæåíèé 3.8, 3.10 è 5.4
ñëåäóåò, ÷òî y = (2k−1, 0, . . . , 0) = (ỹ, 0)n è z = (z̃, z̃)n, ãäå ỹ è z̃ � ýòî
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ïåðâàÿ è ïîñëåäíÿÿ ñòðîêè ìàòðèöû Hn−1 ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëîæèì
a = (ỹ, ỹ)n ∈ Ln è b′ = (z̃, 0)n ∈ L′n. Òîãäà t(a) = t(ỹ) äåëèòñÿ íà 2,
ïîñêîëüêó n > 2 íå÷¼òíî è

n(a, b′)= n((ỹ, ỹ)n, (z̃, 0)n) = n(z̃, ỹ)= n((z̃, z̃)n, (ỹ, 0)n)= n(z, y) = 2k−1.

Òàê êàê 2b′ ∈ 2L′n ⊂ Ln, òî 2(b′, b′) ∈ Ln+1 ⊂ Vn+1. Êðîìå òîãî, ïî äîêà-
çàííîìó âûøå, èç (2k, 0, . . . , 0) ∈ Ln ñëåäóåò, ÷òî (2n(a, b′), 0) = (2k, 0) ∈
Vn+1. Ïîýòîìó èç âûðàæåíèÿ (5.3) ïîëó÷àåì (y, y) = 2k−1(1, 1) ∈ Vn+1.

�

Çàìå÷àíèå 5.9. Ïðè n > 3 âêëþ÷åíèÿ L′n ·Ln ⊂ L′n è L′n ·L′n ⊂ Ln/2 èç
òåîðåìû 5.2 ìîãóò áûòü ñòðîãèìè. Îáîçíà÷èì ïîðîæäàþùèå ìàòðèöû
ðåø¼òîê L′n · Ln è L′n · L′n ÷åðåç Cn è C ′n, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ïðè
n = 3 íèæíåòðåóãîëüíûå ýðìèòîâû íîðìàëüíûå ôîðìû ïîðîæäàþùèõ
ìàòðèö èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

C3 → C̃3 =



2 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 1 0 0
1 0 0 0 0 0 1 0
1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2


,

C ′3 → C̃ ′3 =



1 0 0 0 0 0 0 0
1
2

1
2 0 0 0 0 0 0

1
2 0 1

2 0 0 0 0 0
1
2 0 0 1

2 0 0 0 0
1
2 0 0 0 1

2 0 0 0
1
2 0 0 0 0 1

2 0 0
1
2 0 0 0 0 0 1

2 0
1
2 0 0 0 0 0 0 1

2


.
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Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðèöû H̃3 è H̃
′
3 áûëè âû÷èñëåíû â ïðèìåðå 3.3. Çà-

ïèøåì òàêæå ýðìèòîâû íîðìàëüíûå ôîðìû ïðè n = 4:

H4 → H̃4 =



2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0

1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0

0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0

1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0

0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0

0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2



,

H
′
4 → H̃

′
4 =



2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
1
2

1
2

1
2

1
2

0 0 0 0 1
2

1
2

1
2

1
2

0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
1
2

1
2

0 0 1
2

1
2

0 0 1
2

1
2

0 0 1
2

1
2

0 0
1
2

0 1
2

0 1
2

0 1
2

0 1
2

0 1
2

0 1
2

0 1
2

0
1
2

0 0 1
2

0 1
2

1
2

0 0 1
2

1
2

0 1
2

0 0 1
2



,

C4 → C̃4 =



2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2



,
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C
′
4 → C̃

′
4 =



1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1
2

1
2

1
2

1
2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1
2

1
2

0 0 1
2

1
2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1
2

0 1
2

0 1
2

0 1
2

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1
2

1
2

0 1
2

0 0 1
2

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1
2

1
2

1
2

1
2

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1
2

1
2

0 0 1
2

1
2

0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1
2

0 1
2

0 1
2

0 1
2

0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
2

1
2

0 1
2

0 0 1
2



.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ C̃n 6= H̃ ′n è C̃ ′n 6= H̃n/2, ïîýòîìó L′n · Ln ( L′n è
L′n · L′n ( Ln/2.

Ñëåäñòâèå 5.10. Èç çàìå÷àíèé 4.1, 5.3 è 5.9 âûòåêàåò, ÷òî ïðè
1 6 n 6 4 ðåø¼òêà L′n íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé îòíîñèòåëüíî óìíî-
æåíèÿ.

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ïîêàçûâàåò, êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ðå-
ø¼òêè Ln è L′n â àëãåáðå Êýëè�Äèêñîíà.

Ïðåäëîæåíèå 5.11. Äëÿ âñåõ n ∈ N èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

Ln = L′n(1 + e2n−1) è L′n = Ln(1 + e2n−1)/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3.10, ñòðîêè Hn èìåþò âèä
(x, x) è (2x′, 0), à ñòðîêè H ′n èìåþò âèä (x′, x′) è (x, 0), ãäå x � ïðî-
èçâîëüíàÿ ñòðîêà Hn−1, x

′ � ïðîèçâîëüíàÿ ñòðîêà H ′n−1. Ïðè ýòîì
1 + e2n−1 = (1, 1) ∈ CDn. Òîãäà

(x, x)(1, 1) = (0, 2x), (2x′, 0)(1, 1) = (2x′, 2x′),

(x′, x′)(1, 1) = (0, 2x′), (x, 0)(1, 1) = (x, x).

Òàêèì îáðàçîì, ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà ðåø¼òêè L′n(1+e2n−1) ñîñòîèò
èç ñòðîê âèäà (x, x) è (0, 2x′), à ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà Ln(1+e2n−1)/2
ñîñòîèò èç ñòðîê âèäà (x′, x′) è (0, x). Ñ ó÷¼òîì öåïî÷êè âëîæåíèé (3.1)
è ñëåäñòâèÿ 3.11, ïîëó÷àåì òðåáóåìûå ðàâåíñòâà ðåø¼òîê. �

Çàìå÷àíèå 5.12. Â ðàáîòå [25] Óèëñîí èñïîëüçîâàë äðóãîé áàçèñ àë-
ãåáðû îêòîíèîíîâ O, ñîñòîÿùèé èç òàêèõ ýëåìåíòîâ 1, i0, . . . , i6, ÷òî
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i0i1 = −i1i0 = i3, è ýòî ðàâåíñòâî ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïåðåñòàíîâêàõ èí-
äåêñîâ t 7→ t+ 1 (mod 7) è t 7→ 2t (mod 7). Îí ðàññìîòðåë ðåø¼òêó B,
ïîðîæä¼ííóþ ýëåìåíòàìè ýòîãî áàçèñà è îêòîíèîíàìè âèäà

(±1± it ± it+1 ± it+3)/2,

à òàêæå èõ �äîïîëíåíèÿìè�

(±it+2 ± it+4 ± it+5 ± it+6)/2.

Ýëåìåíòàìè ýòîé ðåø¼òêè ÿâëÿþòñÿ â òî÷íîñòè îêòîíèîíû Êèðìñå,
êîòîðûå, êàê èçâåñòíî, íå ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè îòíîñèòåëüíî óìíî-
æåíèÿ. Äàëåå Óèëñîí ïîëîæèë

A = (1 + i0)B(1 + i0)/2, R = (1 + i0)B, L = B(1 + i0),

ãäå A � îäíà èç êîïèé çàìêíóòûõ îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ öåëî÷èñ-
ëåííûõ îêòîíèîíîâ Êîêñòåðà�Äèêñîíà, R ñîîòâåòñòâóåò ðåø¼òêå E8

â ñòàíäàðòíîé çàïèñè ÷åðåç ñèñòåìó ÷¼òíûõ êîîðäèíàò, à L îòëè÷à-
åòñÿ îò R ñìåíîé çíàêà ó îäíîé êîîðäèíàòû (íàïðèìåð, ïîñëåäíåé).
Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâà Ìóôàíã, âûïîëíåííûå â ëþáîé àëüòåðíàòèâíîé
àëãåáðå, Óèëñîí ïîêàçàë, ÷òî B · L = L è R ·B = R.

Â òåðìèíàõ èñïîëüçóåìîãî íàìè ñòàíäàðòíîãî áàçèñà, â êà÷åñòâå
1, i0, . . . , i6 ìîæíî âçÿòü ýëåìåíòû 1, e6, e1, e4, e7, e5, e3,−e2. Òîãäà ðå-
ø¼òêà B ñîâïàäàåò ñ L′3 è, â ñèëó ñìåíû çíàêà êîîðäèíàòû ïðè i6,
ðåø¼òêà L ñîâïàäàåò ñ L3, òî åñòü L3 = L′3(1 + e6). Àíàëîãè÷íàÿ ñâÿçü
ìåæäó Ln è L′n èìååò ìåñòî ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ n, ñì. ïðåä-
ëîæåíèå 5.11. Òàêèì îáðàçîì, ïåðâóþ ôîðìóëó Óèëñîíà ìîæíî ïåðå-

ïèñàòü â âèäå L′3 · L3 = L3. Èç çàìå÷àíèÿ 5.9 âèäíî, ÷òî C̃3 = H̃3,
òî åñòü òðåáóåìîå ðàâåíñòâî äåéñòâèòåëüíî âûïîëíåíî. Îäíàêî ïðè
n = 4 âêëþ÷åíèå L′4 · L4 ⊂ L4 óæå íåâåðíî. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî
ïðè n > 4 àëãåáðû CDn íå ÿâëÿþòñÿ àëüòåðíàòèâíûìè, è ïîýòîìó
òîæäåñòâà Ìóôàíã â íèõ íå âûïîëíÿþòñÿ.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü àêàäåìèêó ÐÀÍ Ä. Î. Îðëîâó çà
ïðèâëå÷åíèå âíèìàíèÿ ê íàñòîÿùåé çàäà÷å è ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêî-
âîäèòåëþ ïðîôåññîðó À. Ý. Ãóòåðìàíó çà âíèìàíèå ê ðàáîòå è öåí-
íûå îáñóæäåíèÿ. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà
ÐÍÔ, No. 26-11-00001.
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Zhilina S. A. Embedding of Barnes�Wall lattices into Cayley�Dickson
algebras.

The family of Barnes�Wall lattices includes the balanced Barnes�Wall
lattice Mn over Z[

√
2] and two ordinary Barnes�Wall lattices Ln and L′n

over Z, which are geometrically equivalent to each other. Embedding of
these lattices into the Cayley�Dickson algebras of an appropriate dimension
is considered. It is shown that for all n > 2, the lattices Mn and Ln

are closed under multiplication and are generated by the sets of pairwise
products of their elements. The lattices Ln · L′n, L′n · Ln, and L′n · L′n,
generated by pairwise products of elements of the lattices Ln and L′n, also
are studied.
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