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ÈÍÄÅÊÑÎÌ È ÈÕ ÑÂÎÉÑÒÂÀ

�1. Ââåäåíèå

Îáîçíà÷åíèå 1.1. ×åðåç P ìû îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ âåùåñòâåí-
íûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö áåç íóëåâûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ. ×åðåç
Pn×m îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî n ×m ìàòðèö èç P, à ÷åðåç Pn � ìíî-
æåñòâî Pn×n.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà A = (aij) ∈ P íàçû-
âàåòñÿ öåïíîé, åñëè äëÿ êàæäîé ïàðû å¼ ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ
aij, apq ñóùåñòâóåò öåïî÷êà, èìåþùàÿ êîíöàìè ýòè ýëåìåíòû, òî
åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ ai1j1 , ai2j2 , . . .,
aimjm , òàêàÿ ÷òî

(1) (i1, j1) = (i, j);
(2) (im, jm) = (p, q);
(3) äëÿ êàæäîãî l = 1, 2, . . . ,m−1 âûïîëíåíî il = il+1 èëè jl = jl+1.

Åñëè ïðåäñòàâèòü, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèöû � ýòî êëåòêè øàõìàòíîé
äîñêè è ëàäüå ðàçðåøåíî õîäèòü òîëüêî ïî ïîëîæèòåëüíûì ýëåìåí-
òàì, òî îïðåäåëåíèå ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ öåïíîé, åñëè ëàäüÿ ìîæåò äîáðàòüñÿ îò êàæäîé èç
ïîëîæèòåëüíûõ êëåòîê äî ëþáîé äðóãîé.

Öåïíûå ìàòðèöû áûëè âïåðâûå ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [8] è [10].
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå, ãîâîðÿ î êâàäðàòíûõ ìàòðèöàõ ïîðÿäêà n, ìû
âñåãäà áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî n > 2.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ìàòðèöà A ∈ Pn íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíî öåï-
íîé, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ N ìàòðèöà Ak öåïíàÿ. Íàèìåíüøåå
òàêîå k íàçûâàåòñÿ öåïíûì èíäåêñîì. Öåïíîé èíäåêñ ìàòðèöû A

Êëþ÷åâûå ñëîâà: öåïíûå ìàòðèöû, öåïíîé èíäåêñ, íåîòðèöàòåëüíûå ìàòðèöû.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñøå-

ãî îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè â ðàìêàõ ïðîãðàììû Ìîñêîâñêîãî öåíòðà
ôóíäàìåíòàëüíîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ÌÃÓ èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà ïî ñî-
ãëàøåíèþ No. 075-15-2025-345.
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îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç CI(A). Åñëè A íå ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíî öåï-
íîé, òî ìû ïîëàãàåì CI(A) = 0.

Ïîíÿòèÿ ïîòåíöèàëüíî öåïíîé ìàòðèöû è öåïíîãî èíäåêñà áûëè
ââåäåíû è èññëåäîâàíû Àëüïèíûì è Áàøêèíûì â ðàáîòå [1]. Èõ èçó-
÷åíèå áûëî ïðîäîëæåíî, â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòàõ [2, 4, 5].

Òåîðåìà 1.4 ([2, òåîðåìà 3.8]). Ïóñòü A ∈ Pn. Òîãäà CI(A) 6 n− 1.

Òåîðåìà 1.5 ([2, ñëåäñòâèå 4.8]). Íà ìíîæåñòâå Pn ðåàëèçóþòñÿ âñå
çíà÷åíèÿ öåïíîãî èíäåêñà îò 0 äî n− 1.

Öåïíîé èíäåêñ ñâÿçàí ñ ïðèìèòèâíîé ýêñïîíåíòîé � äðóãèì âàæíûì
èíâàðèàíòîì íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö.

Îïðåäåëåíèå 1.6. Íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà A ∈ Pn íàçûâàåòñÿ
ïðèìèòèâíîé, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ N ìàòðèöà Ak ïîëîæèòåëüíà
(ïîýëåìåíòíî). Íàèìåíüøåå òàêîå k íàçûâàåòñÿ ýêñïîíåíòîé (ïðè-
ìèòèâíîé ýêñïîíåíòîé) ýòîé ìàòðèöû è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç exp(A).
Åñëè A íå ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíîé, òî ìû ïîëàãàåì exp(A) = 0.

Îïðåäåëåíèå 1.7. Äâå íåîòðèöàòåëüíûå ìàòðèöû A = (aij) è B =
(bij) îäèíàêîâûõ ðàçìåðîâ íàçûâàþòñÿ êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòíû-
ìè (îáîçíà÷åíèå: A ∼ B), åñëè aij > 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
bij > 0.

Èç îïðåäåëåíèé ÿñíî, ÷òî ýêñïîíåíòû êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòíûõ
ìàòðèö ðàâíû. Òî æå ñàìîå âåðíî äëÿ öåïíîãî èíäåêñà.

Îïðåäåëåíèå 1.8. Ìàòðèöà Âèëàíäòà Wn, n > 2, îïðåäåëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå

Wn =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1
1 1 0 . . . 0

 .

Òåîðåìà 1.9 ([13]). Ïóñòü A � íåîòðèöàòåëüíàÿ n × n ìàòðèöà.
Òîãäà

(1) exp(A) 6 (n− 1)2 + 1;
(2) exp(A) = (n−1)2+1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò

òàêàÿ ìàòðèöà-ïåðåñòàíîâêà P , ÷òî PAPT ∼Wn.

Òåîðåìà 1.10 ([1, ñòð. 23]). CI(Wn) = n− 1.
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Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà Wn èìååò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé (äàëåå
� ìàêñèìàëüíûé) öåïíîé èíäåêñ. Òåîðåìà 1.9 äàåò ïîëíîå îïèñàíèå
ìíîæåñòâà ìàòðèö ñ ìàêñèìàëüíîé ýêñïîíåíòîé. Â òî æå âðåìÿ, êàê
ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð, ìíîæåñòâî ìàòðèö ñ ìàêñèìàëüíûì
öåïíûì èíäåêñîì íå îãðàíè÷èâàåòñÿ ìàòðèöàìè ñ ìàêñèìàëüíîé ýêñ-
ïîíåíòîé.

Ïðèìåð 1.11. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

M =


1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 1

 , M2 =


1 1 1 0
0 0 0 1
0 0 0 1
0 0 0 1

 , Mk ∼


1 1 1 1
0 0 0 1
0 0 0 1
0 0 0 1


äëÿ âñåõ k > 3. Ìàòðèöà M3 ÿâëÿåòñÿ öåïíîé, à M2 öåïíîé íå ÿâ-
ëÿåòñÿ, òàê êàê åå ïåðâàÿ ñòðîêà íå ïåðåñåêàåòñÿ íè ñ êàêîé äðóãîé.
Ïîýòîìó CI(M) = 3. Ïðè ýòîì ìàòðèöà M íå ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâ-
íîé, à W4 ïðèìèòèâíà. Ñëåäîâàòåëüíî, íå ñóùåñòâóåò òàêîé ìàòðèöû-
ïåðåñòàíîâêè P , ÷òî PMPT ∼ W4. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóþò ìàò-
ðèöû ñ ìàêñèìàëüíûì öåïíûì èíäåêñîì, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ êîì-
áèíàòîðíî ýêâèâàëåíòíûìè ìàòðèöå Wn íè äëÿ êàêîé ïåðåñòàíîâêè
ñòðîê è ñòîëáöîâ.

Îïðåäåëåíèå 1.12. Êâàäðàòíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà A íà-
çûâàåòñÿ íåðàçëîæèìîé, åñëè äëÿ ëþáûõ i, j ñóùåñòâóåò òàêîå k ∈
N, ÷òî (Ak)ij > 0.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñðàçó âûòåêàåò, ÷òî ëþáàÿ ïðèìèòèâíàÿ ìàòðèöà
ÿâëÿåòñÿ íåðàçëîæèìîé.

Ïðåäëîæåíèå 1.13 ([3, ãë. 13, ëåììà 1]). Íåðàçëîæèìîñòü ìàòðè-
öû A ýêâèâàëåíòíà âûïîëíåíèþ ëþáîãî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

(1) (I +A)n−1 > 0, ãäå n � ðàçìåð ìàòðèöû;
(2) íå ñóùåñòâóåò òàêîé ìàòðèöû-ïåðåñòàíîâêè P , ÷òî

PAPT =

(
A1 A2

0 A3

)
,

ãäå A1, A3 � êâàäðàòíûå áëîêè.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî âñÿêàÿ ïðèìèòèâíàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ïî-
òåíöèàëüíî öåïíîé, îäíàêî, ñîãëàñíî ïðèìåðó 1.11, îáðàòíîå íåâåðíî.
Òåì íå ìåíåå, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, â ñëó÷àå íåðàç-
ëîæèìûõ ìàòðèö ýòè äâà ïîíÿòèÿ îêàçûâàþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè. Ýòî
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îçíà÷àåò, ÷òî êëàññ ïîòåíöèàëüíî öåïíûõ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåí-
íûì ðàñøèðåíèåì êëàññà ïðèìèòèâíûõ ìàòðèö.

Òåîðåìà 1.14 ([1, ïðåäëîæåíèå 6.1]). Íåðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà A ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíî öåïíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ïðè-
ìèòèâíà.

Ïðè àíàëèçå êîìáèíàòîðíûõ ñâîéñòâ íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö ÷à-
ñòî ïðèáåãàþò ê ãðàôîâîé èíòåðïðåòàöèè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû áó-
äåì ðàññìàòðèâàòü îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû áåç êðàòíûõ äóã, íî, âîç-
ìîæíî, ñ ïåòëÿìè. Êðîìå òîãî, ìû áóäåì ïîäðàçóìåâàòü, ÷òî ãðàô
ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî âåðøèí, íå ìåíüøåå äâóõ.

Äëÿ íåîòðèöàòåëüíîé n×n ìàòðèöû A ïîñòðîèì îðèåíòèðîâàííûé
ãðàô D = D(A) ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V (D) = {1, 2, . . . , n} è ìíî-
æåñòâîì äóã E(D) = {(i, j) | aij > 0}. Ìàòðèöà A, òàêèì îáðàçîì,
êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòíà ìàòðèöå ñìåæíîñòè ãðàôà D.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ãðàô ìàòðèöû Âèëàíäòà ïðè n > 3,
èçîáðàæ¼ííûé íà ðèñ. 1. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå Wn è
äëÿ ìàòðèöû Âèëàíäòà, è äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî åé ãðàôà.

1

2

3

. . .

n− 1

n

Ðèñ. 1. Ãðàô Âèëàíäòà Wn, n > 3.

Îáîçíà÷åíèå 1.15. Çàïèñü u
t−→ v îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò îðèåí-

òèðîâàííûé ïóòü èç u â v, äëèíà êîòîðîãî â òî÷íîñòè ðàâíà t. Áóäåì

ïèñàòü u → v, êîãäà u
1−→ v. Äëÿ óäîáñòâà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî u

0−→ u
äëÿ ëþáîé âåðøèíû u.
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Îïðåäåëåíèå 1.16. Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ñâÿç-
íûì, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû âåðøèí u, v ïðè íåêîòîðîì t > 0 ñïðàâåäëè-

âî u
t−→ v. Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô íàçûâàåòñÿ (ñëàáî) ñâÿçíûì, åñëè,

èãíîðèðóÿ íàïðàâëåíèÿ äóã, ìîæíî äîáðàòüñÿ èç ëþáîé âåðøèíû u â
ëþáóþ âåðøèíó v. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé ñèëüíî ñâÿçíûé ãðàô ÿâëÿ-
åòñÿ ñâÿçíûì.

Íàïðèìåð, ãðàô Wn ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì, íî ñòàíîâèòñÿ ëèøü
ñâÿçíûì ïðè óäàëåíèè ëþáîé äóãè, êðîìå (n, 2).

Ñëåäóþùèå ôàêòû î ñîîòâåòñòâèè ìàòðèö è ãðàôîâ øèðîêî èçâåñò-
íû è ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèÿ ãðàôà D(A).

Ïðåäëîæåíèå 1.17. Ïóñòü A � íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà.

(1) Ãðàô DT = D(AT ) ïîëó÷àåòñÿ èç D(A) ñìåíîé íàïðàâëåíèé
âñåõ äóã.

(2) u → v â ãðàôå D(Ak) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà u
k−→ v â

D(A).
(3) Ãðàô D(A) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ìàòðèöà A íåðàçëîæèìà.

Âñÿêîå ñâîéñòâî èëè ÷èñëîâîé èíâàðèàíò, îïðåäåëåííûé äëÿ ìàòðè-
öû A ∈ Pn, ìû ïåðåíîñèì íà ãðàô D(A). Â ÷àñòíîñòè, öåïíîé èíäåêñ
ãðàôà � ýòî öåïíîé èíäåêñ åãî ìàòðèöû ñìåæíîñòè. Àíàëîãè÷íî äëÿ
ãðàôîâ îïðåäåëÿþòñÿ ýêñïîíåíòà, à òàêæå ïîíÿòèÿ ïðèìèòèâíîãî è
ïîòåíöèàëüíî öåïíîãî ãðàôà.

Íàïðèìåð, ãðàô D ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì, åñëè íàéäåòñÿ òàêîå

t∈N, ÷òî äëÿ ëþáûõ i, j ∈ V (D) âûïîëíÿåòñÿ i
t−→ j. Íàèìåíüøåå

òàêîå t � ýòî ýêñïîíåíòà ãðàôà D.
Âñþäó äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òå ìàòðèöû, êîòîðûå

ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó P. Ñîîòâåòñòâåííî, ñðåäè îðèåíòèðîâàííûõ
ãðàôîâ íà n âåðøèíàõ ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî òå, ìàòðèöû ñìåæ-
íîñòè êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò Pn. Òàêèì îáðàçîì, öåïíîé èíäåêñ òàêèõ
ãðàôîâ êîððåêòíî îïðåäåë¼í.

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ ìíîæåñòâà ãðàôîâ ñ ìàêñè-
ìàëüíûì öåïíûì èíäåêñîì è èçó÷åíèþ èõ ñâîéñòâ. Óñòàíîâëåíî, ÷òî
â ãðàôå ñ ìàêñèìàëüíûì öåïíûì èíäåêñîì íå áîëåå ÷åòûð¼õ âåð-
øèí èìåþò áîëåå äâóõ èíöèäåíòíûõ äóã. Îñòàëüíûì âåðøèíàì èíöè-
äåíòíû ðîâíî äâå ðàçëè÷íûå äóãè: îäíà âõîäÿùàÿ è îäíà èñõîäÿùàÿ.
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Ýòè æåñòêèå îãðàíè÷åíèÿ íà ñòåïåíè âåðøèí ïîçâîëÿþò ÿâíî îïèñàòü
ñòðóêòóðó âñåõ ãðàôîâ ñ ìàêñèìàëüíûì öåïíûì èíäåêñîì.

Ãðàôû ñ ìàêñèìàëüíûì öåïíûì èíäåêñîì, èìåþùèå n âåðøèí, ìî-
ãóò èìåòü ëèáî n+1, ëèáî n+2 äóãè. Ýòè äâà òèïà ãðàôîâ ðàññìîòðå-
íû ïî îòäåëüíîñòè. Ïåðâûé òèï ðàçáèâàåòñÿ íà òðè ñåìåéñòâà ãðàôîâ.
Òîëüêî îäíî èç íèõ ñîñòîèò èç ãðàôîâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ ñèëüíî ñâÿç-
íûìè; òàêîé âèä ãðàôîâ èçâåñòåí êàê ãðàô-ãàíòåëü (dumbbell graph).
Íåñìîòðÿ íà ýòî îòëè÷èå, äëÿ ãðàôà-ãàíòåëè êðèòåðèé ìàêñèìàëüíî-
ñòè öåïíîãî èíäåêñà òàêîé æå, êàê è äëÿ îñòàëüíûõ ñåìåéñòâ: ÍÎÄ
ìíîæåñòâà äëèí âñåõ ïðîñòûõ îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ äîëæåí áûòü
ðàâåí åäèíèöå. Äðóãèå äâà ñåìåéñòâà � ýòî èçâåñòíûå áèöèêëè÷åñêèå
ãðàôû Θ è ∞. Ãðàô Âèëàíäòà Wn, ýêñïîíåíòà êîòîðîãî ìàêñèìàëü-
íà, ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ãðàôà Θ. Âòîðîé òèï ñîäåðæèò äâà ñå-
ìåéñòâà ãðàôîâ, îáà îíè ÿâëÿþòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûìè. Ïåðâîå ñîñòîèò
èç îäíîãî ãðàôà W ′n, îòëè÷àþùåãîñÿ îò ãðàôà Wn äîáàâëåíèåì ïåòëè
1→ 1; âòîðîå ñåìåéñòâî∞ ñòðóêòóðíî ñõîæå ñ ñåìåéñòâîì∞. Âñå ìàê-
ñèìàëüíûå ãðàôû îáëàäàþò äîñòàòî÷íî ïðîñòîé ñòðóêòóðîé, ÷òîáû èõ
ýêñïîíåíòû ÿâíî âûðàæàëèñü ÷åðåç äëèíû èõ íåçàâèñèìûõ öèêëîâ.

Ðàáîòà ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â �2 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå öåï-
íîãî ðàíãà è îïèñûâàþòñÿ íåîáõîäèìûå ñâîéñòâà ãðàôîâ ñ ìàêñèìàëü-
íûì öåïíûì èíäåêñîì. Â ÷àñòíîñòè, ëåììà 2.16 ïîêàçûâàåò, ÷òî îíè
óäîâëåòâîðÿþò îñîáûì îãðàíè÷åíèÿì íà ñòåïåíè âåðøèí è ðàçáèâàþò-
ñÿ íà äâà òèïà â çàâèñèìîñòè îò îáùåãî ÷èñëà äóã. Â �3 ïîëó÷åíà õàðàê-
òåðèçàöèÿ ãðàôîâ ïåðâîãî òèïà, à â �4 � âòîðîãî, ñì. òåîðåìû 3.13 è 4.6
ñîîòâåòñòâåííî. Â ðåçóëüòàòå ïîëíîñòüþ îïèñàíî ìíîæåñòâî ãðàôîâ ñ
ìàêñèìàëüíûì öåïíûì èíäåêñîì, ñì. òåîðåìó 4.7. Ïÿòûé ïàðàãðàô
ïîñâÿùåí ïîäñ÷åòó ýêñïîíåíò ýòèõ ãðàôîâ, à â øåñòîì âû÷èñëåíî èõ
êîëè÷åñòâî ïðè ôèêñèðîâàííîì êîëè÷åñòâå âåðøèí.

�2. Ñâîéñòâà ãðàôîâ ñ ìàêñèìàëüíûì öåïíûì

èíäåêñîì

Äëÿ áîëåå äåòàëüíîãî àíàëèçà ïîòåíöèàëüíî öåïíûõ ìàòðèö è ãðà-
ôîâ íåîáõîäèìû ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü A = (ail) ∈ Pn×m. Çàïèñü i ∧ j îçíà÷àåò,
÷òî ñòðîêè i è j ìàòðèöû A ïåðåñåêàþòñÿ, òî åñòü ñóùåñòâóåò
òàêîå k ∈ {1, . . . ,m}, ÷òî aik > 0 è ajk > 0.
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Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïóñòü A ∈ Pn×m. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñòðîêè
i è j ñâÿçàíû öåïî÷êîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñòðîê k1, . . . , kt, ÷òî

(i = k1) ∧ k2 ∧ · · · ∧ (kt = j),

òî åñòü kl ïåðåñåêàåòñÿ ñ kl+1 ïðè l = 1, . . . , t− 1.

Ïðåäëîæåíèå 2.3 ([1, ëåììà 2.1]). Äëÿ ìàòðèöû A ∈ Pn×m îòíîøå-
íèå ñâÿçàííîñòè öåïî÷êîé ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè
íà ìíîæåñòâå å¼ ñòðîê.

Îïðåäåëåíèå 2.4 ([1, îïðåäåëåíèå 3.1]). Äëÿ ìàòðèöû A ∈ Pn×m êî-
ëè÷åñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ïî îòíîøåíèþ ñâÿçàííîñòè öå-
ïî÷êîé íàçûâàåòñÿ öåïíûì ðàíãîì è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç crk(A).

Öåïíîé ðàíã ìàòðèöû A ∈ Pn×m ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò 1 äî
min{n,m}.

Çàìå÷àíèå 2.5. Ìàòðèöà A ∈ Pn×m ÿâëÿåòñÿ öåïíîé òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà crk(A) = 1.

Öåïíîé ðàíã îáëàäàåò ìíîãèìè ñâîéñòâàìè îáû÷íîãî ðàíãà ìàòðè-
öû, ñì. ðàáîòû [1,2, 4]. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé ôàêò.

Òåîðåìà 2.6 ([1, òåîðåìà 3.1]). Åñëè äëÿ ìàòðèö A,B ∈ P îïðåäåëåíî
ïðîèçâåäåíèå AB, òî

crk(AB) 6 min{crk(A), crk(B)}.

Öåïíîé ðàíã ãðàôà � ýòî öåïíîé ðàíã åãî ìàòðèöû ñìåæíîñòè. Ñëå-
äóþùåå îïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ ãðàôîâûì àíàëîãîì îïðåäåëåíèÿ 2.1.

Îïðåäåëåíèå 2.7. Âåðøèíû u, v ãðàôà D ïåðåñåêàþòñÿ â ñòåïåíè k ∈
N ïî âåðøèíå w, åñëè u

k−→ w, v
k−→ w. Â ýòîì ñëó÷àå ìû áóäåì ïèñàòü

u ∧k v, ïðè ýòîì âìåñòî u ∧1 v áóäåì ïèñàòü u ∧ v.

Ëåììà 2.8. Ãðàô D ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíî öåïíûì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì k äëÿ ëþáîé ïàðû âåðøèí
u, v ∈ V (D) íàéäåòñÿ öåïî÷êà âåðøèí

(u = x1) ∧k x2 ∧k . . . ∧k (xt = v), (2.1)

òî åñòü xl ∧k xl+1 ïðè l = 1, . . . , t− 1. Íàèìåíüøåå òàêîå k ÿâëÿåòñÿ
öåïíûì èíäåêñîì ýòîãî ãðàôà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A ∈ Pn è D = D(A). Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.17,
äëÿ âåðøèí u, v ∈ V (D) âåðíî u ∧k v òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ
íåêîòîðîãî w âåðíî (Ak)u,w > 0 è (Ak)v,w > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëî-
âèå (2.1) ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ìàòðèöà Ak öåïíàÿ, è íàèìåíüøåå
òàêîå k ñîâïàäàåò ñ CI(A). �

Â ÷àñòíîñòè, ãðàôD ÿâëÿåòñÿ öåïíûì, åñëè äëÿ öåïî÷êè (2.1) âåðíî
xl ∧ xl+1 äëÿ âñåõ l = 1, . . . , t− 1.

Ïðåäëîæåíèå 2.9. Ïîòåíöèàëüíî öåïíîé ãðàô ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîé ïàðû âåðøèí u, v â ïîòåíöèàëüíî öåï-
íîì ãðàôå ñóùåñòâóåò öåïî÷êà (2.1), òî åñòü íàéäóòñÿ òàêèå âåðøèíû
w1, . . . , wt−1, ÷òî

(u = x1)
k−→ w1, x2

k−→ w1, . . . , xt−1
k−→ wt−1, (v = xt)

k−→ wt−1.

Êîíêàòåíàöèÿ ýòèõ ïóòåé, åñëè îáðàòèòü âñå ïóòè ñ ÷¼òíûìè íîìåðà-
ìè, îáðàçóåò íåîðèåíòèðîâàííûé ïóòü, ñîåäèíÿþùèé u è v. �

Ëåììà 2.10. Ïóñòü D � ïîòåíöèàëüíî öåïíîé ãðàô íà n âåðøèíàõ.
Òîãäà ðàâåíñòâî crk(D) = n−1 ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó CI(D) = n−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî [5, ñëåäñòâèå 2.13], öåïíîé ðàíã ãðàôà ñ
ìàêñèìàëüíûì öåïíûì èíäåêñîì ðàâåí n− 1. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî
ëþáîé ïîòåíöèàëüíî öåïíîé ãðàô ñ öåïíûì ðàíãîì n − 1 èìååò ìàê-
ñèìàëüíûé öåïíîé èíäåêñ. Èñïîëüçóåì íåðàâåíñòâî

crk
(
Dk
)
− crk

(
Dk+1

)
6 crk

(
Dk−1)− crk

(
Dk
)
, k ∈ N,

ïîëó÷åííîå â [4, ñëåäñòâèå 4.14]. Ïî òåîðåìå 2.6, öåïíîé ðàíã At íå
óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì t. Åñëè crk(D)=n−1, òî, òàê êàê crk(D0)=n,
ïîëó÷àåì, ÷òî crk(Dk−1) − crk(Dk) 6 1 äëÿ ëþáîãî k. Åñëè äëÿ íåêî-
òîðîãî k < n âûïîëíåíî crk(Dk−1) − crk(Dk) = 0, òî äëÿ âñåõ m > k
èìååì crk(Dm−1)− crk(Dm) = 0, îòêóäà

crk(Dm) = crk(Dk−1) = crk(D0)− (crk(D0)− crk(D1))− . . .

− (crk(Dk−2)− crk(Dk−1))

> n− (k − 1) > 2,

òî åñòü ãðàô Dm íå ÿâëÿåòñÿ öåïíûì. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì,
÷òîD � ïîòåíöèàëüíî öåïíîé ãðàô. Çíà÷èò, äëÿ êàæäîãî k=1, . . . , n−1
âûïîëíåíî crk(Dk−1)− crk(Dk) = 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, crk(Dk) = n− k.
Â ÷àñòíîñòè, crk(Dn−2) = 2 è crk(Dn−1) = 1, òî åñòü CI(D) = n−1. �
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Ñëåäñòâèå 2.11 ([5, ëåììà 2.14 è ñëåäñòâèå 2.15]). Ïóñòü D � ãðàô ñ
ìàêñèìàëüíûì öåïíûì èíäåêñîì, òî åñòü |V (D)| = n è CI(D) = n−1.
Òîãäà

(1) ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíà òàêàÿ ïàðà ðàçëè÷íûõ âåðøèí u, v ∈
V (D), ÷òî u ∧ v;

(2) ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíà ïàðà ðàçëè÷íûõ âåðøèí u′, v′ ∈ V (D),
äëÿ êîòîðîé íàéäåòñÿ òàêàÿ âåðøèíà w, ÷òî w → u′, w → v′.

Îïðåäåëåíèå 2.12. Ïîëóñòåïåíü çàõîäà d−(v) âåðøèíû v ∈ V (D) �
ýòî ÷èñëî äóã, âõîäÿùèõ â âåðøèíó. Ïîëóñòåïåíü èñõîäà d+(v) � ýòî
÷èñëî äóã, èñõîäÿùèõ èç âåðøèíû.

Íàïðèìåð, â ãðàôå Wn íà ðèñ. 1 èìååì d+(n) = 2, d+(i) = 1 ïðè
i 6= n è d−(2) = 2, d−(j) = 1 ïðè j 6= 2.

Çàìå÷àíèå 2.13. Ìàòðèöà A ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Pn òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà â å¼ ãðàôå D(A) äëÿ ëþáîé âåðøèíû v âåðíî
d+(v) > 1 è d−(v) > 1.

Ïðåäëîæåíèå 2.14. Åñëè u∧kv â ãðàôå D(A), ãäå A ∈ Pn, òî u∧k+1v.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u
k−→ w è v

k−→ w. Òàê êàê A ∈ Pn, â ãðàôå
D(A) èìååì d+(w) > 1, òî åñòü íàéäåòñÿ òàêàÿ âåðøèíà w′, ÷òî w → w′.

Îòñþäà u
k+1−−→ w′ è v

k+1−−→ w′. �

Îïðåäåëåíèå 2.15. Ïóñòü D � ãðàô ñ ìàêñèìàëüíûì öåïíûì èí-
äåêñîì.

(1) D íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ãðàôîì ïåðâîãî òèïà, åñëè â íåì
ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíà âåðøèíà z, äëÿ êîòîðîé d−(z) = 2, à
âñå îñòàëüíûå âåðøèíû èìåþò d− = 1, è ñóùåñòâóåò ðîâíî
îäíà âåðøèíà w, äëÿ êîòîðîé d+(w) = 2, à âñå îñòàëüíûå âåð-
øèíû èìåþò d+ = 1. Ïðè ýòîì z è w ìîãóò ñîâïàäàòü; â
ýòîì ñëó÷àå, ó îáùåé âåðøèíû d+ = d− = 2.

(2) D íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ãðàôîì âòîðîãî òèïà, åñëè â íåì
ñóùåñòâóþò ðîâíî äâå âåðøèíû z1, z2, äëÿ êîòîðûõ d−(z1) =
d−(z2) = 2, à âñå îñòàëüíûå âåðøèíû èìåþò d− = 1, è ñó-
ùåñòâóþò ðîâíî äâå âåðøèíû w1, w2, äëÿ êîòîðûõ d+(w1) =
d+(w2) = 2, à âñå îñòàëüíûå âåðøèíû èìåþò d+ = 1, ïðè
ýòîì zi ìîæåò ñîâïàäàòü ñ wj.
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Ëåììà 2.16 ([5, ëåììà 2.19]). Ïóñòü D � ãðàô ñ ìàêñèìàëüíûì öåï-
íûì èíäåêñîì. Òîãäà D � ýòî ìàêñèìàëüíûé ãðàô ëèáî ïåðâîãî, ëèáî
âòîðîãî òèïà.

Ñèëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ñòåïåíè âåðøèí ïîçâîëÿþò íàïðÿìóþ îïè-
ñàòü âèä ìàêñèìàëüíûõ ãðàôîâ îáîèõ òèïîâ.

�3. Ìàêñèìàëüíûå ãðàôû ïåðâîãî òèïà

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïóñòü a, b, c ∈ N. Ãðàô K(a, b, c), èçîáðàæ¼ííûé
íà ðèñ. 2, îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1→ 2→ . . .→ a→ 1,

1→ a+ 1→ . . .→ a+ b,

a+ b→ a+ b+ 1→ . . .→ a+ b+ c− 1→ a+ b.

Òàêèì îáðàçîì, ãðàô K(a, b, c) ñîñòîèò èç äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ïðîñòûõ öèêëîâ {1, . . . , a} è {a+b, . . . , a+b+c−1} äëèí a è c ñîîòâåò-
ñòâåííî, à òàêæå ïðîñòîãî ïóòè äëèíû b, ñîåäèíÿþùåãî ýòè öèêëû.
Ïðè a = 1 èëè c = 1 ñîîòâåòñòâóþùèå öèêëû ÿâëÿþòñÿ ïåòëÿìè.

1

2

. . .

a

a+1 . . . a+b−1 a+b

a+b+1

. . .

a+b+c−1

Ðèñ. 2. Ãðàô K(a, b, c).

Ìàòðèöà M èç ïðèìåðà 1.11 ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ñìåæíîñòè ãðàôà
K(1, 3, 1).

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ïóñòü a, b ∈ N, a + b > 2. Ãðàô ∞(a, b), èçîáðà-
æ¼ííûé íà ðèñ. 3, îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1→ 2→ . . .→ a→ 1,

1→ a+ 1→ . . .→ a+ b− 1→ 1.

Òàêèì îáðàçîì, ãðàô∞(a, b) ñîñòîèò èç äâóõ ïðîñòûõ öèêëîâ äëèí
a è b, ïåðåñåêàþùèõñÿ ðîâíî â îäíîé âåðøèíå. Ïðè a = 1 èëè b = 1
îäèí èç öèêëîâ ÿâëÿåòñÿ ïåòëåé.
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1

2

. . .

a

a+ 1

. . .

a+ b− 1

Ðèñ. 3. Ãðàô ∞(a, b).

Îïðåäåëåíèå 3.3. Ïóñòü a, b, c ∈ N, a + b > 2. Ãðàô Θ(a, b, c), èçîá-
ðàæ¼ííûé íà ðèñ. 4, îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1→ 2→ . . .→ a+ 1,

1→ a+ 2→ . . .→ a+ b→ a+ 1,

a+ 1→ a+ b+ 1→ . . .→ a+ b+ c− 1→ 1.

Åñëè b = 1, òî âòîðîé ïóòü èìååò âèä 1 → a + 1. Åñëè c = 1, òî
òðåòèé ïóòü èìååò âèä a + 1 → 1. Ãðàô Θ(a, b, c) èìååò äâà öèêëà
äëèí a+ c è b+ c, êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïðîñòîìó ïóòè äëèíû c.

×àñòíûì ñëó÷àåì Θ(a, b, c) ÿâëÿåòñÿ ãðàô Âèëàíäòà Wn, êîòîðûé
èçîìîðôåí Θ(1, 2, n− 2).

Îïðåäåëåíèå 3.4. Ïóñòü D � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô. Ïîäãðàô D′

ãðàôà D � ýòî ïàðà V (D′) ⊆ V (D) è E(D′) ⊆ E(D), îáðàçóþùàÿ ãðàô.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äóãè â E(D′) èìåþò íà÷àëîì è êîíöîì òîëüêî
âåðøèíû èç V (D′).

Ëåììà 3.5. Ïóñòü D � ìàêñèìàëüíûé ãðàô ïåðâîãî òèïà è ñóùå-
ñòâóåò ïîäãðàô D′ ⊆ D, èçîìîðôíûé îäíîìó èç ãðàôîâ K(a, b, c),
Θ(a, b, c) èëè ∞(a, b). Òîãäà D′ = D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ, âñå òðè âèäà ãðàôîâK,Θ,∞ èìå-
þò îäíó âåðøèíó w ñ d+(w) = 2, îäíó âåðøèíó z ñ d−(z) = 2, à âñå
îñòàëüíûå âåðøèíû èìåþò d+ = d− = 1. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 2.15,
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåðøèíû èç ìíîæåñòâà V (D′) íå èìåþò â ãðàôå D
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1 a+ 1

2

. . .

a

a+ 2 . . . a+ b

a+ b+ 1

. . .

a+ b+ c− 1

Ðèñ. 4. Ãðàô Θ(a, b, c).

äðóãèõ èíöèäåíòíûõ äóã, êðîìå äóã èç E(D′). Íî, ñîãëàñíî ïðåäëî-
æåíèþ 2.9, ãðàô D ñâÿçåí, ïîýòîìó V (D′) = V (D). Èç îïðåäåëåíèé
ãðàôîâ K, Θ è ∞ âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ãðàôà D′, èçîìîðôíîãî îäíîìó
èç íèõ, âûïîëíåíî |E(D′)| = |V (D′)| + 1. Ïî îïðåäåëåíèþ ãðàôà ïåð-
âîãî òèïà, ïîëó÷àåì |E(D)| = |V (D)| + 1. Ïîýòîìó E(D′) = E(D) è
D′ = D. �

Ëåììà 3.6. Ïóñòü D � ãðàô ñ ìàêñèìàëüíûì öåïíûì èíäåêñîì ïåð-
âîãî òèïà è d+(w) = 2, d−(z) = 2. Òîãäà äëÿ ëþáîé âåðøèíû x ∈ V (D)

ñóùåñòâóþò ïóòè w
t1−→ x è x

t2−→ z äëÿ íåêîòîðûõ t1, t2 ∈ N.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà. Ãðàô D ïîòåí-
öèàëüíî öåïíîé, ïîýòîìó, ïî ëåììå 2.8, äëÿ íåêîòîðûõ âåðøèí y è c,

y 6= x, è íåêîòîðîãî t ∈ N âûïîëíÿåòñÿ x
t−→ c, y

t−→ c. Ïóñòü t2 � íàè-

ìåíüøåå òàêîå ÷èñëî, ÷òî x
t2−→ c0 è y

t2−→ c0 äëÿ íåêîòîðîé âåðøèíû c0.
Òîãäà d−(c0) > 2. Íî z � åäèíñòâåííàÿ âåðøèíà â D ñ d− > 2. Çíà÷èò,

c0 = z è x
t2−→ z.

Ãðàô D(AT ) òîæå ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíî öåïíûì, ïðè÷¼ì â í¼ì, ïî
ïðåäëîæåíèþ 1.17, âåðíî d−(w) = 2. Ïðèìåíÿÿ äîêàçàííîå â ïðåäûäó-
ùåì àáçàöå ê ãðàôó D(AT ), ïîëó÷àåì, ÷òî â D(AT ) ñóùåñòâóåò ïóòü

x
t1−→ w. Çíà÷èò, â ãðàôå D(A) ñóùåñòâóåò ïóòü w

t1−→ x. �
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Òåîðåìà 3.7. Ïóñòü D � ãðàô ñ ìàêñèìàëüíûì öåïíûì èíäåêñîì
ïåðâîãî òèïà. Òîãäà D èçîìîðôåí îäíîìó èç ãðàôîâ K(a, b, c), ∞(a, b)
èëè Θ(a, b, c).

Äîêàçàòåëüñòâî. ÏóñòüD � ãðàô ñ ìàêñèìàëüíûì öåïíûì èíäåêñîì
ïåðâîãî òèïà. Èìååì åäèíñòâåííóþ âåðøèíó z ñ d− = 2 è åäèíñòâåííóþ
âåðøèíó w ñ d+ = 2. Ââèäó ëåììû 3.5, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû
äîñòàòî÷íî íàéòè ïîäãðàô, èçîìîðôíûé îäíîìó èç ãðàôîâ K(a, b, c),
∞(a, b) èëè Θ(a, b, c).

Ñïåðâà ïîêàæåì, ÷òî åñëè w = z, òî D = ∞(a, b). Èìååì d+(w) =
d−(w) = 2. Åñëè ñóùåñòâóåò ïåòëÿ w → w, òî íàéäåòñÿ ðîâíî îäíà
âåðøèíà v 6= w, òàêàÿ ÷òî w → v. Äëÿ íåå ñïðàâåäëèâà ëåììà 3.6, òî

åñòü w → v
t−→ w ïðè íåêîòîðîì t ∈ N. Ïóñòü w → v

b−1−−→ w � êðàò-
÷àéøèé ïóòü òàêîãî âèäà. Òîãäà âñå åãî âíóòðåííèå âåðøèíû èìåþò
d+ = d− = 1. Ïîëó÷èëè ïîäãðàô ∞(1, b), äàëåå ïðèìåíÿåì ëåììó 3.5.
Åñëè ïåòëè w → w íåò, òî íàéäóòñÿ äâå ðàçëè÷íûå âåðøèíû v1, v2,
îòëè÷íûå îò w, äëÿ êîòîðûõ w → v1, w → v2. Ïóñòü êðàò÷àéøèå ïóòè
èç vi â w, i ∈ {1, 2}, êîòîðûå ñóùåñòâóþò ïî ëåììå 3.6, èìåþò âèä

v1
a−1−−→ w, v2

b−1−−→ w, ãäå a, b > 2. Òîãäà, òàê êàê w � ýòî åäèíñòâåí-
íàÿ âåðøèíà ñ d− > 1, ýòè ïóòè ïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî ïî âåðøèíå w.
Ïîëó÷èëè ïîäãðàô ∞(a, b). Ïî ëåììå 3.5, D =∞(a, b).

Ïóñòü òåïåðü w 6= z. Ïî ëåììå 3.6, ñóùåñòâóåò ïóòü èç w â z. Ïóñòü

w
b−→ z � êðàò÷àéøèé òàêîé ïóòü.
Åñëè íå ñóùåñòâóåò ïóòè èç z â w, òî ãðàô íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ñâÿç-

íûì. Ïî ëåììå 3.6, ñóùåñòâóåò ïóòü èç w â w, à òàêæå ïóòü èç z â z.

Ïóñòü êðàò÷àéøèå òàêèå ïóòè èìåþò âèä w
a−→ w è z

c−→ z ñîîòâåò-
ñòâåííî. Òîãäà, ïî óñëîâèþ íà ñòåïåíè âåðøèí â ãðàôå ïåðâîãî òèïà,
âñå òðè îïèñàííûõ ïóòè ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ òîëüêî ïî âåðøèíàì z

èëè w. Îäíàêî ïóòè w
a−→ w è z

c−→ z íå ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ, òàê êàê

èíà÷å ñóùåñòâîâàë áû ïóòü z
t−→ w. À â ïóòè w

b−→ z âñå âíóòðåííèå
âåðøèíû îòëè÷íû îò w è z. Ïîëó÷èëè ïîäãðàô K(a, b, c), ãäå w = 1,
z = a+ b. Òîãäà, ïî ëåììå 3.5, D = K(a, b, c).

Ïóñòü òåïåðü ñóùåñòâóåò ïóòü èç z â w è ïóñòü ñàìûé êîðîòêèé èç

íèõ èìååò âèä z
c−→ w. Òàê êàê d+(w) = 2, âåðøèíà w èìååò åùå îäíó

èñõîäÿùóþ äóãó w → u, ïîìèìî ñîäåðæàùåéñÿ â w
b−→ z, ïðè÷¼ì èç

d−(w) = 1 ñëåäóåò u 6= w. Ïî ëåììå 3.6, ñóùåñòâóåò ïóòü èç u â z,

è ïóñòü u
a−1−−→ z � êðàò÷àéøèé èç òàêèõ ïóòåé. Ìû ïîëó÷èëè åù¼
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îäèí ïóòü w → u
a−1−−→ z, â êîòîðîì âñå âíóòðåííèå âåðøèíû èìåþò

d− = 1. Ïîýòîìó ïóòè w → u
a−1−−→ z è w

b−→ z íå ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ
ïî âíóòðåííèì âåðøèíàì. Ïîëó÷èëè ïîäãðàô Θ(a, b, c), ãäå w = 1,
z = a+ 1. Ïî ëåììå 3.5, D = Θ(a, b, c). �

Ëåììà 3.8. Ïóñòü A,B ∈ Pn è äëÿ ëþáûõ i, j âûïîëíåíî aij 6 bij.
Òîãäà, åñëè ìàòðèöà B íå ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíî öåïíîé, òî è A íå
ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíî öåïíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè aij 6 bij , òî è (Ak)ij 6 (Bk)ij äëÿ ëþáûõ i, j
è ëþáîãî k ∈ N. Îòñþäà, ïî îïðåäåëåíèþ öåïíîé ìàòðèöû, ïîëó÷àåì
óòâåðæäåíèå ëåììû. �

Îïðåäåëåíèå 3.9. Èíäåêñîì öèêëè÷íîñòè σ(D) ñèëüíî ñâÿçíîãî îðè-
åíòèðîâàííîãî ãðàôà D íàçûâàåòñÿ ÍÎÄ äëèí âñåõ åãî ïðîñòûõ îðè-
åíòèðîâàííûõ öèêëîâ (åñëè îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ íåò, òî ïîëà-
ãàåì σ(D) = 1). Åñëè D íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì, òî σ(D) îïðå-
äåëÿåòñÿ êàê ÍÎÊ èíäåêñîâ öèêëè÷íîñòè åãî ñèëüíî ñâÿçíûõ êîìïî-
íåíò.

Òåîðåìà 3.10 ([6, òåîðåìà 3.4.4]). Ñèëüíî ñâÿçíûé ãðàô D ÿâëÿåòñÿ
ïðèìèòèâíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà σ(D) = 1.

Îïðåäåëåíèå 3.11. Ïóñòü a1, . . . , ak � íàáîð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
âçàèìíî ïðîñòûõ â ñîâîêóïíîñòè, òî åñòü gcd(a1, . . . , ak) = 1. ×èñ-
ëîì Ôðîáåíèóñà F (a1, . . . , ak) íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøåå òàêîå h, ÷òî
óðàâíåíèå

x1a1 + . . .+ xkak = h

íå èìååò ðåøåíèé ïðè öåëûõ xi > 0.

×èñëà Ôðîáåíèóñà àêòóàëüíû äëÿ öåëîãî ðÿäà ïðèêëàäíûõ çàäà÷.
Íàïðèìåð, ÷èñëî F (a1, . . . , ak) � ýòî íàèáîëüøàÿ ñóììà, êîòîðóþ íåëü-
çÿ ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ òîëüêî ìîíåòû ñ íîìèíàëàìè a1, . . . , ak. Òàê,
ñ ïîìîùüþ äâóõ- è ïÿòèðóáë¼âûõ ìîíåò ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáîå íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî ðóáëåé, êðîìå îäíîãî è òð¼õ. Òàêèì îáðàçîì,
F (2, 5) = 3. Øèðîêî èçâåñòåí ñëåäóþùèé ôàêò.

Ïðåäëîæåíèå 3.12. Åñëè gcd(a, b) = 1, òî F (a, b) = ab− a− b.

Òåîðåìà 3.13. Ãðàô D ñ n âåðøèíàìè è n+ 1 äóãàìè ÿâëÿåòñÿ ãðà-
ôîì ñ ìàêñèìàëüíûì öåïíûì èíäåêñîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç òðåõ óñëîâèé:
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(1) D ∼= K(a, b, c), ãäå gcd(a, c) = 1.
(2) D ∼=∞(a, b), ãäå gcd(a, b) = 1.
(3) D ∼= Θ(a, b, c), ãäå gcd(a+ c, b+ c) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òåîðåìà 3.7 ïîêàçûâàåò, ÷òî ãðàô ñ ìàêñèìàëüíûì
öåïíûì èíäåêñîì ïåðâîãî òèïà îáÿçàí áûòü ãðàôîì âèäà K,∞ èëè Θ.
Öåïíîé ðàíã âñåõ òðåõ ãðàôîâ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a, b, c
ðàâåí n−1. Â ñèëó ëåììû 2.10, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ãðàôû ñ îïè-
ñàííûìè óñëîâèÿìè, è òîëüêî îíè, ÿâëÿþòñÿ ïîòåíöèàëüíî öåïíûìè.

Åñëè ãðàô ñèëüíî ñâÿçåí, òî, ïî ïðåäëîæåíèþ 1.17(3), åãî ìàòðè-
öà ñìåæíîñòè íåðàçëîæèìà. Ïîýòîìó, ñîãëàñíî òåîðåìàì 1.14 è 3.10,
ñèëüíî ñâÿçíûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíî öåïíûì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îí ïðèìèòèâåí, ÷òî ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ ðàâåíñòâà
σ(D) = 1. Èç ýòèõ ðàññóæäåíèé ñðàçó âûòåêàåò äîêàçàòåëüñòâî äëÿ
ñëó÷àåâ (2) è (3): ãðàôû ∞ è Θ ñèëüíî ñâÿçíû, σ(∞(a, b)) = gcd(a, b)
è σ(Θ(a, b, c)) = gcd(a+ c, b+ c).

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé (1). Èìååì ãðàô K(a, b, c), gcd(a, c) = d,
êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì. Ïîëîæèì k = (a+b+1) (mod d)
è ïîñòðîèì ãðàô K ′ äîáàâëåíèåì ê ãðàôó K äóãè (a + b, k + 1). Ýòî
âîçìîæíî, ïîñêîëüêó 0 6 k < d 6 a. Â ýòîì ãðàôå ïîÿâëÿåòñÿ äîïîë-
íèòåëüíûé öèêë

1
b−→ a+ b

1−→ 1

äëèíû

b+ 1 ≡ 0 (mod d),

åñëè k = 0, è öèêë

k + 1
a−(k+1)−−−−−→ a

1−→ 1
b−→ a+ b

1−→ k + 1

äëèíû

a− k + b+ 1 ≡ 0 (mod d),

åñëè k 6= 0. Ñîâìåñòíî ñ öèêëàìè

1→ 2→ . . .→ a→ 1,

a+ b→ a+ b+ 1→ . . .→ a+ b+ c− 1→ a+ b

äëèí a è c îí ñîñòàâëÿåò ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ îðèåíòèðîâàííûõ
öèêëîâ ãðàôà K ′. Çíà÷èò, σ(K ′) = d. Ïîëó÷åííûé ãðàô ñèëüíî ñâÿçåí,
ïîýòîìó îí ïîòåíöèàëüíî öåïíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà d = 1.
Òàê êàê ãðàô K ′ ïîëó÷àåòñÿ èç K äîáàâëåíèåì äóãè, èç ëåììû 3.8
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ñëåäóåò, ÷òî åñëè K ′ íå ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíî öåïíûì, òî è K íå
ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíî öåïíûì.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî ãðàô K(a, b, c) íå ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíî öåï-
íûì ïðè gcd(a, c) > 1. Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ëþáîé ãðàô K(a, b, c) ïðè
gcd(a, c) = 1 ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíî öåïíûì. Ïîëîæèì l = b, åñëè
a = c = 1 è l = b + F (a, c) + 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ,
l = b + ac − a − c + 1. Òîãäà, ïî ïðåäëîæåíèþ 3.12, äëÿ ëþáîãî t > l

âåðíî 1
t−→ a+ b. Â òî æå âðåìÿ, äëÿ ëþáîé âåðøèíû i ãðàôà K(a, b, c)

ñóùåñòâóåò ïóòü i
t(i)−−→ a+ b äëèíû 0 6 t(i) 6 t0 = max{a+ b− 1, c− 1}.

Òàê êàê a+ b
c−→ a+ b, çàêëþ÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïóòü i

t(i)+mc−−−−−→ a+ b
äëÿ ëþáîãî m > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè m0 =

⌈
l/c
⌉
ïîëó÷àåì

i
t(i)+m0c−−−−−−→ a+ b, 1

t(i)+m0c−−−−−−→ a+ b.

Òàêèì îáðàçîì, 1∧t(i)+m0c i, îòêóäà, ïî ïðåäëîæåíèþ 2.14, äëÿ ëþ-
áîé âåðøèíû i ïðè ëþáîì k > t(i) + m0c âûïîëíåíî 1 ∧k i. Òîãäà
1∧t0+m0c i äëÿ ëþáîé âåðøèíû i ∈ V (D). Ýòî ïî îïðåäåëåíèþ îçíà÷à-
åò, ÷òî ãðàô K(a, b, c) ïîòåíöèàëüíî öåïíîé. �

Çàìå÷àíèå 3.14. Òåîðåìà 3.13 ñïðàâåäëèâà äëÿ ãðàôîâ ñ 2 âåðøè-
íàìè. Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå èç òðåõ ñåìåéñòâ ðåàëèçóþòñÿ òîëüêî
D ∼= K(1, 1, 1) è D ∼= ∞(1, 2), òàê êàê ãðàô Θ(a, b, c) èìååò íå ìå-
íåå òðåõ âåðøèí. Îáà ãðàôà ÿâëÿþòñÿ öåïíûìè, òî åñòü èìåþò öåïíîé
èíäåêñ 1 = n− 1.

Îïðåäåëåíèå 3.15 ([11, ñòð. 3]). Ãðàô (îðèåíòèðîâàííûé èëè íå-
îðèåíòèðîâàííûé) D íàçûâàåòñÿ áèöèêëè÷åñêèì, åñëè îí ñîäåðæèò
òîëüêî äâà íåçàâèñèìûõ öèêëà.

Ïðåäëîæåíèå 3.16 ([11, ñòð. 3]). Åñëè íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô D
ñâÿçåí, òî îí áèöèêëè÷åñêèé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà |E(D)| =
|V (D)|+ 1.

Ãðàôû K,∞ è Θ ÿâëÿþòñÿ áèöèêëè÷åñêèìè. Íî íå âñå ñâÿçíûå áè-
öèêëè÷åñêèå îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû èìåþò òàêîé âèä. Âîîáùå ãîâî-
ðÿ, âåðøèíû òàêèõ ãðàôîâ ìîãóò èìåòü íóëåâóþ ïîëóñòåïåíü çàõîäà
èëè èñõîäà. Òåì íå ìåíåå, ïðèìèòèâíûå áèöèêëè÷åñêèå îðèåíòèðîâàí-
íûå ãðàôû âñåãäà èìåþò âèä Θ(a, b, c) èëè ∞(a, b), ïðè÷¼ì èõ ïàðà-
ìåòðû óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèÿì èç òåîðåìû 3.13. Ñëåäîâàòåëü-
íî, òàêèå ãðàôû èìåþò ìàêñèìàëüíûé öåïíîé èíäåêñ. Îäíàêî ãðàô
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K(a, b, c) ïîêàçûâàåò, ÷òî èç áèöèêëè÷åñêèõ ãðàôîâ ñ ìàêñèìàëüíûì
öåïíûì èíäåêñîì íå âñå ÿâëÿþòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûìè. Òðè ñåìåéñòâà
áèöèêëè÷åñêèõ ãðàôîâ K,∞,Θ ÿâëÿþòñÿ ýêñòðåìàëüíûìè äëÿ ìíî-
æåñòâà èíâàðèàíòîâ è àêòèâíî èçó÷àþòñÿ, ñì., íàïðèìåð, [9, 11,12].

Îïèñàíèå ìàêñèìàëüíûõ ãðàôîâ ñ n+ 2 äóãàìè ïîêàçûâàåò, ÷òî íå
âñå ãðàôû ñ ìàêñèìàëüíûì öåïíûì èíäåêñîì ÿâëÿþòñÿ áèöèêëè÷å-
ñêèìè.

�4. Ìàêñèìàëüíûå ãðàôû âòîðîãî òèïà

Íàïîìíèì, ÷òî ìàêñèìàëüíûå ãðàôû âòîðîãî òèïà èìåþò ðîâíî äâå
âåðøèíû w1, w2, äëÿ êîòîðûõ d

+ = 2, è ðîâíî äâå âåðøèíû z1, z2, äëÿ
êîòîðûõ d− = 2, ñì. îïðåäåëåíèå 2.15.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ãðàô W ′n ñ n > 3 âåðøèíàìè è n+ 2 äóãàìè îïðå-
äåëÿåòñÿ êàê ãðàô Âèëàíäòà Wn ñ äîáàâëåííîé ïåòëåé 1 → 1, ñì.
ðèñ. 5.

1

2

3

. . .

n− 1

n

Ðèñ. 5. Ãðàô W ′n.

Îïðåäåëåíèå 4.2. Ãðàô ∞(a, b), ãäå a, b > 2, îïðåäåëÿåòñÿ êàê ãðàô
K(a, 1, b) ñ äîáàâëåííîé äóãîé (a+ b, 2), ñì. ðèñ. 6.

Ëåììà 4.3. Ïóñòü D � ãðàô ñ ìàêñèìàëüíûì öåïíûì èíäåêñîì âòî-
ðîãî òèïà è ïóñòü ñóùåñòâóåò ïîäãðàô D′, èçîìîðôíûé W ′m èëè ∞.
Òîãäà D′ = D.
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1

2

3

. . .

a

a+ 1

a+ 2

. . .

a+ b− 1

a+ b

Ðèñ. 6. Ãðàô ∞(a, b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññóæäåíèå ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëü-
ñòâó ëåììû 3.5. Ãðàôû W ′m è ∞ èìåþò äâå âåðøèíû ñ d+ = 2 è
äâå âåðøèíû ñ d− = 2, äëÿ îñòàëüíûõ âåðøèí âåðíî d+ = d− = 1.
Ïîýòîìó íèêàêàÿ âåðøèíà ïîäãðàôà D′ íå ñîåäèíåíà äóãîé ñ âåðøè-
íîé, íå ëåæàùåé â D′. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.9, ãðàô D ñâÿçåí,
ïîýòîìó V (D′) = V (D). Ïî îïðåäåëåíèþ ãðàôîâ W ′n è ∞, |E(D′)| =
|V (D′)|+ 2 = |V (D)|+ 2 = |E(D)|, îòêóäà D′ = D. �

Ëåììà 4.4. Ïóñòü D � ãðàô ñ ìàêñèìàëüíûì öåïíûì èíäåêñîì âòî-
ðîãî òèïà è ïóñòü d+(wi) = d−(zj) = 2, i, j ∈ {1, 2}. Òîãäà äëÿ ëþáûõ
i, j ∈ {1, 2} èìååì wi → zj.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2.11, åñòü âñåãî îäíà ïàðà ðàç-
ëè÷íûõ âåðøèí u, v, òàêàÿ ÷òî u ∧ v. Ïîýòîìó äëÿ ýòèõ u, v èìååì

u→ z1, u→ z2, v → z1, v → z2,

îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî u = w1, v = w2. �

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè u → zi, òî u = w1 èëè u = w2, è åñëè wj → v,
òî v = z1 èëè v = z2.

Ñëåäñòâèå 4.5. Ïóñòü D � ãðàô ñ ìàêñèìàëüíûì öåïíûì èíäåêñîì
âòîðîãî òèïà è ïóñòü d+(wi) = d−(zj) = 2, i, j ∈ {1, 2}. Òîãäà äëÿ

ëþáîé âåðøèíû x íàéäóòñÿ òàêèå i, j ∈ {1, 2} è t, r ∈ N0, ÷òî zj
t−→ x

è x
r−→ wi, à äëÿ âñåõ ïðîìåæóòî÷íûõ âåðøèí ýòèõ ïóòåé âûïîëíåíî

d+ = d− = 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ëþáóþ âåðøèíó x. Òàê êàê D � ïîòåíöè-
àëüíî öåïíîé ãðàô, äëÿ íåêîòîðîãî l ∈ N è íåêîòîðîé âåðøèíû y 6= x

âåðíî x ∧l y, òî åñòü íàéä¼òñÿ òàêàÿ âåðøèíà c, ÷òî x
l−→ c è y

l−→ c.

Ïóñòü l0 � íàèìåíüøåå òàêîå ÷èñëî, ÷òî x
l0−→ c0 è y

l0−→ c0 äëÿ íåêî-
òîðîé âåðøèíû c0. Òîãäà d

−(c0) > 1. Ïîñêîëüêó z1, z2 � åäèíñòâåííûå

âåðøèíû, äëÿ êîòîðûõ d− > 1, ïîëó÷àåì x
l0−→ zj . Áåç îãðàíè÷åíèÿ

îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî êðàò÷àéøèé ïóòü èç x â z1 èëè z2.

Èç ëåììû 4.4 ñëåäóåò, ÷òî òîãäà x
l0−1−−−→ wi, ïðè÷¼ì âíóòðåííèå âåðøè-

íû ýòîãî ïóòè îòëè÷íû îò z1,2. Êðîìå òîãî, åñëè îäíà èç âíóòðåííèõ

âåðøèí ïóòè x
l0−1−−−→ wi ðàâíà w1 èëè w2, òî, ïî ëåììå 4.4, ñëåäóþùåé

çà íåé â ýòîì ïóòè áóäåò z1 èëè z2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíî-

ñòè ïóòè x
l0−→ zj . Òàêèì îáðàçîì, âñå âíóòðåííèå âåðøèíû ýòîãî ïóòè

îòëè÷íû îò w1,2 è z1,2, òî åñòü äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâî d+ = d− = 1.
Ïîñêîëüêó d−(zj)=2 â ãðàôåD, â ãðàôåDT âûïîëíÿåòñÿ d+(zj)=2.

Ãðàô DT ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ãðàôîì âòîðîãî òèïà, è äëÿ íåãî
ñïðàâåäëèâû ðàññóæäåíèÿ ïðåäûäóùåãî àáçàöà. Ïîýòîìó â ýòîì ãðàôå

ñóùåñòâóåò ïóòü x
t−→ zj . À çíà÷èò, â èñõîäíîì ãðàôå D âûïîëíÿåòñÿ

zj
t−→ x. �

Òåîðåìà 4.6. Ãðàô D ñ n > 3 âåðøèíàìè è n + 2 äóãàìè ÿâëÿåò-
ñÿ ãðàôîì ñ ìàêñèìàëüíûì öåïíûì èíäåêñîì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç äâóõ óñëîâèé:

(1) D ∼= W ′n;
(2) D ∼=∞(a, b), ãäå gcd(a, b) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü D � ãðàô ñ ìàêñèìàëüíûì öåïíûì èíäåê-
ñîì, à âåðøèíû w1, w2, z1, z2 ∈ V (D) òàêîâû, ÷òî d+(wi) = d−(zj) = 2.
Ïî ëåììå 4.4, wi → zj , i, j ∈ {1, 2}.

Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïàðà i, j, òàêàÿ ÷òî zi = wj . Èñïîëüçóÿ ïîäõîäÿ-
ùóþ ïåðåíóìåðàöèþ âåðøèí z1,2 è w1,2, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî z1 = w1,
è òîãäà

z1 → z1, w2 → z1, z1 → z2, w2 → z2.

Òàê êàê d+(z1) = d−(z1) = 2, âåðøèíà z1 íå ìîæåò èìåòü äðóãèõ èí-
öèäåíòíûõ äóã, êðîìå îïèñàííûõ òðåõ. Åñëè ïðè ýòîì w2 = z2, òî è
âåðøèíà w2 = z2 íå ìîæåò èìåòü äðóãèõ èíöèäåíòíûõ äóã, êðîìå îïè-
ñàííûõ âûøå. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî n > 3, à D ñâÿçåí ïî ïðåäëîæåíèþ 2.9,
ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ïîýòîìó âåðøèíû w2 è z2 íå ñîâïàäàþò, è,
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êðîìå óêàçàííûõ âûøå, äîëæíû èìåòü åùå ïî îäíîé âõîäÿùåé è èñõî-
äÿùåé äóãå ñîîòâåòñòâåííî. Çíà÷èò, äëÿ íåêîòîðîé âåðøèíû u 6= z1,2
èìååì z2 → u. Ïî ñëåäñòâèþ 4.5, äëÿ íåêîòîðîãî i ñóùåñòâóåò ïóòü

u
t−→ wi, â êîòîðîì âñå ïðîìåæóòî÷íûå âåðøèíû èìåþò d+ = d− = 1.

Òàê êàê w1 = z1, d
−(w1) = 2, è ñóùåñòâóþò ðîâíî äâå ðàçëè÷íûå âõî-

äÿùèå äóãè z1 → z1 è w2 → z1, òî ñëó÷àé i = 1 âîçìîæåí òîëüêî ïðè
u = w2. Ïóñòü äëèíà êðàò÷àéøåãî òàêîãî ïóòè ðàâíà t0 ∈ N0. Ïîëó÷è-
ëè ïîäãðàôW ′t0+3, ãäå w1 = z1 = 1, z2 = 2, w2 = t0+3 è t0+3 = |V (D′)|.
Ïî ëåììå 4.3, D = W ′t0+3 = W ′n.

ÃðàôW ′n èìååò ïåòëþ 1→ 1. Êàê ñèëüíî ñâÿçíûé ãðàô ñ σ(W ′n) = 1,
îí ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì, à çíà÷èò, è ïîòåíöèàëüíî öåïíûì. Â W ′n
ïåðåñåêàþòñÿ ðîâíî äâå âåðøèíû � 1 è n, òî åñòü crk(W ′n) = n − 1 è,
ïî ëåììå 2.10, CI(W ′n) = n− 1.

Åñëè zi 6= wj äëÿ âñåõ i, j ∈ {1, 2}, òî z1 → u1, z2 → u2, ãäå ñðåäè
u1,2, z1,2 íåò ñîâïàäàþùèõ âåðøèí. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ui = zj äëÿ
íåêîòîðûõ i, j ∈ {1, 2}, òî zi → zj , ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê w1→zj ,
w2 → zj è d−(zj) = 2. Åñëè æå u1 = u2, òî d

−(u1) = 2, îòêóäà ñëå-
äîâàëî áû, ÷òî u1 = zj . Ïî ñëåäñòâèþ 4.5, äëÿ i ∈ {1, 2} ñóùåñòâóåò
ïóòü ui

ti−→ wj(i) äëèíû ti ∈ N0, âñå ïðîìåæóòî÷íûå âåðøèíû êîòîðîãî

èìåþò d+ = d− = 1. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè ïóòè � êðàò÷àéøèå èç
âîçìîæíûõ, è ïîêàæåì, ÷òî ïîäõîäÿùåé ïåðåíóìåðàöèåé âåðøèí w1,2

ìîæíî äîáèòüñÿ ðàâåíñòâà j(i) = i äëÿ i ∈ {1, 2}. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
j(1) = j(2) = 1. Âñå âåðøèíû ïóòåé ui

ti−→ w1 èìåþò d− = 1. Ïîýòîìó
ðàâåíñòâî t1 = t2 ïðîòèâîðå÷èëî áû óñëîâèþ u1 6= u2, à èç t2 > t1 ñëå-
äóåò, ÷òî ëèáî u1 = w1, ëèáî u1 ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòî÷íîé âåðøèíîé

äëÿ u2
t2−→ w1. Íî z1 → u1 è d−(u1) = 1, ïîýòîìó ëèáî u2 = z1, ëèáî

âåðøèíà z1 ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòî÷íîé äëÿ ýòîãî ïóòè � ïðîòèâîðå÷èå.

Ðàññìîòðèì ïóòè z1 → u1
t1−→ w1 è z2 → u2

t2−→ w2. Îíè èìåþò äëèíó
a−1 è b−1, ãäå a = t1+2, b = t2+2. Ýòè ïóòè íå ïåðåñåêàþòñÿ: èõ êîíöû
z1,2, w1,2 ïîïàðíî ðàçëè÷íû, îáùàÿ âåðøèíà áûëà áû âíóòðåííåé, íî
äëÿ âíóòðåííèõ âåðøèí ñïðàâåäëèâî d+ = d− = 1. Ïîëó÷àåì ïîäãðàô
∞(a, b), ãäå w1 = 1, w2 = a+b, z1 = 2, z2 = a+1 è a, b > 2. Ïî ëåììå 4.3,
D =∞(a, b).

Ïî òåîðåìå 1.14, ñèëüíî ñâÿçíûé ãðàô∞(a, b) ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëü-
íî öåïíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ïðèìèòèâåí, ÷òî, ïî òåîðå-
ìå 3.10, ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ σ(∞(a, b)) = 1. Òî åñòü∞(a, b) ÿâëÿåòñÿ
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ïîòåíöèàëüíî öåïíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà gcd(a, b) = 1. Â ãðà-
ôå ∞(a, b) òîæå ïåðåñåêàþòñÿ ðîâíî äâå âåðøèíû � ýòî 1 è n = a+ b,
òî åñòü crk(∞(a, b)) = n − 1. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ñ W ′n, ñ ïîìîùüþ
ëåììû 2.10 ïîëó÷àåì, ÷òî CI(∞(a, b)) = n− 1. �

Äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ è ÿñíîñòè èçëîæåíèÿ ñôîðìóëèðóåì îòäåëü-
íî èòîãîâóþ ïîëíóþ êëàññèôèêàöèþ ãðàôîâ ñ ìàêñèìàëüíûì öåïíûì
èíäåêñîì.

Òåîðåìà 4.7. I. Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô D íà 2 âåðøèíàõ èìååò ìàê-
ñèìàëüíûé öåïíîé èíäåêñ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ
îäíî èç òðåõ óñëîâèé:

(1) D ∼= K(1, 1, 1);
(2) D ∼=∞(1, 2);
(3) D � ïîëíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô íà 2 âåðøèíàõ, òî åñòü

D = D

((
1 1
1 1

))
.

II. Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô D íà n > 3 âåðøèíàõ èìååò ìàêñèìàëü-
íûé öåïíîé èíäåêñ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç
ïÿòè óñëîâèé:

(1) D ∼= K(a, b, c), ãäå a, b, c > 1 è gcd(a, c) = 1;
(2) D ∼=∞(a, b), ãäå a, b > 1, a+ b > 2 è gcd(a, b) = 1;
(3) D ∼= Θ(a, b, c), ãäå a, b, c > 1, a+ b > 2 è gcd(a+ c, b+ c) = 1;
(4) D ∼= W ′n;
(5) D ∼=∞(a, b), ãäå a, b > 2 è gcd(a, b) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïåðâà ðàññìîòðèì ñëó÷àé ãðàôà íà äâóõ âåðøè-
íàõ. Ïî ëåììå 2.16, ãðàô ñ ìàêñèìàëüíûì öåïíûì èíäåêñîì íà äâóõ
âåðøèíàõ èìååò ëèáî n + 1 = 3, ëèáî n + 2 = 4 äóãè. Ñîãëàñíî çà-
ìå÷àíèþ 3.14, ãðàô D íà äâóõ âåðøèíàõ ñ òðåìÿ äóãàìè ÿâëÿåòñÿ
ìàêñèìàëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèáî D ∼= K(1, 1, 1), ëèáî
D ∼=∞(1, 2). Åñëè æå D èìååò 4 ðàçëè÷íûå äóãè, òî îí ÿâëÿåòñÿ ïîë-
íûì îðèåíòèðîâàííûì ãðàôîì. Âñå ýëåìåíòû åãî ìàòðèöû ñìåæíîñòè
ïîëîæèòåëüíû. Òàêîé ãðàô èìååò öåïíîé èíäåêñ 1 = n − 1, ïîýòîìó
ïåðâàÿ ÷àñòü òåîðåìû óñòàíîâëåíà.

Âòîðàÿ ÷àñòü òåîðåìû äëÿ ãðàôîâ íà n > 3 âåðøèíàõ ïîëó÷àåòñÿ
êîìáèíèðîâàíèåì òåîðåì 3.13 è 4.6. �
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Ïðåäëîæåíèå 4.8. Åñëè ãðàôû ïðèíàäëåæàò ðàçëè÷íûì ñåìåé-
ñòâàì èç ïåðå÷èñëåííûõ â òåîðåìå 4.7, òî îíè íå èçîìîðôíû ìåæäó
ñîáîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àé n = 2 ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Ïóñòü
n > 3. Ãðàôû èç ñåìåéñòâ (1)�(3) èìåþò n+1 äóãó, à ãðàôû èç ñåìåéñòâ
(4)�(5) èìåþò n+ 2 äóãè. Ãðàô K(a, b, c) íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì,
â îòëè÷èå îò ãðàôîâ îñòàëüíûõ ñåìåéñòâ. Â ãðàôå ∞(a, b) òîëüêî äâà
ïðîñòûõ öèêëà èìåþò îäíó îáùóþ âåðøèíó, à â ãðàôå Θ(a, b, c) îíè
èìåþò õîòÿ áû îäíó îáùóþ äóãó. Ãðàô W ′n ñîäåðæèò ïåòëþ, à â ãðàôå
∞(a, b) ïåòåëü íåò. �

Îïðåäåëåíèå 4.9. Ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî ðàçðåçàþùèõ äóã îðèåí-
òèðîâàííîãî ãðàôà � ýòî ìèíèìàëüíûé ïî ðàçìåðó íàáîð äóã, ïîñëå
óäàëåíèÿ êîòîðûõ â ãðàôå íå îñòàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ.

Ýòà õàðàêòåðèñòèêà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì öèêëîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà íå-
îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà, îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå å¼ âû÷èñëåíèå ïðåä-
ñòàâëÿåò áîëåå òðóäíóþ çàäà÷ó.

Ñëåäñòâèå 4.10. Ãðàô ñ ìàêñèìàëüíûì öåïíûì èíäåêñîì íà n > 3
âåðøèíàõ èìååò ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî ðàçðåçàþùèõ äóã ìîùíî-
ñòè íå áîëüøå 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ãðàôå K(a, b, c) äîñòàòî÷íî óäàëèòü äóãè (a, 1) è
(a+ b+ c− 1, a+ b). Â ãðàôå ∞(a, b), åñëè a = 1 èëè b = 1, äîñòàòî÷íî
óäàëèòü ïåòëþ è ëþáóþ äðóãóþ äóãó. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî
óäàëèòü äóãè (1, 2) è (1, a + 1). Â ãðàôå Θ äîñòàòî÷íî óäàëèòü äóãó
(a+ 1, a+ b+ 1), åñëè c > 2, è äóãó (a+ 1, 1), åñëè c = 1. Â ãðàôå W ′n
äîñòàòî÷íî óäàëèòü äóãè (1, 1) è (2, 3). Â ãðàôå∞ äîñòàòî÷íî óäàëèòü
(a, 1) è (a+ 1, a+ 2). �

�5. Çíà÷åíèå ýêñïîíåíòû ìàêñèìàëüíûõ ãðàôîâ

Ïîëó÷åííîå îïèñàíèå ìàêñèìàëüíûõ ãðàôîâ ïîçâîëÿåò íåïîñðåä-
ñòâåííî âû÷èñëèòü èõ ýêñïîíåíòó.

Ëåììà 5.1.

(1) Â ãðàôå ∞(a, b) ìíîæåñòâî äëèí ïóòåé 1
t−→ 1 èìååò âèä

{xa+ yb | x, y > 0}.
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(2) Â ãðàôå Θ(a, b, c) ìíîæåñòâî äëèí ïóòåé 1
t−→ 1 èìååò âèä

{x(a+ c) + y(b+ c) | x, y > 0}.

(3) Â ãðàôå ∞(a, b) ìíîæåñòâà äëèí ïóòåé 1
t−→ a + 1, 1

t−→ 2,

a+ b
t−→ a+ 1, a+ b

t−→ 2 ñîâïàäàþò è èìåþò âèä

{1 + xa+ yb | x, y > 0}.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Â ãðàôå ∞(a, b) ëþáîé ïóòü 1
t−→ 1 ðàñêëà-

äûâàåòñÿ â êîìïîçèöèþ ïóòåé âèäà 1
a−→ 1 è 1

b−→ 1.

(2) Â ãðàôå Θ(a, b, c) ëþáîé ïóòü 1
t−→ 1 ðàñêëàäûâàåòñÿ â êîìïî-

çèöèþ ïóòåé âèäà 1
a+c−−→ 1 è 1

b+c−−→ 1.

(3) Ðàññìîòðèì ãðàô∞(a, b). Ïóòü 1
t−→ a+ 1 ïðè t > 1 èìååò ëèáî

âèä 1
t−1−−→ 1 → a + 1, ëèáî âèä 1

t−1−−→ a + b → a + 1. Îáà ïóòè

1
t−1−−→ 1 è 1

t−1−−→ a + b ÿâëÿþòñÿ êîìïîçèöèÿìè ïóòåé âèäà

1
a−→ 1, 1

b−→ a+ b, a+ b
b−→ a+ b è a+ b

a−→ 1. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ,
÷òî ëþáîå çíà÷åíèå âèäà xa + yb ïîëó÷àåòñÿ íåêîòîðîé êîì-
ïîçèöèåé òàêèõ ïóòåé. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ óòâåðæäåíèå

äëÿ ìíîæåñòâ äëèí îñòàëüíûõ òðåõ ïóòåé 1
t−→ 2, a+ b

t−→ a+ 1

è a+ b
t−→ 2. �

Òåîðåìà 5.2.

(1) exp(K(a, b, c)) = 0.
(2) Åñëè gcd(a, b) = 1 è a < b, òî exp(∞(a, b)) = (a+ 1)(b− 1).
(3) Åñëè gcd(a+ c, b+ c) = 1 è a < b, òî

exp(Θ(a, b, c)) = (a+ c+ 1)(b+ c− 1)− c.

(4) exp(W ′n) = 2n− 3.
(5) Åñëè gcd(a, b) = 1 è a < b, òî exp(∞(a, b)) = (a+ 1)(b− 1) + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Ãðàô K íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì, ïî-
ýòîìó îí íå ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì.

(2) Â ãðàôå ∞(a, b) äëÿ ëþáûõ âåðøèí i, j èìååì i
t1−→ 1

t2−→ j, ãäå
0 6 t1, t2 6 b− 1. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3.12 è ëåììå 5.1, äëÿ

âñåõ h > F (a, b)+1 = (a−1)(b−1) âåðíî 1
h−→ 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

exp(∞(a, b)) 6 2(b− 1) + (a− 1)(b− 1) = (a+ 1)(b− 1).
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Äîêàæåì, ÷òî ýêñïîíåíòà íå ìåíüøå ýòîãî æå çíà÷åíèÿ. Ðàñ-
ñìîòðèì âåðøèíû a+1 è a+b−1. Ëþáîé ïóòü èç a+1 â a+b−1
äëèíû áîëüøå b− 2 èìååò âèä

a+ 1
b−1−−→ 1

m−→ 1
b−1−−→ a+ b− 1,

ãäå m = xa + yb, x, y > 0. Ñóùåñòâîâàíèå ïóòè òàêîãî âèäà,
èìåþùåãî äëèíó (a+ 1)(b−1)−1 = ab+ b−a−2, îçíà÷àåò, ÷òî

a+ 1
b−1−−→ 1

ab−b−a−−−−−→ 1
b−1−−→ a+ b− 1,

à ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäëîæåíèþ 3.12 â ñèëó ëåììû 5.1.

(3) Â ãðàôå Θ(a, b, c) äëÿ ëþáîé âåðøèíû i ñïðàâåäëèâî i
t1−→ 1,

ãäå 0 6 t1 6 b + c − 1. Â ñèëó ëåììû 5.1, äëÿ ëþáûõ x, y > 0
èìååì

1
x(a+c)+y(b+c)−−−−−−−−−−→ 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî h > F (a + c, b + c) + 1 ñóùåñòâóåò

ïóòü i
t1−→ 1

h−→ 1. Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé ïóòü 1
h−→ 1 çàêàí÷èâàåò-

ñÿ îòðåçêîì

a+ 1, a+ b+ 1, . . . , a+ b+ c− 1.

Åñëè âåðøèíà j åìó ïðèíàäëåæèò, òî 1
h−l−−→ j äëÿ íåêîòîðî-

ãî 1 6 l 6 c. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òàêèõ j ñóùåñòâóåò ïóòü

i
t1−→ 1

h−l−−→ j. Òîãäà äëÿ ëþáîãî r > 0 ñóùåñòâóåò ïóòü èç i â j
äëèíû b+ c− 1 + F (a+ c, b+ c) + r.

Åñëè æå j íå ëåæèò â ìíîæåñòâå {a+1, a+b+1, . . . , a+b+c−1},
òî 1

t2−→ j, ãäå t2 6 b−1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî h > F (a+c, b+c)+1

ñóùåñòâóåò ïóòü i
t1−→ 1

h−→ 1
t2−→ j, òî åñòü äëÿ ëþáîãî r > 0

ñóùåñòâóåò ïóòü èç i â j äëèíû b+ c− 1 +F (a+ c, b+ c) + b+ r.
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî r > 0 ñóùåñòâóåò
ïóòü äëèíû

b+ c− 1 + (a+ c− 1)(b+ c− 1)− 1 + b+ r

= (a+ c+ 1)(b+ c− 1)− c+ r,

òî åñòü exp(Θ(a, b, c)) 6 (a+ c+ 1)(b+ c− 1)− c.
×òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â

ðàâåíñòâî, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïóòü èç a+ 2 â a+ b:

a+ 2
b+c−1−−−−→ 1

h−→ 1
b−1−−→ a+ b.



ÃÐÀÔÛ Ñ ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÛÌ ÖÅÏÍÛÌ ÈÍÄÅÊÑÎÌ 49

Åñëè b+c−1+h+b−1 = (a+c+1)(b+c−1)−c−1, òî h = (a+c)(b+
c)− (a+ c)− (b+ c). Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäëîæåíèþ 3.12, âåäü,
ïî ëåììå 5.1, äëèíà ïóòè èç 1 â 1 ìîæåò áûòü ðàâíà òîëüêî
h = x(a+ c) + y(b+ c).

(4) Â ãðàôå W ′n äëÿ ëþáûõ âåðøèí i, j è ëþáîãî h > 0 ñóùåñòâóåò
ïóòü

i
n−i+1−−−−→ 1

h−→ 1
j−1−−→ j,

òî åñòü i
n−i+j+h−−−−−−→ j. Âûðàæåíèå n− i+ j ïðèíèìàåò çíà÷åíèå,

áîëüøåå ÷åì 2n − 3, òîëüêî íà ïàðàõ (i, j) ∈ {(1, n), (1, n − 1),

(2, n)}. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî 1
j−1+h−−−−→ j äëÿ ëþáîé âåðøèíû j

è ëþáîãî h. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò ïóòü èç 2 â n äëèíû 2n−3,

òàê êàê 2
n−2−−−→ n è n

n−1−−−→ n. Òåì ñàìûì ìû äîêàçàëè, ÷òî äëÿ

ëþáûõ i, j è ëþáîãî h > 0 ñóùåñòâóåò ïóòü i
2n−3+h−−−−−→ j, îòêóäà

exp(W ′n) 6 2n− 3.
Ïóòè äëèíû 2n−4 èç 2 â n íå ñóùåñòâóåò, ïîýòîìó exp(W ′n) =

2n− 3.

(5) Â ãðàôå ∞(a, b) äëÿ ëþáîé âåðøèíû i èìååì ëèáî i
t1−→ 1, 0 6

t1 6 a−1, ëèáî i
t1−→ a+ b, 0 6 t1 6 b−1. Äëÿ ëþáîé âåðøèíû j

èìååì ëèáî 2
t2−→ j, 0 6 t2 6 a−1, ëèáî a+1

t2−→ j, 0 6 t2 6 b−1.
Èñïîëüçóÿ ëåììó 5.1(3), ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ âåðøèí i, j
è ëþáîãî ÷èñëà h > F (a, b) + 1 = (a− 1)(b− 1) ñóùåñòâóåò ïóòü

i
t1+t2+h+1−−−−−−−→ j, 0 6 t1, t2 6 b− 1,

îòêóäà

exp(∞(a, b))62(b− 1)+(a− 1)(b− 1)+1=(a+1)(b−1)+1.

Ïîêàæåì, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî. Ëþ-
áîé ïóòü èç a+ 1 â a+ b ìîæåò èìåòü äëèíó xb+ b− 1, x > 0,
èëè (x+ 1)a+ (y+ 1)b+ b− 1, ãäå x, y > 0. Ñóùåñòâîâàíèå ïóòè

a+ 1
(a+1)(b−1)−−−−−−−→ a+ b

âîçìîæíî, òàêèì îáðàçîì, â îäíîì èç äâóõ ñëó÷àåâ:
(i) ëèáî xb+ b− 1 = (a+ 1)(b− 1), íî òîãäà xb = a(b− 1), ÷òî

íåâîçìîæíî, òàê êàê b > 1, x ∈ Z è

gcd(a, b) = gcd(b− 1, b) = 1,
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(ii) ëèáî (x+ 1)a+ (y + 1)b+ b− 1 = (a+ 1)(b− 1), íî òîãäà

(x+ 1)a+ yb = ab− a− b,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäëîæåíèþ 3.12. �

�6. ×èñëî ìàêñèìàëüíûõ ãðàôîâ íà n âåðøèíàõ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïîëó÷èì ôîðìóëû äëÿ ÷èñëà íåèçîìîðôíûõ
äðóã äðóãó ãðàôîâ ñ n > 3 âåðøèíàìè, èìåþùèõ ìàêñèìàëüíûé öåï-
íîé èíäåêñ.

Ñëåäóþùèé ôàêò øèðîêî èçâåñòåí è ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

Ëåììà 6.1. ×èñëî ïàð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a, b, äëÿ êîòîðûõ a < b,
gcd(a, b) = 1 è a + b = n, ãäå n > 3, ðàâíî ϕ(n)/2, ãäå ϕ � ôóíêöèÿ
Ýéëåðà.

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 4.8, ãðàôû, ïðèíàäëåæàùèå ðàçëè÷íûì ñåìåé-
ñòâàì èç òåîðåìû 4.7, íå èçîìîðôíû ìåæäó ñîáîé. Ïîñ÷èòàåì îòäåëü-
íî ÷èñëî ãðàôîâ êàæäîãî èç ïÿòè âèäîâ è âû÷èñëèì àñèìïòîòèêó ïî-
ëó÷åííûõ çíà÷åíèé. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîñ÷èòàòü ÷èñëî íàáîðîâ
ïàðàìåòðîâ a, b, c, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì òåîðåìû 4.7.

K(a, b, c): Óñëîâèå: 2 6 a + c 6 n, gcd(a, c) = 1. Çàìåòèì, ÷òî äî-
ïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå a < c íå òðåáóåòñÿ: ïðè a 6= c
ãðàô K(a, b, c) íå èçîìîðôåí K(c, b, a). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
êàæäîãî 2 6 m 6 n ÷èñëî ïàð ñ óñëîâèåì a + c = m ðàâíî
ϕ(m), îòêóäà

|K| =
n∑

i=2

ϕ(i).

Ïîëüçóÿñü èçâåñòíîé îöåíêîé ñóììû ïåðâûõ n çíà÷åíèé
ôóíêöèè Ýéëåðà, ñì. [7, òåîðåìà 330], ïîëó÷àåì

|K| =
n∑

i=1

ϕ(i)− 1 =
3n2

π2
+O(n log n)− 1 =

3n2

π2
+O(n log n).

∞(a, b): Óñëîâèå: a + b = n + 1, gcd(a, b) = 1. Ïðè ýòîì ∞(a, b) èçî-
ìîðôåí ∞(b, a). Òîãäà

|∞| = ϕ(n+ 1)

2
.

Òàê êàê ϕ(n) < n, òî |∞| = O(n).
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∞(a, b): Óñëîâèå: a, b > 1, a + b = n, gcd(a, b) = 1. Ïðè ýòîì ∞(a, b)
èçîìîðôåí ∞(b, a). Òîãäà

|∞| = ϕ(n)

2
− 1,

îòêóäà |∞| = O(n).
W ′n: Èìååì îäèí ãðàô ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

Θ(a, b, c): Óñëîâèå: a+ b+ c = n+ 1, a < b, gcd(a+ c, b+ c) = 1.
Ïîëîæèâ x = a+ c, y = b+ c, ïîëó÷èì óñëîâèÿ

0 < x < y < n+ 1, x+ y > n+ 1, gcd(x, y) = 1.

Äëÿ ôóíêöèè Ì¼áèóñà µ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî∑
d|gcd(x,y)

µ(d) =

{
1, gcd(x, y) = 1,

0, èíà÷å.

Ïîýòîìó ÷èñëî èñêîìûõ ïàð x, y áóäåò ðàâíî

|Θ| =
∑

0<x<y<n+1,
x+y>n+1

 ∑
d|x,d|y

µ(d)

 =

n∑
d=1

µ(d)Nd,

ãäå

Md = {(x, y) | 0 < x < y < n+ 1, x+ y > n+ 1, d |x, d |y},
Nd = |Md|.

Äëÿ x, y ∈Md èìååì x = ud è y = vd, òîãäà

Nd =
∣∣{(u, v) | 0 < u < v < n+1

d , u+ v > n+1
d

}∣∣ .
Ïðè ôèêñèðîâàííîì u ïîëó÷àåì, ÷òî

max
(
n+1
d − u, u

)
< v < n+1

d ,

ïîýòîìó ÷èñëî ïàð (u, v) ðàâíî{
u+ ε, u < n+1

2d ,
n+1
d − u+ ε, u > n+1

2d ,

ãäå |ε| 6 2. Òàêèì îáðàçîì,∣∣∣Nd − n2

4d2

∣∣∣ 6 C n
d ,

ãäå C > 0 � íåêîòîðàÿ ôèêñèðîâàííàÿ êîíñòàíòà. Òîãäà, òàê
êàê |µ(d)| 6 1, èìååì
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∣∣∣∣∣|Θ| − n2

4

n∑
d=1

µ(d)

d2

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑

d=1

µ(d)Nd −
n∑

d=1

µ(d)
n2

4d2

∣∣∣∣∣
6

n∑
d=1

|µ(d)|
∣∣∣∣Nd −

n2

4d2

∣∣∣∣ 6 n∑
d=1

C
n

d
= Cn

n∑
d=1

1

d
= O(n log n),

ãäå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïîëó÷åíî ïî ôîðìóëå Ýéëåðà�Ìàê-
ëîðåíà.

Èñïîëüçóåì ðàâåíñòâî
∑
d6n

µ(d)/d2 = 6/π2 +O(1/n), êîòî-

ðîå ñëåäóåò èç âûðàæåíèÿ äëÿ ðÿäà Äèðèõëå
∞∑
d=1

µ(d)/ds =

1/ζ(s), òîãäà

|Θ| = n2

4

n∑
d=1

µ(d)

d2
+O(n log n) =

3n2

2π2
+O(n log n).

Èç âû÷èñëåíèé ñëåäóåò, ÷òî îñíîâíîé âêëàä â ÷èñëî ìàêñèìàëüíûõ
ãðàôîâ âíîñèòñÿ ãðàôàìè âèäà K è Θ. Ïîäâîäÿ èòîãè, ïîëó÷àåì, ÷òî
÷èñëî ìàêñèìàëüíûõ ãðàôîâ ðàâíî

|K|+|Θ|+|∞|+|∞|+|W ′n|=
3n2

π2
+

3n2

2π2
+O(n log n)+O(n)=

9n2

2π2
+O(n log n).
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Guterman A. E., Zhilina S. A., Shafeev E. R. Graphs with the largest
chainable index and their properties.

This paper provides a complete characterization of the set of graphs with
the largest chainable index. In particular, it is shown that the number of
arcs and vertex degrees of such a graph are strictly determined. Moreover,
graphs with the largest chainable index form �ve parametric families, and
exactly one of them consists of graphs that are not strongly connected.
As a result, the number of graphs on n vertices with the largest chainable
index is computed, and the values of the primitive exponents for these
graphs are determined.
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