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�1. Ââåäåíèå

Ìíîæåñòâî S ñ äâóìÿ áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè � ñëîæåíèåì è óìíî-
æåíèåì � íàçûâàåòñÿ ïîëóêîëüöîì, åñëè

(1) S ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì ìîíîèäîì ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåí-
òîì 0 îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ;

(2) S ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ;
(3) óìíîæåíèå äèñòðèáóòèâíî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ;
(4) a · 0 = 0 · a = 0 äëÿ ëþáîãî a ∈ S.
Îñîáóþ ðîëü â àëãåáðå èãðàåò òðîïè÷åñêîå ïîëóêîëüöî Rmax =

R ∪ {−∞} ñ îïåðàöèÿìè òðîïè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ ⊕ è òðîïè÷åñêîãî
óìíîæåíèÿ ⊗, îïðåäåë¼ííûìè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a⊕ b = max{a, b},
a⊗ b = a+ b äëÿ âñåõ a, b ∈ R,
a⊕ (−∞) = (−∞)⊕ a = a,

a⊗ (−∞) = (−∞)⊗ a = −∞ äëÿ ëþáîãî a ∈ Rmax.

Ýëåìåíò −∞ ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíûì îòíîñèòåëüíî òðîïè÷åñêîãî ñëî-
æåíèÿ, à 0 � îòíîñèòåëüíî òðîïè÷åñêîãî óìíîæåíèÿ.

Åñëè S � ïîëóêîëüöî, òî ìíîæåñòâî Mn(S) êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïî-
ðÿäêà n íàä S òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîëóêîëüöîì. Ìíîæåñòâî ìàòðèö íàä
òðîïè÷åñêèì ïîëóêîëüöîì áóäåì äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷àòüMn. Äàëåå
âñþäó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî n > 2.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òðîïè÷åñêàÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðà, èíäåêñ öèêëè÷íîñòè, äëèíà
öèêëà, ëèíåéíûå ñîõðàíÿþùèå îòîáðàæåíèÿ, àääèòèâíûå îòîáðàæåíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñøå-
ãî îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè â ðàìêàõ ïðîãðàììû Ìîñêîâñêîãî öåíòðà
ôóíäàìåíòàëüíîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ÌÃÓ èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà ïî ñî-
ãëàøåíèþ No. 075-15-2025-345.
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Ïðè èçó÷åíèè òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö óäîáíî ðàññìàòðèâàòü âçâåøåí-
íûå îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû. À èìåííî, êàæäîé ìàòðèöå A ∈ Mn ñî-
ïîñòàâèì ãðàôG(A) íà âåðøèíàõ 1, . . . , n, â êîòîðîì äóãà èç âåðøèíû i
â âåðøèíó j èìååò âåñ Aij , åñëè Aij 6= −∞, è îòñóòñòâóåò â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå. Êðîìå òîãî, ìàòðèöå A ∈Mn ìîæíî òàêæå ñîïîñòàâèòü íåâçâå-

øåííûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô Ĝ(A), ïîëó÷åííûé èç G(A) óäàëåíèåì
âåñîâ âñåõ äóã. Âñå ðàññìàòðèâàåìûå ãðàôû íå èìåþò êðàòíûõ äóã, íî
ìîãóò ñîäåðæàòü ïåòëè. Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ íåðàçëîæèìîé, åñëè
ãðàô G(A) ñèëüíî ñâÿçåí. Ïîä öèêëîì ìû âñåãäà áóäåì ïîíèìàòü ïðî-
ñòîé îðèåíòèðîâàííûé öèêë, òî åñòü çàìêíóòûé ïóòü áåç ïîâòîðåíèÿ
âåðøèí, çà èñêëþ÷åíèåì ñîâïàäàþùèõ íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé âåðøèí.
Ïåòëÿ ÿâëÿåòñÿ öèêëîì äëèíû 1.

Ðåàëèçàöèÿ òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö â âèäå ãðàôîâ íàõîäèò ïðèìåíå-
íèÿ âî ìíîãèõ òåîðåòè÷åñêèõ è ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ. Òàê, òðîïè÷å-
ñêèå ìàòðèöû èãðàþò âàæíóþ ðîëü â àëãîðèòìàõ íà ãðàôàõ, òåîðèè
ðàñïèñàíèé, à òàêæå àíàëèçå ïðîèçâîäñòâåííûõ è ëîãèñòè÷åñêèõ ñè-
ñòåì. Îíè òàêæå ïðèìåíÿþòñÿ â àíàëèçå äàííûõ è ìàøèííîì îáó÷å-
íèè: íàïðèìåð, ôàêòîðèçàöèÿ òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö èñïîëüçóåòñÿ äëÿ
âîññòàíîâëåíèÿ ïðîïóùåííûõ çíà÷åíèé â ðàçðåæåííûõ äàííûõ.

Îäíèì èç êëþ÷åâûõ èíâàðèàíòîâ òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ èí-
äåêñ öèêëè÷íîñòè. Îí îïðåäåëÿåòñÿ ñíà÷àëà äëÿ îðèåíòèðîâàííûõ
ãðàôîâ, à çàòåì äëÿ òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü G � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô. Åãî èíäåêñ

öèêëè÷íîñòè σG îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• åñëè G ñèëüíî ñâÿçåí è íå ñîäåðæèò öèêëîâ, òî σG = 1;
• åñëè G ñèëüíî ñâÿçåí è ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí öèêë, òî σG
ðàâåí íàèáîëüøåìó îáùåìó äåëèòåëþ äëèí âñåõ öèêëîâ â G;

• åñëè G íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì, òî σG ðàâåí íàèìåíüøå-

ìó îáùåìó êðàòíîìó èíäåêñîâ öèêëè÷íîñòè âñåõ åãî ñèëüíî

ñâÿçíûõ êîìïîíåíò.

Èíäåêñîì öèêëè÷íîñòè òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ èíäåêñ
öèêëè÷íîñòè êðèòè÷åñêîãî ïîäãðàôà Gc(A) ãðàôà G(A), òî åñòü îáú-
åäèíåíèÿ âñåõ öèêëîâ ñ ìàêñèìàëüíûì ñðåäíèì âåñîì â G(A). Êàê
ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, èíäåêñ öèêëè÷íîñòè èãðàåò âàæíóþ
ðîëü ïðè èññëåäîâàíèè ïîâåäåíèÿ ñòåïåíåé òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö.

Òåîðåìà 1.2 ([10, òåîðåìà 3.9]). Ïóñòü A ∈Mn � íåðàçëîæèìàÿ òðî-

ïè÷åñêàÿ ìàòðèöà ñ êîíå÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ è èíäåêñîì
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öèêëè÷íîñòè σ. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N , ÷òî

äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî t > N âûïîëíåíî

A⊗(t+σ) = λ⊗σ ⊗A⊗t.

Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ èíâàðèàíòà åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò âî-
ïðîñ î òîì, êàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ åãî ñîõðàíÿþò. Îäíèì èç ïåðâûõ
ïîäîáíîé çàäà÷åé çàíèìàëñÿ Ôðîáåíèóñ [5], îõàðàêòåðèçîâàâøèé áè-
åêòèâíûå ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ êîìïëåêñíûõ ìàòðèö, ñîõðàíÿþùèå
îïðåäåëèòåëü. Ïîçæå ýòîò ðåçóëüòàò áûë ñóùåñòâåííî óñèëåí Øó-
ðîì [12] è Äü¼äîííå [4]. Â äàëüíåéøåì ìíîãèå àâòîðû èññëåäîâàëè
îòîáðàæåíèÿ, ñîõðàíÿþùèå ðàçëè÷íûå èíâàðèàíòû ìàòðèö íàä ðàç-
ëè÷íûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè, ñì. [2, 3, 8, 11] è èõ áèáëèî-
ãðàôèþ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå T : Mn → Mn ñîõðàíÿåò èíäåêñ

öèêëè÷íîñòè, åñëè σ(T (A)) = σ(A) äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ∈Mn, è ÷òî
îòîáðàæåíèå T ñîõðàíÿåò çíà÷åíèå k èíäåêñà öèêëè÷íîñòè, åñëè äëÿ
ëþáîé ìàòðèöû A ∈ Mn èç ðàâåíñòâà σ(A) = k ñëåäóåò σ(T (A)) = k.
Îòîáðàæåíèå T íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè

T (α⊗A⊕ β ⊗B) = α⊗ T (A)⊕ β ⊗ T (B)

äëÿ ëþáûõ A,B ∈Mn è α, β ∈ Rmax.
Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö, ñîõðàíÿþùèå èíäåêñ

öèêëè÷íîñòè, ðàíåå ðàññìàòðèâàëèñü â [1, 6, 7]. Â ðàáîòå [6] ïîëó÷å-
íî îïèñàíèå áèåêòèâíûõ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé, ñîõðàíÿþùèõ èíäåêñ
öèêëè÷íîñòè, à â [7] äàíà ïîëíàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ òàêèõ îòîáðàæåíèé
áåç òðåáîâàíèÿ áèåêòèâíîñòè. Â [1] ïîêàçàíî, ÷òî ñîõðàíåíèå âñåõ çíà-
÷åíèé èíäåêñà öèêëè÷íîñòè ðàâíîñèëüíî îäíîâðåìåííîìó ñîõðàíåíèþ
åãî çíà÷åíèé 1 è 2. Â ñëåäóþùåé ðàáîòå [9] ìû ðàññìîòðèì áèåêòèâíûå
ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö, ñîõðàíÿþùèå îòäåëüíûå
çíà÷åíèÿ èíäåêñà öèêëè÷íîñòè. Â ÷àñòíîñòè, ìû ïîëó÷èì õàðàêòåðè-
çàöèþ îòîáðàæåíèé, ñîõðàíÿþùèõ çíà÷åíèå 1, è èññëåäóåì ñëó÷àé ñî-
õðàíåíèÿ îäíîãî ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ k > 3 ïðè n > max(k, 4).

Ïóñòü M̂n � ìíîæåñòâî íåâçâåøåííûõ îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ áåç
êðàòíûõ äóã íà ôèêñèðîâàííîì ìíîæåñòâå âåðøèí {1, . . . , n}. Îïåðà-
öèþ îáúåäèíåíèÿ ãðàôîâ îïðåäåëèì êàê îáúåäèíåíèå èõ ìíîæåñòâ äóã.

Îòîáðàæåíèå S : M̂n → M̂n íàçîâ¼ì àääèòèâíûì, åñëè

S(Ĝ1 ∪ Ĝ2) = S(Ĝ1) ∪ S(Ĝ2)
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äëÿ ëþáûõ Ĝ1, Ĝ2 ∈ M̂n. ßñíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìàòðèö A,B ∈ Mn

è α ∈ R âûïîëíåíî Ĝ(A ⊕ B) = Ĝ(A) ∪ Ĝ(B) è Ĝ(α ⊗ A) = Ĝ(A).
Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ìàòðèö T : Mn → Mn

èíäóöèðóåò àääèòèâíîå îòîáðàæåíèå ãðàôîâ T̂ : M̂n → M̂n, çàäàííîå

ôîðìóëîé T̂ (Ĝ(A)) = Ĝ(T (A)) äëÿ âñåõ A ∈Mn. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî

çàäàòü çíà÷åíèÿ T̂ íà ãðàôàõ, ñîäåðæàùèõ òîëüêî îäíó äóãó, à çàòåì

ïðîäîëæèòü T̂ ïî àääèòèâíîñòè. Ïðè ýòîì, åñëè T áèåêòèâíî, òî è T̂
òîæå áèåêòèâíî.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå S : M̂n → M̂n

ñîõðàíÿåò çíà÷åíèå k äëèíû öèêëîâ, åñëè âñÿêèé ãðàô, äóãàìè êîòî-

ðîãî ÿâëÿþòñÿ â òî÷íîñòè äóãè îäíîãî öèêëà äëèíû k, îíî ïåðåâîäèò
â ãðàô òîãî æå âèäà. Îòîáðàæåíèå S ñîõðàíÿåò äëèíó öèêëîâ, åñëè

îíî ñîõðàíÿåò âñå å¼ çíà÷åíèÿ.

Â ðàáîòå [9] ìû ïîêàæåì, ÷òî:

(1) åñëè áèåêòèâíîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå T :Mn →Mn ñîõðàíÿ-
åò çíà÷åíèå 1 èíäåêñà öèêëè÷íîñòè, òî èíäóöèðîâàííîå îòîá-

ðàæåíèå T̂ : M̂n → M̂n ñîõðàíÿåò äëèíó öèêëîâ;
(2) åñëè áèåêòèâíîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå T :Mn →Mn ñîõðàíÿ-

åò çíà÷åíèå k èíäåêñà öèêëè÷íîñòè, k 6 n, òî èíäóöèðîâàííîå
îòîáðàæåíèå T̂ ñîõðàíÿåò çíà÷åíèå k äëèíû öèêëîâ.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïèñàíèÿ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé òðîïè÷åñêèõ
ìàòðèö, ñîõðàíÿþùèõ îòäåëüíûå çíà÷åíèÿ èíäåêñà öèêëè÷íîñòè, íåîá-
õîäèìî îõàðàêòåðèçîâàòü àääèòèâíûå îòîáðàæåíèÿ íåâçâåøåííûõ
îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ, ñîõðàíÿþùèå îòäåëüíûå çíà÷åíèÿ äëèíû
öèêëîâ. Ýòîé çàäà÷å è ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ðàáîòà.

Îòìåòèì, ÷òî ýòà òåìà ïðåäñòàâëÿåò è íåçàâèñèìûé èíòåðåñ. Òàê,
Òîìàññåí [13] äîêàçàë, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå áèåêòèâíîå îòîá-
ðàæåíèå äóã äâóõ ñèëüíî ñâÿçíûõ òóðíèðîâ ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì
âåðøèí, ÷òî îíî ñàìî è îáðàòíîå ê íåìó ñîõðàíÿþò çíà÷åíèå 4 äëè-
íû öèêëîâ, òî ýòè òóðíèðû ëèáî èçîìîðôíû, ëèáî àíòèèçîìîðôíû.
Êðîìå òîãî, â ðàáîòå Âóäàëëà [14] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè G è H �
íåîðèåíòèðîâàííûå ãðàôû áåç ìîñòîâ, òî èçîìîðôèçì ìåæäó öåëî÷èñ-
ëåííûìè ãðóïïàìè öèêëîâ ãðàôîâ G è H, ñîõðàíÿþùèé äëèíû öèê-
ëîâ, ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G è H èìåþò èçîìîðôíûå
ìàòðîèäû öèêëîâ.
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Íàøà ðàáîòà îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â �2 ðàññìàòðèâà-
þòñÿ àääèòèâíûå îòîáðàæåíèÿ íåâçâåøåííûõ îðèåíòèðîâàííûõ ãðà-
ôîâ íà n âåðøèíàõ, ñîõðàíÿþùèå çíà÷åíèÿ 2 è 3 äëèíû öèêëîâ. Â
ëåììå 2.3 ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî íåïåòëåâûõ äóã ÿâëÿåòñÿ èí-
âàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî òàêîãî îòîáðàæåíèÿ, òî ïðè ëþáîì n > 2
îíî áèåêòèâíî äåéñòâóåò íà ýòîì ìíîæåñòâå è èìååò òàê íàçûâàåìûé
êàíîíè÷åñêèé âèä. À èìåííî, òàêîå îòîáðàæåíèå ñîîòâåòñòâóåò ïåðå-
íóìåðîâàíèþ âåðøèí ãðàôà è, âîçìîæíî, èçìåíåíèþ îðèåíòàöèè âñåõ
åãî äóã. Â ��3 è 4 èçó÷åíû àääèòèâíûå îòîáðàæåíèÿ, ñîõðàíÿþùèå îä-
íî çíà÷åíèå k > 3 äëèíû öèêëîâ, äëÿ êîòîðûõ ìíîæåñòâî íåïåòëåâûõ
äóã òàêæå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâ-
ëÿåòñÿ òåîðåìà 4.5, ñîãëàñíî êîòîðîé ïðè n > max(k + 1, 5) ñóæåíèå
òàêîãî îòîáðàæåíèÿ íà ìíîæåñòâî íåïåòëåâûõ äóã áèåêòèâíî, à ïðè
ëþáîì n > max(k, 4) èç áèåêòèâíîñòè ýòîãî ñóæåíèÿ âûòåêàåò êàíîíè-
÷åñêèé âèä îòîáðàæåíèÿ. Ïðèìåðû 3.3�3.5, 4.3 è 4.6 ïîêàçûâàþò, ÷òî
âñå îãðàíè÷åíèÿ ýòîé òåîðåìû ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííûìè.

�2. Àääèòèâíûå îòîáðàæåíèÿ ãðàôîâ, ñîõðàíÿþùèå

çíà÷åíèÿ 2 è 3 äëèíû öèêëîâ

Äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. ×åðåç Ên
îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ãðàôîâ èç M̂n ñ åäèíñòâåííîé äóãîé, ÷åðåç D̂n �
åãî ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ãðàôîâ ñ åäèíñòâåííîé ïåòë¼é, à ÷å-

ðåç N̂n � ïîäìíîæåñòâî ãðàôîâ ñ åäèíñòâåííîé íåïåòëåâîé äóãîé. Ãðàô
ñ åäèíñòâåííîé äóãîé èç âåðøèíû i â âåðøèíó j áóäåì îòîæäåñòâëÿòü
ñ ýòîé äóãîé è îáîçíà÷àòü ÷åðåç eij .

Äëÿ íåïåòëåâîé äóãè e = eij ïîëîæèì e = eji, òîãäà äóãè e è e

íàçûâàþòñÿ âçàèìíî îáðàòíûìè. Äóãè e1, e2 ∈ N̂n íàçîâ¼ì ïîñëåäîâà-

òåëüíûìè, åñëè êîíåö îäíîé èç íèõ ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì äðóãîé è e1, e2
íå ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî îáðàòíûìè. Ðàçëè÷íûå äóãè e1, e2 ∈ N̂n íàçîâ¼ì
ñìåæíûìè, åñëè îíè èíöèäåíòíû õîòÿ áû îäíîé îáùåé âåðøèíå.

Äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 2.1 è ëåììû 2.3 îñíîâàíû íà äîêàçà-
òåëüñòâàõ ïðåäëîæåíèÿ 2.8 è ëåììû 2.10 â [1], íî ïåðåíåñåíû íà áîëåå
îáùèé ñëó÷àé.
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Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ïóñòü S : M̂n → M̂n � àääèòèâíîå îòîáðàæå-

íèå íåâçâåøåííûõ ãðàôîâ, ñîõðàíÿþùåå çíà÷åíèÿ 2 è 3 äëèíû öèê-

ëîâ, è ìíîæåñòâî N̂n ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî îòîá-

ðàæåíèÿ S. Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå S îòîáðàæàåò ëþáûå äâå ñìåæíûå

íåïåòëåâûå äóãè â ñìåæíûå íåïåòëåâûå äóãè, ïðè÷¼ì

(1) âçàèìíî îáðàòíûå äóãè îòîáðàæàþòñÿ âî âçàèìíî îáðàòíûå,

(2) ïîñëåäîâàòåëüíûå äóãè îòîáðàæàþòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíûå,

(3) ñìåæíûå íåïîñëåäîâàòåëüíûå íå âçàèìíî îáðàòíûå äóãè îòî-

áðàæàþòñÿ â ñìåæíûå íåïîñëåäîâàòåëüíûå íå âçàèìíî îá-

ðàòíûå äóãè.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Òàê êàê S îòîáðàæàåò öèêë äëèíû 2 â öèêë

äëèíû 2, äëÿ ëþáîé äóãè e ∈ N̂n âûïîëíåíî S(e) = S(e).

(2) Ïóñòü òåïåðü äóãè e1, e2 ∈ N̂n ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè.
Òîãäà ñóùåñòâóåò öèêë äëèíû 3 âèäà e1 ∪ e2 ∪ e3. Ïîñêîëüêó S
îòîáðàæàåò öèêë äëèíû 3 â öèêë äëèíû 3, òî S(e1 ∪ e2 ∪ e3) =
S(e1)∪S(e2)∪S(e3) � òîæå öèêë äëèíû 3. Ñëåäîâàòåëüíî, S(e1)
è S(e2) � ïîñëåäîâàòåëüíûå äóãè.

(3) Íàêîíåö, ïóñòü e1, e2 ∈ N̂n � ñìåæíûå íåïîñëåäîâàòåëüíûå äó-
ãè, íå îáðàçóþùèå öèêë äëèíû 2. Òîãäà äóãè e1 è e2 ÿâëÿþòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíûìè, ïîýòîìó, ïî äîêàçàííîìó, èõ îáðàçû S(e1)

è S(e2) = S(e2) òîæå ïîñëåäîâàòåëüíûå. Çíà÷èò, S(e1) è S(e2) �
ñìåæíûå íåïîñëåäîâàòåëüíûå äóãè, íå îáðàçóþùèå öèêë äëè-
íû 2. �

Ïðåäëîæåíèå 2.2. Ïóñòü S : M̂n → M̂n � àääèòèâíîå îòîáðàæåíèå

íåâçâåøåííûõ ãðàôîâ, ñîõðàíÿþùåå çíà÷åíèÿ 2 è 3 äëèíû öèêëîâ, è

ìíîæåñòâî N̂n ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî îòîáðàæå-

íèÿ S. Òîãäà S ñîõðàíÿåò çíà÷åíèå 4 äëèíû öèêëîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé öèêë äëèíû 4, ñîñòîÿ-
ùèé èç äóã eij , ejk, ekl, eli, ãäå i, j, k, l ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Â ñèëó òîãî,
÷òî S ñîõðàíÿåò çíà÷åíèå 3 äëèíû öèêëîâ, äóãè S(eij), S(ejk), S(eki)
îáðàçóþò öèêë äëèíû 3. Äàëåå âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

(1) S(eij) = ei′j′ , S(ejk) = ej′k′ , S(eki) = ek′i′ ,
(2) S(eij) = ej′i′ , S(ejk) = ek′j′ , S(eki) = ei′k′ ,

ãäå i′, j′, k′ ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå äëÿ ñëó÷àÿ (1),
ñëó÷àé (2) ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
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Ïîñêîëüêó S îòîáðàæàåò öèêëû äëèíû 2 â öèêëû äëèíû 2, òî
S(eik) = ei′k′ . Êðîìå òîãî, äóãè S(eik), S(ekl), S(eli) îáðàçóþò öèêë
äëèíû 3. Òîãäà ìîæíî îáîçíà÷èòü ëèáî S(ekl) = ek′l′ , S(eli) = el′i′ ,
ëèáî S(ekl) = el′i′ , S(eli) = ek′l′ , ãäå i

′, k′, l′ ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Âòî-
ðîé âàðèàíò íåâîçìîæåí, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå äóãè S(eij) = ei′j′

è S(eli) = ek′l′ íå ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ïðåäëîæåíèþ 2.1. Òàêèì îáðàçîì, äóãè eij , ejk, ekl, eli ñîîòâåòñòâåííî
îòîáðàæàþòñÿ â ei′j′ , ej′k′ , ek′l′ , el′i′ . Äóãè ejk è ekl ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíûìè, ïîýòîìó ej′k′ è ek′l′ òîæå ïîñëåäîâàòåëüíûå, â ÷àñòíîñòè,
j′ 6= l′. Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå S ñîõðàíÿåò çíà÷åíèå 4 äëèíû
öèêëîâ. �

Ëåììà 2.3. Ïóñòü S : M̂n → M̂n � àääèòèâíîå îòîáðàæåíèå íåâçâå-

øåííûõ ãðàôîâ, ñîõðàíÿþùåå çíà÷åíèÿ 2 è 3 äëèíû öèêëîâ, è ïóñòü

ìíîæåñòâî N̂n ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî îòîáðàæå-

íèÿ S. Òîãäà ñóæåíèå S|N̂n
áèåêòèâíî, è ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïåðå-

ñòàíîâêà τ ∈ Sn, ÷òî äëÿ âñåõ i 6= j îäíîâðåìåííî âûïîëíåíî ðîâíî

îäíî èç äâóõ óñëîâèé:

S(eij) = eτ(i)τ(j) èëè S(eij) = eτ(j)τ(i).

Èíûìè ñëîâàìè, åñëè ãðàô Ĝ íå ñîäåðæèò ïåòåëü, òî S(Ĝ) ïîëó÷à-

åòñÿ èç Ĝ ïåðåíóìåðîâàíèåì âåðøèí è, âîçìîæíî, èçìåíåíèåì îðè-

åíòàöèè âñåõ äóã.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî N̂n èíâàðèàíòíî îòíîñè-
òåëüíî îòîáðàæåíèÿ S, òî êîððåêòíî îïðåäåëåíî ñóæåíèå îòîáðàæå-

íèÿ S|N̂n
. Òàê êàê ìíîæåñòâî N̂n êîíå÷íî, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà áèåê-

òèâíîñòè S|N̂n
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü åãî èíúåêòèâíîñòü.

Åñëè äâå äóãè ñìåæíû, òî, ïî ïðåäëîæåíèþ 2.1, èõ îáðàçû òîæå
ñìåæíû è ïîòîìó ðàçëè÷íû. Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü äóãè eij è ekl, ãäå
i, j, k, l ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Ïî ïðåäëîæåíèþ 2.2, S ñîõðàíÿåò çíà÷åíèå
4 äëèíû öèêëîâ, ïîýòîìó îáðàç öèêëà eij ∪ ejk ∪ ekl ∪ eli òîæå ÿâëÿåòñÿ
öèêëîì äëèíû 4. Ñëåäîâàòåëüíî, S(eij) 6= S(ekl), è áèåêòèâíîñòü S|N̂n

äîêàçàíà.
Â ñèëó àääèòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ S, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîé ÷à-

ñòè ëåììû äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òîëüêî ãðàôû, ñîñòîÿùèå èç îäíîé
íåïåòëåâîé äóãè. Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷åòîì ïðåäëîæåíèÿ 2.1, òðåáóåòñÿ
ïîêàçàòü, ÷òî âûïîëíåíî îäíî èç äâóõ ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé.

(1) Äëÿ ëþáûõ äóã e1, e2 ∈ N̂n âåðíû óòâåðæäåíèÿ:
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(a) åñëè êîíåö äóãè e1 ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì äóãè e2, òî êîíåö
äóãè S(e1) ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì äóãè S(e2);

(b) åñëè e1 è e2 âûõîäÿò èç îäíîé âåðøèíû, òî S(e1) è S(e2)
òîæå âûõîäÿò èç îäíîé âåðøèíû;

(c) åñëè e1 è e2 âõîäÿò â îäíó âåðøèíó, òî S(e1) è S(e2) òîæå
âõîäÿò â îäíó âåðøèíó.

(2) Äëÿ ëþáûõ äóã e1, e2 ∈ N̂n âåðíû óòâåðæäåíèÿ:
(a) åñëè êîíåö äóãè e1 ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì äóãè e2, òî íà÷àëî

äóãè S(e1) ñîâïàäàåò ñ êîíöîì äóãè S(e2);
(b) åñëè e1 è e2 âûõîäÿò èç îäíîé âåðøèíû, òî S(e1) è S(e2)

âõîäÿò â îäíó âåðøèíó;
(c) åñëè e1 è e2 âõîäÿò â îäíó âåðøèíó, òî S(e1) è S(e2) âû-

õîäÿò èç îäíîé âåðøèíû.

Ïðè n = 2 ñóùåñòâóþò ëèøü äâå íåïåòëåâûå äóãè � e12 è e21, ïî-
ýòîìó (1) è (2) ñëåäóþò èç òîãî, ÷òî îòîáðàæåíèå S ñîõðàíÿåò öèêëû
äëèíû 2. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî n > 3.

Ðàññìîòðèì íàáîð ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ 1 6 i, j, k 6 n. Òî-
ãäà äëÿ ïàðû ïîñëåäîâàòåëüíûõ äóã eij , ejk âûïîëíåíî (1a) èëè (2a),
òàê êàê îáðàç öèêëà äëèíû 3, ñîäåðæàùåãî ýòè äâå äóãè, åñòü öèêë
äëèíû 3. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíåíî
(1a). Äëÿ íà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî èíäåêñà 1 6 t 6 n òàêî-
ãî, ÷òî j, k, t ïîïàðíî ðàçëè÷íû, äóãè ejk è ekt òîæå óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ (1a). Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

(i) Åñëè t = i, òî ðàññìîòðèì öèêë, ñîñòîÿùèé èç äóã eij , ejk, ekt.
Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå S ñîõðàíÿåò öèêëû äëèíû 3, à äóãè eij
è ejk óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (1a), òî ëþáûå äâå äóãè â ýòîì
öèêëå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (1a).

(ii) Åñëè t /∈ {i, j, k}, òî ðàññìîòðèì öèêë, ñîñòîÿùèé èç äóã eij , ejk,
ekt, eti. Ïî ïðåäëîæåíèþ 2.2, îòîáðàæåíèå S ñîõðàíÿåò öèêëû
äëèíû 4, à, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.1, S ïåðåâîäèò ïîñëåäîâà-
òåëüíûå äóãè â ïîñëåäîâàòåëüíûå. Ïðè ýòîì äóãè eij è ejk óäî-
âëåòâîðÿþò óñëîâèþ (1a), ñëåäîâàòåëüíî, ëþáûå äâå ïîñëåäî-
âàòåëüíûå äóãè â ýòîì öèêëå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (1a). Â
÷àñòíîñòè, ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ ïàðû äóã ejk è ekt.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ ëþáîãî èíäåêñà 1 6 s 6 n òàêîãî, ÷òî i, j, s ïîïàðíî
ðàçëè÷íû, äóãè esi è eij òîæå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (1a).
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Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ èíäåêñîâ 1 6 p, q, r 6 n, q /∈ {p, r},
äóãè epq è eqr òàêæå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (1a). Åñëè p = r, òî óòâåð-
æäåíèå ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî îòîáðàæåíèå S ñîõðàíÿåò öèêëû
äëèíû 2. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî p, q, r ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Âîçìîæ-
íû ñëåäóþùèå âàðèàíòû.

(i) Åñëè p = j, q = i, òî, ïî äîêàçàííîìó âûøå, eri è eij óäîâëåòâî-
ðÿþò óñëîâèþ (1a). Òàê êàê S ñîõðàíÿåò öèêëû äëèíû 2, äóãè
eji = epq è eir = eqr òàêæå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (1a).

(ii) Åñëè p = j, q 6= i, òî óñëîâèþ (1a) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèå
ïàðû äóã:

eij è ejk ⇒ eki è eip ⇒ eip è epq ⇒ epq è eqr.

(iii) Ïóñòü p = k, q = j. Òàê êàê eij = eiq è ejk = eqp óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ (1a) è S ñîõðàíÿåò öèêëû äëèíû 2, òî óñëîâèþ (1a)
óäîâëåòâîðÿþò

epq è eqi ⇒ eip è epq ⇒ epq è eqr.

(iv) Åñëè p = k, q 6= j, òî óñëîâèþ (1a) óäîâëåòâîðÿþò

eij è ejk ⇒ ejk è epq ⇒ epq è eqr.

(v) Åñëè p 6= j è q = k, òî, ïî äîêàçàííîìó âûøå, ejk = ejq è
ekp = eqp óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (1a). Òàê êàê S ñîõðàíÿåò
öèêëû äëèíû 2, ïîëó÷àåì, ÷òî óñëîâèþ (1a) óäîâëåòâîðÿþò

epq è eqj ⇒ ejp è epq ⇒ epq è eqr.

(vi) Åñëè p /∈ {j, k} è q 6= k, òî óñëîâèþ (1a) óäîâëåòâîðÿþò

eij è ejk ⇒ ejk è ekp ⇒ ekp è epq ⇒ epq è eqr.

Â ñèëó òîãî, ÷òî S ñîõðàíÿåò öèêëû äëèíû 2, ïóíêòû (b) è (c) âû-

òåêàþò èç ïóíêòà (a). Çíà÷èò, äëÿ ëþáîé ïàðû ðàçëè÷íûõ äóã èç N̂n
âûïîëíÿåòñÿ ïóíêò (1). Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà äóãè eij è
ejk óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (2a), ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî. Ëåììà äîêà-
çàíà. �

Ñëåäñòâèå 2.4. Ïóñòü S : M̂n → M̂n � àääèòèâíîå îòîáðàæåíèå

íåâçâåøåííûõ ãðàôîâ, ñîõðàíÿþùåå çíà÷åíèÿ 2 è 3 äëèíû öèêëîâ, è

ïóñòü ìíîæåñòâî N̂n ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî îòîá-

ðàæåíèÿ S. Òîãäà îòîáðàæåíèå S ñîõðàíÿåò âñå çíà÷åíèÿ k > 2 äëè-
íû öèêëîâ.
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�3. Àääèòèâíûå îòîáðàæåíèÿ ãðàôîâ, ñîõðàíÿþùèå

çíà÷åíèå 3 äëèíû öèêëîâ

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Ïóñòü S : M̂n → M̂n � àääèòèâíîå îòîáðàæåíèå

íåâçâåøåííûõ ãðàôîâ, ñóæåíèå S|N̂n
áèåêòèâíî è 2 6 k 6 n. Îòîáðà-

æåíèå S ñîõðàíÿåò çíà÷åíèå k äëèíû öèêëîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà îíî áèåêòèâíî îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî öèêëîâ äëèíû k â ñåáÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè S ñîõðàíÿåò çíà÷åíèå k äëèíû öèêëîâ, òî îíî
èíúåêòèâíî îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî öèêëîâ äëèíû k â ñåáÿ. Çàìåòèì,
÷òî ýòî ìíîæåñòâî êîíå÷íî. Ñëåäîâàòåëüíî, åãî îòîáðàæåíèå â ñåáÿ
áèåêòèâíî.

Óòâåðæäåíèå â îáðàòíóþ ñòîðîíó î÷åâèäíî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 1.3.
�

Ëåììà 3.2. Ïóñòü n > 4, S : M̂n → M̂n � àääèòèâíîå îòîáðàæåíèå

íåâçâåøåííûõ ãðàôîâ, ñîõðàíÿþùåå çíà÷åíèå 3 äëèíû öèêëîâ, ìíîæå-

ñòâî N̂n ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ S è

ñóæåíèå S|N̂n
áèåêòèâíî. Òîãäà S ñîõðàíÿåò çíà÷åíèå 2 äëèíû öèê-

ëîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü e1, e2 ∈ N̂n � äâå ïðîèçâîëüíûå ðàçëè÷íûå
íåïåòëåâûå äóãè. Îáîçíà÷èì çà R3(e1, e2) êîëè÷åñòâî òàêèõ äóã w /∈
{e1, e2}, ÷òî e1, w ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîìó öèêëó äëèíû 3 è e2, w òàê-
æå ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîìó öèêëó äëèíû 3.

Ïîñêîëüêó S ñîõðàíÿåò çíà÷åíèå 3 äëèíû öèêëîâ, òî, åñëè e1, w ïðè-
íàäëåæàò öèêëó äëèíû 3, äóãè S(e1), S(w) òàêæå ïðèíàäëåæàò öèêëó
äëèíû 3. Ñëåäîâàòåëüíî,

R3(e1, e2) 6 R3(S(e1), S(e2)).

Òàê êàê ñóæåíèå S íà ìíîæåñòâî íåïåòëåâûõ äóã áèåêòèâíî, òî, ïî
ïðåäëîæåíèþ 3.1, S ïåðåñòàâëÿåò ìíîæåñòâî öèêëîâ äëèíû 3. Çíà÷èò,
îáðàòíîå îòîáðàæåíèå òàêæå ñîõðàíÿåò öèêëû äëèíû 3, îòêóäà ïîëó-
÷àåì îáðàòíîå íåðàâåíñòâî. Òàêèì îáðàçîì,

R3(e1, e2) = R3(S(e1), S(e2)),

òî åñòü S ñîõðàíÿåò R3(e1, e2) äëÿ ëþáîé ïàðû äóã e1, e2.
Ðàññìîòðèì âàðèàíòû çíà÷åíèé R3(e1, e2) â çàâèñèìîñòè îò âçàèì-

íîãî ðàñïîëîæåíèÿ äóã e1 6= e2. Ïóñòü e1 = eij , e2 = epq äëÿ íåêîòîðûõ
i 6= j, p 6= q, 1 6 i, j, p, q 6 n, è w � òàêàÿ äóãà, ÷òî e1, w ïðèíàäëåæàò
îäíîìó öèêëó äëèíû 3 è e2, w ïðèíàäëåæàò îäíîìó öèêëó äëèíû 3.
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Ïîñêîëüêó äóãè e1, w ïðèíàäëåæàò îäíîìó öèêëó äëèíû 3, òî w = ejt
èëè w = eti äëÿ íåêîòîðîãî èíäåêñà t /∈ {i, j}, 1 6 t 6 n. Äàëåå âîç-
ìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè.

(1) p = j, q = i, òî åñòü e1 = e2. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî w = ejt. Ïîñêîëüêó e2, w ïðèíàäëåæàò îäíîìó
öèêëó äëèíû 3, òî w = erj èëè w = eir äëÿ íåêîòîðîãî r /∈
{i, j}, 1 6 r 6 n. Íî âàðèàíò w = erj íåâîçìîæåí, òàê êàê
òîãäà t = j, à âàðèàíò w = eir íåâîçìîæåí, òàê êàê â ýòîì
ñëó÷àå i = j. Ñëåäîâàòåëüíî, òàêèõ äóã w íå ñóùåñòâóåò, è
R3(e1, e2) = 0.

(2) p = j, q 6= i. Òîãäà â êà÷åñòâå w ïîäõîäèò òîëüêî äóãà w = eqi,
è R3(e1, e2) = 1.

(3) p 6= j, q = i. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ (2), ïîëó÷àåì R3(e1, e2) = 1.
(4) p = i, q 6= j. Òîãäà â êà÷åñòâå w ïîäõîäÿò òîëüêî äóãè âèäà

w = eti, t /∈ {i, j, q}, è R3(e1, e2) = n− 3.
(5) p 6= i, q = j. Òîãäà â êà÷åñòâå w ïîäõîäÿò òîëüêî äóãè âèäà

w = ejt, t /∈ {i, j, p}, è R3(e1, e2) = n− 3.
(6) Èíäåêñû i, j, p, q ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Òîãäà ïîäõîäÿò òîëüêî w =

ejp è w = eqi, ñëåäîâàòåëüíî, R3(e1, e2) = 2.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè n > 4 ðàâåíñòâî e1 = e2 ýêâèâàëåíòíîR3(e1, e2)=0.
Ïîñêîëüêó S ñîõðàíÿåò èíâàðèàíò R3, ýòî óñëîâèå ìîæíî ïåðåïèñàòü
êàê R3(S(e1), S(e2)) = 0, ÷òî ðàâíîñèëüíî S(e1) = S(e2). Ñëåäîâàòåëü-
íî, îòîáðàæåíèå S ñîõðàíÿåò çíà÷åíèå 2 äëèíû öèêëîâ. �

Ñëåäóþùèå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî â ëåììå 3.2 îãðàíè÷åíèå n>4
è óñëîâèå áèåêòèâíîñòè S|N̂n

ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííûìè.

Ïðèìåð 3.3. Ïóñòü S : M̂3 → M̂3 çàäàíî ðàâåíñòâàìè

S(e12) = e23, S(e23) = e31, S(e31) = e12,

S(eij) = eij , (i, j) /∈ {(1, 2), (2, 3), (3, 1)},

è ïðîäîëæàåòñÿ íà âñå ìíîæåñòâî M̂3 ïî àääèòèâíîñòè, ñì. ðèñ. 3.1.
Òîãäà ñóæåíèå S|N̂3

áèåêòèâíî, S ñîõðàíÿåò çíà÷åíèå 3 äëèíû öèêëîâ,

íî S(e12 ∪ e21) = e23 ∪ e21, è S íå ñîõðàíÿåò çíà÷åíèå 2 äëèíû öèêëîâ.

Ïðèìåð 3.4. Ïóñòü S : M̂3 → M̂3 çàäàíî ðàâåíñòâàìè

S(e21) = e12, S(e13) = e31, S(e32) = e23,

S(eij) = eij , (i, j) /∈ {(2, 1), (1, 3), (3, 2)},
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S(e22)S(e33)

S(e31)
S(e21)

S(e12)

S(e32)

S(e23)
S(e13)

Ðèñ. 3.1. Áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå, ñîõðàíÿþùåå çíà-
÷åíèå 3 äëèíû öèêëîâ, íî íå ñîõðàíÿþùåå çíà÷åíèå 2.

è ïðîäîëæàåòñÿ íà âñå ìíîæåñòâî M̂3 ïî àääèòèâíîñòè, ñì. ðèñ. 3.2.

Òîãäà S ñîõðàíÿåò çíà÷åíèå 3 äëèíû öèêëîâ, ìíîæåñòâî N̂3 èíâàðè-
àíòíî îòíîñèòåëüíî S, íî ñóæåíèå S|N̂3

íå ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì, è S
íå ñîõðàíÿåò çíà÷åíèå 2 äëèíû öèêëîâ.

1

3 2

e11

e22e33

e12
e21

e23

e32

e31
e13

S

1

3 2

S(e11)

S(e22)S(e33)

S(e12) = S(e21)

S(e23) = S(e32)

S(e31) = S(e13)

Ðèñ. 3.2. Íåáèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå, ñîõðàíÿþùåå
çíà÷åíèå 3 äëèíû öèêëîâ.

Ïðèìåð 3.5. Ïóñòü S : M̂4 → M̂4 çàäàíî ðàâåíñòâàìè

S(e12) = S(e21) = S(e34) = S(e43) = e12,

S(e23) = S(e32) = S(e14) = S(e41) = e23,

S(e13) = S(e31) = S(e24) = S(e42) = e31,

S(eii) = eii, 1 6 i 6 4,

è ïðîäîëæàåòñÿ íà âñå ìíîæåñòâî M̂4 ïî àääèòèâíîñòè. Òîãäà S ñî-

õðàíÿåò çíà÷åíèå 3 äëèíû öèêëîâ, ìíîæåñòâî N̂4 èíâàðèàíòíî îòíî-
ñèòåëüíî S, íî ñóæåíèå S|N̂4

íå ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì, è S íå ñîõðàíÿåò
çíà÷åíèå 2 äëèíû öèêëîâ.
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Ëåììà 3.6. Ïóñòü S : M̂n → M̂n � àääèòèâíîå îòîáðàæåíèå íåâçâå-

øåííûõ ãðàôîâ, ñîõðàíÿþùåå çíà÷åíèå 3 äëèíû öèêëîâ, è ïóñòü ìíî-

æåñòâî N̂n ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ S.
Åñëè n > 5, òî ñóæåíèå S|N̂n

áèåêòèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ìíîæåñòâî N̂n êîíå÷íî, äîñòàòî÷íî äî-
êàçàòü èíúåêòèâíîñòü S|N̂n

. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ äóã

e1 6= e2 âûïîëíåíî S(e1) = S(e2). Åñëè äóãè e1 è e2 ÿâëÿþòñÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíûìè, òî îíè ñîäåðæàòñÿ â íåêîòîðîì öèêëå äëèíû 3. Åãî
îáðàç ñîäåðæèò íå áîëüøå äâóõ ðàçëè÷íûõ äóã, à ïîòîìó íå ÿâëÿåò-
ñÿ öèêëîì äëèíû 3. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî S ñîõðàíÿåò
çíà÷åíèå 3 äëèíû öèêëîâ.

Ñëåäîâàòåëüíî, äóãè e1 = eij è e2 = epq íå ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íûìè, i 6= j, p 6= q. Ïóñòü S(eij) = S(epq) = eab. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå
ñëó÷àè.

(1) Èíäåêñû i, j, p, q ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Òàê êàê n > 5, íàéä¼ò-
ñÿ t /∈ {i, j, p, q}. Ðàññìàòðèâàÿ öèêë eij ∪ ejt ∪ eti, ïîëó÷àåì,
÷òî S(ejt) ∈ {ebc, eca}, ãäå a, b, c ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Àíàëîãè÷-
íî, èç öèêëà epq ∪ eqt ∪ etp ñëåäóåò, ÷òî S(etp) ∈ {ebd, eda}, ãäå
a, b, d ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Äàëåå, îáðàç öèêëà etp∪epj∪ejt òîæå
ÿâëÿåòñÿ öèêëîì äëèíû 3, ïîýòîìó c = d è S(epj) = eab. Áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî S(ejt) = S(eqt) = ebc
è S(eti) = S(etp) = eca.

Òàê êàê äóãè eij è ejq ïîñëåäîâàòåëüíûå, òî îíè ïðèíàäëå-
æàò îäíîìó öèêëó äëèíû 3, ïîýòîìó S(eij) = eab è S(ejq) òî-
æå ïîñëåäîâàòåëüíûå. Àíàëîãè÷íî, äóãè S(ejq) è S(eqt) = ebc
ïîñëåäîâàòåëüíûå. Ñëåäîâàòåëüíî, S(ejq) = eca. Àíàëîãè÷íî,
ðàññìàòðèâàÿ ïàðû ïîñëåäîâàòåëüíûõ äóã S(epi) è S(eij) = eab,
à òàêæå S(etp) = eca è S(epi), ïîëó÷àåì, ÷òî S(epi) = ebc.

Îáðàç öèêëà eij ∪ ejp ∪ epi ÿâëÿåòñÿ öèêëîì äëèíû 3 è ðàâåí
eab∪S(ejp)∪ebc, îòêóäà S(ejp) = eca. Îáðàç öèêëà ejp∪epq∪eqj
òîæå ÿâëÿåòñÿ öèêëîì äëèíû 3 è ðàâåí eca∪eab∪S(eqj), îòêóäà
S(eqj) = ebc. Ïîëó÷èëè, ÷òî äëÿ ïàðû ïîñëåäîâàòåëüíûõ äóã
eqj è ejt âûïîëíåíî S(eqj) = S(ejt) = ebc, ïðîòèâîðå÷èå.

(2) p = j, q = i. Íàéäóòñÿ òàêèå 1 6 r, t 6 n, ÷òî i, j, r, t ïîïàð-
íî ðàçëè÷íû. Ðàññìàòðèâàÿ öèêë eij ∪ ejt ∪ eti, ïîëó÷àåì, ÷òî
S(ejt) ∈ {ebc, eca}, ãäå a, b, c ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Äàëåå, èç öèêëà
erj ∪ eji ∪ eir ñëåäóåò, ÷òî S(erj) ∈ {ebd, eda}, ãäå a, b, d ïîïàðíî
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ðàçëè÷íû. Òàê êàê îáðàç öèêëà erj ∪ ejt ∪ etr ÿâëÿåòñÿ öèêëîì
äëèíû 3, ïîëó÷àåì c = d è S(etr) = eab. Çíà÷èò, S(eij) = S(etr),
÷òî äà¼ò ïðîòèâîðå÷èå â ñèëó ïóíêòà (1).

(3) p= i, q 6= j. Ïóñòü t /∈{i, j, q}. Ðàññìàòðèâàÿ öèêë eij ∪ ejt ∪ eti,
ïîëó÷àåì, ÷òî S(ejt) ∈ {ebc, eca}, ãäå a, b, c ïîïàðíî ðàçëè÷íû.
Äàëåå, èç öèêëà eiq ∪ eqj ∪ eji ñëåäóåò, ÷òî S(eqj) ∈ {ebd, eda},
ãäå a, b, d ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Òàê êàê îáðàç öèêëà eqj ∪ ejt ∪
etq ÿâëÿåòñÿ öèêëîì äëèíû 3, ïîëó÷àåì c = d è S(etq) = eab.
Çíà÷èò, S(eij) = S(etq), ÷òî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ â ñèëó
ïóíêòà (1).

(4) p 6= i, q = j. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ.
�

�4. Àääèòèâíûå îòîáðàæåíèÿ ãðàôîâ, ñîõðàíÿþùèå

çíà÷åíèå k > 4 äëèíû öèêëîâ

Ïðåäëîæåíèå 4.1. Ïóñòü 4 6 k 6 n. Ðàçëè÷íûå äóãè u, v ∈ N̂n ïðè-

íàäëåæàò íåêîòîðîìó öèêëó äëèíû k òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

âûïîëíÿþòñÿ òðè ñëåäóþùèõ óñëîâèÿ:

(a) íà÷àëî äóãè u íå ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì äóãè v;
(b) êîíåö äóãè u íå ñîâïàäàåò ñ êîíöîì äóãè v;
(c) äóãè u è v íå ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî îáðàòíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u = eij è v = epq. Ñîâîêóïíîñòü ïåðå÷èñëåí-
íûõ óñëîâèé ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî ëèáî u è v íå ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè,
òî åñòü èíäåêñû i, j, p, q ïîïàðíî ðàçëè÷íû, ëèáî u è v � ïîñëåäîâàòåëü-
íûå äóãè, òî åñòü j = p è i 6= q èëè i = q è j 6= p. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü,
÷òî ýòî ñâîéñòâî äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì
äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ öèêëà äëèíû k, ñîäåðæàùåãî u è v. �

Ëåììà 4.2. Ïóñòü S : M̂n → M̂n � àääèòèâíîå îòîáðàæåíèå íåâçâå-

øåííûõ ãðàôîâ, ñîõðàíÿþùåå çíà÷åíèå k äëèíû öèêëîâ, ãäå 46k6n, è
ïóñòü ìíîæåñòâî N̂n ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî îòîá-

ðàæåíèÿ S, à ñóæåíèå S|N̂n
áèåêòèâíî. Òîãäà S ñîõðàíÿåò çíà÷åíèå 3

äëèíû öèêëîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü e1, e2 ∈ N̂n � äâå ïðîèçâîëüíûå ðàçëè÷íûå
íåïåòëåâûå äóãè. Îáîçíà÷èì ÷åðåçRk(e1, e2) êîëè÷åñòâî äóã w /∈{e1, e2}
òàêèõ, ÷òî e1, w ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîìó öèêëó äëèíû k è e2, w òàê-
æå ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîìó öèêëó äëèíû k. Ïîñêîëüêó S ñîõðàíÿåò
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çíà÷åíèå k äëèíû öèêëîâ, òî S ñîõðàíÿåò Rk(e1, e2) äëÿ ëþáîé ïà-
ðû äóã e1, e2. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó
ñîõðàíåíèÿ èíâàðèàíòà R3(e1, e2) â ëåììå 3.2.

Ðàññìîòðèì âàðèàíòû çíà÷åíèé Rk(e1, e2) â çàâèñèìîñòè îò âçàèì-
íîãî ðàñïîëîæåíèÿ äóã e1 6= e2. Ïóñòü e1 = eij , e2 = epq äëÿ íåêîòîðûõ
i 6= j, p 6= q, 1 6 i, j, p, q 6 n. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè.

(1) p = j, q = i. Â êà÷åñòâå w ïîäõîäÿò âñå äóãè exy, äëÿ êîòîðûõ
x 6= y è x, y /∈ {i, j}, òî åñòü Rk(e1, e2) = (n − 2) · (n − 3) =
n2 − 5n+ 6.

(2) p = j, q 6= i. Òîãäà â êà÷åñòâå w ïîäõîäÿò âñå äóãè exy, äëÿ
êîòîðûõ x 6= y, x /∈ {i, j}, y /∈ {j, q}. Ïîëó÷àåì Rk(e1, e2) =
(n− 2)2 − (n− 3) = n2 − 5n+ 7.

(3) p 6= j, q = i. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ (2), ïîëó÷àåì Rk(e1, e2) =
n2 − 5n+ 7.

(4) p = i, q 6= j. Â ýòîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå w ïîäõîäÿò âñå äóãè
exy, äëÿ êîòîðûõ x 6= y, x 6= i, y /∈ {j, q}, êðîìå eji è eqi. Òîãäà
Rk(e1, e2) = (n− 1) · (n− 2)− (n− 3)− 2 = n2 − 4n+ 3.

(5) p 6= i, q = j. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ (4), ïîëó÷àåì Rk(e1, e2) =
n2 − 4n+ 3.

(6) Èíäåêñû i, j, p, q ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Òîãäà â êà÷åñòâå w ïîä-
õîäÿò âñå äóãè exy, äëÿ êîòîðûõ x 6= y, x /∈ {i, p}, y /∈ {j, q},
êðîìå eji è eqp. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì Rk(e1, e2) = (n − 2)2 −
(n− 4)− 2 = n2 − 5n+ 6.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî îòîáðàæåíèå S ñîõðàíÿåò çíà÷åíèå 3
äëèíû öèêëîâ, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè äóãè e1 è e2 � ïîñëåäîâà-
òåëüíûå, òî S(e1) è S(e2) òàêæå ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè äóãàìè.

Ïóñòü e1 è e2 � ïîñëåäîâàòåëüíûå äóãè. Òîãäà èç ðàññóæäåíèé âûøå
èìååì

Rk(S(e1), S(e2)) = Rk(e1, e2) = n2 − 5n+ 7.

Ïðè n > 5 ñðàçó ïîëó÷àåì, ÷òî S(e1) è S(e2) � ïîñëåäîâàòåëüíûå äóãè.
Ïðè n = 4 èìååòñÿ àëüòåðíàòèâà. À èìåííî, 42−5·4+7 = 3 = 42−4·4+3,
òî åñòü S(e1) è S(e2) ìîãóò áûòü ñìåæíûìè íåïîñëåäîâàòåëüíûìè äó-
ãàìè. Íî äóãè e1 è e2 ñîäåðæàòñÿ â íåêîòîðîì öèêëå äëèíû k, è îòîáðà-
æåíèå S ñîõðàíÿåò çíà÷åíèå k äëèíû öèêëîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, S(e1) è
S(e2) òîæå ñîäåðæàòñÿ â íåêîòîðîì öèêëå äëèíû k. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò
òîìó, ÷òî ýòè äóãè ñìåæíûå íåïîñëåäîâàòåëüíûå. �
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Ïîêàæåì, ÷òî â ëåììå 4.2 óñëîâèå áèåêòèâíîñòè S|N̂n
ÿâëÿåòñÿ ñó-

ùåñòâåííûì.

Ïðèìåð 4.3. Ïóñòü n = k > 4 è S : M̂n → M̂n çàäàíî ðàâåíñòâàìè

S(e12) = S(e13) = . . . = S(e1n) = e12,

S(e21) = S(e23) = . . . = S(e2n) = e23,

. . .

S(en1) = S(en2) = . . . = S(en,n−1) = en1,

S(eii) = eii, 1 6 i 6 n,

è ïðîäîëæàåòñÿ íà âñå ìíîæåñòâî M̂n ïî àääèòèâíîñòè. Òîãäà S ñî-

õðàíÿåò çíà÷åíèå n äëèíû öèêëîâ, ìíîæåñòâî N̂n èíâàðèàíòíî îòíî-
ñèòåëüíî S, íî ñóæåíèå S|N̂n

íå ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì, è S íå ñîõðàíÿåò
çíà÷åíèå 3 äëèíû öèêëîâ.

Ëåììà 4.4. Ïóñòü S : M̂n → M̂n � àääèòèâíîå îòîáðàæåíèå íåâçâå-

øåííûõ ãðàôîâ, ñîõðàíÿþùåå çíà÷åíèå k äëèíû öèêëîâ, ãäå k > 4, è

ïóñòü ìíîæåñòâî N̂n ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî îòîá-

ðàæåíèÿ S. Åñëè n > k + 1, òî ñóæåíèå S|N̂n
áèåêòèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ðàçëè÷íûå äóãè e1, e2 ∈ N̂n ïðè-
íàäëåæàò îäíîìó öèêëó äëèíû k, òî åãî îáðàç òîæå ÿâëÿåòñÿ öèê-
ëîì äëèíû k è ïîýòîìó ñîäåðæèò k ðàçëè÷íûõ äóã. Ñëåäîâàòåëüíî,
S(e1) 6= S(e2).

Êðîìå òîãî, åñëè S ïåðåâîäèò ëþáóþ ïàðó ïîñëåäîâàòåëüíûõ äóã
â ïîñëåäîâàòåëüíûå äóãè, òî S ñîõðàíÿåò çíà÷åíèå 3 äëèíû öèêëîâ,
ïîýòîìó S|N̂n

áèåêòèâíî â ñèëó ëåììû 3.6.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïàðà ïîñëåäîâàòåëüíûõ

íåïåòëåâûõ äóã eij è ejl, ÷òî äóãè S(eij) è S(ejl) íå ÿâëÿþòñÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíûìè. Íàéä¼ì öèêë C äëèíû k, ñîäåðæàùèé eij è ejl. Òàê
êàê n > k + 1, ñóùåñòâóåò âåðøèíà t, íå èíöèäåíòíàÿ íè îäíîé äóãå
öèêëà C. Ïóñòü C ′ � öèêë, ïîëó÷åííûé èç C çàìåíîé äóã eij è ejl íà
eit è etl. Òîãäà S(C) è S(C

′) � öèêëû äëèíû k, ïðè÷¼ì S(C ′) ïîëó÷à-
åòñÿ èç S(C) çàìåíîé äóã S(eij) è S(ejl) íà äóãè S(eit) è S(etl). Ýòî
âîçìîæíî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà {S(eij), S(ejl)} = {S(eit), S(etl)}.
Òàê êàê äóãè eij è etl ñîäåðæàòñÿ â îäíîì öèêëå äëèíû k, âàðèàíò
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S(eij) = S(etl) íåâîçìîæåí. Ñëåäîâàòåëüíî,

S(eij) = S(eit) è S(ejl) = S(etl). (4.1)

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà öèêëà C è âåðøèíû t, ðàâåíñòâî (4.1)
âåðíî äëÿ âñåõ t /∈ {i, l}. Çàìåòèì, ÷òî òîãäà äëÿ ëþáîãî p 6= l äóãè
S(ejl) è S(elp) ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè. Äåéñòâèòåëüíî, èíà÷å
íàéä¼ì t /∈ {i, j, l, p} è s /∈ {j, l, p, t}, ÷òî âîçìîæíî, òàê êàê n > k+1 >
5. Òîãäà S(ejl) = S(etl), è, ïðèìåíÿÿ äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå ê ïàðå
äóã etl è elp, ïîëó÷àåì, ÷òî S(etl) = S(ets). Çíà÷èò, S(ejl) = S(ets), íî
äóãè ejl è ets ñîäåðæàòñÿ â îäíîì öèêëå äëèíû k, ïðîòèâîðå÷èå.

Àíàëîãè÷íî, â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîãî q 6= i äóãè S(eqi) è S(eij)
ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè.

Âåðí¼ìñÿ ê öèêëó C. Òàê êàê åãî îáðàç S(C) ÿâëÿåòñÿ öèêëîì
äëèíû k, îí ñîäåðæèò äâå äóãè, ïîñëåäîâàòåëüíûå ñ S(eij). Ñëåäî-
âàòåëüíî, íàéä¼òñÿ òàêàÿ äóãà ers öèêëà C, íåïîñëåäîâàòåëüíàÿ ñ eij
(òî åñòü i, j, r, s ïîïàðíî ðàçëè÷íû), ÷òî äóãè S(eij) è S(ers) ÿâëÿþò-
ñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
S(eij) = eab è S(ers) = ebc, ãäå a, b, c ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Çíà÷èò, îáðàç
õîòÿ áû îäíîé èç äâóõ äóã öèêëà C, ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñ ers, íå áóäåò
ïîñëåäîâàòåëüíûì ñ S(ers). Èç äîêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî òîãäà
ëèáî S(esx) ïîñëåäîâàòåëüíà ñ S(ers) äëÿ ëþáîãî x 6= s, ëèáî S(eyr)
ïîñëåäîâàòåëüíà ñ S(ers) äëÿ ëþáîãî y 6= r. Åñëè x 6= j è y 6= i, òàêàÿ
äóãà íå ìîæåò âõîäèòü â âåðøèíó b, ïîñêîëüêó eij ïðèíàäëåæèò îäíî-
ìó öèêëó äëèíû k ñ êàæäîé èç äóã esx è eyr. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà äóãà
âûõîäèò èç âåðøèíû c.

Ðàññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé. Òàê êàê äóãà ers ñîäåðæèòñÿ â öèêëå C
è íå ïîñëåäîâàòåëüíà ñ eij , à äóãà ejl ñîäåðæèòñÿ â òîì æå öèêëå è
ïîñëåäîâàòåëüíà ñ eij , òî s 6= l. Çíà÷èò, ìîæíî ïîëîæèòü t = s è x = l,
ïîýòîìó, ïî äîêàçàííîìó âûøå, S(esl) = S(ejl) âûõîäèò èç âåðøèíû c.
Äóãà S(esi) ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîé ñ êàæäîé èç äóã S(eij) = eab
è S(ers) = ebc, ïîýòîìó S(esi) = eca. Ïîëó÷àåì, ÷òî S(ejl) è S(esi)
âûõîäÿò èç îäíîé âåðøèíû, íî, òàê êàê i, j, l, s ïîïàðíî ðàçëè÷íû, îíè
äîëæíû ëåæàòü â îäíîì öèêëå äëèíû k, ïðîòèâîðå÷èå.

Ïåðåéä¼ì êî âòîðîìó ñëó÷àþ. Â ýòîì ñëó÷àå äóãà, ïîñëåäîâàòåëüíàÿ
ñ ers, îáðàç êîòîðîé íå ïîñëåäîâàòåëåí ñ S(ers), èìååò âèä esw, ïðè÷¼ì,
òàê êàê ers 6= eij , ïîëó÷àåì esw 6= ejl è w 6= l. Ñëåäîâàòåëüíî, S(erz) =
S(ers) äëÿ âñåõ z /∈ {r, w}. Åñëè r 6= l, òî ìîæíî ïîëîæèòü t = r è
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z = l, ïîýòîìó äóãè S(eij) è S(ejl) = S(erl) = S(ers) ïîñëåäîâàòåëüíûå,
ïðîòèâîðå÷èå.

Çíà÷èò, r = l. Ïðè y = j ïîëó÷àåì, ÷òî S(ejl) âûõîäèò èç âåðøè-
íû c, òî åñòü S(ejl) = ecd. Òàê êàê äóãè eij , ejl, els ëåæàò â öèêëå C
äëèíû k > 4, èõ îáðàçû òîæå ëåæàò â îäíîì öèêëå äëèíû k, ïîýòî-
ìó a, b, c, d ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Ïîâòîðÿÿ ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ,
íàéä¼ì òàêóþ äóãó euv öèêëà C, íåïîñëåäîâàòåëüíóþ ñ ejl, ÷òî äó-
ãè S(ejl) è S(euv) ïîñëåäîâàòåëüíûå. Òîãäà S(euv) âûõîäèò èç âåðøè-
íû d. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî ýòî âîçìîæíî òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
êîãäà v = i è S(eui) = eda. Ñëåäîâàòåëüíî, îáðàç öèêëà C ñîäåðæèò
äóãè eab, ebc, ecd, eda, êîòîðûå îáðàçóþò öèêë äëèíû 4. Òàê êàê îòîá-
ðàæåíèå S ñîõðàíÿåò çíà÷åíèå k äëèíû öèêëîâ, ïîëó÷àåì k = 4, è
C = eij ∪ ejl ∪ els ∪ esi.

Äëÿ âñåõ t /∈ {i, l} èìååì S(eit) = eab, S(elt) = ebc, S(etl) = ecd è
S(eti) = eda. Ïî äîêàçàííîìó, äóãà S(eli) ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîé ñ
êàæäîé èç äóã S(eij) è S(ejl). Çíà÷èò, S(eli) ∈ {ebc, eda}. Îáðàç öèêëà
eli ∪ eij ∪ ejs ∪ esl ðàâåí S(eli) ∪ eab ∪ S(ejs) ∪ ecd è ÿâëÿåòñÿ öèêëîì
äëèíû 4, ïîýòîìó S(ejs) ∈ {eda, ebc}. Âûáåðåì t /∈ {i, j, l, s}, òîãäà äóãà
ejs ëåæèò â îäíîì öèêëå äëèíû 4 ñ êàæäîé èç äóã elt è eti, ïðè÷¼ì
ëèáî S(ejs) = S(elt), ëèáî S(ejs) = S(eti), ïðîòèâîðå÷èå. �

Òåîðåìà 4.5. Ïóñòü S : M̂n → M̂n � àääèòèâíîå îòîáðàæåíèå

íåâçâåøåííûõ ãðàôîâ, ñîõðàíÿþùåå çíà÷åíèå k > 3 äëèíû öèêëîâ,

n > max(k, 4) è ìíîæåñòâî N̂n ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñè-

òåëüíî îòîáðàæåíèÿ S.

(1) Åñëè n > max(k + 1, 5), òî ñóæåíèå S|N̂n
áèåêòèâíî.

(2) Åñëè ñóæåíèå S|N̂n
áèåêòèâíî, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïåðå-

ñòàíîâêà τ ∈ Sn, ÷òî äëÿ âñåõ i 6= j îäíîâðåìåííî âûïîëíåíî
ðîâíî îäíî èç äâóõ óñëîâèé:

S(eij) = eτ(i)τ(j) èëè S(eij) = eτ(j)τ(i).

Èíûìè ñëîâàìè, åñëè ãðàô Ĝ íå ñîäåðæèò ïåòåëü, òî S(Ĝ)

ïîëó÷àåòñÿ èç Ĝ ïåðåíóìåðîâàíèåì âåðøèí è, âîçìîæíî, èç-

ìåíåíèåì îðèåíòàöèè âñåõ äóã.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóíêò (1) íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ëåìì 3.6
è 4.4.

Äîêàæåì ïóíêò (2). Åñëè k > 4, òî, ïî ëåììå 4.2, îòîáðàæåíèå S
ñîõðàíÿåò çíà÷åíèå 3 äëèíû öèêëîâ. Ïðè k = 3 ýòî âûïîëíåíî ïî
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óñëîâèþ òåîðåìû. Òàêèì îáðàçîì, â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ïðèìåíèòü
ëåììó 3.2. Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå S ñîõðàíÿåò çíà÷åíèå 2 äëèíû
öèêëîâ. Äàëåå, ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.3, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

�

Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ñîõðàíåíèÿ çíà÷åíèÿ 2 äëèíû
öèêëîâ íåäîñòàòî÷íî.

Ïðèìåð 4.6. Ïóñòü n > 3 è ïóñòü îòîáðàæåíèå S : M̂n → M̂n çàäàíî
ðàâåíñòâàìè

S(e12) = e21, S(e21) = e12,

S(eij) = eij , (i, j) /∈ {(1, 2), (2, 1)},

è ïðîäîëæåíî ïî àääèòèâíîñòè íà âñå M̂n, ñì. ðèñ. 4.1. ßñíî, ÷òî S
ñîõðàíÿåò çíà÷åíèå 2 äëèíû öèêëîâ. Ïðè ýòîì S(e12 ∪ e23 ∪ e31) =
e21 ∪ e23 ∪ e31, ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå S íå ñîõðàíÿåò çíà÷åíèå 3
äëèíû öèêëîâ è íå ñîîòâåòñòâóåò âèäó, îïèñàííîìó â ëåììå 2.3.

1

3 2

e11

e22e33

e12
e21

e23

e32

e31
e13

S

1

3 2

S(e11)

S(e22)S(e33)

S(e21)
S(e12)

S(e23)

S(e32)

S(e31)
S(e13)

Ðèñ. 4.1. Áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå, ñîõðàíÿþùåå çíà-
÷åíèå 2 äëèíû öèêëîâ, íî íå ñîõðàíÿþùåå çíà÷åíèå 3.
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Vlasov A. V., Guterman A. E., Zhilina S. A. Additive maps of unweighted
directed graphs preserving individual values of the cycle length.

On the set of unweighted directed graphs on n vertices, a union of
graphs is de�ned as the union of their arc sets. A map of graphs is said to be
additive if it preserves the union operation. In this paper, a characterization
of additive maps of unweighted directed graphs preserving a �xed value
k > 3 of the cycle length is obtained.
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