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Устойчивость определения поверхности с краем по её
ДН-оператору

Пусть (M, g) – ориентируемая поверхность (гладкое двумерное ри-
маново многообразие) рода m с краем (Γ; dl) (в дальнейшем мы счи-
таем, что Γ диффеоморфен окружности, а элемент длины dl на ней
индуцирован метрикой g). Введем оператор Лапласа–Бельтрами ∆g и
обозначим через uf гармоническое продолжение функции f ∈ C∞(Γ),
заданной на крае, внутрь (M, g). Пусть ν – вектор единичной внеш-
ней нормали на Γ. Оператор “Дирихле-в-Нейман” (ДН-оператор) Λ
поверхности (M, g) определяется правилом Λf := ∂νu

f |Γ.
Теперь пусть (M ′, g′) – другая поверхность с краем (Γ′, dl′), опера-

тором Лапласа–Бельтрами ∆g′ и ДН-оператором Λ′ : f ′ 7→ ∂ν′u
′f ′ |Γ′ ,

где u
′f ′

– гармоническое продолжение f ′ ∈ C∞(Γ′;R) внутрь (M ′, g′) и
ν′ – единичная внешняя нормаль. Если существует конформный диф-
феоморфизм β : M → M ′, β∗g′ = ρg, то гармонические функции и
ДН-операторы поверхностей (M, g) и (M ′, g′) связаны соотношениями

β∗[u
′f ′

] = uβ∗f ′
, Λ′ = β∗−1 1

√
ρ
Λβ∗, (1)

где β∗u′ := u′ ◦ β. В частности, Λ′ = Λ если (Γ′, dl′) = (Γ, dl) и β не
двигает точки Γ. В силу известного результат Лассаса и Улмана [4]
также верно обратное, т.е. из равенств Γ = Γ′ и Λ′ = Λ вытекает суще-
ствование конформного диффеоморфизма β между (M, g) и (M ′, g′)
который не двигает точки Γ.
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В [6, 7] доказано, что из близости ДН-оператора Λ′ поверхности
(M ′, g′) (того же рода и с тем же краем, что и (M, g)) к ДН-оператору
Λ по операторной норме следует близость конформных классов τ ′ :=
[(M ′, g′)] и τ := [(M, g)] поверхностей (M ′, g′) и (M, g) по расстоянию
Тейхмюллера dT ; кроме того, в [11] выведены оценки

dT (τ
′, τ) ⩽ c(Λ)∥Λ′ − Λ∥B(H1Γ,L2(Γ).

Таким образом, если Λ′ близок к Λ и M ′ гомеоморфна M , то существу-
ет такие диффеоморфизм β : M 7→ M ′ и положительная функция ρ′

на M ′, что β не двигает точки Γ = Γ′ и имеет место близость метрик

∥β∗(ρ′g′)− g∥C(M) ⩽ c(Λ)∥Λ′ − Λ∥B(H1Γ,L2(Γ;dl).

Неустойчивость топологии поверхности
относительно малых возмущений её ДН-оператора

Итак, конформный класс поверхности непрерывно зависит от её
ДН-оператора при условии, что топология поверхности фиксирована.
В то же время сама топология поверхности неустойчива относитель-
но малых возмущений её ДН-оператора [10]. Именно, вырезая малые
дырки во внутренности поверхности и затем присоединяя к ней ма-
лые/тонкие ручки или листы Мёбиуса, можно получить поверхность,
ДН-оператор которой сколь угодно близок (по операторной норме) к
ДН-оператору исходной поверхности. Отметим, что невозможно пони-
зить род поверхности или сделать из неориентируемой поверхности
ориентируемую без существенного (неуменьшаемого по норме) воз-
мущения ДН-оператора. Более детально устойчивость/неустойчивость
топологии поверхности при возмущениях ДН-оператора обсуждается
в предложениях 5.5, 6.2 и теореме 6.3, [11].

Целью этой заметки является изучения обратного вопроса: следу-
ет ли из близости ДН-оператора Λ′ топологически возмущенной по-
верхности (M, g) к ДН-оператору Λ∗ исходной поверхности (M∗, g∗),
что “лишние” ручки на (M, g) отделены от внешней части поверхности
(содержащей край) короткими замкнутыми кривыми? Поскольку ДН-
оператор не меняется при раздутии “малых” ручек путем умножения
метрики на конформный множитель (большой на ручках и равный
единице вблизи края), изучаемый вопрос корректно поставлен только
если на M выбрана некоторая “каноническая” метрика (принадлежа-
щая тому же конформному классу [g], что и исходная метрика g), в
которой считается длина кривых.
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Рис. 1. Различные типы вырождения (2M,h) при Λ →
Λ∗ в роде 2.

Естественным выбором такой канонической метрики является ги-
перболическая метрика на M – метрика h ∈ [g] постоянной гауссовой
кривизны K = −1 на M в которой край ∂M =: Γ является геодезиче-
ским. Такая метрика строится следующим образом. В дальнейшем мы
считаем, что все поверхности ориентируемы и что любая поверхность
M наделена комплексной структурой (максимальным биголоморфным
атласом), согласованной с конформной структурой [g] и выбором ори-
ентации на M . Склеивая M с её копией, наделенной противоположной
ориентацией, мы получаем дубль Шоттки 2M поверхности M – рима-
нову поверхность без края, наделенную антиголоморфной инволюцией
τ , меняющей местами соответствующие точки оригинала и копии так,
что 2M/τ ∼= M и ∂M совпадает с множеством неподвижных точек τ .
Поверхность 2M допускает единственную (гиперболическую) метри-
ку h постоянной гауссовой кривизны −1, совместимую с комплексной
структурой на ней. Отсюда τ

′∗h = h, т.е. инволюция на дубле явля-
ется изометрией (2M,h). Ввиду этой симметрии дубля, геодезическая
кривая в (2M,h), выходящая из любой точки x ∈ ∂M ⊂ 2M в направ-
лении касательного вектора k ∈ Tx∂M , не покидает множество ∂M .
Таким образом, край ∂M является геодезической кривой в (2M,h) и
сужение h на M (по-прежнему обозначаемое через h) и есть искомая
гиперболическая метрика на M ⊂ 2M .
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(Отметим, что вложение (Γ, dl) в 2M является C1+r-гладким если
метрика g является Cr-гладкой (где r ∈ (1, 2)). В самом деле, вбли-
зи Γ можно выбрать голоморфные локальные координаты z(x) :=
iG(x, y)−

∫ x

· ⋆dxG(x, y), где y ∈ M\Γ, G – функция Грина задачи Ди-
рихле для оператора Лапласа–Бельтрами на (M, g) и ⋆ – оператор
Ходжа на (M, g). Поскольку g является Cr-гладкой, функция Грина
G(·, y) является C1+r-гладкой вне y ввиду шаудеровских локальных
оценок решений эллиптических краевых задач (см. теорему 6.2 и лем-
му 6.4, [3]); тогда таковой является и функция z. В то же время продол-
жение координат z на дубль 2M по четности z(τ(x)) = z(x) доставляет
голоморфные координаты на 2M , которые являются C1+r-гладкими
(относительно исходной гладкой структуры) на каждой поверхности
M , τ(M). Аналогично, вложение (Γ, dl) в 2M является C∞-гладким,
если g является C∞-гладкой.)

Спектром длин Sp(2M) на 2M называется набор длин всех замкну-
тых геодезических в гиперболической метрике на 2M . Обозначим че-
рез Sys(2M) инфимум множества Sp(2M). Результатом этой заметки
является следующее утверждение.

Предложение 1. Пусть {(Mk, gk)}∞k=1 – последовательность повер-
хностей рода m с общим (связным) краем (Γ, dl); обозначим через Λk

ДН-оператор (Mk, gk), а через 2Mk – дубль Mk, наделенный гипербо-
лической метрикой hk. Предположим, что

∥Λk − Λ∗∥B(H1/2(Γ);H−1/2(Γ)) → 0, (2)

где Λ∗ – ДН-оператор поверхности (M∗, g∗) меньшего рода m∗ < m с
тем же краем (Γ, dl). Тогда

Sys(2Mk) → 0.

Этот результат можно интерпретировать следующим образом. Пусть
Λ близок к ДН-оператору поверхности меньшего рода. Тогда на дуб-
ле (2M,h) существует замкнутая геодезическая L малой длины L;
без ограничения общности можно считать L простой. Ввиду леммы
о воротнике (см, например, формулу (A) в [8], лемму 13.6, [9], или
доказательство следствия 4.4, [18]) метрическая d-окрестность R(L )
кривой L в (2M,h) биголоморфно эквивалентна тонкому цилиндру
(0, 1)× Tr, где Tr = R/2πrZ и

d = arcsinh
(
1
/
sinh

(L
2

))
≃ |log(L)| ≫ 1, r =

L

2π2
≪ 1.
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Поскольку суммарный ток, текущий через кривую является конформ-
ным инвариантом, это означает, что пересечение R(L ) с M ⊂ 2M
является “тонкой” областью, которая подавляет текущие через неё то-
ки, тем самым эффективно понижая наблюдаемый с границы род по-
верхности при изучении её структуры методами электроимпедансной
томографии (см. рис. 1).

О связи между спектром преобразования Гильберта
поверхности с краем и спектром длин её дубля

Пусть (M, g) – гладкая поверхность со связным краем (Γ, dl) и ДН-
оператором Λ. Пусть (Γ, dl) ориентирована гладким полем единичных
касательных векторов γ; далее мы предполагаем, что ориентация на
(M, g) согласована с ориентацией края (Γ, dl) так, что пара (ν, γ) по-
ложительно ориентирована (здесь ν – внешняя нормаль). Обозначим
через ∂γ оператор дифференцирования по длине вдоль Γ в направле-
нии γ и введем оператор ∂−1

γ , который аннулируется на константах и
обращает ∂γ на L2(Γ; dl)⊖ C = ∂γH

1(Γ). Оператор

H := ∂−1
γ Λ

называется преобразованием Гильберта поверхности (M, g). Легко ви-
деть, что H продолжается по непрерывности до оператора в H1/2(Γ).
Имеется следующая связь между H и топологией и комплексной стру-
ктурой на (M, g) (см. Лемму 1, [5], см. также Лемму 2.1, [12]). Сужая
условия Коши–Римана dℑw = ⋆dℜw на край Γ, получаем уравнения
∂γℑ η = Λℜ η, ∂γℜ η = −Λℑ η, где η = w|Γ. Интегрирование этих урав-
нений дает ℑ η = Hℜ η + const, (H2 + I)ℜη = const. Таким образом,
преобразование Гильберта связывает вещественные и мнимые части
граничных следов голоморфных функций на поверхности. Собствен-
ные функции H, отвечающие собственным значениям −i (+i) есть все
граничные следы η голоморфных (антиголоморфных) функций w на
(M, g), такие, что η ∈ H1/2(Γ) и

∫
Γ
ηdl = 0. Вне точек λ = ±i, спектр H

дискретен и состоит из нуля (KerH = C) и (полупростых) собственных
значений

λ±k(H) = ±µki(H), 0 < µ1(H) ⩽ . . . ⩽ µm(H) < 1,

суммарной кратности 2m, где m – род M . Соответствующие собствен-
ные функции η±k являются C∞-гладкими если C∞-гладкой является
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метрика g. Отметим, что смена ориентации на M приводит к измене-
нию знака H в то время, как его спектр не меняется.

Непосредственно из определения вытекает конформная инвариант-
ность преобразования Гильберта: если β : (M, g) → (M ′, g′) – кон-
формный сохраняющий ориентацию (не обязательно C∞-гладкий)
диффеоморфизм, β∗g′ = ρg, то из (1) и формулы ∂γ′ = β∗−1 1√

ρ∂γβ
∗,

связывающей дифференцирования вдоль (Γ′ = ∂M ′, dl′ = g′|T∗Γ′⊗T∗Γ′)
и (Γ, dl), следует, что преобразования Гильберта H и H ′ поверхностей
(M, g) и (M ′, g′) связаны соотношением

H ′f = β∗−1Hβ∗f + const(f). (3)

Появление лишнего постоянного члена в (3) связано с тем, что опе-
ратор замены переменной β∗−1 : L2(Γ, dl) 7→ L2(Γ

′, dl′), вообще гово-
ря, не изометричен и потому не переводит L2(Γ, dl)⊖ C (образ ∂−1

γ ) в
L2(Γ

′, dl′)⊖ C (образ ∂−1
γ′ ). В частности, спектр H является конформ-

ным инвариантом: в самом деле, Hηk = λk(H)ηk (λk ̸= 0) если и только
если H ′(β∗−1ηk + const(ηk)/λk(H)) = λ(β∗−1ηk + const(ηk)/λk(H)).

В частности, вышеописанные спектральные свойства H остаются
верными даже если метрика g на M лишь Cr-гладкая (r ∈ (1, 2)). В
самом деле, как показано выше, в этом случае имеется Cr+1-гладкое
вложение β поверхности (M, g) в ее дубль 2M и, таким образом, соот-
ношение (3) выполнено для преобразования Гильберта H ′ вложенной
поверхности β(M) с (C∞-гладким) краем ∂β(M).

Поскольку полная кратность отличных от ±i, 0 собственных значе-
ний λk(H) оператора H совпадает с удвоенным родом m поверхности
(M, g), пара λ±m должна стремиться ±i, соответственно, если поверх-
ность вырождается (например, если одна из ручек на ней становится
малой, как в [10]). Ниже мы доказываем, что обратное утверждение
тоже верно в следующем смысле.

Предложение 2. Пусть {(Mk, gk)}∞k=1 – последовательность повер-
хностей рода m с общим (связным) краем (Γ, dl) и пусть Hk и
(2Mk, hk) ессть преобразование Гильберта и дубль поверхности
(Mk, gk) (где hk – гиперболическая метрика). Обозначим через
λm(Hk) ̸= i ближайшее к i собственное значение оператора Hk. Тогда

λm(Hk) → i ⇒ Sys(2Mk) → 0.
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Отметим, что в частном случае m0 = 0, m = 1 предложение 2 до-
казано в [13] с помощью явных формул для вычисления матриц b-
периодов дублей 2Mk в терминах их преобразований Гильберта Hk,
выведенных в [12]. предложение 1 является следствием предложения 2.
В самом деле, условие (2) и определение преобразований Гильберта
дают сходимость

∥Hk −H∗∥B(H1/2(Γ)) → 0, (4)
где H∗ = ∂−1

γ Λ∗ – преобразование Гильберта (M∗, g∗). Поскольку дис-
кретный спектр ограниченного оператора в банаховом пространстве
устойчив к малым (по операторной норме) возмущениями (см. IV.3.5,
Като [15]), из (4) следует, что любая область D , замыкание которой
не пересекается с существенным спектром {−i,+i} оператора H∗ со-
держит собственные значения Hk той же полной кратности 2m∗, что
и у H∗, при достаточно больших k > k(D). Таким образом, оставшие-
ся собственные значения λ±(m∗+1)(Mk), . . . , λ±m(Mk) стремятся к ±i,
соответственно.

Доказательство предложения 2. Мы доказываем предложение 2
методом от противного. Предположим, что λm(Hk) → i, но
Sys(2Mk) ̸→ 0; переходя к подпоследовательностям, можно считать,
что Sys(2Mk) ⩾ ϵ для всех k, где ϵ > 0. Обозначим через Mm(ϵ) про-
странство римановых поверхностей рода m со связными C∞-гладкими
краями, дубли 2M которых удовлетворяют неравенству Sys(2M) ⩾ ϵ;
тогда {Mk}∞k=1 ⊂ Mm(ϵ).

1) Напомним известный критерий компактности Мамфорда (След-
ствие 3, [16]): для любых ϵ > 0, g > 1 подмножество

{[X] ∈ Mg | Sys(X) > ϵ}
пространства Mg модулей римановых поверхностей рода g без края
компактно. Мы будем использовать следующее обобщение этого кри-
терия на случай общих многообразий с краем, полученное в теоре-
ме 3.1, [1]. В окрестности точки x в d-мерном C∞-гладком компактном
связном римановом многообразии (M, g) (с пустым или C∞-гладким
краем), введем геодезические координаты αx правилом αx(y) := k, где
k ∈ TxM и y = expx(k) – конец геодезического сегмента γx,k : [0, 1] →
M в (M, g), выходящего из x = γx,k(0) в направлении касательного век-
тора k = [dγx,k/dt](0). Наибольшее r ⩾ 0, при котором αx доставляет
вложение метрической окрестности distg(y, x) < r в TxM , называет-
ся радиусом инъективности (M, g) в точке x; его супремум по всем
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x ∈ M обозначается через ι(M,g). Если ∂M ̸= ∅, то мы также вводим
нормальные полугеодезические координаты α∂M в окрестности ∂M
правилом α∂M (y) := n, где вектор n ∈ Nx∂M ⊂ N∂M нормален к ∂M
и y есть конец геодезического сегмента γx,n : [0, 1] → M in (M, g) с на-
чальной точкой x и начальным касательным вектором n. Граничный
радиус инъективности ιb(M,g) есть наибольшее r, при котором α∂M до-
ставляет вложение приграничного слоя distg(y, ∂M) < r в N∂M . Тогда
для любых R0, H0, ι0, D0 > 0 множество M(d,R0, H0, ι0, D0) всех C∞-
гладких d-мерных многообразий (M, g) удовлетворяющих условиям

∥Ric(M,g)∥L∞(M), ∥Ric(∂M,g|T∂M )∥L∞(∂M)⩽R0, ∥H∂M∥Lip(∂M)⩽H0,

(5)

ι(M,g), ι(∂M,g|T∂M ), ι
b
(M,g) ⩾ ι0, diam(M, g) ⩽ D0 (6)

(где Ric – тензор Риччи (M, g), |RicM | :=
√

RijRij и H∂M – средняя
кривизна ∂M) прекомпактно в Cr-топологии (0 < r < 2), т.е. любая
последовательность в M(n, r,R0, H0, ι0, D0) содержит такую подпосле-
довательность {(Mj , gj)}∞j=1, что для неё существуют такие многооб-
разие (M∞, g∞) и диффеоморфизмы βj : M∞ → Mj класса Cr, что
β∗
j gj → g∞ в Cr(M∞, T ∗M∞ ⊗ T ∗M∞). Отметим, что само предельное

многообразие M∞ можно считать C∞-гладким (см., например, теоре-
му 5.11, [17]) в то время, как g∞ ∈ ∩0<r<2C

r(M∞, T ∗M∞ ⊗ T ∗M∞) не
зависит от r.

Отсюда немедленно вытекает следующее обобщение критерия Мам-
форда. Предположим, что метрика на каждой M ∈ Mm(ϵ) получа-
ется сужением на M гиперболической метрики h на её дубле 2M .
Ввиду связи Ric(M,g) = Kgg между скалярной кривизной и кривиз-
ной Риччи, справедливой в двумерном случае, имеем Ric(M,h) = −h

и ∥RicM∥2L∞(M) = 2. В то же время в размерности 1 кривизна Риччи
всегда нулевая |Ric(∂M,h|T∂M )| = 0 и, поскольку кривая ∂M геодези-
ческая в гиперболической метрике, её средняя кривизна также рав-
на нулю (см. теорему 10.5.1, [2]). Итак, условия (5) выполнены при
R0 =

√
2 и H0 = 0. Далее, пусть τ – антиголоморфная (следовательно,

изометрическая) инволюция на дубле 2M . Поскольку на гиперболиче-
ской полуплоскости (универсальное накрытие 2M) любые две геоде-
зические не могут пересекаться более чем в одной точке, любые две
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геодезические в 2M с общими концами образуют нестягиваемую пет-
лю. Аналогично, на поверхностях отрицательной кривизны отсутству-
ют сопряженные точки. Тем самым радиус инъективности 2M есть
просто половина длины кратчайшей замкнутой геодезической на 2M ,
ι(2M,h) = Sys(2M)/2, откуда ι(M,h) ⩾ ι(2M,h) ⩾ ϵ/2. Очевидно, что
ι(∂M,h|T∂M ) ⩾ Sys(2M)/2 ⩾ ϵ/2 поскольку край ∂M геодезический в
(2M,h). Далее, если L1 и L2 – два геодезических сегмента, выходящих
в нормальном направлении из точек x1 ∈ ∂M и x2 ∈ ∂M , соответ-
ственно, и заканчивающихся в общей точке x, то L1, L2 и τ(L1), τ(L2)
замкнутую кусочно-гладкую кривую L, длина которой должна быть
не меньше Sys(2M). Отсюда ιb(M,h) ⩾ Sys(2M)/4 ⩾ ϵ/4. Наконец, для
диаметра римановой поверхности без края рода g > 1, наделенной
гиперболической метрикой h, справедлива оценка

diam(X,h) Sys(X) ⩽ C0(g)Vol(X,h)

= −C0(g)

∫
X

Kh dSh = −2πχ(X)C0(g) = 4π(g − 1)C0(g) =: C1(g)

(см. лемму на стр. 291, [16]), из которой следует, что

diam(M,h) ⩽ diam(X,h) ⩽ C1(2m)/ϵ.

Значит, условия (6) выполнены при ι0 = ϵ/4 и D0 = C1(2m)/ϵ и мно-
жество

Mm(ϵ) ⊂ M(2,
√
2, 0, ϵ/4, C1(2m)/ϵ)

прекомпактно в Cr-топологии (r ∈ (0, 2)). Последнее означает, что
любая последовательность в Mm(ϵ) содержит такую подпоследова-
тельность {Mk}∞k=1, что существует поверхность (M∞, h∞) и Cr-диф-
феоморфизмы βk : M∞ → Mk, для которых имеет место сходимость
β∗
khk → h∞ в Cr(M∞, T ∗M∞ ⊗ T ∗M∞), где hk – гиперболическая мет-

рика на (дубле) Mk. Таким образом, переходя к подпоследовательно-
стям, мы можем считать, что последняя сходимость имеет место для
последовательности {Mk}∞k=1 ⊂ Mm(ϵ) из условий предложения 2.

2) Положим Γ∞ := ∂M∞, h̃k := β∗
khk и введем операторы Лапласа-

Бельтрами

Lk :=
1√
|h̃k|

∂i

√
|h̃k| h̃ij

k ∂j , L∞ :=
1√
|h∞|

∂i
√
|h∞|hij

∞∂j
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на (M∞, β∗
khk) и (M∞, h∞), соответственно; тогда

λ−h
ij
∞ξiξj ⩽ h̃ij

k ξiξj ⩽ λ+h
ij
∞ξiξj

для всех ξ ∈ T ∗M∞; в частности,
√

|h̃k|/|h∞| ∈ [λ−1
+ , λ−1

− ]. Положим
Qk := ∥h̃k − h∞∥C1(M∞,T∗M∞⊗T∗M∞); тогда Qk → 0. Обозначим еди-
ничный векторы внешней нормали и единичный касательный вектор
на Γ∞ в метриках h̃k и h∞ через ν̃k, γ̃k и ν∞, γ∞, соответственно.

Пусть vfk – гармоническое продолжение f ∈ C∞(Γ∞) внутрь
(M∞, β∗

khk), т.е., решение задачи Lkv
f
k = 0 в M∞, vfk = f на Γ∞.

Отметим, что vfk является Cr+1-гладкой ввиду шаудеровских оценок
решений эллиптических краевых задач; см. теорему 6.2 и лемму 6.4,
[3]. Аналогично, пусть vf есть гармоническое продолжение f внутрь
(M∞, h∞). Тогда vfk − vf = ṽk ∈ H1

0 (M∞). Поскольку оператор умно-
жения на C1-гладкую функцию в H±1(M∞) ограничен, имеем

∥Lkṽk∥H−1(M∞) = ∥(Lk − L∞)vf∥H−1(M∞) ⩽ cQk∥vf∥H1(M∞)

⩽ c(M∞,L∞)Qk∥f∥H1/2(Γ∞).

Интегрируя по частям, получаем

∥∇h̃k
ṽk∥2L2(M∞;TM∞| h̃k)

= −(ṽk,Lkṽk)L2(M∞;h̃k)

⩽ c(λ+,L∞)∥ṽk∥H1(M∞)∥Lkṽk∥H−1(M∞).

Далее, постоянная Фридрихса cF (h̃k) of (M∞, h̃k) подчинена оценке

cF (h̃k) := inf
0̸=v∈H1

0 (M∞)

∫
M∞

h̃ij
k ∂iv∂jv

√
|h̃k|dx∫

M∞
v2
√
|h̃k|dx

⩾ cF (h∞)λ2
−λ

−1
+ ,

откуда
∥ṽk∥H1(M∞) ⩽ c(λ±,L∞)∥∇h̃k

ṽk∥L2(M∞;TM∞| h̃k)
.

Комбинируя последние 4 оценки, приходим к неравенству

∥ṽk∥H1(M∞) ⩽ c(λ±,L∞)∥f∥H1/2(Γ∞)Qk. (7)

Теперь обозначим dl = h∞|TΓ∞ , тогда h̃k|TΓ∞) = ρkdl, где ρk → 1 в
C1(Γ∞). Поскольку∫

Γ∞

∂ν̃k
ṽk vρkdl = (Lkṽk, v)L2(M∞;h̃k)

+ (∇h̃k
ṽk,∇h̃k

v)L2(M∞;TM∞| h̃k)
,
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для всех v ∈ C∞(M∞), имеем∣∣∣ ∫
Γ∞

∂ν̃k
ṽk vρkdl

∣∣∣ ⩽ c(λ±,L∞)(∥Lkṽk∥H−1(M∞)+∥ṽk∥H1(M∞)∥v∥H1(M∞)

⩽ C(λ±,L∞)∥f∥H1/2(Γ∞)Qk∥v∥H1(M∞),

ввиду (7). Отсюда

∥∂ν̃k
ṽk∥H−1/2(Γ∞) ⩽ C(λ±,L∞)∥f∥H1/2(Γ∞)Qk

ввиду непрерывности умножения на C1-гладкую функцию в H1/2(Γ∞).
Аналогично, поскольку∣∣∣ ∫

Γ∞

(ρk∂ν̃k
− ∂ν∞)vf vdl

∣∣∣ = (Lkv
f , v)L2(M∞;h̃k)

+ (∇h̃k
vf ,∇h̃k

v)L2(M∞;TM∞| h̃k)

− (∇h∞ ṽk,∇h∞v)L2(M∞;TM∞|h∞),

для всех v ∈ C∞(M∞), при больших k имеем

∥(∂ν̃k
− ∂ν∞)vf∥H−1/2(Γ∞) ⩽ C(λ±,L∞)∥f∥H1/2(Γ∞)Qk.

Из последних двух неравенств следует, что

∥(Λ̃k − Λ∞)f∥H−1/2(Γ∞) = ∥∂ν̃k
vfk − ∂ν∞vf∥H−1/2(Γ∞)

⩽ C(λ±,L∞)∥f∥H1/2(Γ∞)Qk,

откуда
∥Λ̃k − Λ∞∥B(H1/2(Γ∞);H−1/2(Γ∞)) → 0. (8)

3) Пусть H̃k := ∂−1
γ̃k

Λ̃k – преобразование Гильберта поверхности
(M∞, β∗

khk) и λ±l(H̃k) – отличные от ±i, 0 собственные значения H̃k.
Поскольку hk ∈ [gk], каждый диффеоморфизм βk : (M∞, β∗

khk) →
(Mk, gk) является конформным и из формулы (3) вытекает равенство

Hkf = β∗−1
k H̃kβ

∗
kf + const(f) ∀f ∈ H1/2(Γ) (9)

(для одного из двух выборов ориентации на M). Отметим, что опера-
тор β∗

k : H1/2(Γ) → H1/2(Γ∞) ограничен для βk из класса Cr. Отсюда
и из (9) следует, что спектры (собственные значения и их кратности)
операторов Hk и H̃k (действующих в H1/2(Γ) и H1/2(Γ∞), соответ-
ственно) совпадают,

λ±l(H̃k) = λ±l(Hk) (l = 1, . . . ,m). (10)
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4) Введем преобразование Гильберта H∞ := ∂−1
γ∞

Λ∞ поверхности
(M∞, h∞) и обозначим через λ±l(H∞) отличные от ±i, 0 собственные
значения H∞. Сходимость ρk → 1 in C1(Γ∞) означает, что

∥∂−1
γ̃k

− ∂−1
γ∞

∥B(H−1/2(Γ∞);H1/2(Γ∞)) → 0.

Поскольку

H̃k −H∞ = (∂−1
γ̃k

− ∂−1
γ∞

)Λ̃k + (∂−1
γ̃k

− ∂−1
γ∞

)(Λ∞ − Λ̃k) + ∂−1
γ∞

(Λ̃k − Λ∞),

отсюда и из сходимости (8) следует, что

∥H̃k −H∞∥B(H1/2(Γ∞)) → 0. (11)

Поскольку дискретный спектр ограниченного оператора в банаховом
пространстве устойчив к малым (по норме) возмущениям (см. IV.3.5,
[15]), из (11) имеем

λ±l(H̃k) → λ±l(H∞) (l = 1, . . . ,m).

Таким образом, все собственные значения λ±l(H̃k) не приближаются
к ±i при больших k. Ввиду (10) то же самое верно для λ±l(Hk). По-
скольку это противоречит исходному предположению λm(Hk) → i, до-
казана сходимость Sys(2Mk) → 0. Тем самым доказаны предложения 2
и 1. □

Связь между спектром преобразования Гильберта
поверхности с краем и периодами абелевых

дифференциалов на её дубле

Выберем симметричный (относительно инволюции τ) каноничес-
кий базис гомологий (a+1, . . . , a2m, b+1, . . . , b2m) на дубле 2M : петли
{lk := ak, lm+k := bk}mk=1 лежат в M ⊂ 2M , а петли {am+k, bm+k}mk=1

лежат в τ(M) и связаны с lk соотношениями

am+k(t) = τ ◦ a±k(t), bm+k(t) = τ ◦ b±k(1− t), (t ∈ [0, 1]).

Пусть D – пространство гармонических дифференциалов q на M , нор-
мальных к краю ∂M , т.е. q(γ) = 0 (γ – единичный касательный вектор
на (Γ, dl)). Выберем базис {qi}2mi=1 в D , двойственный к базису гомоло-
гий {lk := ak, lm+k := bk}mk=1 в следующем смысле:

∫
lj

qi = δij . Введем
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вспомогательную матрицу периодов B с элементами

Bij :=

∫
li

⋆qj

(⋆ – оператор Ходжа).

Предложение 3. Дискретный спектр преобразования Гильберта H
с исключенным нулем совпадает со спектром вспомогательной мат-
рицы периодов B.

Доказательство. Пусть BT = λT , положим q =
∑

j T
jqj и введем

гармонический дифференциал ω := (⋆− λ)q. Тогда∫
li

⋆ω = [(B− λ)T ]i = 0,

откуда ω = du для некоторой гармонической функции u = uf . В част-
ности,

Λf = ∂νu
f = ω(ν) = (⋆q, ν)− λq(ν) = −(q, γ)− λq(ν) = −λq(ν)

и
∂γf = ω(γ) = q(ν)− λq(γ) = q(ν)

ввиду ⋆(ν♭) = γ♭. Из последних двух равенств имеем Hf = ∂−1
γ Λf =

−λf+const; от константы можно избавиться выбором f . Отметим, что
f = const если и только если q(ν) = 0, т.е. q ≡ 0 (последнее условие
эквивалентно равенству T = 0).

Обратно, предположим, что Hf = −λf , т.е. Λf = −λ∂γf . Напомним
ортогональное разложение

H 1 = dH 0 ⊕ ⋆D (12)

подпространства гармонических 1-форм H 1 = {a | da = d ⋆ a in M} в
L2(M ;T ∗M), где H 0 = H 1 ∩ dH1(M) образовано точными формами.
Отсюда имеем

⋆duf = duh + ⋆p, ⋆duh = dur + ⋆q,

где p, q =
∑

j T
jqj ∈ D . Сравнивая эти равенства, находим ⋆q − p =

dur−f , а сужая эти неравенства на Γ, получаем

Λr = [⋆(duh − q)](ν) = −∂γh, Λh = −∂γf = λ−1Λf,
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откуда h = λ−1f+const, Λr = −λ−1∂γf = λ−2Λf , т.е. r = λ−2f+const.
Таким образом, ⋆q − p = (λ−2 − 1)duf ; в частности,

p(ν) = −[⋆q − p](ν) = (1− λ−2)Λf = (λ−2 − 1)λ∂γf

и
q(ν) = [⋆q](γ) = (λ−2 − 1)∂γf.

Сравнивая последние две формулы, приходим к равенству p(ν) = λq(ν)
на Γ, откуда p = λq. Значит, (⋆−λ)q = (λ−2− 1)duf имеет все нулевые
периоды, т.е.

λT i =

∫
li

⋆q = BijT
j .

Итак, мы показали, что λ ̸= 0 является собственным значением
B если и только если −λ является собственным значением H той же
кратности. Осталось заметить, что спектр H симметричен относитель-
но инверсии λ 7→ −λ поскольку Hη = λη ⇒ Hη = λη = −λη. □

Пусть q =
∑

j T
jqj ∈ D . Поскольку форма q нормальна к ∂M , она

допускает гармоническое продолжение (обозначаемое тем же симво-
лом q) на дубль 2M ⊃ M по правилу τ∗q = −q. Тогда (⋆ − i)q = ω
является абелевым дифференциалом на 2M с периодами∫

li

ω = BijT
j − iT i,

∫
τ◦li

ω =
∑
j

T j

∫
τ◦li

(⋆− i)qj =
∑
j

T j

∫
li

(⋆+ i)qj = BijT
j + iT i

(здесь использовано условие антиголоморфности τ∗⋆ = −⋆τ∗ инволю-
ции τ). В частности, если BT = λT , то∫

τ◦li

ω =
λ+ i

λ− i

∫
li

ω (i = 1, . . . ,m).

Итак, из предложения 3 вытекает следующее утверждение.

Следствие 4. Пусть λ±k = ±iµk – отличные от 0,±i собственные
значения преобразования Гильберта H поверхности M . Тогда в про-
странстве абелевых дифференциалов на дубле 2M можно выбрать
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такой базис {ωk, ω−k}mk=1, что∫
τ◦l

ω =
±µk + 1

±µk − 1

∫
l

ω

для любой петли l в M ⊂ 2M . В частности,∫
am+i

ω±k =
±µk + 1

±µk − 1

∫
ai

ω±k,

∫
bm+i

ω±k =
1± µk

1∓ µk

∫
bi

ω±k (i, k = 1, . . . ,m)

для любого симметричного базиса гомологий на 2M .

Теперь предположим, что собственное значение λm близко i; тогда
на 2M имеется абелев дифференциал ω−m с периодами порядка едини-
цы на M (следовательно, с ограниченной снизу L2-нормой), такой, что
все его периоды на τ(M) имеют порядок O(|λm − i|). Наличие такого
дифференциала на 2M можно интерпретировать как вырождение 2M
поскольку абелев дифференциал ω на дубле 2M поверхности с краем
имеет все нулевые периоды на M (или, что эквивалентно, на τ(M))
только если он тождественно равен нулю. В самом деле, в противном
случае ω = dw на M , где функция w голоморфна. В то же время
ω = ω+ + iω− на 2M , где ω+ = (ω + τ∗ω)/2, ω− = (ω − τ∗ω)/2i под-
чинены условию симметрии τ∗ω = ω. Последнее условие означает, что
дифференциалы ℜω± касательны (ℜω±(ν) = 0) а ℑω± = ⋆ℜω± – нор-
мальны к ∂M ≡ Γ. Следовательно, dw = q + ⋆p на M , где q, p ∈ D . Из
ортогонального разложения (12) и ортогональности подпространств
D и ⋆D в L2(M ;T ∗M) следует, что q = 0. Поскольку w голоморфна,
dw = i ⋆ dw = −ip, откуда p = 0 и w = 0. Таким образом, ω = 0 на 2M .
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Korikov D. V. On non-homeomorphic surfaces with close DN maps.
Let (M, g) be a genus m surface with boundary Γ and DN map Λ.

Introduce the Schottky double 2M of (M, g) and denote by Sys(2M) the
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length of the shortest closed geodesics in the hyperbolic metrics on 2M .
We prove that Sys(2M) is small if Λ is close, in the operator norm, to the
DN map Λ∗ of some surface (M∗, g∗) of lower genus m∗ < m with the same
boundary Γ:

∥Λ− Λ∗∥B(H1/2(Γ);H−1/2(Γ)) → 0 =⇒ Sys(2M) → 0.
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