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�1. Ââåäåíèå

Ñëåäóÿ Ì. Ã. Êðåéíó (ñì. [35]), ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íóþ áëî÷íóþ
ÿêîáèåâó ìàòðèöó

J =


A0 B0 Om Om Om . . .
B∗0 A1 B1 Om Om . . .
Om B∗1 A2 B2 Om . . .
...

...
...

...
...

. . .

 (1.1)

ñ m×m-ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè. Çäåñü An,Bn ∈ Cm×m, An � ñàìîñî-
ïðÿæ¼ííûå ìàòðèöû, Bn � îáðàòèìû, n ∈ N0, Om � íóëåâàÿ ìàòðèöà.

Ïóñòü l20(N0;Cm) � ïîäìíîæåñòâî ôèíèòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
â l2(N;Cm). Îòîáðàæåíèå l20(N0;Cm) 3 f → Jf îïðåäåëÿåò ëèíåéíûé
ñèììåòðè÷åñêèé, íî íåçàìêíóòûé îïåðàòîð J0 â l20(N0;Cm). Åãî çàìû-
êàíèå îïðåäåëÿåò ìèíèìàëüíûé (çàìêíóòûé) ñèììåòðè÷åñêèé îïåðà-
òîð Jmin â l

2(N0;Cm). Â äàëüíåéøåì ìû îòîæäåñòâëÿåì ìèíèìàëüíûé
îïåðàòîð Jmin ñ ìàòðèöåé J. Ïîëîæèì òàêæå Jmax = J∗. Õîòÿ îïåðà-
òîð J ñèììåòðè÷åñêèé, J ⊂ J∗, îí íå îáÿçàòåëüíî ñàìîñîïðÿæ¼ííûé.
Åãî èíäåêñû äåôåêòà

n±(J) := dimN±i(J) := dim ker(J∗ ∓ iI)

óäîâëåòâîðÿþò îöåíêàì 0 6 n±(J) 6 m (ñì. [21, 35, 36]). Áîëåå òîãî,
äëÿ êàæäîé ïàðû ÷èñåë {n+, n−} ∈ N0×N0 ñ 0 6 n± 6 m− 1 íàéäåòñÿ

Êëþ÷åâûå ñëîâà: áëî÷íàÿ ÿêîáèåâà ìàòðèöà, èíäåêñû äåôåêòà, ñàìîñîïðÿæ¼í-
íîñòü, îïåðàòîðû Øð�åäèíãåðà è Äèðàêà, íåðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë.

Èññëåäîâàíèÿ ïåðâûõ äâóõ àâòîðîâ âûïîëíåíû çà ñ÷¼ò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íà-
ó÷íîãî ôîíäà No. 23-11-00153-Ï, à ðàáîòà òðåòüåãî àâòîðà âûïîëíåíà ïðè ôèíàí-
ñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ ÐÔ â ðàìêàõ ðåà-
ëèçàöèè ïðîãðàììû ðåãèîíàëüíîãî Àçîâî-×åðíîìîðñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî öåíòðà
ïî ñîãëàøåíèþ No. 075-02-2026-734.
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ìàòðèöà J ñ n±(J) = n± ([28]). Ïðè ýòîì, ðàâåíñòâà n−(J) = m è
n+(J) = m âûïîëíÿþòñÿ ëèøü îäíîâðåìåííî.

Ïðîáëåìà íàõîæäåíèÿ èíäåêñîâ äåôåêòà, â ÷àñòíîñòè, óñëîâèé ñà-
ìîñîïðÿæ¼ííîñòè, áëî÷íûõ ÿêîáèåâûõ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé îñíîâ-
íîé çàäà÷åé, åñòåñòâåííî âîçíèêàþùåé â ñïåêòðàëüíîé òåîðèè ÿêîáèå-
âûõ ìàòðèö. Ýòà ïðîáëåìà ïðèâëåêàëà çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå íà ïðî-
òÿæåíèè ìíîãèõ ëåò (ñì., íàïðèìåð, [3, 6, 10�12, 15�24, 26�34, 36] è
ëèòåðàòóðó â íèõ).

Íàèáîëåå èçâåñòíûì äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñàìîñîïðÿæ¼ííîñòè áëî÷-
íîãî ÿêîáèåâà îïåðàòîðà J âèäà (1.1) ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íàÿ âåðñèÿ òåñòà
Êàðëåìàíà, äîêàçàííàÿ â [21] Þ. Áåðåçàíñêèì ïðè m > 1.

Òåîðåìà 1.1 ([21, Òåîðåìà VII.2.9]). (Òåñò Êàðëåìàíà). ßêîáèåâ îïå-
ðàòîð J, àññîöèèðîâàííûé ñ ìàòðèöåé (1.1), ñàìîñîïðÿæ¼í, ò.å.
J = J∗ (⇔ n±(J) = 0), åñëè

∞∑
n=0

‖Bn‖−1 = +∞. (1.2)

Áåðåçàíñêèé (ñì. [21, òåîðåìà VII.1.1], [20]) òàêæå ïîêàçàë, ÷òî ïðè
m = 1 è äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íà ýëåìåíòû ìàòðèöû J,
óñëîâèå (1.2) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííîñòè J. Ìàò-
ðè÷íûå âåðñèè ýòîãî ðåçóëüòàòà ïîëó÷åíû â [31, 33].

Îòìåòèì, ÷òî â ñòàòüÿõ [3, 16�18, 21] íàéäåíû íîâûå óñëîâèÿ ñàìî-
ñîïðÿæ¼ííîñòè áëî÷íûõ ÿêîáèåâûõ ìàòðèö J.

Â ðàáîòå [25] â ðàçâèòèè ðåçóëüòàòîâ [3] ïîëó÷åíû íîâûå óñëîâèÿ ñà-
ìîñîïðÿæ¼ííîñòè, ìàêñèìàëüíîñòè èíäåêñîâ äåôåêòà è äèñêðåòíîñòè
ñïåêòðà áëî÷íûõ ÿêîáèåâûõ ìàòðèö JX,α(H) êëàññà JX,α(H,m) (ñì.
(2.1)).

Â ðàáîòå [10] (â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå) è â [30] (â ìàòðè÷íîì) îáíàðó-
æåíà ñâÿçü ìåæäó áëî÷íûìè ÿêîáèåâûìè ìàòðèöàìè JX,α(H) è îïå-
ðàòîðàìè Øð¼äèíãåðà ñ òî÷å÷íûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè, çàäàâàåìûìè
ôîðìàëüíûì äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì âèäà

lX,α := − d2

dx2
⊗ Im +

∞∑
n=1

αnδ(x− xn). (1.3)

Çäåñü δ � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà, X = {xn}∞n=1 ⊂ I = (0, b) � ñòðî-
ãî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ x0 := 0, xn+1 > xn, n ∈ N,
xn → b (6 ∞), è {αn}∞1 ⊂ Cm×m, αn = α∗n. Ýòè îïåðàòîðû Øð¼äèí-
ãåðà èãðàþò áîëüøóþ ðîëü â ñïåêòðàëüíîé òåîðèè è ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêå.
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Ñêàëÿðíûå îïåðàòîðû, çàäàâàåìûå âûðàæåíèåì (1.3), âïåðâûå âîç-
íèêëè â êâàíòîâîé ìåõàíèêå êàê îïèñûâàþùèå òî÷íî ðåøàåìûå ìî-
äåëè (ñì. [1]). Èõ ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíû
(ñì., íàïðèìåð, ìîíîãðàôèè [1, 2, 16], îáçîðû [9, 11] è ëèòåðàòóðó â
íèõ).

Âòîðûì îñíîâíûì îáúåêòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷-
íûé îïåðàòîðØð¼äèíãåðàHX,α, àññîöèèðîâàííûé ñ âûðàæåíèåì (1.3)
â L2(R+;Cm). Îäíî èç åãî ñòðîãèõ îïðåäåëåíèé äà¼òñÿ â ðàìêàõ òåîðèè
ðàñøèðåíèé. Äëÿ ýòîãî âíà÷àëå ââîäèòñÿ ïðåäìèíèìàëüíûé îïåðàòîð:

H0
X,α := − d2

dx2
⊗ Im, (1.4)

dom(H0
X,α)=

{
f ∈W 2,2

comp(R+\X;Cm) :
f ′(0+) = 0, f(xn+) = f(xn−)
f ′(xn+)− f ′(xn−) = αnf(xn)

}
.

Â ñèëó óñëîâèÿ αn = α∗n, n ∈ N, îí ñèììåòðè÷åí è, ñëåäîâàòåëüíî, äî-
ïóñêàåò çàìûêàíèå, êîòîðîå è îïðåäåëÿåò çàìêíóòûé ñèììåòðè÷åñêèé
îïåðàòîð HX,α àññîöèèðîâàííûé â L2(R+;Cm) ñ äèôôåðåíöèàëüíûì
âûðàæåíèåì (1.3).

Â ñèëó îáùåé òåîðèè ãðàíè÷íûõ òðîåê (ñì. [7, 8]) ðàâåíñòâî (3.5),
ïîëó÷åííîå â [10], (ñð. ñ îáùèì ðàâåíñòâîì (5.3)) îçíà÷àåò, ÷òî (ñêà-
ëÿðíûé) ìèíèìàëüíûé ÿêîáèåâ îïåðàòîð JX,α(H) ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷-
íûì îïåðàòîðîì äëÿ ãàìèëüòîíèàíà HX,α â ãðàíè÷íîé òðîéêå

ΠH = {l2 ⊕ l2,Γ0,H ,Γ1,H}

äëÿ îïåðàòîðà H∗X (ñì. �3), òàêæå ïîñòðîåííîé â [10]. Ïîýòîìó èç òåî-
ðåìû 5.2(ii) âûòåêàåò ðàâåíñòâî

n±(HX,α) = n±(JX,α(H)),

âåäóùåå ê îöåíêå n±(HX,α) 6 1. Ýòà îöåíêà âïåðâûå óñòàíîâëåíà ðàç-
ëè÷íûìè ìåòîäàìè â [5, 14].

Â ðàáîòå [30] ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñâÿçü ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ îïåðà-
òîðîâ HX,α è JX,α(H) ïåðåíåñåíà íà ìàòðè÷íûé ñëó÷àé (m > 1). Â
÷àñòíîñòè, òàì äîêàçàíî ðàâåíñòâî

n±(HX,α) = n±(JX,α(H)) 6 m, (1.5)

òàêæå âûòåêàþùåå (ïîñëå êîíñòðóêöèè ñîîòâåòñòâóþùåé ãðàíè÷íîé
òðîéêè) èç îáùåé òåîðèè ãðàíè÷íûõ òðîåê (ñì. [7, 8]).
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Íåñêîëüêî ðàíåå, ÷åì ñòàòüÿ [30], ïîÿâèëàñü ðàáîòà Ê. Ìèðçîåâà
è Ò. Ñàôîíîâîé [38], â êîòîðîé äëÿ ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ HX,α ðà-
âåíñòâî (1.5) óñòàíîâëåíî äðóãèì ìåòîäîì â äâóõ ñëó÷àÿõ: íóëåâûõ è
ìàêñèìàëüíûõ èíäåêñîâ äåôåêòà ÿêîáèåâîé ìàòðèöû (ò.å. â ñëó÷àÿõ
ñàìîñîïðÿæ¼ííîñòè JX,α(H) è n±(JX,α(H)) = m).

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (1.5), â íåäàâíåé ðàáîòå àâòîðîâ [25] äðóãèì
ìåòîäîì íàéäåíû íîâûå óñëîâèÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííîñòè è ìàêñèìàëüíî-
ñòè èíäåêñîâ äåôåêòà ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâØð¼äèíãåðàHX,α, à òàê-
æå óñëîâèÿ äèñêðåòíîñòè èõ ñïåêòðîâ.

Â ðàáîòå Ð. Êàðëîíå, Ì. Ìàëàìóäà è À. Ïîñèëèêàíî [6] ðåçóëüòàòû
èç [10, 29] ðàñïðîñòðàíåíû íà ñëó÷àé ñêàëÿðíûõ îïåðàòîðîâ Äèðàêà
ñ òî÷å÷íûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åí àíàëîã ðàâåí-
ñòâà (1.5) äëÿ îïåðàòîðà Äèðàêà. Â ðàáîòàõ [3, 25] è [26] èññëåäîâàíû
îïåðàòîðû Äèðàêà ñ ìàòðè÷íûìè òî÷å÷íûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè è íàé-
äåíû íîâûå óñëîâèÿ èõ ñàìîñîïðÿæ¼ííîñòè, ìàêñèìàëüíîñòè èíäåêñîâ
äåôåêòà è äèñêðåòíîñòè èõ ñïåêòðà.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîäîëæàþòñÿ èññëåäîâàíèÿ èç [3] è [25] óñëî-
âèé ñàìîñîïðÿæ¼ííîñòè è äèñêðåòíîñòè ñïåêòðà áëî÷íûõ ÿêîáèåâûõ
ìàòðèö èç êëàññà JX,α(H,m), íå óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Êàðëåìà-
íà (1.2).

Èñïîëüçóÿ îòìå÷åííóþ âûøå ñâÿçü, ìû ïîëó÷àåì íîâûå óñëîâèÿ
ñàìîñîïðÿæ¼ííîñòè è äèñêðåòíîñòè ñïåêòðà îïåðàòîðîâ Øð¼äèíãåðà
HX,α ñ ìàòðè÷íûìè òî÷å÷íûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè íà ïîëóîñè è êî-
íå÷íîì èíòåðâàëå.

Ïðîäåìîíñòðèðóåì (ïðè m = 1) îáíàðóæåííûå íàìè ýôôåêòû äëÿ
ìàòðèö JX,α(H) è îïåðàòîðîâ HX,α ïðè óñëîâèè {dn}∞1 6∈ l1(N):

dn+1|αn| 6 a < 1 ⇒ n±(JX,α(H)) = n±(HX,α) = 0,

è dn+1|αn| > 4⇒ n±(JX,α(H)) = n±(HX,α) = 0.

Â ðàáîòàõ [6] (m = 1) è [26] (m > 1) îáîñíîâàí íåðåëÿòèâèñòñêèé
ïðåäåë ïðè óñëîâèè ñàìîñîïðÿæ¼ííîñòè îïåðàòîðà HX,α. Çäåñü ìû
óêàçûâàåì íîâûå ÿâíûå óñëîâèÿ åãî ñóùåñòâîâàíèÿ (ñì. òåîðåìó 4.1).

�2. Ñàìîñîïðÿæ¼ííîñòü è äèñêðåòíîñòü ñïåêòðà

êëàññà ÿêîáèåâûõ ìàòðèö JX,α(H,m)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç JX,α(H,m) ìíîæåñòâî áëî÷íî ÿêîáèåâûõ ìàòðèö
âèäà
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JX,α(H)=



Om 1
d21
Im Om Om Om . . .

1
d21
Im 1

d21
Im 1

d
3/2
1 d

1/2
2

Im Om Om . . .

Om 1

d
3/2
1 d

1/2
2

Im −α1
d2

1
d22
Im Om . . .

Om Om 1
d22
Im 1

d22
Im 1

d
3/2
2 d

1/2
3

Im . . .

Om Om Om 1

d
3/2
2 d

1/2
3

Im −α2
d3

. . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .


(2.1)

Çäåñü α := {αn}∞1 ⊂ Cm×m, αn = α∗n, è dn > 0, n ∈ N. Â ýòîì
ïàðàãðàôå ìû íàõîäèì óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ñàìîñîïðÿæ¼ííîñòü
ìàòðèöû JX,α(H) â l2(N0;Cm).

Âñþäó äàëåå, ‖ · ‖m îáîçíà÷àåò ìàòðè÷íóþ íîðìó â ïðîñòðàíñòâå

Cm×m, |αn| =
√
α2
n è l2(N0;Cm) := l2(N0)⊗ Cm.

Çäåñü óêàçûâàåòñÿ ïîäêëàññ êëàññà JX,α(H,m) áëî÷íî ÿêîáèåâûõ
ìàòðèö, îêàçûâàþùèõñÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûìè è ïðè óñëîâèè {dn}∞1 ∈
l2(N), ò.å. â ñëó÷àå íåïðèìåíèìîñòè òåñòà Êàðëåìàíà (1.2). Íîâûå óñëî-
âèÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííîñòè áëî÷íûõ ÿêîáèåâûõ ìàòðèö èç êëàññà
JX,α(H,m) äîïîëíÿþò ðåçóëüòàòû ðàáîò [10, 25, 30, 38].

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííîñòè è ìàê-
ñèìàëüíîñòè èíäåêñîâ äåôåêòà îïåðàòîðà JX,α(H), êîòîðûå ñóùåñòâåí-
íî çàâèñÿò îò ïðèíàäëåæíîñòè {dn}∞1 ïðîñòðàíñòâó l1(N).

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü JX,α(H) ∈ JX,α(H,m), è αn = α∗n, n ∈ N. Ïóñòü
òàêæå ïðè íåêîòîðûõ a ∈ (0, 1) è N ∈ N ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

‖αn‖m 6
a

dn+1

(
1 +

(
dn+1

dn

)3/2
)
, n > N. (2.2)

Òîãäà:
(i) îïåðàòîð JX,α(H) ñàìîñîïðÿæ¼ííûé â l2(N0;Cm) â òî÷íîñòè

òîãäà, êîãäà {dn}∞1 6∈ l1(N);
(ii) åñëè {dn}∞1 ∈ l1(N), òî èíäåêñû äåôåêòà îïåðàòîðà JX,α(H) �

ìàêñèìàëüíû, ò. å. n±(JX,α(H)) = m.

Ñëåäñòâèå 2.2. Ïóñòü {dn}∞1 6∈ l1(N) è αn = α∗n, n ∈ N. Åñëè ïðè
íåêîòîðûõ a ∈ (0, 1) è N ∈ N âûïîëíåíû óñëîâèÿ

‖αn‖m 6 ad−1
n+1, n > N, (2.3)

òî ÿêîáèåâ îïåðàòîð JX,α(H) ñàìîñîïðÿæ¼ííûé, JX,α(H)=JX,α(H)∗.
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Ñëåäñòâèå 2.3. Ïóñòü {dn}∞1 6∈ l1(N), αn = α∗n ïðè n ∈ N è ïóñòü

β := limn→∞
dn+1

dn
> 0.

Ïóñòü òàêæå ïðè íåêîòîðûõ a ∈ (0, 1), ε ∈ (0, β) è Nε ∈ N ñïðàâåä-
ëèâû îöåíêè

‖αn‖m 6
a

dn+1

(
1 + (β − ε)3/2

)
, n > Nε. (2.4)

Òîãäà ÿêîáèåâ îïåðàòîð JX,α(H) ñàìîñîïðÿæ¼í.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äîïîëíÿåò ðåçóëüòàò òåîðåìû 2.1 â ñëó÷àå îò-
ðèöàòåëüíûõ αn è ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {dn}. Â å¼ äîêà-
çàòåëüñòâå ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà 2.6 èç [3].

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü JX,α(H) ∈ JX,α(H,m), è αn = α∗n < 0, n ∈ N.
Åñëè âûïîëíåíû îöåíêè

lim sup
n→∞

∥∥|αn|−1/2
∥∥
m

d
1/2
n

<
1

2
, lim sup

n→∞

∥∥|αn|−1/2
∥∥
m

d
1/2
n+1

<
1

2
, (2.5)

òî îïåðàòîð JX,α(H) ñàìîñîïðÿæ¼í â l2(N0;Cm).

Ñëåäñòâèå 2.5. Ïóñòü JX,α(H) ∈ JX,α(H,m) Ïóñòü òàêæå αn < 0,
n ∈ N. Åñëè, ê òîìó æå, ìèíèìàëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàò-
ðèö |αn| äîïóñêàþò îöåíêó ñíèçó:

λmin(|αn|) >
4

min{dn, dn+1}
, n ∈ N,

òî îïåðàòîð JX,α(H) ñàìîñîïðÿæ¼í â l2(N0;Cm), JX,α(H)=JX,α(H)∗.

Ñëåäñòâèå 2.6. Ïóñòü â óñëîâèÿõ ñëåäñòâèÿ 2.5 {dn}∞1 ìîíîòîííî
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ (dn ↓ 0). Åñëè, ê òîìó æå, ïðè íåêîòîðîì N ∈ N
ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

λmin(|αn|) >
4

dn+1
, n > N,

òî îïåðàòîð JX,α(H) ñàìîñîïðÿæ¼í â l2(N0;Cm).

Çàìå÷àíèå 2.7. (i) Ñîïîñòàâëÿÿ ñëåäñòâèÿ 2.6 è 2.2 ïðè {dn}∞1 6∈
l1(N) è {dn}∞1 ↓ 0, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì èìïëèêàöèÿì

λmin(|αn|) >
4

dn+1
=⇒ n±(JX,α(H)) = 0, (2.6)
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λmax(|αn|) 6
a

dn+1
, a < 1 =⇒ n±(JX,α(H)) = 0. (2.7)

(ii) Ëåâàÿ ÷àñòü óñëîâèÿ (2.6) îçíà÷àåò, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷å-

íèÿ ìàòðèö |αn| ïðèíàäëåæàò áåñêîíå÷íîìó èíòåðâàëó
(

4
dn+1

,+∞
)
, à

óñëîâèÿ (2.7) � èíòåðâàëó
(

0, a
dn+1

]
.

λ

1n

a

d
+ 1

4

n
d

+

самосопряжённостьсамосопряж нностьё

1a <0

Ðèñ. 1. Óñëîâèÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííîñòè JX,α(H).

Çàìå÷àíèå 2.8. (i) Ðåçóëüòàò áëèçêèé ê ðåçóëüòàòó òåîðåìû 2.4 àíîí-
ñèðîâàí àâòîðàìè â [25].

(ii) Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 2.1 è 2.4 áàçèðóåòñÿ íà íåêîòîðûõ ôàêòàõ
òåîðèè âîçìóùåíèé.

Äîïîëíèì òåîðåìó 2.4 ðåçóëüòàòîì î äèñêðåòíîñòè ñïåêòðà îïåðàòî-
ðà JX,α(H). Äëÿ ýòîãî íàïîìíèì, ÷òî Sp(l2(N0;Cm)) îáîçíà÷àåò èäåàë
Íåéìàíà�Øàòòåíà â l2(N0;Cm).

Òåîðåìà 2.9. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.4 è ïóñòü A′ :=
diag

{
α1

d2
, α2

d3
, . . .

}
� ÷àñòü áëî÷íîé äèàãîíàëè A ìàòðèöû JX,α(H).

Åñëè îïåðàòîð A′ èìååò äèñêðåòíûé ñïåêòð â l2(N0;Cm), òî
ñïåêòð áëî÷íîé ÿêîáèåâîé ìàòðèöû JX,α(H) = J∗X,α(H) òàêæå äèñ-

êðåòåí. Áîëåå òîãî, åñëè A−1 ∈ Sp(l2(N0;Cm)), p ∈ (1,∞], òî (JX,α(H)−
iI)−1 ∈ Sp(l2(N0;Cm)).

Çàìå÷àíèå 2.10. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êëàññà JX,α(H,m) áëî÷íûõ ÿêî-
áèåâûõ ìàòðèö òåîðåìà 2.9 äîïîëíÿåò èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû î äèñêðåò-
íîñòè ñïåêòðà àáñòðàêòíûõ áëî÷íûõ ÿêîáèåâûõ ìàòðèö J èç [3, 12].

�3. Ïðèìåíåíèå ê îïåðàòîðó Øð¼äèíãåðà ñ òî÷å÷íûìè

âçàèìîäåéñòâèÿìè

Çäåñü ìû ïðèìåíèì ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà ê îïåðàòîðàì
Øð¼äèíãåðàHX,α àññîöèèðîâàííûì ñ äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíè-
åì

lX,α := − d2

dx2
⊗ Im +

∞∑
n=1

αnδ(x− xn) (3.1)
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(ñì. (1.4)) íà ïîëóîñè. Çäåñü {αn}∞1 ⊂ Cm×m. Ïîëàãàåì, ÷òî

dn := xn−xn−1 > 0, è çíà÷èò,
∞∑
n=1

dn = |I|. Âñþäó äàëåå, L2(I;C2m) :=

L2(I)⊗ C2m.
Â îäíîì èç èçâåñòíûõ ïîäõîäîâ ê èññëåäîâàíèþ ñïåêòðàëüíûõ

ñâîéñòâ îïåðàòîðà HX,α ýòîò ãàìèëüòîíèàí òðàêòóåòñÿ â ðàìêàõ òåî-
ðèè ðàñøèðåíèé, êàê ðàñøèðåíèå ìèíèìàëüíîãî ñèììåòðè÷åñêîãî îïå-
ðàòîðà HX =

⊕
n∈N Hn, ãäå Hn = Hn,min � ìèíèìàëüíûé ñèììåòðè÷å-

ñêèé îïåðàòîð àññîöèèðîâàííûé â L2[xn−1, xn] c âûðàæåíèåì−d2/dx2 :

Hnf := −f ′′, dom(Hn) = W 2,2
0 [xn−1, xn].

Ãðàíè÷íàÿ òðîéêà Πn = {H,Γ0,n,Γ1,n} äëÿ îïåðàòîðà H∗n ìîæåò áûòü
âûáðàíà â âèäå Πn =

{
C2,Γ0,n,Γ1,n

}
, ãäå

Γ0,nf :=

(
f(xn−1+)
f ′(xn−)

)
, Γ1,nf :=

(
f ′(xn−1+)
f(xn−)

)
(3.2)

è dom(Γj,n) = W 2,2[xn−1, xn]⊗ C2, j ∈ {0, 1}.
Â ðàáîòå À. Êî÷óáåÿ [34] ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå d∗(X) :=infn dn>0

ãðàíè÷íàÿ òðîéêà äëÿ ñîïðÿæ¼ííîãî (ìàêñèìàëüíîãî) îïåðàòîðà
H∗X =

⊕
n∈N H∗n ìîæåò áûòü âûáðàíà â âèäå ïðÿìîé ñóììû òðîåê Πn :

Π =
⊕

n∈N Πn =: {H,Γ0,Γ1}. Ñëó÷àé d∗(X) = 0 ïðåäñòàâëÿë çíà÷è-
òåëüíóþ òðóäíîñòü, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ïðÿìàÿ ñóììà {H,Γ0,Γ1} :=⊕

n∈N Πn ãðàíè÷íûõ òðîåê Πn âèäà (3.2) ãðàíè÷íîé òðîéêîé äëÿ îïå-
ðàòîðà H∗X íå ÿâëÿåòñÿ. Ïðè÷èíà ýòîãî ýôôåêòà â òîì, ÷òî îòîáðàæå-
íèå Γj :=

⊕
n∈N Γj,n íå ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì ïðè j ∈ {0, 1}.

Â ñëó÷àå d∗(X) = 0 ãðàíè÷íàÿ òðîéêà äëÿ îïåðàòîðà H∗X âïåðâûå
ïîñòðîåíà â ðàáîòå À. Êîñòåíêî è Ì. Ìàëàìóäà [10] (ñì. òàêæå [29] è
îáçîð [11]). Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî òðîåê (3.2) ââåäåíû ðåãóëÿðèçîâàí-
íûå ãðàíè÷íûå òðîéêè âèäà

Γ
(n)
0,Hf :=

(
d

1/2
n f(xn−1+)

d
3/2
n f ′(xn−)

)
, (3.3)

Γ
(n)
1,Hf :=

(
d
−1/2
n (f ′(xn−1+)− f ′(xn−))

d
−3/2
n (f(xn−)− (f(xn−1+))− d−1/2

n f ′(xn−)

)
, (3.4)

è ïîêàçàíî, ÷òî òðîéêà ΠH = {l2(N)⊗ C2,Γ0,H ,Γ1,H}, â êîòîðîé

Γj,H =

∞⊕
n=1

Γ
(n)
j,H , j ∈ {0, 1},
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óæå ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé äëÿ H∗X .
Îòìåòèì, ÷òî ïðîöåäóðà ðåãóëÿðèçàöèè ãðàíè÷íûõ òðîåê íà àá-

ñòðàêòíîì óðîâíå âïåðâûå ïðåäëîæåíà â [13] è ïðèìåíåíà â [10] äëÿ
êîíñòðóêöèè ðåãóëÿðèçîâàííîé ãðàíè÷íîé òðîéêè (3.3)�(3.4).

Ïðèíöèïèàëüíûì ýôôåêòîì, îòêðûòûì â [10], ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò,
÷òî èìåííî â òðîéêå ΠH ãðàíè÷íûé îïåðàòîð BX,α, ñîîòâåòñòâóþùèé
ðàñøèðåíèþHX,α â ñìûñëå ðàâåíñòâà (5.3), îêàçàëñÿ (ñêàëÿðíîé) ÿêî-
áèåâîé ìàòðèöåé âèäà (2.1). Äðóãèìè ñëîâàìè, â ãðàíè÷íîé òðîéêå ΠH

îïåðàòîðà H∗X ðàñøèðåíèå HX,α çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

HX,α=H∗X � dom(HX,α), dom(HX,α)=ker(Γ1,H−JX,α(H)Γ0,H), (3.5)

â êîòîðîì JX,α(H) � îïåðàòîð, ïîðîæäàåìûé ñêàëÿðíîé ÿêîáèåâîé
ìàòðèöåé âèäà (2.1) ïðè m = 1.

Èìåííî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî (ñîãëàñíî òåîðåìå 5.2) îáúÿñíÿåò ïðè-
ðîäó ñîâïàäåíèÿ ðÿäà ñâîéñòâ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà HX,α è
äèñêðåòíîãî ÿêîáèåâà îïåðàòîðà JX,α(H).

Â ðàáîòå [30] ðåçóëüòàòû ðàáîòû [10] áûëè ðàñïðîñòðàíåíû íà âû-
ðàæåíèÿ âèäà (3.1) ñ ìàòðè÷íûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè {αn}∞1 ⊂ Cm×m,
αn = α∗n, n ∈ N. Â ÷àñòíîñòè, â [30] ïîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ãðà-
íè÷íàÿ òðîéêà äëÿ îïåðàòîðà H∗X ìîæåò áûòü âûáðàíà â âèäå âåêòîð-
íîé ìîäèôèêàöèè òðîéêè èç [10]: ΠH = {l2(N) ⊗ C2m,Γ0,H ,Γ1,H}, ãäå
Γj,H =

⊕∞
n=1 Γ

(n)
j,H , j ∈ {0, 1}, à îòîáðàæåíèÿ

Γ
(n)
j,H : W 2,2[xn−1, xn]⊗ C2m → C2m, n ∈ N,

îïðåäåëÿþòñÿ òåìè æå ðàâåíñòâàìè (3.3) è (3.4)). Áîëåå òîãî, ôîðìóëà
(3.5) òàêæå ðàñïðîñòðàíåíà â [30] íà ìàòðè÷íûé ñëó÷àé, â êîòîðîì
JX,α(H) � îïåðàòîð, ïîðîæäàåìûé áëî÷íîé ÿêîáèåâîé ìàòðèöåé (2.1).

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü xn → b(6∞) è αn = α∗n ∈ Cm×m, n ∈ N. Ïóñòü
òàêæå HX,α � ìèíèìàëüíûé îïåðàòîð àññîöèèðîâàííûé ñ âûðàæå-
íèåì (3.1) â L2(R+;Cm) è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.2). Òîãäà:

(i) îïåðàòîð HX,α ñàìîñîïðÿæ¼í â L2(R+;Cm);
(ii) Â ñëó÷àå b<∞ èíäåêñû äåôåêòà îïåðàòîðà HX,α â L2((0, b);Cm)

� ìàêñèìàëüíû, ò. å. n±(JX,α(H)) = m.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå, â îòëè÷èå îò òåîðåìû 3.1, óêàçûâàþòñÿ óñëî-
âèÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííîñòè îïåðàòîðà HX,α îáùèå äëÿ âñåõ ïðîñòðàíñòâ
L2((0, b);Cm) ïðè b 6∞.
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Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü xn → b(6 ∞) è αn = α∗n < 0, n ∈ N. Ïóñòü
òàêæå âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.5). Òîãäà îïåðàòîð HX,α ñàìîñîïðÿæ¼í
è â L2(R+;Cm), è â L2((0, b);Cm) ïðè âñåõ b <∞.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.9 è lim
n→∞

dn = 0.

Òîãäà îïåðàòîð HX,α èìååò äèñêðåòíûé ñïåêòð. Áîëåå òîãî, åñëè
A−1 ∈ Sp(l2(N0;Cm)), p ∈ (1,∞], òî (HX,α − iI)−1 ∈ Sp(l2(N0;Cm)).

Óòâåðæäåíèÿ òåîðåì 3.1, 3.2 è 3.3 âûòåêàþò èç ðåçóëüòàòîâ òåî-
ðåì 2.1, 2.4 è 2.9, ñîîòâåòñòâåííî, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîäåðæàùåéñÿ
â (3.5) ñâÿçüþ îïåðàòîðîâ Øð¼äèíãåðà ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ÿêîáèå-
âûìè îïåðàòîðàìè, è ñëåäóþùåé êëþ÷åâîé ôîðìóëû î ñâÿçè èíäåêñîâ
äåôåêòà (ñì. (1.5)):

n±(JX,α(H)) = n±(HX,α),

âûòåêàþùåé èç (3.5) íà îñíîâàíèè òåîðåìû 5.2(ii).

Çàìå÷àíèå 3.4. Â ðàáîòàõ [10] (m = 1) è [30] (m > 1) ñàìîñîïðÿæ¼í-
íîñòü îïåðàòîðà HX,α â L2(R+;Cm) äîêàçàíà ïðè óñëîâèè {dn}∞1 6∈
l2(N). Ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì, ò.å. íå çàâèñÿùèì îò èí-
òåíñèâíîñòåé âçàèìîäåéñòâèé αn. Íîâûå ðåçóëüòàòû (ñì. òåîðåìû 3.1
è 3.2) äîïóñêàþò óñëîâèå {dn}∞1 ∈ l2(N), íî ïðåäïîëàãàþò îãðàíè÷å-
íèÿ (2.2) è (2.5) íà èíòåíñèâíîñòè âçàèìîäåéñòâèé αn. Ïðè {dn}∞1 ∈
l2(N) \ l1(N) îíè äîïîëíÿþò ðåçóëüòàòû î ñàìîñîïðÿæ¼ííîñòè èç [10]
(m = 1, ïðåäë. 5.7), à òàêæå ðåçóëüòàòû èç [3, Ò. 7.2], [22, Ò. 11], [25,
ïðåäë. 2], [30, Ò. 2] (ñëó÷àé m > 1).

Òåîðåìà 3.3 äîïîëíÿåò ðåçóëüòàòû î äèñêðåòíîñòè ñïåêòðà îïåðàòî-
ðîâ Øð¼äèíãåðà HX,α â L2(R+;Cm) èç ðàáîò [3, Ò. 7.2], [25, ïðåäë. 2],
[30, Ò. 2].

�4. Íåðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë

Ñëåäóÿ [3, 6], íàïîìíèì îïðåäåëåíèå îïåðàòîðîâ Äèðàêà ñ ìàòðè÷-
íûìè δ-âçàèìîäåéñòâèÿìè â L2(I;C2m) := L2(I)⊗C2m. Ïóñòü DX,α �
çàìûêàíèå îïåðàòîðà D0

X,α âèäà

D0
X,α :=−i, c d

dx
⊗
(
Om Im
Im Om

)
+
c2

2

(
Im Om
Om −Im

)
+

∞∑
n=1

αnδ(x−xn), (4.1)
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dom(D0
X,α)=

{
f ∈W 1,2

comp(I\X;C2m) : fI ∈ACloc(I), fII ∈ACloc(I\X);

fII(0+) = 0 , fII(xn+)− fII(xn−) = − iαn
c
fI(xn), n ∈ N

}
. (4.2)

Çäåñü δ � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà, c � ñêîðîñòü ñâåòà, X = {xn}∞n=1 ⊂
I = (0, b), ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ x0 :=0, xn+1>xn,

n ∈ N, xn → b(6∞), {αn}∞1 ⊂ Cm×m, αn = α∗n è f =
(
fI fII

)>
.

Îïåðàòîð Äèðàêà DX,α â L2(R+;C2m) (I = R+) âñåãäà ñàìîñîïðÿ-
æ¼í ïðè âñåõ X = {xn}∞1 è α = {αn}∞1 (ñì. [6, 15, 39] (m = 1) è [3]
(m > 1)).

Ðåçóëüòàòû òåîðåì 3.1 è 3.2 ïîçâîëÿþò ïðè èõ óñëîâèÿõ îáîñíîâàòü
ñóùåñòâîâàíèå íåðåëÿòèâèñòñêîãî ïðåäåëà ïðè c→∞.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü X = {xn}∞1 � äèñêðåòíîå ïîäìíîæåñòâî R+,
è α := {αn}∞1 , αn = α∗n ⊂ Cm×m. Ïóñòü òàêæå âûïîëíåíî îäíî èç
óñëîâèé (2.2) èëè (2.5).

(i) Òîãäà îïåðàòîðHX,α ñàìîñîïðÿæ¼í â L2(R+;Cm) è ñóùåñòâóåò
íåðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë

s− lim
c→+∞

(
DX,α−(z+c2/2)

)−1
=(HX,α−z)−1

⊗(
Im Om
Om Om

)
. (4.3)

(ii) Åñëè d∗(X) := infn dn > 0, òî ñõîäèìîñòü â (4.3) ðàâíîìåðíà.

�5. Àïïåíäèêñ

Ïóñòü A � ïëîòíî çàäàííûé ñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð â H,Nλ(A) :=
H	ran(A−λI) = ker(A∗−λ), λ ∈ C, � åãî äåôåêòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà,
à n±(A) := dimN±i(A) � åãî èíäåêñû äåôåêòà.

Âñþäó â äàëüíåéøåì ìû ñ÷èòàåì, n+(A) = n−(A) <∞.

Îïðåäåëåíèå 5.1. [7, 8, 27] Ñîâîêóïíîñòü Π = {H,Γ0,Γ1}, â êîòîðîé
H � ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, à Γj � ëèíåéíîå îòîá-
ðàæåíèå èç domA∗ â H, j ∈ {0, 1}, íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷îé òðîéêîé
îïåðàòîðà A∗, åñëè:

(i) ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî Ãðèíà

(A∗f, g)− (f,A∗g) = (Γ1f,Γ0g)H − (Γ0f,Γ1g)H, f, g ∈ domA∗; (5.1)

(ii) Îòîáðàæåíèå Γ : f → {Γ0f,Γ1f} èç domA∗ â H ⊕H ñþðúåê-
òèâíî.
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Ãðàíè÷íàÿ òðîéêà äëÿ îïåðàòîðà A∗ ñóùåñòâóåò â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, êîãäà n+(A) = n−(A). Áîëåå òîãî, n±(A) = dimH è ker Γ =
ker Γ0 ∩ ker Γ1 = domA.

Ðàñøèðåíèå Ã ïëîòíî çàäàííîãî ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà A íà-

çûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì, åñëè domA ⊂ dom Ã ⊂ domA∗. Ìíîæåñòâî
ñîáñòâåííûõ ðàñøèðåíèé îïåðàòîðà A îáîçíà÷àþò ExtA.

Òåîðåìà 5.2. [7, 8] Ïóñòü Π = {H,Γ0,Γ1} � ãðàíè÷íàÿ òðîéêà äëÿ
îïåðàòîðà A∗. Òîãäà îòîáðàæåíèå Γ = {Γ0,Γ1} : domA∗ → H ⊕ H
çàäàåò áèåêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñîâîêóïíîñòüþ ExtA ñîá-

ñòâåííûõ ðàñøèðåíèé Ã îïåðàòîðà A è ñîâîêóïíîñòüþ C̃(H) çàìêíó-
òûõ ëèíåéíûõ îòíîøåíèé â H

ExtA 3 Ã→ Θ := Γ(dom Ã) = {{Γ0f,Γ1f} : f ∈ dom Ã} ∈ C̃(H). (5.2)

Åñëè Θ ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà B, Θ = grB, òî
ñîîòíîøåíèå (5.2) ïðèíèìàåò âèä:

domAB = {f ∈ domA∗ : Γ1f = BΓ0f}. (5.3)

Äëÿ ðàñøèðåíèÿ Ã ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (5.2) Ã =: AΘ èëè Ã =:
AB ïðè (5.3). Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

(i) (AB)∗ = AB∗ ;
(ii) ðàñøèðåíèå AB ñèììåòðè÷åñêîå ⇐⇒ îïåðàòîð B ñèììåòðè-

÷åñêèé. Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî n±(AB) = n±(B).
Â ÷àñòíîñòè, âåðíà ýêâèâàëåíòíîñòü AB=A∗B⇐⇒B=B∗.

(iii) ïóñòü AB1 = A∗B1
è AB2 = A∗B2

. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ýêâèâà-
ëåíòíîñòü:

(AB1 − iI)−1 − (AB2 − iI)−1 ∈ Sp(H)

m
(B1 − iI)−1 − (B2 − iI)−1 ∈ Sp(H), p ∈ (0,+∞].

Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ âåðíû è äëÿ ëèíåéíîãî îòíîøåíèÿ Θ.

Îïåðàòîð B íàçûâàþò ãðàíè÷íûì îïåðàòîðîì ðàñøèðåíèÿ AB .
Îòìåòèì åù¼, ÷òî âïåðâûå ñâÿçü èíäåêñîâ äåôåêòà ñèììåòðè÷åñêî-

ãî ðàñøèðåíèÿ AB àáñòðàêòíîãî ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà A è ñîîò-
âåòñòâóþùåãî åìó ãðàíè÷íîãî îïåðàòîðà B, ò.å. ðàâåíñòâî n±(AB) =
n±(B), îáíàðóæåíî â ðàáîòå [37].
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Budyka V. S., Malamud M. M., Pokrovskii I. L. On the self-adjointness
of some classes of block Jacobi matrices and the associated Schr�odinger
operators with point interactions.

We obtain new conditions for the self-adjointness of some block Ja-
cobi operators, as well as conditions for the maximality of their de�ciency
indices. The obtained results are applied to the study of analogous prop-
erties of Schr�odinger operators with point interactions. We also establish
conditions ensuring the discreteness of their spectra.
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