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О работе

• Заметка содержит несколько лемм и теорему, которые так или ина-
че связаны с проблемой треугольной факторизации операторов [5, 3]
и, в частности, с устойчивостью факторизации [2]. Леммы касаются
сходимости модулей и фаз операторов при различных типах сходимо-
сти операторов. Теорема доставляет регуляризацию проектирования
на образ оператора в случае, когда оператор не является изоморфиз-
мом. Эти результаты носят преимущественно технический характер,
но мы надеемся, что они представляют некоторый самостоятельный
интерес и будут полезны для дальнейшего изучения устойчивости тре-
угольной факторизации. Назначение и будущая цель работы – усиле-
ние результатов [1, 2].

Термины и обозначения

Если не указано иное, операторы предполагаются ограниченными.
Оператор C в гильбертовом пространстве H является неотрица-

тельным, если выполнено (Cf, f) ⩾ 0, f ∈ H , положительным, ес-
ли (Cf, f) > 0, 0 ̸= f ∈ H , и положительно определенным, если
(Cf, f) ⩾ c ∥f∥2, f ∈ H с константой c > 0. Мы пишем C ⩾ O, C > O,
и C ⩾ c I соответственно.

Пусть F и H суть гильбертовы пространства, A,Aj : F → H
(j = 1, 2, · · · → ∞) – операторы. Равномерная (по норме), сильная
и слабая сходимости обозначаются: Aj

u→ A, Aj
s→ A, и Aj

w→ A, что
означает, что ∥Aj−A∥ = max

∥f∥=1
∥(Aj−A)f∥ → 0, ∥(Aj−A)f∥ → 0 и ((Aj−

A)f, h) → 0 выполняются соответственно для всех f ∈ F и h ∈ H .

Ключевые слова: сходимость модулей и фаз операторов, регуляризация проек-
тирования на образ оператора.
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Обозначим через |A| :=
√
A∗A ⩾ O, |A| : F → F модуль оператора и

используем полярное разложение A = Φ|A| с фазой оператора Φ : F →
H . Фаза Φ изометрически отображает Ran |A| ⊂ F на RanA ⊂ H и
аннулирует F ⊖ Ran |A|. Сопряженный оператор Φ∗ изометрически
отображает RanA ⊂ H на Ran |A| ⊂ F и аннулирует H ⊖ RanA.

Операторы Φ∗Φ и ΦΦ∗ являются проекторами в F на Ran |A| и в
H на RanA соответственно. Если Ran |A| = F и RanA = H , то Φ –
унитарный оператор и выполнено Φ∗Φ = IF , ΦΦ∗ = IH .

О сходимости квадратных корней из положительных
операторов

Как известно (см., например, [4]), сходимость Cj
u→ C при j → ∞

влечет
√
Cj

u→
√
C. Докажем, что то же верно для сильной сходимо-

сти.

Лемма 1. Пусть Cj и C суть положительные операторы в гиль-
бертовом пространстве H ,

√
Cj и

√
C – их положительные квад-

ратные корни и выполнено Cj
s→ C. Тогда имеет место сходимость√

Cj
s→
√
C.

Доказательство. 1. Начнём с известных фактов. Для оператора
A = A∗ =

∫
R
λ dEλ и ограниченной функции φ имеем:

∥φ(A)f∥ =

∥∥∥∥∥∥
∫
R

φ(λ) dEλf

∥∥∥∥∥∥ ⩽ ess sup
R

|φ| ∥f∥. (1)

Также отметим, что Cj
s→ C ведет (Cj)

n s→ Cn для любого n ∈ N.
Следовательно, для любого многочлена P2m(z), содержащего только
четные степени z0, z2, z4, . . . , z2m, выполнено

P2m(
√

Cj)
s→ P2m(

√
C), j → ∞. (2)

2. Фиксируем ε > 0. Возьмем f ∈ H , выберем полином с условием

|
√
|λ| − P2m(λ)| < ε, −γ ⩽ λ ⩽ γ, (3)
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и обозначим P̃m(z) := P2m(
√
z). Используя спектральное представле-

ние для Cj и C, имеем

δj := ∥(
√

Cj −
√
C)f∥ ⩽ ∥[

√
Cj − P̃m(Cj)]f∥+ ∥[

√
C − P̃m(C)]f∥

+ ∥[P̃m(Cj)− P̃m(C)]f∥ := Ij + II + IIIj ,

где

Ij =

∥∥∥∥∥∥∥
∫

[0,γ]

[
√
λ− P2m(λ)] dEj

λf

∥∥∥∥∥∥∥ ⩽ ε∥f∥

равномерно по j и

II =

∥∥∥∥∥∥∥
∫

[0,γ]

[
√
λ− P2m(λ)] dEλf

∥∥∥∥∥∥∥ ⩽ ε∥f∥

выполнено в силу (1) и (3).
Оставляя полином P̃m(·) = P2m(

√
·) фиксированным и устремляя

j → ∞, обеспечим произвольную малость IIIj благодаря (2). Таким
образом, выполнено δj → 0, что доказывает Лемму. □

Общие леммы об операторной сходимости

• Следующая лемма усиливает один из результатов работы [1]. На-
помним, что сопряжение A 7→ A∗ не является непрерывным в тополо-
гии сильной сходимости операторов.

Лемма 2. Пусть A = Φ|A| и Aj = Φj |Aj | суть полярные разложения
операторов Aj , A : F → H . 1. Если Aj

s→ A и A∗
j

s→ A∗, то выполня-
ется |Aj |

s→ |A|. 2. Если, кроме того, A инъективен, то выполнено
Φj

s→ Φ и Φ∗
j

w→ Φ∗.

Доказательство. 1. Для произвольного f ∈ F , представляя

∥(|Aj |2 − |A|2)f∥ = ∥A∗
j (Aj −A)f + (A∗

j −A∗)Af∥
⩽ ∥A∗

j∥∥(Aj −A)f∥+ ∥(A∗
j −A∗)Af∥

и используя сходимость A∗
j

s→ A∗, заключаем, что выполнено ∥(|Aj |2−
|A|2)f∥ → 0, т.е. |Aj |2

s→ |A|2. В силу Леммы 1, последнее влечет
|Aj |

s→ |A|.
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2. Представляя

(Φj − Φ)|A| = Aj −A− Φj(|Aj | − |A|),

имеем

∥(Φj − Φ)|A|f∥ ⩽ ∥(Aj −A)f∥+ ∥(|Aj | − |A|)f∥ → 0.

Инъективность A влечет инъективность |A|, из чего следует Ran |A| =
F ⊖ Ker |A| = F . Поскольку Ran |A| плотен в F и ∥Φj∥ равномерно
ограничены, мы приходим к Φj

s→ Φ.
Представляя

|A|(Φ∗
j − Φ∗) = A∗

j −A∗ − (|Aj | − |A|)Φ∗
j

и произвольно выбирая f ∈ F , h ∈ H , имеем

((Φ∗
j − Φ∗)h, |A|f) = ((A∗

j −A∗)h, f) + (Φ∗
jh, (|Aj | − |A|)f) → 0.

Последнее, с учетом Ran |A| = F , легко ведет к Φ∗
j

w→ Φ∗. □

Утверждение 1 приводится в [6] в качестве упражнения. Утвержде-
ние 2 найти в литературе нам не удалось.

Замечание 1. Если в предположениях доказанной Леммы все фазы
Φj и Φ являются унитарными, то выполнено Φ∗

j
s→ Φ∗, поскольку для

унитарных операторов сильная и слабая сходимости эквивалентны.
Такой случай встречается в приложениях [1].

• Для линеала G , через PG мы обозначаем проектор на G . Пусть A
есть оператор из F в H , A = Φ|A| - его полярное разложение. Тогда
выполнены соотношения Φ∗Φ = P|A|F и ΦΦ∗ = PAF .

Если M ⊂ F - подпространство, то справедливо равенство PAM =
ΦP|A|MΦ∗. Для проверки достаточно установить, что его правая часть
обладает всеми характеристическими свойствами проектора на AM ,
которые суть PAM = P ∗

AM = P 2
AM и RanPAM = AM . Как пример

такой проверки, см. ниже доказательство Леммы 4.
Пусть Aj

·→ A – какая-либо из сходимостей. Мы говорим, что она
регулярна на подпространстве M ⊂ F (и пишем Aj

·, r→ A), если вы-
полнено PAjM

s→ PAM [2]. Случай M = F = H , Aj = j−1I u→ O = A,
PAjF = I ̸→ O = PA дает тривиальный пример нерегулярной сходи-
мости. Более содержательные примеры см. в [2].
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Лемма 3. Пусть Aj = Φj |Aj | и A = Φ|A| суть полярные разложения
операторов Aj , A : F → H и Aj

s→ A, Φ∗
j

s→ Φ∗. Пусть A инъекти-
вен. Предположим, что Aj

s,r→ A выполняется на подпространстве
M ⊂ F . Тогда имеет место сходимость |Aj |

s,r→ |A| на M .

Доказательство. Регулярность Aj
s→ A на M означает, что выпол-

нено

PAjM = PΦj |Aj |M = ΦjP|Aj |MΦ∗
j

s→ PAM = PΦ|A|M = ΦP|A|MΦ∗.

Таким образом, для произвольного h ∈ H имеем

ΦjP|Aj |MΦ∗
jh− ΦP|A|MΦ∗h = oj

с ∥oj∥ → 0. Умножая на Φ∗
j и учитывая Φ∗

jΦj = P|Aj |M , получаем

P|Aj |MΦ∗
jh− Φ∗

jΦP|A|MΦ∗h = o′j .

Из представлений

P|Aj |MΦ∗
jh = P|Aj |MΦ∗h+ o′′j ,

Φ∗
jΦP|A|MΦ∗h = Φ∗ΦP|A|MΦ∗h+ o′′′j = P|A|MΦ∗h+ o′′′j ,

видно, что P|Aj |MΦ∗h− P|A|MΦ∗h = õj , так что выполнено

∥(P|Aj |M − P|A|M )Φ∗h∥ → 0, h ∈ H ,

т.е. P|Aj |M
s→ P|A|M выполнено на образе Φ∗H = RanΦ∗, который

плотен в RanΦ∗ = F ⊖KerΦ = F ⊖KerA = F по инъективности A.
Подводя итог, приходим к P|Aj |M

s→ P|A|M в F . □

• Приведем результат вспомогательного характера.

Предложение 1. Пусть Aj = Φj |Aj | и A = Φ|A| суть полярные
разложения операторов Aj , A : F → H и имеют место сходимости
Aj

s→ A, Φ∗
j

s→ Φ∗. Пусть A инъективен. Предположим, что Aj
s,r→ A

на подпространстве M ⊂ F . Тогда имеет место сходимость |Aj |
s,r→

|A| на M .

Доказательство. Для h = Wf ∈ WM , с учетом PWf = Wf and
PjWjf = Wjf , имеем

(Pj − P )h = PjWf −Wf = Pj(W −Wj)f + PjWjf −Wf

= Pj(W −Wj)f +Wjf −Wf = (Pj − I)(W −Wj)f →
α→∞

0.
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так как образ WM плотен в WM , приходим к нужному результату.
□

Регуляризация

• Пусть H и M ⊂ H – гильбертово пространство и его (замкну-
тое) подпространство: T – самосопряженный изоморфизм: T ∗ = T и
∥Tf∥ ⩾ c ∥f∥, c > 0. Пусть X и P суть проекторы в H на M и TM
соответственно. Через e : M → H мы обозначаем (естественное) вло-
жение M ↪→ H , так что выполнено e∗ : H → M , e∗e = IM и ee∗ = X.

Лемма 4. Справедливо представление

P = Te
[
e∗ T 2e

]−1
e∗T.

Доказательство. Проверим, что оператор P ′ := Te
[
e∗ T 2e

]−1
e∗T

обладает всеми характеристическими свойствами проектора на TM .
Соотношения P ′ = P ′ ∗ и P ′ 2 = P ′ легко следуют из вида правой

части и показывают, что P ′ является ортогональным проектором в H .
Для любого y ∈ H справедливо соотношение P ′y = Tm с m =

e
[
e∗ T 2e

]−1
e∗Ty ∈ M , что ведет к RanP ′ ⊂ TM .

Для любого m ∈ M справедливо соотношение m = Xm = ee∗m.
Представляя Tm = (Te

[
e∗ T 2e

]−1
e∗T )Tee∗m = P ′Tm, мы видим, что

выполнено RanP ′ ⊃ TM . Следовательно, имеем RanP ′ = TM .
Таким образом, P ′ проектирует на TM , т.е. совпадает с P . □

• В лемме 4 заменим ∥Tf∥ ⩾ c ∥f∥ на (Tf, f) > 0, f ̸= 0 и обозначим
Tε = T + ε I, ε > 0. При этом Tε является изоморфизмом (регуляри-
зацией T ), но T = u- lim

ε→0
Tε может не быть изоморфизмом. Пусть Pε

проектирует на TεM , так что выполнено

Pε = Tε e
[
e∗ T 2

ε e
]−1

e∗Tε.

Пусть P проектирует на TM .

Теорема 1. Сходимость Pε
s→ P имеет место при ε → 0.

Доказательство. Пусть M ⊂ H есть подпространство, T – положи-
тельный оператор.

Рассмотрим подпространства N = TM , Nε = (T + εI)M = (T +
εI)M и проеторы P , Pε на них. По Предложению 1 имеем

Pεx →
ε→0

Px, x ∈ N .
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Покажем, что сходимость имеет место и для x ∈ H ⊖ N . Для этого
достаточно доказать, что Pεx → 0 при ε → 0, т.е. что(

x,
(T + εI)y
∥(T + εI)y∥

)
→ 0, y ∈ M

выполнено равномерно по y. Поскольку (x, Ty) = 0, это значит пока-
зать, что выполняется(

x,
εy

∥(T + εI)y∥

)
→ 0, y ∈ M .

По положительности T имеем

ε(T + εI)−1 =

∫
[0,∥T∥]

ε

λ+ ε
dET

λ
s→ O,

что ведет к(
x,

εy

∥(T + εI)y∥

)
=

(
x,

ε(T + εI)−1zε
∥zε∥

)
=

(
ε(T + εI)−1x,

zε
∥zε∥

)
→ 0 .

Итак, получаем Pε
s→ P на TM и Pε

s→ O на H ⊖ TM , т.е. Pε
s→ P

на H . □

Авторы приносят благодарность проф. В. В. Капустину за полезные
консультации.
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Let Aj , A : F → H be bounded operators, Aj = Φj |Aj |, A = Φ|A|
be their polar decompositions. Let Aj → A hold in one of the operator
topologies. We present several lemmas on the convergence of |Aj | → |A|
and Φj → Φ. We prove a theorem on the regularization of the projection
onto the image of an operator in the case where the operator is not an
isomorphism. These topics are related to questions arising in connection
with the problem of triangular factorization of operators. We hope that
our results are of some independent interest and will be useful for further
study of the stability of triangular factorization.
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