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Ââåäåíèå

1. Èññëåäóåòñÿ îäíîìåðíûé îïåðàòîð Øðåäèíãåðà

Hψ(x) = −ψ′′(x) + v(x)ψ(x) (1)

íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè ñ ïîòåíöèàëîì

v(x) =

∞∑
`=0

λ`δ(x− x`), (2)

ãäå {x`}`∈Z+
⊂ R+ � òàêîé íàáîð çàíóìåðîâàííûõ ïî âîçðàñòàíèþ

òî÷åê, ÷òî

x0 > d > 0, x`+1 − x` > d > 0 ∀` ∈ Z+, (3)

è âñå λ` > 0. Ïåðâîå èç óñëîâèé (3) îçíà÷àåò, ÷òî áàðüåðû îòäåëåíû
îò ëåâîãî êîíöà ïîëóîñè; îíî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè ñïåêòðàëü-
íîé ôóíêöèè (ï. 3.2). Âòîðîå óñëîâèå îáåñïå÷èâàåò ñàìîñîïðÿæåííîñòü
îïåðàòîðà [1]. Â íóëå ñòàâèòñÿ óñëîâèå îáùåãî âèäà

cos(α)ψ(0) + sin(α)ψ′(0) = 0, α ∈ [0, π). (4)

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîä÷èíåííûå ðåøåíèÿ, îïåðàòîð Øðåäèíãåðà, áåñêîíå÷íîå
÷èñëî ïîòåíöèàëüíûõ áàðüåðîâ, àáñîëþòíî íåïðåðûâíûé ñïåêòð.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò No. 22-11-00092-Ï),
https://rscf.ru/project/22-11-00092/.
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Îïåðàòîð (1) ñàìîñîïðÿæåí íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ [1]

D =
{
ψ ∈W 1

2 (0,∞) : cos(α)ψ(0) + sin(α)ψ′(0) = 0,

ψ
∣∣
(x`,x`+1)

∈W 2
2 (x`, x`+1) ∀` > −1,∑

`>−1

∥∥ψ′′∥∥2

L2(x`,x`+1)
<∞,

ψ′(x` + 0)− ψ′(x` − 0) = λ`ψ(x`) ∀` ∈ Z+

}
(5)

(çäåñü è äàëåå x−1 = 0, òàê ÷òî ïåðâûé èíòåðâàë åñòü (0, x0)) è äåé-

ñòâóåò íà (x`, x`+1) êàê − d2

dx2 . Íàø èíòåðåñ ê îïåðàòîðàì ñ δ-âçàèìî-
äåéñòâèÿìè ñâÿçàí ñ ðàáîòîé [2], î ÷åì ìû ïîäðîáíåå ïîãîâîðèì â ï. 3.

2. Òåîðèÿ ïîä÷èíåííûõ ðåøåíèé. Ïîòåíöèàë v ∈ L1,loc(R+) áóäåì
íàçûâàòü ðåãóëÿðíûì; äëÿ îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà ñ ðåãóëÿðíûì ïî-
òåíöèàëîì â [4] ðàçðàáîòàíà òåîðèÿ ïîä÷èíåííûõ ðåøåíèé. Îíà ïîçâî-
ëÿåò èçó÷àòü ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà ïî ïîâåäåíèþ ðåøåíèé
ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà íà áåñêîíå÷íîñòè. Â ýòîé
ðàáîòå ìû ðàñïðîñòðàíÿåì òåîðèþ ïîä÷èíåííûõ ðåøåíèé íà îïåðàòî-
ðû (1) ñ ïîòåíöèàëîì (2), äåéñòâóÿ ïî òîìó æå ïëàíó, ÷òî è àâòîðû [4].
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ îïåðàòîðîâ ñ δ-âçàèìîäåéñòâèÿìè íà ïîëóîñè ðà-
íåå áûëè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû ñ ïîìîùüþ òåîðèè ïîä÷èíåííûõ ðåøå-
íèé [5, 6]; ñïåêòð îïåðàòîðîâ ñ ñèíãóëÿðíûìè ïîòåíöèàëàìè èçó÷àëñÿ
òàêæå â ðàáîòàõ Ïîæàðñêîãî [7, 8], íî ñòðîãîãî îáîñíîâàíèÿ òåîðèè
ïîä÷èíåííûõ ðåøåíèé äëÿ ñèíãóëÿðíûõ ïîòåíöèàëîâ â ëèòåðàòóðå,
ïî-âèäèìîìó, íåò.

Íàïîìíèì îñíîâíûå êîíñòðóêöèè ñïåêòðàëüíîé òåîðèè è òåîðèè
ïîä÷èíåííûõ ðåøåíèé. Äëÿ îäíîìåðíûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòî-
ðîâ Øðåäèíãåðà ìîæíî ââåñòè ñêàëÿðíóþ ñïåêòðàëüíóþ ìåðó µ è ðàç-
ëîæèòü å¼ íà àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ µa.c, ñèíãóëÿðíî íåïðåðûâíóþ
µs.c. è òî÷å÷íóþ µp êîìïîíåíòû (ñì. [9, ãëàâà II, �1]). Ïîäìíîæåñòâî
S ⊂ R íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì íîñèòåëåì ìåðû τ íà R, åñëè âû-
ïîëíåíû óñëîâèÿ:
(i) τ(R \ S) = 0;
(ii) åñëè S1 ⊂ S è τ(S1) = 0, òî dx(S1) = 0, ãäå dx � ìåðà Ëåáåãà.

Ìíîæåñòâî âñåõ ìèíèìàëüíûõ íîñèòåëåé äàííîé ìåðû τ îáðàçóåò
êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïî îòíîøåíèþ

M′ ∼M ⇐⇒ τ(M′4M) = dx(M′4M) = 0, (6)
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ãäå A4B = A ∪B \A ∩B � ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü.
Ðåøåíèå ψs óðàâíåíèÿ

Hψ(x) = Eψ(x), x > 0, (7)

íàçûâàåòñÿ ïîä÷èíåííûì, åñëè äëÿ ëþáîãî äðóãîãî ðåøåíèÿ ψ, ëèíåé-
íî íåçàâèñèìîãî ñ ψs, âûïîëíåíî

lim
x→+∞

x∫
0

|ψs(t)|2dt
x∫
0

|ψ(t)|2dt
= 0.

Íèæå, ãîâîðÿ î ãðàíè÷íîì óñëîâèè, áóäåì ïîäðàçóìåâàòü óñëîâèå (4).
Äëÿ ðåãóëÿðíûõ ïîòåíöèàëîâ â [4] äîêàçàíà

Òåîðåìà 1. ÌíîæåñòâàM′,M′a.c.,M′s.,M′s.c. èM′p., îïðåäåëåííûå
íèæå, ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè íîñèòåëÿìè ìåð µ, µa.c., µs., µs.c. è
µp. îïåðàòîðà (1) ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (4):

(i)M′=R\{E∈R : ∃ψs, ψs íå óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ};
(ii)M′a.c.={E ∈ R : 6 ∃ψs};
(iii)M′s.={E∈R : ∃ψs, ψs óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ};
(iv)M′s.c.={E ∈ R :, ∃ψs, ψs óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ,

ψs 6∈ L2(0,∞)};
(v)M′p. = {E ∈ R : ∃ ψs, ψs óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ,

ψs ∈ L2(0,∞)}.

Â ýòîé ðàáîòå ìû äîêàçûâàåì òåîðåìó 1 äëÿ îïåðàòîðà (1) ñ ïîòåí-
öèàëîì (2) è ïðèìåíÿåì å¼ ê èññëåäîâàíèþ ñïåêòðà îïåðàòîðà èç [2],
ïîäðîáíî îáñóæäàåìîãî â �3.

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ïðèìåíèìîñòè ðåçóëüòàòîâ Ãèëáåðòà è Ïèðñîíà [4]
â íàøåì ñëó÷àå ìû ïðîäåëûâàåì ñëåäóþùèå øàãè. Â �2 âîñïðîèçâî-
äèòñÿ ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà [4] è îòìå÷àþòñÿ ìåñòà, òðåáóþùèå äîïîë-
íèòåëüíîé ïðîâåðêè ïðè ïåðåõîäå ê ïîòåíöèàëó (2). Â �3 ïî ïëàíó [9]
êîðîòêî îïèñûâàåòñÿ ïîñòðîåíèå ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèè è ôóíêöèè
Âåéëÿ; ÷óâñòâèòåëüíûå ê ïîòåíöèàëó ìåñòà ñíîâà âûäåëÿþòñÿ. Ýòè
ìåñòà ïðîâåðÿþòñÿ â �4, ÷åì çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1
äëÿ ñèíãóëÿðíûõ ïîòåíöèàëîâ.

3. Ñïåêòð îïåðàòîðà ñ ðàçáåãàþùèìèñÿ áàðüåðàìè.



ÏÎÄ×ÈÍÅÍÍÛÅ ÐÅØÅÍÈß 73

Â ðàáîòå Ïèðñîíà [3] èññëåäîâàëè îïåðàòîð Øðåäèíãåðà íà ïîëóîñè
ñ óñëîâèåì Äèðèõëå â íóëå è ñ ïîòåíöèàëîì

v(x) =

∞∑
i=1

W (x− ai), ai = (i− 1)a+

i∑
j=1

Nj ,

ãäå a > 0, {Nj}∞j=1 ⊂ R+ � ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, à W ∈ L1(0, a), ïðè÷åì, ñ÷èòàåì W ≡ 0 âíå (0, a), â ðåçóëüòàòå
ïîòåíöèàë ñîñòîèò èç íåïåðåêðûâàþùèõñÿ îäèíàêîâûõ áàðüåðîâ. Ïèð-
ñîí ïîêàçàë, ÷òî, åñëè ÷èñëà Nj ðàñòóò äîñòàòî÷íî áûñòðî, òî ñïåêòð
ïðè E > 0 ñèíãóëÿðíî íåïðåðûâåí.

Îäíàêî ïðèìåð Ïèðñîíà íå ïîçâîëÿåò: à) ÿâíî óêàçàòü, êàê èìåí-
íî äîëæíû ðàñòè ÷èñëà Nj ; á) èñëåäîâàòü ïîâåäåíèå (îáîáùåííûõ)
ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé. Ñ öåëüþ ïðîäâèíóòüñÿ â ýòèõ äâóõ âîïðîñàõ â
ðàáîòå [2] áûëî íà÷àòî èññëåäîâàíèå îïåðàòîðà (1) ñ ïîòåíöèàëîì (2) è

λ` = λ > 0 ∀` ∈ Z+, x` =
a`2

2
+ b`+ c, (8)

ãäå a ∈ (0, 1), b ∈ [0, 1), c > 0 � ïàðàìåòðû. Ïî ñóòè äàííûé îïåðàòîð
îòëè÷àåòñÿ îò ïðèìåðà Ïèðñîíà òåì, ÷òî ìû çàìåíèëè W íà äåëüòà-
ôóíêöèè. Ðàññòîíèÿ ìåæäó {x`} ðàñòóò ëèíåéíî, ïîýòîìó åñòü íàäåæ-
äû, ÷òî ó îïåðàòîðà åñòü ñèíãóëÿðíî íåïðåðûâíûé ñïåêòð; â ýòîé ðà-
áîòå ìû äîêàçûâàåì, ÷òî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûé ñïåêòð îòñóòñòâóåò
(òåîðåìà 2).

Äàííûé îïåðàòîð îñîáåííî èíòåðåñåí òåì, ÷òî åãî èññëåäîâàíèå ïðè-
âîäèò ê ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ ñ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöè-
åíòàìè [2], êîòîðîå ìîæíî èçó÷àòü ïåðåíîðìèðîâî÷íûì ïîäõîäîì, âîç-
íèêøèì â òåîðèè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ è ïðåäëîæåííûì â
ðàáîòàõ Áóñëàåâà è Ôåäîòîâà (ñì îáçîð [10]). Ïîñëåäíåå óêàçûâàåò íà
âîçìîæíûå áîãàòûå ñàìîïîäîáíûå ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà.

Ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Âåéëÿ, íåòðóäíî ïîëó-
÷èòü, ÷òî ñïåêòð çàíèìàåò âñþ ïîëîæèòåëüíóþ ïîëóîñü. Â ðàáîòå äî-
êàçàíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ c > 0, λ > 0 è ïî÷òè âñåõ ïàð
(a, b) ∈ (0, 1) × [0, 1) îïåðàòîð (1) ñ ïîòåíöèàëîì (2) è ãðàíè÷íûì
óñëîâèåì (4), óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì (8), íå èìååò àáñîëþòíî
íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà:

σa.c. = ∅.
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Êðàòêî îïèøåì èäåè äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2. Êàê ïîêàçàíî â [2],
óðàâíåíèå (7) ñâîäèòñÿ ê ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ

F`+1 =M(ω`+ θ, ν)F`, M(x, ν) =

(
2ν sinπx −e−iπx
eiπx 0

)
ñì. (11); ïàðàìåòðû ω, ν è θ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç a, b è E ÿâíûìè ôîðìó-
ëàìè (ñì. (10)). Äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé ïîâåäåíèå ðåøåíèé íà áåñêîíå÷-
íîñòè îïèñûâàåòñÿ ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà (ñì. [11, ï. 9.2]). Èñïîëüçóÿ
èäåþ Ýðìàíà [12], ìû äîêàçûâàåì, ÷òî ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà îöåíè-
âàåòñÿ ñíèçó ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòîé (òåîðåìà 3). Òàê æå êàê ïðè
äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Èñèè è Ïàñòóðà (ñì. [11, ï. 9.3]) ñ ïîìîùüþ
òåîðåìû Ôóáèíè è òåîðåìû Ðþýëÿ (ñì. [11, ï. 9.3]) ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
äëÿ ïî÷òè âñåõ a è b ïðè ïî÷òè âñåõ E > 0 îäíî ðåøåíèå ðàçíîñòíî-
ãî óðàâíåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò, à ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñ íèì
ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóò. Ñ ïîìîùüþ ñâÿçè ñ èñõîäíûì óðàâíåíèåì ïî-
ëó÷àåì, ÷òî äëÿ íåãî ïîä÷èíåííîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò äëÿ ïî÷òè âñåõ
a è b, è èç ïóíêòà (ii) òåîðåìû 1 âûòåêàåò σa.c. = ∅. 1

�1. Îòñóòñòâèå àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà ïðè

êâàäðàòè÷íîì ðàñïîëîæåíèè áàðüåðîâ

Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ òåîðåìû 1 ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé îïå-
ðàòîðà (1) ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (4), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì (8)
(ïîñòîÿííûå λ` = λ > 0, êâàäðàòè÷íîå ðàñïîëîæåíèå òî÷åê), èññëå-
äîâàâøèéñÿ â [2]. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ ïàð (a, b) àáñîëþòíî
íåïðåðûâíûé ñïåêòð îòñóòñòâóåò.

1.1. Ìàòðèöà ìîíîäðîìèè è ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà. Íà èíòåð-
âàëàõ (x`, x`+1) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7) èìååò âèä

ψ(x) = A`e
ikx +B`e

−ikx, x ∈ (x`, x`+1), (9)

ãäå k =
√
E > 0. Ñëåäóÿ [2], ïîëîæèì

ω =
a
√
E

π
, ν =

√
1 +

λ2

4E
, θ =

ω

2
+
b
√
E

π
− 1

π
arctg

λ

2
√
E

+
1

2
. (10)

1Íåêàÿ íåîáû÷íîñòü íàøåé ñèòóàöèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïàðàìåòðû â ðàçíîñò-
íîì óðàâíåíèè íå íåçàâèñèìû, à çàâèñÿò îò ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà èñõîäíîãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (ñì. (10)).
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Ðàññìîòðèì ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå äëÿ âåêòîðíî-çíà÷íîé ôóíêöèè F :
Z→ C2

F`+1 =M(ω`+ θ, ν)F`, (11)

ãäå

M(x, ν) =

(
2ν sinπx −e−iπx
eiπx 0

)
, detM(x, ν) = 1. (12)

Êîýôôèöèåíòû A` è B` èç (9) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïåðâóþ êîìïîíåíòó

F
(1)
` âåêòîðíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (11) ôîðìóëàìè

A` = e−
iπω`2

2 −iπ`(ω+ bk
π )F

(1)
` , (13)

B` =

(
2ik

λ
(A`+1 −A`)−A`

)
e2ikx` . (14)

Ëþáîå âåêòîðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíäà-
ìåíòàëüíîå ìàòðè÷íîå ðåøåíèå F`(ω, ν, θ), îïðåäåëÿåìîå óñëîâèÿìè

F`+1(ω, ν, θ) =M(ω`+ θ, ν)F`(ω, ν, θ), F0(ω, ν, θ) = I.

Ìû ðàññìàòðèâàåì èððàöèîíàëüíûå çíà÷åíèÿ ω. Ïîëîæèì

γ(ω, ν, θ) = lim
N→∞

1

N
ln ‖FN (ω, ν, θ)‖, (15)

åñëè ïðåäåë ñóùåñòâóåò. Âðåìåííî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî θ íåçàâèñèìûé
ïàðàìåòð, òîãäà èç îáùèõ êîíñòðóêöèé (ñì. êíèãó [11, ï. 9.3, òåîðå-
ìà 9.10]) òàêîé ïðåäåë ñóùåñòâóåò äëÿ ïî÷òè âñåõ θ è íå çàâèñèò îò θ.
Îáùåå äëÿ ïî÷òè âñåõ θ çíà÷åíèå ýòîãî ïðåäåëà íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòå-
ëåì Ëÿïóíîâà. Îäíàêî ó íàñ âñå ïàðàìåòðû â ôîðìóëå (10) çàâèñÿò îò
a, b è E, èç-çà ÷åãî ïîòðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé àíàëèç.

1.2. Îöåíêà ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà ñíèçó. Â ýòîì ÷àñòè ìû äîêà-
æåì òåîðåìó.

Òåîðåìà 3. Ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà íå ìåíüøå ln ν.

Ñíà÷àëà ìû ïîëó÷èì îöåíêó ñíèçó äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ
1
N ln ‖FN (ω, ν, θ)‖ ïî θ; äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 1.1. Äëÿ âñåõ E > 0 è N ∈ N

1

2

2∫
0

1

N
ln ‖FN (ω, ν, θ)‖ dθ > ln ν. (16)
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Çàìå÷àíèå 1.1. Ïðàâàÿ ÷àñòü (16) ïîëîæèòåëüíà ïðè âñåõ E > 0:

ïîñêîëüêó ν =
√

1 + λ2

4E > 1, à λ è E ïîëîæèòåëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1.1. Èç (11) è (12) èìååì

FN (ω, ν, θ) =M(θ + (N − 1)ω, ν) · · ·M(θ + ω, ν)M(θ, ν), (17)

M(x, ν) =

(
−iνeiπx + iνe−iπx −e−iπx

eiπx 0

)
.

Ñëåäóÿ èäåÿì èç [12], ïîëîæèì z = eiπθ. Òîãäà

M(θ + nω, ν) =

(
−iνz eiπnω + iνz−1e−iπnω −z−1e−iπnω

z eiπnω 0

)
.

Ïîñêîëüêó ïðè |z| = 1 óìíîæåíèå âñåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû íà z íå
ìåíÿåò íîðìû, âûðàæåíèå (17) èìååò òó æå íîðìó, ÷òî è∥∥∥∥( −iνz2eiπ(N−1)ω + iνe−iπ(N−1)ω −e−iπ(N−1)ω

z2eiπ(N−1)ω 0

)
· · ·

· · ·
(
−iνz2 + iν −1

z2 0

)∥∥∥∥ , (18)

ãäå â êà÷åñòâå ìàòðè÷íîé íîðìû èñïîëüçóåòñÿ íîðìà Ãèëüáåðòà�
Øìèäòà. Âûðàæåíèå (18) ÿâëÿåòñÿ ñóáãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé ïå-
ðåìåííîé z ∈ C (ñì., íàïðèìåð, [11, ï. 10.2]). À ïîñêîëüêó ïðè èçìå-
íåíèè θ îò 0 äî 2 òî÷êà z = eiπθ ïðîáåãàåò åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü,
ïî ñâîéñòâó ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ îò ñóáãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè (ñì. [11,
ï. 10.2]) ïîëó÷àåì

1

2

2∫
0

ln ‖FN (ω, ν, θ)‖ dθ > ln ‖FN‖z=0. (19)

Ïðè z = 0 êàæäûé ñîìíîæèòåëü â ôîðìóëå (18) ïðèíèìàåò âèä(
iνe−iπnω −e−iπnω

0 0

)
,

ïîýòîìó

FN (ω, ν, θ) = νN−1e−iπNω
(
iν −1
0 0

)
,

‖FN‖z=0 = νN−1
√
ν2 + 1 > νN .

Îòêóäà âûòåêàåò äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1.1. �
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Êàê ìû îòìå÷àëè â êîíöå ï. 1.1 ïî-
êàçàòåëü Ëÿïóíîâà ýòî îáùåå çíà÷åíèå ïðåäåëà (15) äëÿ ïî÷òè âñåõ θ,
ïîýòîìó, âçÿâ ñðåäíåå ïî θ â ôîðìóëå (15), ìû ïîëó÷èì äëÿ ïîêàçàòåëÿ
Ëÿïóíîâà âûðàæåíèå

Υ(ω, ν) =
1

2

2∫
0

(
lim
N→∞

1

N
ln ‖FN (ω, ν, θ)‖

)
dθ. (20)

Ïîñêîëüêó íîðìû ìàòðèö M èç ôîðìóëû (17) ðàâíîìåðíî îãðàíè-
÷åíû ïî θ ñâåðõó, à ñíèçó îãðàíè÷åíû åäèíèöåé (òàê êàê detM = 1), òî
è âûðàæåíèå 1

N ln ‖FN (ω, ν, θ)‖ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî ïî θ. Â ðåçóëü-
òàòå äëÿ ïîäèíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (20)
ñóùåñòâóåò ñóììèðóåìàÿ ìàæîðàíòà. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü òåî-
ðåìó Ëåáåãà, ÷òîáû ïîìåíÿòü â (20) ïðåäåë è èíòåãðàë ìåñòàìè. À
òîãäà èç (20) è ïðåäëîæåíèÿ 1.1 âûòåêàåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå òåî-
ðåìû. �

1.3. Îöåíêà ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà äëÿ ïî÷òè âñåõ ïàðàìåòðîâ.

Ìû âîñïîëüçóåìñÿ ïîëó÷åííîé îöåíêîé, ÷òîáû îöåíèòü ïðåäåë (15)
äëÿ ïî÷òè âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ (a, b, E) èñõîäíîé çàäà÷è. Ïðè
ýòîì ðå÷ü ïîéäåò ïðî ìíîæåñòâî �ïëîõèõ� ïàðàìåòðîâ ω, ν, θ, äëÿ
êîòîðûõ ïðåäåë (15) íå ñóùåñòâóåò èëè íå ñîâïàäàåò ñ ïîêàçàòåëåì
Ëÿïóíîâà. Ñíà÷àëà ìû äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî �ïëîõèõ� ïàðàìåò-
ðîâ (ω, ν, θ) èìååò íóëåâóþ ìåðó, ïðèìåíèâ òåîðåìó Ôóáèíè, ïîäîáíî
òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Èññè�Ïàñòóðà â
êíèãå [11, ï. 9.3, òåîðåìà 9.13]. Çàòåì ñ ïîìîùüþ òåîðåìû î çàìåíå
ïåðåìåííûõ ìû ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ (a, b, E) èñõîä-
íîé çàäà÷è, äëÿ êîòîðûõ ïðåäåë (15) íå ñóùåñòâóåò èëè íå ñîâïàäàåò
ñ ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà, èìååò íóëåâóþ ìåðó. Èíîãäà íèæå ìû áóäåì
âìåñòî γ(ω, ν, θ) ïèñàòü γ(a, b, E), ïîä÷åðêèâàÿ çàâèñèìîñòü ïàðàìåò-
ðîâ (ω, ν, θ) îò (a, b, E) (ôîðìóëà (10)). Â èòîãå ìû äîêàæåì òåîðåìó.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü c > 0 è λ > 0 ôèêñèðîâàíû. Òîãäà äëÿ ïî÷òè âñåõ
ïàð (a, b) ∈ (0, 1)×[0, 1) ïðè ïî÷òè âñåõ E > 0 ïðåäåë (15) ñóùåñòâóåò
è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

γ
(
a, b, E

)
> ln ν(E) > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Èç-çà 1-ïåðèîäè÷íîñòè ‖FN (ω, ν, θ)‖ ïî θ, ïàðà-
ìåòð θ ìîæíî ñ÷èòàòü òî÷êîé îêðóæíîñòè T = R/Z. Ïóñòü | · | � ìåðà
Ëåáåãà â Rk (ðàçìåðíîñòü k ÿñíà èç êîíòåêñòà).
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Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå X = R × (1,+∞) × R ñ ìåðîé Ëåáåãà
dω dν dθ ìíîæåñòâî

Bad =
{

(ω, ν, θ) ∈ X : ïðåäåë γ(ω, ν, θ) íå ñóùåñòâóåò

èëè íå ðàâåí ïîêàçàòåëþ Ëÿïóíîâà ïðè çàäàííûõ ω è ν
}
.

Ôóíêöèè (ω, ν, θ) 7→ 1
N ln ‖FN (ω, ν, θ)‖ íåïðåðûâíû, ïîýòîìó èõ âåðõ-

íèé è íèæíèé ïðåäåëû ïðè N → ∞ � èçìåðèìûå ïî Ëåáåãó ôóíêöèè
íà X (ñì., íàïðèìåð, [17], òåîðåìà 1.14), ïîýòîìó ìíîæåñòâî, ãäå ýòè
ïðåäåëû ñîâïàäàþò (èëè íå ñîâïàäàþò), èçìåðèìî ïî Ëåáåãó. Ïîñêîëü-
êó äëÿ ïî÷òè âñåõ θ çíà÷åíèå ïðåäåëà (15) ñîâïàäàåò ñ ïîêàçàòåëåì
Ëÿïóíîâà, òî ïîñëåäíèé âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

Υ(ω, ν) =
1

2

2∫
0

γ(ω, ν, θ)dθ,

îòêóäà ïî òåîðåìå Ôóáèíè âûòåêàåò, ÷òî ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà � èç-
ìåðèìàÿ ôóíêöèÿ. Â ðåçóëüòàòå ìíîæåñòâî Bad èçìåðèìî ïî Ëåáåãó.
Ïîêàæåì, ÷òî |Bad| = 0.

2. Ïîñêîëüêó ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà ñóùåñòâóåò è îäèíàêîâ äëÿ ïî÷òè
âñåõ θ ïðè êàæäîì ν > 1 è êàæäîì èððàöèîíàëüíîì ω ñå÷åíèå

Badω,ν = {θ ∈ R : (ω, ν, θ) ∈ Bad}

èìååò íóëåâóþ ìåðó. Ïî òåîðåìå Ôóáèíè�Òîíåëëè (ñì., íàïðèìåð, [15,
��35�36], èëè [16, ï. 19.3])

|Bad| =
+∞∫
1

∫
R

|Badω,ν | dω dν = 0.

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî çäåñü ñóùåñòâåííà èçìåðèìîñòü ìíîæåñòâà Bad, óñòà-
íîâëåííàÿ â �1.
3. Âñïîìíèì, ÷òî ω, ν è θ çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ (a, b, E) èñõîäíîé çà-
äà÷è ïî ôîðìóëàì (10). Ðàññìîòðèì îòêðûòîå ìíîæåñòâî U = (0, 1)×
(0, 1)× (0,+∞) ñ ìåðîé Ëåáåãà da db dE è ãëàäêîå îòîáðàæåíèå

Ψ : U → X, Ψ(a, b, E) =
(
ω(a,E), ν(E), θ(a, b, E)

)
,

çàäàííîå ôîðìóëàìè (10). Ìíîæåñòâî Ψ−1(Bad) áîðåëåâñêîå êàê ïðî-
îáðàç áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè (ñì. [17,



ÏÎÄ×ÈÍÅÍÍÛÅ ÐÅØÅÍÈß 79

ï. 1.11 è òåîðåìà 1.12(b)]). Ïîêàæåì, ÷òî ìåðà ýòîãî ïðîîáðàçà ðàâíà
íóëþ:

|Ψ−1(Bad)| = 0.

Îòîáðàæåíèå Ψ èíúåêòèâíî: ïî òðîéêå (ω, ν, θ) ∈ Ψ(U) ïàðàìåòðû âîñ-
ñòàíàâëèâàþòñÿ îäíîçíà÷íî ôîðìóëàìè

E =
λ2

4(ν2 − 1)
, a =

πω√
E
,

b =
π√
E

(
θ − ω

2
+

1

π
arctg

λ

2
√
E
− 1

2

)
.

ßêîáèàí îòîáðàæåíèÿ Ψ âû÷èñëÿåòñÿ èç (10)

J(a, b, E) = det
∂(ω, ν, θ)

∂(a, b, E)
= − ∂ν

∂E
· det

(
∂ω
∂a

∂ω
∂b

∂θ
∂a

∂θ
∂b

)
=

λ2

8π2νE
> 0

ïðè âñåõ E > 0 è λ 6= 0. Òàêèì îáðàçîì, Ψ � èíúåêòèâíîå ãëàäêîå
îòîáðàæåíèå ñ íåâûðîæäåííûì ÿêîáèàíîì; Ψ � äèôôåîìîðôèçì. Ïî
ôîðìóëå çàìåíû ïåðåìåííûõ â èíòåãðàëå Ëåáåãà (ñì., íàïðèìåð, [17,
òåîðåìà 7.26])

|Ψ−1(Bad)| =
∫

Ψ−1(Bad)

da db dE =

∫
Bad∩Ψ(U)

dω dν dθ

J
(
Ψ−1(ω, ν, θ)

) = 0,

ïîñêîëüêó |Bad| = 0. Îòêóäà ñíîâà ïî òåîðåìå Ôóáèíè ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî
äëÿ ïî÷òè âñåõ ïàð (a, b) ñå÷åíèå{

E>0 : (a, b, E)∈Ψ−1(Bad)
}

=
{
E > 0 : γ

(
E, θ(E, b)

)
íå ñóùåñòâóåò

èëè γ
(
E, θ(E, b)

)
< ln ν(E)

}
èìååò íóëåâóþ ìåðó Ëåáåãà. �

1.4. Îòñóòñòâèå àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà. Çàôèêñèðó-
åì ïàðó (a, b), äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 4. Òîãäà
äëÿ ïî÷òè âñåõ E > 0 ïðåäåë (15) ñóùåñòâóåò è

γ
(
a, b, E

)
> ln ν(E) > 0.

Ïî òåîðåìå Ðþýëÿ (ñì., íàïðèìåð, [11], ï. 9.3) îäíî ðåøåíèå (ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ) ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (11) ýêñïî-
íåíöèàëüíî óáûâàåò, à ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñ íèì ýêñïîíåíöèàëüíî
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ðàñòóò. Âîçâðàùàÿñü îò âåêòîðíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7) ê ðåøå-
íèÿì èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (7), ïîëó÷àåì ñóùåñòâîâàíèå ïîä÷èíåííîãî
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7) äëÿ ïî÷òè âñåõ E > 0.

Ïî ïóíêòó (ii) òåîðåìû 1 ìèíèìàëüíûé íîñèòåëü àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíîé ÷àñòè ñïåêòðàëüíîé ìåðû ñîñòîèò èç òåõ E, ïðè êîòîðûõ ïîä-
÷èíåííîãî ðåøåíèÿ íåò. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âûáðàííîé ïàðû (a, b)
ìèíèìàëüíûé íîñèòåëü àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ÷àñòè èìååò ëåáåãîâó
ìåðó íóëü. Çíà÷èò, àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ÷àñòü ñïåêòðàëüíîé ìåðû
îòñóòñòâóåò. Òåì ñàìûì äîêàçàíà òåîðåìà 2.

�2. Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà Ãèëáåðò�Ïèðñîíà

Çäåñü ìû êðàòêî îïèøåì ïóòü, êîòîðûé ïðîøëè àâòîðû [4], äîêà-
çûâàÿ òåîðåìó 1 äëÿ ðåãóëÿðíûõ ïîòåíöèàëîâ, è óêàæåì ìåñòà, òðå-
áóþùèå äîïîëíèòåëüíîé ïðîâåðêè ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 äëÿ
îïåðàòîðà (1) ñ ïîòåíöèàëîì (2).

2.1. Íîñèòåëè ñïåêòðàëüíîé ìåðû è ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ôóí-

êöèè Âåéëÿ. Â �2 ðàáîòû [4] èçëàãàþòñÿ îáùèå ôàêòû ñïåêòðàëüíîé
òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ è ïðèâîäèòñÿ
ñâÿçü íîñèòåëåé ñïåêòðàëüíîé ìåðû ñ ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè ôóíê-
öèè Âåéëÿ íà âåùåñòâåííîé îñè. Çäåñü ìû êðàòêî âîñïðîèçâîäèì ðå-
çóëüòàòû, óêàçûâàÿ ôàêòû, êîòîðûå òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü äëÿ îïåðà-
òîðà (1) ñ ïîòåíöèàëîì (2).

1. Ïóñòü îïåðàòîð H(α) îïðåäåëåí ðàâåíñòâîì Hu = −d
2u
dx2 + V (x)u

ñ âåùåñòâåííûì V ; åãî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ñîñòîèò èç u òàêèõ, ÷òî:

(i) u,Hu ∈ L2[0,∞);
(ii) u, u′ àáñîëþòíî íåïðåðûâíû íà êàæäîì îãðàíè÷åííîì îòðåçêå

èç [0,∞);
(iii) cosα u(0) + sinα u′(0) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî α ∈

[0, π).

Åñëè äëÿ îïåðàòîðà H(α) ðåàëèçóåòñÿ ñëó÷àé ïðåäåëüíîé òî÷êè íà
áåñêîíå÷íîñòè, òî H(α) ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì äëÿ êàæäîãî α ∈
[0, π).

Âî ââåäåíèè ìû óæå îòìåòèëè, ÷òî îïåðàòîð (1) ñ ïîòåíöèàëîì (2)
ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ (5).
Â ï. 4.1 ìû ïðîâåðèì, ÷òî äëÿ íåãî ðåàëèçóåòñÿ ñëó÷àé ïðåäåëüíîé
òî÷êè íà áåñêîíå÷íîñòè.
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2. Ñ êàæäûì òàêèì îïåðàòîðîìH(α) ñâÿçàíà ìîíîòîííî âîçðàñòàþ-
ùàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ρα(λ), åäèíñòâåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî àääè-
òèâíîé ïîñòîÿííîé. Ñïåêòð H(α) åñòü äîïîëíåíèå ê ìíîæåñòâó òî÷åê,
â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êîòîðûõ ρα(λ) ïîñòîÿííà. Åäèíñòâåííîå ðàç-
ëîæåíèå ρα(λ) íà àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ, ñèíãóëÿðíî íåïðåðûâíóþ
è ÷èñòî òî÷å÷íóþ ÷àñòè ïîçâîëÿåò àíàëîãè÷íî îïðåäåëèòü àáñîëþòíî
íåïðåðûâíûé, ñèíãóëÿðíî íåïðåðûâíûé è òî÷å÷íûé ñïåêòðû.

Â ï. 3.2 ìû ïîñòðîèì ñïåêòðàëüíóþ ôóíêöèþ ρ äëÿ îïåðàòîðà (1)
ñ ïîòåíöèàëîì (2).

3. Ïóñòü u1(r, z, α) è u2(r, z, α) � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Hu = zu, óäî-
âëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

u1(0, z, α) = − sinα, u′1(0, z, α) = cosα,

u2(0, z, α) = cosα, u′2(0, z, α) = sinα.

è ïóñòü

um(r, z, α) = u2(r, z, α) +m(z, α)u1(r, z, α). (21)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ m óñëîâèåì

∞∫
0

|um(r, z, α)|2 dr <∞

äëÿ âñåõ z ∈ C \ R. Ôóíêöèÿ m íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Âåéëÿ; îíà àíà-
ëèòè÷íà â C \ R è èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ìíèìóþ ÷àñòü â âåðõíåé ïî-
ëóïëîñêîñòè.

Åñëè ‖ · ‖ îáîçíà÷àåò íîðìó â L2[0,∞), òî um(r, z, α) òàêæå óäîâëå-
òâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

‖um(r, z, α)‖2 =
Imm(z, α)

Im z
(22)

äëÿ âñåõ z ∈ C\R. Åñëè α1, α2 ∈ [0, π) � äâà ðàçëè÷íûõ ãðàíè÷íûõ óñëî-
âèÿ, òî ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè m(z, α1) è m(z, α2) ñâÿçàíû ôîðìó-
ëîé

m(z, α2) =
1 + ctg γ m(z, α1)

ctg γ −m(z, α1)
, (23)

ãäå γ = α1 − α2. Â ï. 3.3 ìû ïîñòðîèì ôóíêöèþ Âåéëÿ è äîêàæåì
ôîðìóëó (22) è äëÿ îïåðàòîðà (1) ñ ïîòåíöèàëîì (2). Äîêàçàòåëüñòâî
ôîðìóëû (23) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ óïðàæíåíèÿ 8 ãëàâû 9 êíèãè [18] è áåç
èçìåíåíèé ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé îïåðàòîðà (1) ñ ïîòåíöèàëîì (2).
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4. Ôóíêöèÿ Âåéëÿ m ñâÿçàíà ñî ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèåé ρα ôîðìó-
ëîé

m(z, α) =

∞∫
−∞

dρα(λ)

λ− z
+ ctgα, (24)

÷òî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî z ∈ C+ è âñåõ α ∈ (0, π). Ïîä÷åðêí¼ì,
÷òî ïðè α = 0 ôîðìóëà (24) òåðÿåò ñìûñë: â ýòîì ñëó÷àå ctgα íå
îïðåäåëåí, à ôóíêöèÿ m îïðåäåëåíà è îãðàíè÷åíà. Ïîýòîìó ñëó÷àé
α = 0 íóæíî ðàññìîòðåòü îòäåëüíî. Ïðè âñåõ α ∈ [0, π) ñïðàâåäëèâî
ðåãóëÿðèçîâàííîå ïðåäñòàâëåíèå (ñì. [20, ï. 2.3])

m(z, α) = cα +

∞∫
−∞

(
1

λ− z
− λ

1 + λ2

)
dρα(λ),

cα ∈ R,
∞∫
−∞

dρα(λ)

1 + λ2
<∞, (25)

êîòîðîå ïðè α ∈ (0, π), êîãäà
∫
dρα(λ)/(1 + |λ|) <∞, ðàâíîñèëüíî (24).

Èç (25) ïîëó÷àåòñÿ òà æå ìíèìàÿ ÷àñòü ôóíêöèè m, ÷òî è èç (24),
à â äàëüíåéøåì íóæíà èìåííî îíà; ïîýòîìó ñëó÷àé α = 0 îòäåëüíî
ïðîñëåæèâàòü íå òðåáóåòñÿ. Â ï. 3.4 ìû äîêàæåì ôîðìóëó (25) äëÿ
îïåðàòîðà (1) ñ ïîòåíöèàëîì (2).

5. Èç ôîðìóëû (22) ñëåäóåò, ÷òî Imm(z, α) ïîëîæèòåëüíà ïðè z ∈
C+, à çíà÷èò m ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ãåðãëîöà. Ïóñòü

µ((λ1, λ2]) = ρ(λ2)− ρ(λ1)

� ìåðà Áîðåëÿ�Ñòèëòüåñà ñåãìåíòà (λ1, λ2], ïîðîæäàåìàÿ ρ. Ïî ôîð-
ìóëå (25) µ åñòü ìåðà èç ïðåäñòàâëåíèÿ Ãåðãëîöà ôóíêöèè m; ïðè
α ∈ (0, π) ôóíêöèÿ m ÿâëÿåòñÿ, ñ òî÷íîñòüþ äî âåùåñòâåííîé ïîñòîÿí-
íîé, ïðåîáðàçîâàíèåì Áîðåëÿ ìåðû µ (ñì. [19, ãëàâà 11]). Ñâîéñòâà ìå-
ðû µ ÷èòàþòñÿ ïî ãðàíè÷íûì çíà÷åíèÿì Imm. Ñóùåñòâåííî, ÷òî äëÿ
âñåõ ôîðìóëèðóåìûõ íèæå óòâåðæäåíèé íóæíà ëèøü ìíèìàÿ ÷àñòüm,
à îíà îäèíàêîâà äëÿ ðåãóëÿðèçîâàííîãî è íåðåãóëÿðèçîâàííîãî ïðåä-
ñòàâëåíèé:

Imm(x+ iy, α) =

∞∫
−∞

y dρα(λ)

(λ− x)2 + y2
, y > 0.

Âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 5. Ïóñòü µ � áîðåëåâñêàÿ ìåðà íà R, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óñëîâèþ

∫ dµ(λ)
1+λ2 <∞, à

F (z) = c+

∞∫
−∞

(
1

λ− z
− λ

1 + λ2

)
dµ(λ), c ∈ R,

� îòâå÷àþùàÿ åé ôóíêöèÿ Ãåðãëîöà. Òîãäà:

(i) π−1ImF (E + iε) dE → dµ ñëàáî â òîì ñìûñëå, ÷òî∫
π−1f(E)ImF (E + iε) dE →

∫
f(E) dµ(E)

äëÿ âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé f ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì.
(ii) µsing ñîñðåäîòî÷åíà íà ìíîæåñòâå {E | limε↓0 ImF (E + iε) =
∞}.

(iii) µ({E0}) = limε↓0 εImF (E0+iε). Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîãî E0 ∈ R,

lim
ε↓0

εReF (E0 + iε) = 0.

(iv) dµac(E) = π−1ImF (E + i0) dE.

Òåîðåìà 5 óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü íîñèòåëåé êîìïîíåíò µ ñ ãðàíè÷íû-
ìè çíà÷åíèÿìè Imm(z, α) íà âåùåñòâåííîé îñè. Èç íåå àâòîìàòè÷åñêè
ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå, ïðèâåäåííûå ó Ãèëáåðò�Ïèðñîíà, ðåçóëüòàòû.
Ïóñòü E′ = {x ∈ R : Imm+(x) ñóùåñòâóåò}.

Ïðåäëîæåíèå 2.1. ÌíîæåñòâàM,Ma.c.,Ms,Ms.c. èMp.p., îïðåäå-
ëåííûå íèæå, ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè íîñèòåëÿìè ìåð µ, µa.c., µs,
µs.c. è µp.p.

(i) M = {x ∈ E′ : 0 < Imm+(x) 6∞};
(ii) Ma.c. = {x ∈ E′ : 0 < Imm+(x) <∞};
(iii) Ms = {x ∈ E′ : Imm+(x) =∞};
(iv) Ms.c. = {x ∈ E′ : Imm+(x) =∞, µ({x}) = 0};
(v) Mp.p. = {x ∈ E′ : Imm+(x) =∞, µ({x}) > 0}.

6. Ïóñòü Ea.c.(α), Es(α) îáîçíà÷àþò êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ìèíè-
ìàëüíûõ íîñèòåëåé àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé è ñèíãóëÿðíîé ÷àñòåé ìå-
ðû µα. Èç ïðåäëîæåíèÿ 2.1 è ôîðìóëû (23) âûòåêàåò ëåììà.

Ëåììà 2.1. (1) Ea.c.(α1) = Ea.c.(α2) äëÿ âñåõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
α1 è α2.
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(2) Åñëè µ
(α1)
s (R), µ

(α2)
s (R) > 0, òî Es(α1) 6= Es(α2) äëÿ ëþáûõ

α2 6≡ α1 (mod π); áîëåå òîãî, äëÿ êàæäîé ïàðû ðàçëè÷íûõ
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé {α1, α2} ñóùåñòâóþò M(α1) ∈ Es(α1) è
M(α2) ∈ Es(α2) òàêèå, ÷òîM(α1) ∩M(α2) = ∅.

Ñëåäñòâèå 2.1. Ìíîæåñòâî S = {x ∈ R òàêèõ, ÷òî íå ñóùåñòâó-
åò òàêîãî α, äëÿ êîòîðîãî Imm+(x, α) ñóùåñòâóåò è ðàâíà íóëþ}
ïðèíàäëåæèò êëàññó Ea.c..

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî S ∼Ma.c.. Èç ôîð-
ìóëû (23) ñëåäóåò, ÷òî dx(Ma.c. \ S) = 0. À ïîñêîëüêó íîðìàëüíûé
ïðåäåë m ñóùåñòâóåò ïî÷òè âñþäó, òî âåðíî è dx(S \Ma.c.) = 0.

2.2. Ïîíÿòèå ïîä÷èíåííîãî ðåøåíèÿ. Â ï. 3 ðàáîòû [4] ââîäèòñÿ
ïîíÿòèå ïîä÷èíåííîãî ðåøåíèÿ è îáñóæäàþòñÿ åãî ñâîéñòâà. Çäåñü ìû
êîðîòêî èçëàãàåì ðåçóëüòàòû, ïåðå÷èñëÿÿ ôàêòû, êîòîðûå òðåáóåòñÿ
ïðîâåðèòü äëÿ îïåðàòîðà (1) ñ ïîòåíöèàëîì (2).

1. Âî ââåäåíèè ìû äàëè îïðåäåëåíèå ïîä÷èíåííîãî ðåøåíèÿ ψs(·, z).
Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ ñïåêòðàëüíî-
ãî ïàðàìåòðà z ∈ C ìîæåò ñóùåñòâîâàòü íå áîëåå îäíîãî ëèíåéíî
íåçàâèñèìîãî ïîä÷èíåííîãî ðåøåíèÿ. Ïóñòü φ(r, z) è ψ(r, z) � ëèíåéíî
íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ H(α)u = zu, è ïóñòü θ(r, z) � ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ H(α)u = zu, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì θ(0, z) = ξ è
θ′(0, z) = η, íå çàâèñÿùèì îò z. Òîãäà èç ôîðìóëû âàðèàöèè ïðîèç-
âîëüíîé ïîñòîÿííîé (ñì. [9, ãëàâà 3, òåîðåìà 6.4]) äëÿ ëþáûõ z1, z2

ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

θ(r, z2) = θ(r, z1) + (z2 − z1)

r∫
0

φ(t, z1)ψ(r, z1)− φ(r, z1)ψ(t, z1)

W (φ, ψ)
θ(t, z2) dt

(26)
ãäå W (φ, ψ) = φ′ψ − φψ′ � âðîíñêèàí. Åãî ïîñòîÿíñòâî äëÿ ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ ñ îïåðàòîðîì (1) ñ ïîòåíöèàëîì (2) ïðîâåðÿåòñÿ â ï. 4.2, à
ôîðìóëà (26) � â ï. 4.6.

2. Ïóñòü um, u1, u2 � ðåøåíèÿ, îïðåäåëåííûå â ïðåäûäóùåì ïàðà-
ãðàôå (ôîðìóëà (21)). Äëÿ òåõ x ∈ R, ãäå çíà÷åíèå m+(x) ñóùåñòâó-
åò è êîíå÷íî, îïðåäåëèì um+

(r, x) = u2(r, x) + m+(x)u1(r, x). Ïóñòü
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u(k)(r, z) = u2(r, z) +ku1(r, z), k ∈ C. Èç ôîðìóëû (26) ñ ïîìîùüþ ýëå-
ìåíòàðíûõ íåðàâåíñòâ òðåóãîëüíèêà è Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî è íåïðå-
ðûâíîñòè m ïî ñïåêòðàëüíîìó ïàðàìåòðó â [4] ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå

ëåììû. Âñþäó íèæå z = x+ iy, zj = x+ iyj è ‖f‖2N =
N∫
0

|f(r)|2 dr.

Ëåììà 2.2. Ïóñòü x ∈ R è N ∈ R+ ôèêñèðîâàíû. Åñëè

γ(k) = 4|y|‖u(k)(r, z)‖N‖u1(r, z)‖N ,
òî ïðè y1, y2 > 0 è äîñòàòî÷íî ìàëûõ |y| âûïîëíÿþòñÿ îöåíêè:

(i) |‖u1(r, z2)‖N − ‖u1(r, z1)‖N | 6 γ(1)‖u1(r, z1)‖N ;
(ii)

|‖um(r, z2)‖N − ‖um(r, z1)‖N | 6 γ(m)‖um(r, z1)‖N
+ |m(z2)−m(z1)|‖u1(r, z1)‖N ;

(iii) Åñëè m+(x) ñóùåñòâóåò êîíå÷íî è k 6= m+(x), òî

|‖u(k)(r, x)‖N − ‖u(k)(r, z)‖N | 6 γ(k)‖u(k)(r, x)‖N ;

(iv) Ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ

|‖um(r, z)‖N − ‖um+
(r, x)‖N | 6 γ(m)‖um+

(r, x)‖N

+ 2
|m(z)−m+(x)|
|m+(x)− k|

(
‖u(k)(r, z)‖N + ‖um+

(r, z)‖N
)
.

Åñëè m+(x) ñóùåñòâóåò êîíå÷íî, íåðàâåíñòâà îñòàþòñÿ âåðíûìè
ïðè y1 = 0 èëè y2 = 0.

Ëåììà 2.3. Åñëè N <∞ è x ∈ R ôèêñèðîâàíû, òî íîðìû ‖u1(r, z)‖N
è ‖u(k)(r, z)‖N íåïðåðûâíû ïî Im z > 0.

Äëÿ îïåðàòîðà (1) ñ ïîòåíöèàëîì (2) äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ôîðìó-
ëó (26). Ëåììû âûøå ïîëó÷àþòñÿ èç íåå àâòîìàòè÷åñêè, è èõ äîêàçà-
òåëüñòâî íèêàê íå çàâèñèò îò ïîòåíöèàëà.

2.3. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîä÷èíåííûõ ðåøå-

íèé. Çäåñü ìû êîðîòêî èçëàãàåì ðåçóëüòàòû �4 ðàáîòû [4], âñå îíè
îïèðàþòñÿ íà óæå ïðèâåäåííûå óòâåðæäåíèÿ è ôîðìóëû è íå òðåáó-
þò ïåðåïðîâåðêè äëÿ îïåðàòîðà (1) ñ ïîòåíöèàëîì (2).

1. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî x ∈ R ñâÿæåì ε, y′ > 0 ñîîòíîøåíèåì

ε = sup
0<y6y′

|m(z)−m+(x)|+ y′, (27)
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è îïðåäåëèì N(y′) óñëîâèåì

|y′|1/2‖u1(r, z′)‖N(y′) = 1, (28)

ãäå z = x+ iy è z′ = x+ iy′. Îòìåòèì, ÷òî ïðè z′ ∈ C+ ðåøåíèå u1(r, z′)
óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ â íóëå è ïîòîìó íå ïðèíàäëåæèò
L2(0,∞): èíà÷å z′ áûëî áû íåâåùåñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì
ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà H(α). Ñëåäîâàòåëüíî, ‖u1(r, z′)‖N → ∞
ïðè N → ∞, è óñëîâèå (28) êîððåêòíî îïðåäåëÿåò N(y′). Ñ ïîìîùüþ
ôîðìóëû (22) è ëåìì 2.2 è 2.3 ïîëó÷àþò

Ëåììà 2.4. Ïóñòü x ∈ R ôèêñèðîâàíî è m(z) ñõîäèòñÿ ê êîíå÷íîìó
âåùåñòâåííîìó ïðåäåëó m(x) ïðè y ↓ 0. Åñëè ε, y′ è N(y′) ñâÿçàíû
ñîîòíîøåíèÿìè (27) è (28), òî

(i)
‖um(r,x)‖N(ε)

‖u1(r,x)‖N(ε)
< ε ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε.

Êðîìå òîãî,

(ii) N(y′) çàâèñèò îò ε íåïðåðûâíî.
(iii) N(y′)→∞ ïðè ε ↓ 0.

Ïóíêò (i) ñíà÷àëà ïðîâåðÿåòñÿ äëÿ z ∈ C+: ‖u1(r, z)‖N(ε) âûðàæà-
åòñÿ èç ôîðìóëû (28), ‖um(r, z)‖N(ε) � èç (22). Èõ îòíîøåíèå áóäåò
ìåíüøå ε. Çàòåì ñ ïîìîùüþ ëåììû 2.2 ïåðåõîäÿò ê òðåáóåìîé îöåíêå
äëÿ z = x ∈ R.

2. Ñ ïîìîùüþ ëåììû 2.4 è ôîðìóëû (23) ïîëó÷àþòñÿ äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîä÷èíåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Hu = xu â
âåùåñòâåííîé òî÷êå x.

Ñëåäñòâèå 2.2. Ïóñòü x ∈ R ôèêñèðîâàíî. Òîãäà

(i) åñëè m(z) ñõîäèòñÿ ê êîíå÷íîìó âåùåñòâåííîìó ïðåäåëó ïðè
Im z ↓ 0, òî um(r, x) ÿâëÿåòñÿ ïîä÷èíåííûì ðåøåíèåì óðàâ-
íåíèÿ Hu = xu;

(ii) åñëè |m(z)| → ∞ ïðè y ↓ 0, òî u1(r, x) ÿâëÿåòñÿ ïîä÷èíåííûì
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Hu = xu.

2.4. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîä÷èíåííûõ ðå-

øåíèé. Çäåñü ìû êîðîòêî èçëàãàåì ðåçóëüòàòû
ï. 5 ðàáîòû [4], âñå îíè îïèðàþòñÿ íà óæå ïðèâåäåííûå óòâåðæäåíèÿ
è ôîðìóëû è íå òðåáóþò ïåðåïðîâåðêè äëÿ îïåðàòîðà (1) ñ ïîòåíöèà-
ëîì (2).
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Ëåììà 2.5. Ïóñòü x ∈ R è k ∈ C ôèêñèðîâàíû, è ïóñòü m(z) ñõî-
äèòñÿ ê êîíå÷íîìó ïðåäåëó m+(x) ïðè y ↓ 0. Ïðåäïîëîæèì òàêæå,
÷òî k 6= m+(x) è Imm+(x) = lx > 0. Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
N âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(i) Ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà K ∈ R+, íå çàâèñÿùàÿ îò x, òàêàÿ
÷òî

‖um+
(r, x)‖N

‖u1(r, x)‖N
6 KImm+(x).

(ii) Ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà M ∈ R+, êîòîðàÿ çàâèñèò îò k è x,
òàêàÿ ÷òî

‖um+(r, x)‖N
‖u(k)(r, x)‖N

6M Imm+(x),

ãäå u(k)(r, x) = u2(r, x) + ku1(r, x).

Çàìå÷àíèå 2.1. Ïîä÷èíåííîå ðåøåíèå â âåùåñòâåííîé òî÷êå x âñåãäà
ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì êðàòíûì íåêîòîðîãî âåùåñòâåííîãî ðåøåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 2.3. Åñëè ïîä÷èíåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Hu = xu ñóùå-
ñòâóåò â âåùåñòâåííîé òî÷êå x, òî ïðè Im z ↓ 0 âûïîëíÿåòñÿ îäíî
èç äâóõ: ëèáî m(z) ñõîäèòñÿ ê êîíå÷íîìó âåùåñòâåííîìó ïðåäåëó,
ëèáî |m(z)| → ∞.

2.5. Ïîä÷èíåííîñòü è ñïåêòð. Çäåñü ìû êîðîòêî èçëàãàåì ðåçóëü-
òàòû ïîñëåäíåãî ïàðàãðàôà [4], âñå îíè îïèðàþòñÿ íà óæå ïðèâåäåííûå
óòâåðæäåíèÿ è ôîðìóëû è íå òðåáóþò ïåðåïðîâåðêè äëÿ îïåðàòîðà (1)
ñ ïîòåíöèàëîì (2).

1. Îáúåäèíÿÿ ñëåäñòâèÿ 2.2 è 2.3, ïîëó÷àþò ñëåäóþùóþ òåîðåìó
ñóùåñòâîâàíèÿ.

Òåîðåìà 6. Ïîä÷èíåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Hu = xu ñóùåñòâóåò
â âåùåñòâåííîé òî÷êå x òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè y ↓ 0 ëèáî
m(z) ñõîäèòñÿ ê êîíå÷íîìó âåùåñòâåííîìó ïðåäåëó (â ýòîì ñëó÷àå
ïîä÷èíåííûì ÿâëÿåòñÿ um(r, x)), ëèáî |m(z)| → ∞ (â ýòîì ñëó÷àå
ïîä÷èíåííûì ÿâëÿåòñÿ u1(r, x)).

Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ α âûïîëíåíî

lim
y↓0
|m(z, α)| =∞,

òî ïî ôîðìóëå (23) äëÿ ëþáîãî α2 6≡ α (mod π) ïðåäåë m(x, α2) êîíå÷-
íûé è âåùåñòâåííûé. Ýòî ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó 6 èíà÷å.
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Òåîðåìà 7. Ïîä÷èíåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Hu = xu ñóùåñòâóåò
â âåùåñòâåííîé òî÷êå x òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò
ãðàíè÷íîå óñëîâèå α òàêîå, ÷òî m(z, α) ñõîäèòñÿ ê êîíå÷íîìó âåùå-
ñòâåííîìó ïðåäåëó m(x, α) ïðè y ↓ 0, è â ýòîì ñëó÷àå ïîä÷èíåííûì
ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ um(r, x, α) = u2(r, x, α) +m(x, α)u1(r, x, α).

2. Íàêîíåö äîêàçûâàåòñÿ main òåîðåìà 1. Òàê êàê åå ïóíêò (v) õîðî-
øî èçâåñòåí, à (iii) è (v) âëåêóò (iv), è (ii) è (iii) âëåêóò (i), äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü ëèøü (ii) è (iii):
(ii) Ñðàçó âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 2.1 è òåîðåìû 7.
(iii) Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî M′

s.
∼ Ms. (èç ïðåäëîæåíèÿ 2.1). Ïî

ñëåäñòâèþ 2.2(ii), Ms. ⊆ M′s.; è áîëåå òîãî, åñëè x ∈ M′
s.
, òî u1(r, x)

� ïîä÷èíåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Hu = xu, çíà÷èò ïî òåîðåìå 6
x ∈Ms.. Òàêèì îáðàçîìM′

s.
=Ms. è òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

Ðåçóëüòàòû ýòîãî ïàðàãðàôà àâòîìàòè÷åñêè ïåðåíîñÿòñÿ íà îïåðà-
òîð (1) ñ ïîòåíöèàëîì (2).

�3. Ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ è ôóíêöèÿ Âåéëÿ äëÿ

îïåðàòîðà ñ δ-ïîòåíöèàëîì

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ìû îòìåòèëè ôàêòû, êîòîðûå íåîáõîäè-
ìî ïðîâåðèòü äëÿ îïåðàòîðà (1) ñ ïîòåíöèàëîì (2), ÷òîáû ðàñïðîñòðà-
íèòü íà íåãî ðåçóëüòàòû ðàáîòû [4]. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàçáåðåì
áîëüøóþ èõ ÷àñòü: äåéñòâóÿ ïî ïëàíó, ðàçðàáîòàííîìó â [9] äëÿ ðåãó-
ëÿðíûõ ïîòåíöèàëîâ, ïîñòðîèì ñïåêòðàëüíóþ ôóíêöèþ ρ è ôóíêöèþ
Âåéëÿ m è äîêàæåì ôîðìóëû (22), (24) è (25). Ñëó÷àé ïðåäåëüíîé
òî÷êè, ïîñòîÿíñòâî âðîíñêèàíà W (φ, ψ) è ôîðìóëà (26) ïðîâåðÿþòñÿ
â �4.

Âñþäó â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïîëüçóåìñÿ íîðìèðîâêîé ðåøåíèé, ïðè-
íÿòîé â [4] è â ï. 2.1: ÷åðåç ϕ(x,E) è θ(x,E) îáîçíà÷àþòñÿ ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (7) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè

ϕ(0) = − sinα, ϕ′(0) = cosα,

θ(0) = cosα, θ′(0) = sinα,

}
(29)

òàê ÷òî ϕ = u1, θ = u2 â îáîçíà÷åíèÿõ ôîðìóëû (21); ðåøåíèå ϕ óäî-
âëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (4), à θ � íåò. Âðîíñêèàí ýòèõ ðåøåíèé
(åãî ïîñòîÿíñòâî äëÿ îïåðàòîðà ñ δ-ïîòåíöèàëîì ïðîâåðÿåòñÿ â ï. 4.2)
ðàâåí

W (ϕ, θ) = ϕ′θ − ϕθ′ = cos2 α+ sin2 α = 1. (30)
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Â [9] èñïîëüçóåòñÿ äðóãàÿ íîðìèðîâêà (ϕ(0) = sinα, ϕ′(0) = − cosα),
îòëè÷àþùàÿñÿ çíàêîì ϕ; ïðè ïåðåõîäå ê íåé ôóíêöèÿ Âåéëÿ ìåíÿåò
çíàê, m 7→ −m, ÷òî ñëåäóåò ó÷èòûâàòü ïðè ñðàâíåíèè ôîðìóë.

3.1. Îïåðàòîð Øðåäèíãåðà íà êîíå÷íîì îòðåçêå. Â �6 ãëàâû
I êíèãè [9] îïåðàòîð Øðåäèíãåðà H(α) ñ ðåãóëÿðíûì ïîòåíöèàëîì
(îïðåäåëåííûé â ï. 2.1) ñóæàþò íà êîíå÷íûé îòðåçîê (0,Π) c ïðîèç-
âîëüíûì Π > 0. Äëÿ ýòîãî îïåðàòîðà íà îòðåçêå ñòðîèòñÿ ðåçîëüâåíòà
è äîêàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ. Çäåñü ìû êðàòêî èçëîæèì ðå-
çóëüòàòû ýòîãî ïàðàãðàôà è âûäåëèì ìåñòà, êîòîðûå íåîáõîäèìî ïðî-
âåðèòü äëÿ îïåðàòîðà (1) ñ ïîòåíöèàëîì (2).

1. Ïóñòü îïåðàòîð HΠ(α, β) îïðåäåëåí ðàâåíñòâîì HΠu = −d
2u
dx2 +

V (x)u ñ âåùåñòâåííûì V ; åãî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ñîñòîèò èç u òàêèõ,
÷òî:

(i) u,HΠu ∈ L2(0,Π);
(ii) u, u′ àáñîëþòíî íåïðåðûâíû íà [0,Π];
(iii) cosαu(0) + sinαu′(0) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî α ∈

[0, π);
(iv) cosβ u(Π)+sinβ u′(Π) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî β ∈

[0, π).

Ñòðîèòñÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà äëÿ çàäà÷è
HΠψ − Eψ = f, x ∈ (0,Π),

cosαψ(0) + sinαψ′(0) = 0,

cosβ ψ(Π) + sinβ ψ′(Π) = 0,

(31)

òî åñòü ÿäðî ðåçîëüâåíòû RE = (HΠ−E)−1. Çäåñü è äàëåå ïîä ðåçîëü-
âåíòîé îïåðàòîðà A ïîíèìàåòñÿ Rz = (A− z)−1.

Ââîäÿòñÿ ðåøåíèÿ ϕ è v óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà HΠψ = Eψ, óäî-
âëåòâîðÿþùèå íà ëåâîì è ïðàâîì êîíöàõ [0,Π] óñëîâèÿì

ϕ(0) = − sinα, ϕ′(0) = cosα, v(Π) = − sinβ, v′(Π) = cosβ; (32)

ðåøåíèå ϕ � òî æå, ÷òî â (29). Ðåøåíèå ϕ óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó
óñëîâèþ â òî÷êå 0, à v � â òî÷êå Π.

Â ñëó÷àå îïåðàòîðà (1) ñ ïîòåíöèàëîì (2) ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
Π > 0 òàêîâî, ÷òî íè îäíà èç òî÷åê x` èç (2) íå ñîâïàäàåò ñ Π. Ïóñòü
N � ìàêñèìàëüíûé íîìåð òî÷åê x`, ëåæàùåé âíóòðè èíòåðâàëà (0,Π).
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Âìåñòî îïåðàòîðà HΠ ìû ðàññìàòðèâàåì îïåðàòîð H̃Π, êîòîðûé äåé-

ñòâóåò íà èíòåðâàëàõ (x`, x`+1) êàê − d2

dx2 è çàäàí íà ôóíêöèÿõ ψ òàêèõ,
÷òî

• ψ ∈ W 1
2 (0,Π), ψ

∣∣
(x`,x`+1)

∈ W 2
2 (x`, x`+1) ∀` = −1, 0, . . . , N , ãäå

x−1 = 0, xN+1 = Π;
• ψ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

cosαψ(0) + sinαψ′(0) = 0,

cosβ ψ(Π) + sinβ ψ′(Π) = 0;
(33)

• â òî÷êàõ x`, ` = 0, . . . , N , âûïîëíåíî

ψ′(x` + 0)− ψ′(x` − 0) = λ`ψ(x`). (34)

Îïåðàòîð H̃Π ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì [1]. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

H̃Πψ = Eψ íà èíòåðâàëàõ (x`, x`+1) èìååò âèä (9) ïðè ` = −1, 0, . . . , N ,

ãäå k =
√
E. Äëÿ óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî îïåðàòîðó H̃Π, òî÷íî

òàê æå ââîäÿòñÿ ðåøåíèÿ ϕ è v ñ äàííûìè (32).
2. ßäðî ôóíêöèè Ãðèíà çàäà÷è (31) îïðåäåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé ôîð-

ìóëîé

G(x, t, E) =

{
1
W ϕ(x,E)v(t, E), x 6 t,
1
W ϕ(t, E)v(x,E), t 6 x,

(35)

ãäå W = W (ϕ, v) = ϕ′v − ϕv′ � âðîíñêèàí ðåøåíèé ϕ è v; õîðîøî
èçâåñòíî, ÷òî îí ïîñòîÿíåí.

Ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíàÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ H̃Πψ = Eψ èìååò ñêà÷-
êè (34), òî â ï. 4.2 ìû ïðîâåðÿåì, ÷òî âðîíñêèàí W (ϕ, v) ïîñòîÿíåí

è â ýòîì ñëó÷àå. Â ï. 4.3 ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ îïåðàòîðà H̃Π ÿäðî
ôóíêöèè Ãðèíà çàäàåòñÿ òàêîé æå ôîðìóëîé (35), êàê â ðåãóëÿðíîì
ñëó÷àå.

3. Åñëè En,Π � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, òî ϕn(x) = ϕ(x,En,Π) � ñîá-
ñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà HΠ, îòâå÷àþùàÿ En,Π. Ïóñòü

α2
n,Π =

Π∫
0

|ϕn(x)|2dx, αn,Π > 0. (36)

Òîãäà vn(x) = ϕn(x)/αn,Π � íîðìèðîâàííàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ
çàäà÷è (31).

Ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî 0 íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì
(èíà÷å äîñòàòî÷íî ñäâèíóòü ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð). Â [9] (ãë. I, �6)



ÏÎÄ×ÈÍÅÍÍÛÅ ÐÅØÅÍÈß 91

äîêàçàíà ôîðìóëà

G(x, t, 0) =

∞∑
n=0

vn(x)vn(t)

En,Π
, (37)

ãäå ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî, òàêèì îáðàçîì ÿäðî G
íåïðåðûâíî. (Â [9] ýòà ôîðìóëà çàïèñàíà ñî çíàêîì ìèíóñ, ïîñêîëüêó
òàì óðàâíåíèå â (31) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ψ′′+(E−V )ψ = f ; ïðè íàøåì
ñîãëàøåíèè G(x, t, 0) åñòü ÿäðî îïåðàòîðà H−1

Π =
∑
nE
−1
n,Π vn ⊗ vn.)

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ôîðìóëû (37) äëÿ îïåðàòîðà H̃Π â ï. 4.4 ìû íàé-
äåì àñèìïòîòèêó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è íîðìèðîâàííûõ ñîáñòâåí-

íûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà H̃Π: En,Π � n2 è supx |vn(x)| 6 C(Π), îòêóäà
ñëåäóåò àáñîëþòíàÿ è ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà (37). Â ðåçóëüòàòå

è äëÿ H̃Π ÿäðî G(x, t, 0) òîæå áóäåò íåïðåðûâíî.
4. Â [9, ãëàâà I, �6] äîêàçàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 8 (î ðàçëîæåíèè). Åñëè f(x) èìååò âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ è
óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûì óñëîâèÿì (31), òî f(x) ðàçëàãàåòñÿ â àáñî-
ëþòíî è ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä Ôóðüå ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöè-
ÿì êðàåâîé çàäà÷è

f(x) =

∞∑
n=0

anvn(x), an =

Π∫
0

f(x)vn(x) dx.

Òåîðåìà 9. Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f(x) ∈ L2(0,Π) èìååò ìåñòî ðà-
âåíñòâî Ïàðñåâàëÿ

Π∫
0

f2(x) dx =

∞∑
n=0

a2
n.

Èç òåîðåìû 9 è ôîðìóëû (36) âûòåêàåò ôîðìóëà

Π∫
0

f2(x) dx =

∞∑
n=0

1

α2
n,Π

 Π∫
0

f(x)ϕn(x) dx

2

. (38)

Äëÿ îïåðàòîðà H̃Π ýòè òåîðåìû îñòàþòñÿ âåðíûìè, òîëüêî â óñëî-

âèè òåîðåìû 8 íàäî áðàòü f èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà H̃Π. Â
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äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 9 äëÿ H̃Π èñïîëüçóåòñÿ, ÷òî îáëàñòü îïðåäå-

ëåíèÿ H̃Π ïëîòíà â L2:

L2(0,Π) =

N⊕
`=−1

L2(x`, x`+1),

à ôóíêöèè èç C∞0 (x`, x`+1), ïðîäîëæåííûå íóë¼ì, ïðèíàäëåæàò îáëà-

ñòè îïðåäåëåíèÿ H̃Π è ïëîòíû â L2(x`, x`+1); ïîýòîìó îáëàñòü îïðåäå-

ëåíèÿ H̃Π ïëîòíà â L2(0,Π). Âî âñåì îñòàëüíîì äîêàçàòåëüñòâà òåî-

ðåì 8 è 9 äëÿ îïåðàòîðà H̃Π äîñëîâíî ïîâòîðÿþò [9].

3.2. Ñêàëÿðíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ρ. Â �1 ãëàâû II êíèãè [9]
îïðåäåëÿåòñÿ ñêàëÿðíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ρ è äîêàçûâàåòñÿ ðà-
âåíñòâî Ïàðñåâàëÿ íà îñè. Çäåñü ìû êðàòêî èçëîæèì ðåçóëüòàòû ýòîãî
ïàðàãðàôà, îíè îïèðàþòñÿ íà óæå ïðèâåäåííûå óòâåðæäåíèÿ è ôîð-
ìóëû è íå òðåáóþò ïåðåïðîâåðêè äëÿ îïåðàòîðà (1) ñ ïîòåíöèàëîì (2).

Ïóñòü

ρΠ(E)=
∑

0<En,Π6E

1

α2
n,Π

, E>0, ρΠ(E)= −
∑

E<En,Π60

1

α2
n,Π

, E<0,

ãäå αn,Π îïðåäåëåíî â (36). Òîãäà ôîðìóëà (38) ïðèíèìàåò âèä

Π∫
0

f2(x) dx =

∞∫
−∞

F 2(E) dρΠ(E),

ãäå

F (E) =

Π∫
0

f(x)ϕ(x,E) dx.

Ëåììà 3.1. Äëÿ ëþáîãî N > 0 ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà A = A(N) íå
çàâèñÿùàÿ îò Π òàêàÿ, ÷òî

N∨
−N
{ρΠ(E)} := ρΠ(N)− ρΠ(−N) < A.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû â [9] ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè ðàâåíñòâà Ïàðñå-
âàëÿ ê ñïåöèàëüíî ïîäîáðàííîé ôóíêöèè fh, ñîñðåäîòî÷åííîé íà ìà-
ëîì îòðåçêå [0, h], è èñïîëüçóåò ÿâíîå ïîâåäåíèå ϕ(x,E) ïðè x ∈ [0, h]
ðàâíîìåðíî ïî E ∈ [−N,N ]; ñëó÷àè sinα 6= 0 è sinα = 0 (â ïîñëåäíåì
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ϕ(x,E) = x + O(x3)) ðàçáèðàþòñÿ â [9] ïî îòäåëüíîñòè. Äëÿ îïåðàòî-
ðà (1) ñ ïîòåíöèàëîì (2) ýòî ðàññóæäåíèå ïåðåíîñèòñÿ áåç èçìåíåíèé,
åñëè âçÿòü h < x0: â ñèëó óñëîâèÿ (3) íà îòðåçêå [0, h] ïîòåíöèàë îò-
ñóòñòâóåò, è ϕ(x,E) òàì ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì ñâîáîäíîãî óðàâíåíèÿ,

ϕ(x,E) = − sinα cos
√
Ex + cosα sin

√
Ex√
E

. Èìåííî çäåñü èñïîëüçóåòñÿ

ïåðâîå èç óñëîâèé (3).
Èòàê, {ρΠ} � ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîå íà êàæäîì îòðåçêå [−N,N ]

ñåìåéñòâî íåóáûâàþùèõ ôóíêöèé. Ïî òåîðåìå Õåëëè î âûáîðå ñóùå-
ñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Πk → ∞ òàêàÿ, ÷òî ρΠk(E) → ρ(E) ïðè
k → ∞ âî âñåõ òî÷êàõ, êðîìå, áûòü ìîæåò, ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà òî-
÷åê ðàçðûâà ïðåäåëüíîé íåóáûâàþùåé ôóíêöèè ρ. Ýòî è åñòü èñêîìàÿ
ñêàëÿðíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü f(x) ∈ L2(0,∞). Ñóùåñòâóþò íå çàâèñÿùàÿ
îò ôóíêöèè f ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ ρ è ôóíêöèÿ F ∈
L2(R, dρ) (îáîáùåííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f) òàêèå, ÷òî
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

∞∫
0

f2(x) dx =

∞∫
−∞

F 2(E) dρ(E),

ãäå F (E) = limn→∞
n∫
0

f(x)ϕ(x,E) dx, à ïðåäåë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå

ñõîäèìîñòè â L2(R, dρ).

Òåîðåìà 10 âûâîäèòñÿ èç òåîðåìû 9 ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì Πk →
∞: ñíà÷àëà äëÿ ôèíèòíûõ ôóíêöèé, çàòåì äëÿ ïðîèçâîëüíûõ f ∈
L2(0,∞); âèä ïîòåíöèàëà â ýòîì ðàññóæäåíèè íå èñïîëüçóåòñÿ.

3.3. Ôóíêöèÿ Âåéëÿ. Â �2 ãëàâû II êíèãè [9] îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèÿ
Âåéëÿ m è äîêàçûâàåòñÿ ôîðìóëà (22). Çäåñü ìû êðàòêî èçëîæèì ðå-
çóëüòàòû ýòîãî ïàðàãðàôà, îíè îïèðàþòñÿ íà óæå ïðèâåäåííûå óòâåð-
æäåíèÿ è ôîðìóëû è íå òðåáóþò ïåðåïðîâåðêè äëÿ îïåðàòîðà (1) ñ
ïîòåíöèàëîì (2).

Ðàññìîòðèì ðåøåíèÿ ϕ è θ óðàâíåíèÿ (7) ñ íà÷àëüíûìè äàííû-
ìè (29). Ïðè ôèêñèðîâàííîì Π è E ∈ C+ ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ θ(x)+`ϕ(x) ýòèõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé. Îíà óäîâëå-
òâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ íà ïðàâîì êîíöå çàäà÷è (31), åñëè

` = − θ(Π) ctg β + θ′(Π)

ϕ(Π) ctg β + ϕ′(Π)
. (39)
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Çíàìåíàòåëü íå îáðàùàåòñÿ â íóëü: èíà÷å ϕ áûëà áû ñîáñòâåííîé ôóíê-
öèåé çàäà÷è (31) ñ íåâåùåñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì E ∈ C+.
Ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà β îò 0 äî π êîìïëåêñíîå ÷èñëî ` îïèñûâàåò
îêðóæíîñòü CΠ, îãðàíè÷èâàþùóþ êðóã BΠ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.
Äàëåå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè Π′ > Π âûïîëíÿåòñÿ âëîæåíèå BΠ′ ⊂ BΠ.
Ïðè Π → ∞ âîçìîæíî äâà ñëó÷àÿ: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êðóãîâ ñòÿãè-
âàåòñÿ ëèáî ê ïðåäåëüíîé òî÷êå (ñëó÷àé ïðåäåëüíîé òî÷êè), ëèáî ê
ïðåäåëüíîìó êðóãó (ñëó÷àé ïðåäåëüíîãî êðóãà). Ôóíêöèÿ Âåéëÿ m(E)
îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå `: â ñëó÷àå ïðåäåëüíîé òî÷êè
ýòî åäèíñòâåííîå ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå, â ñëó÷àå ïðåäåëüíîãî êðóãà �
ëþáàÿ òî÷êà ïðåäåëüíîé îêðóæíîñòè.

Äîêàçûâàåòñÿ ôîðìóëà

∞∫
0

|θ(x) +mϕ(x)|2dx 6 Imm

ImE
. (40)

Çíàê â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòâåòñòâóåò íîðìèðîâêå (29): íàïðèìåð, äëÿ
ñâîáîäíîãî îïåðàòîðà ñ óñëîâèåì Äèðèõëå

θ +mϕ = cos
√
Ex+m

sin
√
Ex√
E

= ei
√
Ex

ïðè m = i
√
E, è Imm > 0 ïðè E ∈ C+. Â íîðìèðîâêå [9] ôóíêöèÿ m

èìååò ïðîòèâîïîëîæíûé çíàê, è â (40) ñïðàâà ñòîèò −Imm/ImE. Íà
ñàìîì äåëå â (40) âåðíî ðàâåíñòâî, ìû óñòàíîâèì ýòî â ï. 3.4. Èç (40)
âûòåêàåò òåîðåìà.

Òåîðåìà 11. Äëÿ âñåõ íåâåùåñòâåííûõ çíà÷åíèé E ôóíêöèÿ

ψ(x,E) = θ(x,E) +m(E)ϕ(x,E) (41)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (7), ñ èíòåãðèðóåìûì êâàäðàòîì íà
èíòåðâàëå [0,∞).

Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè Âåéëÿ; â îáîçíà÷å-
íèÿõ ï. 2.1 ψ = um. Å¼ åäèíñòâåííîñòü âûòåêàåò èç ñëó÷àÿ ïðåäåëüíîé
òî÷êè, êîòîðûé áóäåò äîêàçàí â ï. 4.1.

3.4. Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåçîëüâåíòû. Â �3 ãëàâû II
êíèãè [9] äîêàçûâàåòñÿ ôîðìóëà, âûðàæàþùàÿ ðåçîëüâåíòó îïåðàòî-
ðà H(α) ÷åðåç èíòåãðàë, â êîòîðûé âõîäèò îáîáùåííîå ïðåîáðàçîâàíèå
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Ôóðüå f ∈ L2(0,∞). Çäåñü ìû êðàòêî èçëîæèì ðåçóëüòàòû ýòîãî ïà-
ðàãðàôà è âûäåëèì ìåñòà, êîòîðûå íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü äëÿ îïåðà-
òîðà (1) ñ ïîòåíöèàëîì (2). Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò. Ïóñòü
Im z 6= 0, à Rz = (H(α)− z)−1 � ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà H(α).

Òåîðåìà 12. Ïóñòü f(x) ∈ L2(0,∞). Òîãäà

Rzf =

∞∫
−∞

ϕ(x,E)F (E)

E − z
dρ(E), (42)

ãäå F � îáîáùåííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f èç òåîðåìû 10.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíîãî ïåðå-
õîäà â ôîðìóëå

Rz,Πf =

∞∫
−∞

ϕ(x,E)FΠ(E)

E − z
dρΠ(E), FΠ(E) =

Π∫
0

f(y)ϕ(y,E)dy, (43)

êîòîðàÿ âûòåêàåò èç ñïåêòðàëüíîé òåîðåìû äëÿ îïåðàòîðà HΠ: Rz,Π =
(HΠ − z)−1 =

∑
n(En,Π − z)−1 vn ⊗ vn.

Äëÿ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà â ëåâîé ÷àñòè (43) èñïîëüçóåòñÿ ïðåä-
ñòàâëåíèå

Rz,Πf =

Π∫
0

GΠ(x, y; z)f(y) dy,

GΠ(x, y; z) =

{
ψΠ(x, z)ϕ(y, z), y 6 x,

ϕ(x, z)ψΠ(y, z), y > x,

(44)

ãäå ψΠ = θ + `ϕ, à ` îïðåäåëåíî ôîðìóëîé (39). Ôóíêöèÿ ψΠ óäîâëå-
òâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ â òî÷êå Π èç çàäà÷è (31), à âðîíñêèàí
W (ϕ,ψΠ) = W (ϕ, θ) = 1 â ñèëó (30), ïîýòîìó (44) ìãíîâåííî âûòåêàåò
èç (35) ñ v = ψΠ.

Äëÿ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà â ïðàâîé ÷àñòè (43) èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà
Õåëëè, ÷òîáû åå ïðèìåíèòü íåîáõîäèìî îöåíèòü èíòåãðàë

n∫
0

fn(x)ϕm,Π(x)dx, (45)
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ãäå fn � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, îáðàùàþùàÿñÿ â íóëü âíå îòðåçêà [0, n], à
ϕm,Π = ϕ(·, Em,Π). Â ðåãóëÿðíîì ñëó÷àå äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ðàâåí-
ñòâî, ïîëó÷àþùååñÿ ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì,

n∫
0

fn(x)ϕm,Π(x) dx =
−1

Em,Π

n∫
0

(f ′′n (x)− V (x)fn(x))ϕm,Π(x) dx. (46)

Äëÿ îïåðàòîðà (1) ñ ïîòåíöèàëîì (2) ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ fn íå óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèÿì (34) è íå ïðèíàäëåæèò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïå-
ðàòîðà, ïîýòîìó ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ÷àñòÿì âîçíèêàþò âíåèíòå-
ãðàëüíûå ÷ëåíû â òî÷êàõ x`. Ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì äëÿ
ýòîãî ñëó÷àÿ âûâåäåíà â ï. 4.5 (ôîðìóëà (57)); îíà äàåò âìåñòî (46)
ðàâåíñòâî

n∫
0

fn(x)ϕm,Π(x) dx

=
−1

Em,Π

( n∫
0

f ′′n (x)ϕm,Π(x) dx−
∑
x`<n

λ`fn(x`)ϕm,Π(x`)

)
, (47)

â êîòîðîì ñóììà êîíå÷íà è, â ñèëó ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè íîð-
ìèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé (ï. 4.4), îöåíèâàåòñÿ òàê æå, êàê
èíòåãðàë. Â îñòàëüíîì àíàëèç ïðàêòè÷åñêè äîñëîâíî ïîâòîðÿåò äîêà-
çàòåëüñòâî èç [9].

Â �4 ãëàâû II ðàáîòû [9] äîêàçàíû ôîðìóëû (22) è (24), èõ äîêà-
çàòåëüñòâà íå òðåáóþò ïåðåïðîâåðêè äëÿ îïåðàòîðà (1) ñ ïîòåíöèà-
ëîì (2). Èç ôîðìóë (41) è (42) âûòåêàåò (22). Â ôîðìóëå (40) âñåãäà
äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî, ÷òî äîêàçûâàåò ôîðìóëó (22).

�4. Ñâîéñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ

δ-ïîòåíöèàëîì

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïðîâåðèì, ÷òî äëÿ îïåðàòîðà (1) ñ ïîòåíöè-
àëîì (2) ðåàëèçóåòñÿ ñëó÷àé ïðåäåëüíîé òî÷êè, ïîêàæåì, ÷òî âðîí-
ñêèàí ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ïîñòîÿíåí,

äîêàæåì, ÷òî ÿäðî ôóíêöèè Ãðèíà äëÿ îïåðàòîðà H̃Π çàäàåòñÿ ôîðìó-
ëîé (35), ïðîâåðèì ôîðìóëó (26) è äîêàæåì ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ
ïî ÷àñòÿì.
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4.1. Ñëó÷àé ïðåäåëüíîé òî÷êè. Ïóñòü H � îïåðàòîð (1) ñ ïîòåí-
öèàëîì (2). Ïîêàæåì, ÷òî ó ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ Øðåäèí-
ãåðà ìîæåò áûòü íå áîëåå îäíîãî ëèíåéíî íåçàâèñèìîãî ðåøåíèÿ èç
L2(0,∞).

Â �2 ãëàâû II êíèãè [9] äîêàçàíà òåîðåìà 2.2, êîòîðàÿ óòâåðæäàåò:
åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà E0 ñóùåñòâóåò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Hψ = E0ψ, ïðèíàäëåæàùèõ L2(0,∞), òî äëÿ ëþ-
áîãî E äëÿ óðàâíåíèÿ Hψ = Eψ ñóùåñòâóåò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
ðåøåíèÿ èç L2(0,∞). Ýòà òåîðåìà áåç òðóäà ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé îïå-
ðàòîðà (1) ñ ïîòåíöèàëîì (2). ×óâñòâèòåëüíûì ê ïîòåíöèàëó ìåñòîì â
äîêàçàòåëüñòâå ÿâëÿåòñÿ ëèøü ôîðìóëà âàðèàöèè ïðîèçâîëüíîé ïîñòî-
ÿííîé (26), êîòîðóþ ìû äîêàæåì äëÿ îïåðàòîðà (1) ñ ïîòåíöèàëîì (2)
â ï. 4.6.

Åñëè ìû äîêàæåì, ÷òî ïðè E = 0 ñóùåñòâóåò ëèøü îäíî ëèíåé-
íî íåçàâèñèìîå ðåøåíèå èç L2(0,∞), òî äëÿ îïåðàòîðà ðåàëèçóåòñÿ
ñëó÷àé ïðåäåëüíîé òî÷êè. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü ïðè E = 0
ñóùåñòâóþò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ f è g èç L2(0,∞). Íà
êàæäîì èíòåðâàëå (x`, x`+1) ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñ E = 0 ëèíåéíû;
ïóñòü íà (xn, xn+1)

f(x) = Ax+B, g(x) = Cx+D.

Ïîäáåð¼ì êîíñòàíòû G1, G2, íå ðàâíûå íóëþ îäíîâðåìåííî, òàê, ÷òî
G1A+G2C = 0; òîãäà u = G1f+G2g � ðåøåíèå èç L2(0,∞), ïîñòîÿííîå
íà (xn, xn+1): u ≡ h. Íàïîìíèì, ÷òî â (2) âñå λ` > 0, ïîýòîìó ïî
ôîðìóëå (34) ïðîèçâîäíàÿ ðåøåíèÿ èìååò â òî÷êàõ x` jump òîãî æå
çíàêà, ÷òî è çíà÷åíèå ðåøåíèÿ. Åñëè h 6= 0, òî ïðè x > xn ðåøåíèå u
ñîõðàíÿåò çíàê, à |u| íå óáûâàåò, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò u ∈ L2(0,∞). Åñëè
æå h = 0, òî u âìåñòå ñ ïðîèçâîäíîé îáðàùàåòñÿ â íóëü íà (xn, xn+1) è
ïî åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè u ≡ 0 âñþäó, òî åñòü ðåøåíèÿ
f è g ëèíåéíî çàâèñèìû � ñíîâà ïðîòèâîðå÷èå. Èòàê, äëÿ îïåðàòîðà (1)
ñ ïîòåíöèàëîì (2) ðåàëèçóåòñÿ ñëó÷àé ïðåäåëüíîé òî÷êè.

4.2. Ïîñòîÿíñòâî âðîíñêèàíà. Ïóñòü y1 è y2 � äâà ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèÿ Øðåäèíãåðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî îïåðàòîðó (1) ñ ïîòåíöèàëîì (2).
Ïîêàæåì, ÷òî âðîíñêèàí W (y1, y2) = y′1y2 − y1y

′
2 íå çàâèñèò îò x. Âíå

òî÷åê x` ôóíêöèè y1 è y2 óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà áåç
ïîòåíöèàëà, äëÿ êîòîðîãî ïîñòîÿíñòâî âðîíñêèàíà õîðîøî èçâåñòíî;
òàêèì îáðàçîì, W (x) ïîñòîÿíåí íà êàæäîì èíòåðâàëå (x`, x`+1). Ïî-
êàæåì, ÷òî W (x) íåïðåðûâåí â òî÷êàõ x`. Â ýòèõ òî÷êàõ ðåøåíèÿ y1
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è y2 íåïðåðûâíû è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (34), ïîýòîìó

W (x` + 0) = y′1(x` + 0)y2(x`)− y1(x`)y
′
2(x` + 0)

= y′1(x` − 0)y2(x`)− y1(x`)y
′
2(x` − 0)

+ λ`y1(x`)y2(x`)− y1(x`)λ`y2(x`)

= y′1(x` − 0)y2(x`)− y1(x`)y
′
2(x` − 0) = W (x` − 0).

Òàêèì îáðàçîì, äîîïðåäåëèâ âðîíñêèàí W (y1, y2) ïî íåïðåðûâíîñòè
â òî÷êàõ x`, ïîëó÷àåì W (x) = W (0) ïðè âñåõ x > 0.

4.3. Ôóíêöèÿ Ãðèíà îïåðàòîðà íà îòðåçêå. Ïóñòü ôóíêöèÿ G
îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (35). Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ

y(x,E) =

Π∫
0

G(x, t, E)f(t) dt

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (31) äëÿ îïåðàòîðà (1) ñ ïîòåíöèàëîì (2).
Èìååì

y(x,E) =
1

W

v(x,E)

x∫
0

ϕ(t, E)f(t) dt+ ϕ(x,E)

Π∫
x

v(t, E)f(t) dt

 .

Îòñþäà î÷åâèäíî, ÷òî êðàåâûå óñëîâèÿ ïðè x = 0 è x = Π âûïîëíåíû è
ìåæäó òî÷êàìè x` ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà áåç
ïîòåíöèàëà. Íàì îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî â òî÷êàõ x` ðåøåíèå íåïðå-
ðûâíî, à ïðîèçâîäíàÿ èìååò ñêà÷îê (34).

Äèôôåðåíöèðóÿ y(x,E), ïîëó÷àåì

y′(x,E) =
1

W

v′(x,E)

x∫
0

ϕ(t, E)f(t) dt+ v(x,E)ϕ(x,E)f(x)

+ϕ′(x,E)

Π∫
x

v(t, E)f(t) dt− ϕ(x,E)v(x,E)f(x)

 . (48)
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Îòñþäà

y′(x` + 0, E)− y′(x` − 0, E)

=
1

W
(v′(x` + 0, E)− v′(x` − 0, E))

x`∫
0

ϕ(t, E)f(t) dt

+
1

W
(ϕ′(x` + 0, E)− ϕ′(x` − 0, E))

Π∫
x`

v(t, E)f(t) dt

÷òî ââèäó óñëîâèé (34) äëÿ ðåøåíèé ϕ è v ñîâïàäàåò ñ λ`y(x`).

4.4. Âèä ðåøåíèÿ è àñèìïòîòèêà ïðè âåùåñòâåííîì E. Ìû ïî-
êàæåì, ÷òî ó çàäà÷è Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ íà îòðåçêå [0,Π] äëÿ îïåðàòî-

ðà H̃Π, îïðåäåëåííîãî â ï. 3.1, ñîáñòâåííûå ÷èñëà ðàñòóò êâàäðàòè÷íî
ïî íîìåðó, à íîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ðàâíîìåðíî îãðà-
íè÷åíû. Îòñþäà ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà (37). Îòäåëüíîãî âíèìàíèÿ
òðåáóåò ñëó÷àé α = 0, â êîòîðîì ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ
ϕ îáðàùàåòñÿ â íóëü.

Ïóñòü E=k2, k > 0. Íà êàæäîì èíòåðâàëå (x`, x`+1), `=−1, 0, . . . , N ,
ðåøåíèå ϕ(x,E) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (29) èìååò âèä (9). Íà ïåðâîì
èíòåðâàëå (0, x0) èç íà÷àëüíûõ äàííûõ íàõîäèì

ϕ(x,E) = − sinα cos kx+
cosα

k
sin kx, (49)

A−1 =
1

2

(
− sinα+

cosα

ik

)
, B−1 =

1

2

(
− sinα− cosα

ik

)
. (50)

Óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèÿ è ñêà÷êà ïðîèçâîäíîé (34) â òî÷êå x`
äàþò ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ(

A`
B`

)
=

[
I +

λ`
2ik

(
1 e−2ikx`

−e2ikx` −1

)](
A`−1

B`−1

)
, `=0, . . . , N. (51)

Íîðìà ìàòðèöû â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ íå ïðåâîñõîäèò 1 + λ`/k, ïî-
ýòîìó ïðè ôèêñèðîâàííîì Π (è, ñëåäîâàòåëüíî, ôèêñèðîâàííîì N)
ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö (51) èìååò âèä I +O(1/k) ðàâíîìåðíî ïî ` 6 N ,
è (

A`
B`

)
=

{
I +O

(
1

k

)}(
A−1

B−1

)
, `=−1, 0, . . . , N.
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Òàê êàê |A−1|+ |B−1| = O(| sinα|+ 1/k), îòñþäà íà êàæäîì èíòåðâàëå
(x`, x`+1) ïðè k →∞ ïîëó÷àåì

ϕ(x,E) = − sinα cos kx+
cosα

k
sin kx+O

(
| sinα|
k

+
1

k2

)
, (52)

ϕ′(x,E) = k sinα sin kx+ cosα cos kx+O

(
| sinα|+ 1

k

)
. (53)

Ïðè sinα 6= 0 ãëàâíûå ÷ëåíû çäåñü ñóòü − sinα cos kx è k sinα sin kx, à
ïðè α = 0 � sin kx

k è cos kx.
×òîáû ϕ(·, E) ÿâëÿëàñü ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé çàäà÷è íà îòðåçêå,

îíà äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ïîñëåäíåìó óñëîâèþ â (31):

cosβ ϕ(Π, E) + sinβ ϕ′(Π, E) = 0.

Ïîäñòàâëÿÿ â íåãî âûðàæåíèÿ èç ôîðìóëû (52) è äåëÿ íà ãëàâíûé
êîýôôèöèåíò, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå sin kΠ+O( 1

k ) = 0, åñëè sinα sinβ 6=
0 èëè α = β = 0, è óðàâíåíèå cos kΠ + O( 1

k ) = 0, åñëè ðîâíî îäíî èç
÷èñåë sinα, sinβ ðàâíî íóëþ. Ïîýòîìó äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë En,Π =
k2
n ïðè n→∞ âåðíà ôîðìóëà

kn =
π(n+ δ)

Π
+O

(
1

n

)
, En,Π =

(
π(n+ δ)

Π

)2

+O(1), (54)

ãäå δ = 0 â ïåðâîì ñëó÷àå è δ = 1
2 âî âòîðîì. Â ÷àñòíîñòè, En,Π > cn2

ïðè áîëüøèõ n.
Íàéäåì àñèìïòîòèêó íîðìèðóþùèõ ìíîæèòåëåé (36). Åñëè sinα 6=

0, òî èç (52) ϕ2
n = sin2 α cos2 knx+O(1/kn) è

α2
n,Π =

Π∫
0

ϕ2
n dx =

Π

2
sin2 α+O

(
1

kn

)
,

òàê ÷òî vn = ϕn/αn,Π = ±
√

2/Π cos knx + O(1/kn). Åñëè α = 0, òî

ϕ2
n = sin2 knx

k2
n

+O(1/k3
n),

α2
n,Π =

Π

2k2
n

+O

(
1

k3
n

)
,

è vn =
√

2/Π sin knx + O(1/kn). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ íîðìèðîâàííûå ñîá-
ñòâåííûå ôóíêöèè ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû: supx∈[0,Π] |vn(x)| 6 C(Π)

ïðè âñåõ n. Âìåñòå ñ (54) ýòî îáåñïå÷èâàåò àáñîëþòíóþ è ðàâíîìåðíóþ
ñõîäèìîñòü ðÿäà (37).
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Îòìåòèì, ÷òî ïðè α = 0 ìíîæèòåëè 1/α2
n,Π ∼ 2k2

n/Π ðàñòóò, è ôóíê-

öèÿ ρΠ(E) =
∑

0<En,Π6E α
−2
n,Π âåäåò ñåáÿ ïðè E → +∞ êàê 2

3πE
3/2, òî-

ãäà êàê ïðè sinα 6= 0 îíà ðàñòåò êàê 2
π sin2 α

E1/2. Ýòî è åñòü èñòî÷íèê
ðàçëè÷èÿ ìåæäó ôîðìóëàìè (24) è (25), îòìå÷åííîãî â ï. 2.1.

4.5. Ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì. Ïóñòü Π > 0 íå ñîâïà-
äàåò íè ñ îäíîé èç òî÷åê x`, à ôóíêöèè f è g íåïðåðûâíû íà [0,Π],
äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìû íà êàæäîì èíòåðâàëå (x`, x`+1) è èìåþò
îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû ïðîèçâîäíûõ â òî÷êàõ x` (òàêîâû, â ÷àñòíî-
ñòè, ôóíêöèè èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ (5) è ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7)).
Ïóñòü P � ìàêñèìàëüíûé íîìåð òî÷åê x`, ëåæàùåé âíóòðè èíòåðâàëà

(0,Π); ïîëîæèì x−1 = 0, xP+1 = Π. Ðàçîáüåì èíòåãðàë
Π∫
0

f(x)g′′(x) dx

â ñóììó èíòåãðàëîâ ïî èíòåðâàëàì (x`, x`+1) è íà êàæäîì èç íèõ äâà-
æäû ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì. Ââèäó íåïðåðûâíîñòè f è g âíåèíòå-
ãðàëüíûå ÷ëåíû â óçëå x`, ` = 0, . . . , P , äàþò âêëàä

−f(x`)
(
g′(x` + 0)− g′(x` − 0)

)
+
(
f ′(x` + 0)− f ′(x` − 0)

)
g(x`).

Òàêèì îáðàçîì, â îáùåì ñëó÷àå

Π∫
0

f(x)g′′(x)dx = f(Π)g′(Π)− f ′(Π)g(Π)− f(0)g′(0) + f ′(0)g(0)

+

Π∫
0

f ′′(x)g(x)dx−
P∑
`=0

f(x`)
(
g′(x` + 0)− g′(x` − 0)

)

+

P∑
`=0

(
f ′(x` + 0)− f ′(x` − 0)

)
g(x`). (55)

Åñëè îáå ôóíêöèè f è g óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (34) (íàïðèìåð, îáå
ïðèíàäëåæàò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ (5) èëè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâ-
íåíèÿ (7), âîçìîæíî, ñ ðàçíûìè çíà÷åíèÿìè E), òî ñêà÷êè ïðîèçâîä-
íûõ ïðîïîðöèîíàëüíû çíà÷åíèÿì ôóíêöèé ñ îäíèì è òåì æå êîýôôè-
öèåíòîì λ`, è âêëàäû òî÷åê x = x` â (55) âçàèìíî óíè÷òîæàþòñÿ. Â
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ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì

Π∫
0

f(x)g′′(x)dx = f(Π)g′(Π)− f ′(Π)g(Π)− f(0)g′(0) + f ′(0)g(0)

+

Π∫
0

f ′′(x)g(x)dx. (56)

Â ñëó÷àå Π = +∞ â ôîðìóëå íå áóäåò ñëàãàåìûõ ñ Π (ïðè óñëîâèè,
÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå âíåèíòåãðàëüíûå ÷ëåíû ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ).

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî åñëè óñëîâèÿì (34) óäîâëåòâîðÿåò ëèøü îäíà èç
ôóíêöèé, ôîðìóëà (56) íå èìååò ìåñòà: íàïðèìåð, åñëè f ∈ C2[0,Π]
(ïðîèçâîäíàÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êàõ x`), à g óäîâëåòâîðÿåò (34), òî
èç (55) ïîëó÷àåì

Π∫
0

f(x)g′′(x)dx = f(Π)g′(Π)− f ′(Π)g(Π)− f(0)g′(0) + f ′(0)g(0)

+

Π∫
0

f ′′(x)g(x)dx−
P∑
`=0

λ`f(x`)g(x`). (57)

Ïîñëåäíÿÿ ñóììà � ýòî â òî÷íîñòè âêëàä ïîòåíöèàëà (2): ôîðìóëà (57)

îçíà÷àåò, ÷òî
Π∫
0

f (Hg) dx =
Π∫
0

(Hf) g dx ñ ó÷åòîì âíåèíòåãðàëüíûõ ÷ëå-

íîâ, ãäå Hf = −f ′′ +
∑
` λ`f(x`)δ(x − x`) ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå îáîá-

ùåííûõ ôóíêöèé. Èìåííî ôîðìóëà (57) èñïîëüçóåòñÿ â ï. 3.4 ïðè âû-
âîäå (47).

4.6. Âàðèàöèÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé. Äîêàæåì ôîðìóëó (26).
Â ï. 4.2 ìû ïîêàçàëè, ÷òî W (φ, ψ) = φ′ψ − φψ′ ïîñòîÿíåí; íå óìàëÿÿ
îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî W (φ, ψ) = 1. Ïîëîæèì

K(r, t) = φ(t, z1)ψ(r, z1)− φ(r, z1)ψ(t, z1), (58)

y(r) = θ(r, z1) + (z2 − z1)

r∫
0

K(r, t) θ(t, z2) dt, (59)

è ïðîâåðèì, ÷òî y ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Hy = z2y, ãäå H �
îïåðàòîð (1) ñ ïîòåíöèàëîì (2), ñ òåìè æå íà÷àëüíûìè äàííûìè y(0) =
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ξ, y′(0) = η, ÷òî è θ(·, z2). Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè
(ðåøåíèå îäíîçíà÷íî ïðîäîëæàåòñÿ ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó x` óñëîâèÿìè
íåïðåðûâíîñòè è (34)) îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü y = θ(·, z2), òî åñòü
ôîðìóëà (26).

Ïóñòü r íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíîé èç òî÷åê x` èç (2). Òàê êàê K(r, r) =
0, äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî âåðõíåìó ïðåäåëó íå äàåò âêëàäà, è

y′(r) = θ′(r, z1) + (z2 − z1)

r∫
0

(
φ(t, z1)ψ′(r, z1)

− φ′(r, z1)ψ(t, z1)
)
θ(t, z2) dt. (60)

Äèôôåðåíöèðóÿ åùå ðàç, íà âåðõíåì ïðåäåëå ïîëó÷àåì φ(r)ψ′(r) −
φ′(r)ψ(r) = −W (φ, ψ) = −1, à ïîä èíòåãðàëîì ïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî
ìåæäó òî÷êàìè x` ôóíêöèè φ è ψ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ áåç ïî-
òåíöèàëà:

φ′′ = −z1φ, ψ′′ = −z1ψ.

y′′(r)=θ′′(r, z1)−(z2 − z1)θ(r, z2)−z1 · (z2−z1)

r∫
0

K(r, t)θ(t, z2) dt

︸ ︷︷ ︸
y(r)−θ(r,z1)

=−z1θ(r, z1)−(z2−z1)θ(r, z2)−z1

(
y(r)−θ(r, z1)

)
=−(z2−z1)θ(r, z2)−z1y(r).

Çäåñü èñïîëüçîâàíî, ÷òî −θ′′(r, z1) = z1θ(r, z1). Èòàê, ìåæäó òî÷êà-
ìè x`

−y′′(r) = z1y(r) + (z2 − z1)θ(r, z2). (61)

Ïðîâåðèì íà÷àëüíûå äàííûå è óñëîâèÿ â òî÷êàõ x`. Ïðè r = 0 èí-
òåãðàëû â (58) è (60) îáðàùàþòñÿ â íóëü, ïîýòîìó y(0) = θ(0, z1) = ξ,
y′(0) = θ′(0, z1) = η. Ôóíêöèÿ y íåïðåðûâíà íà [0,∞), òàê êàê íåïðå-
ðûâíû θ(·, z1) è èíòåãðàë â (58). Äàëåå, èç (60) è óñëîâèé (34) äëÿ
ðåøåíèé φ è ψ ïîëó÷àåì

y′(x` + 0)− y′(x` − 0) = λ`θ(x`, z1)

+ (z2 − z1)

x`∫
0

(
φ(t, z1)λ`ψ(x`, z1)− λ`φ(x`, z1)ψ(t, z1)

)
θ(t, z2) dt
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= λ`

θ(x`, z1) + (z2 − z1)

x`∫
0

K(x`, t) θ(t, z2) dt

 = λ`y(x`),

òî åñòü y óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (34).
Îñòàëîñü ñðàâíèòü y ñ θ(·, z2). Ôóíêöèÿ θ(·, z2) óäîâëåòâîðÿåò òîìó

æå óðàâíåíèþ (61), ïîñêîëüêó

−θ′′(·, z2) = z2θ(·, z2) = z1θ(·, z2) + (z2 − z1)θ(·, z2).

Ïîýòîìó ðàçíîñòü w = y − θ(·, z2) óäîâëåòâîðÿåò ìåæäó òî÷êàìè x`
îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ −w′′ = z1w, óñëîâèÿì (34) è íóëåâûì íà-
÷àëüíûì äàííûì w(0) = w′(0) = 0, îòêóäà w ≡ 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
y = θ(·, z2), ÷òî è ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå ôîðìóëû (26).

Àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêî-
âîäèòåëþ À. À. Ôåäîòîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è, ðåãóëÿðíûå îáñóæäå-
íèÿ ðåçóëüòàòîâ è ïîñòîÿííóþ ïîìîùü íà âñåõ ýòàïàõ èññëåäîâàíèÿ.
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Andronov N. I. On subordinate solutions for the Schr�odinger operator
with a potential equal to a sum of delta functions.

In this paper, we prove that the spectrum of the Schr�odinger operator on
the half line with a potential equal to the sum of δ-functions, the distances
between the support points of which grow linearly with the indices of
the terms, contains no absolutely continuous component. To this end, the
results of D. J. Gilbert and D. B. Pearson from the theory of subordinate
solutions are generalized to the case of the Schr�odinger operator with a
potential equal to the sum of δ-functions concentrated on a countable set
of points.
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