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§1. Введение

Инварианты Тураева–Виро TVr,q(M) трёхмерного многообразия M
определяются двумя параметрами: натуральным числом r ⩾ 3, на-
зываемым порядком инварианта, и таким комплексным корнем q из
единицы степени 2r, что q2 – примитивный корень из единицы сте-
пени r [1]. В случае r = 5, которому посвящена настоящая работа, q
принимает одно из значений
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Оказывается, значение TV5,q(M) зависит не столько от q, сколько
от связанного с ним параметра ε, принимающего значения (1±

√
5)/2.

Точный вид зависимости ε от q указан в формулировках теорем 1 и 2.
Более того, инвариант TV5,q(M) выражается через слагаемые другого
инварианта – так называемого ε-инварианта t(M) многообразия M [2].

Для описания основных результатов работы нам понадобится ряд
обозначений. Пусть P – специальный спайн трёхмерного многообра-
зия M . Обозначим через F(P ) множество всех простых подполиэд-
ров спайна P , включая P и пустое множество, а через S(P ) – под-
множество в F(P ), состоящее из всех замкнутых поверхностей. Для
пары (F,Q) ∈ S(P )×F(P ) обозначим через τ(F,Q) число таких ис-
тинных вершин полиэдра P , что F проходит через соответствующую
бабочку по четырём крыльям, Q – по пяти, а F ∪Q – по всем шести.
Напомним также, что ε-весом простого полиэдра Q называется число

wε(Q) = (−1)|V (Q)|εχ(Q)−|V (Q)|,
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где |V (Q)| – число истинных вершин полиэдра Q, а χ(Q) – его эйлерова
характеристика.

Теорема 1. Пусть M – компактное 3-многообразие, P – его специ-
альный спайн. Если q ∈ {exp(±π

5 i), exp(±
3π
5 i)}, то

TV5,q(M) =
∑

Q∈F(P )

 ∑
F∈S(P )

(−1)χ(F )+τ(F,Q)

wε(Q),

где ε = 1+
√
5

2 при q = exp(±π
5 i) и ε = 1−

√
5

2 при q = exp(± 3π
5 i).

Теорема 2. Пусть M – компактное 3-многообразие, P – его специ-
альный спайн. Если q ∈ {exp(± 2π

5 i), exp(±4π
5 i)}, то

TV5,q(M) = |H2(M,Z2)| · t(M),

где ε = 1−
√
5

2 при q = exp(± 2π
5 i) и ε = 1+

√
5

2 при q = exp(± 4π
5 i).

§2. Предварительные сведения

2.1. Специальные спайны. Напомним определения простых и спе-
циальных полиэдров, следуя [3]. Компактный полиэдр P называется
простым, если линк каждой его точки x ∈ P гомеоморфен одному
из следующих одномерных полиэдров: (a) окружности (в этом случае
точка x называется неособой); (b) объединению окружности и диамет-
ра (в этом случае точка x называется тройной точкой); (c) объедине-
нию окружности и трех радиусов (в этом случае точка x называется
истинной вершиной). Типичные окрестности точек простого полиэдра
показаны на Рис. 1. Регулярная окрестность истинной вершины назы-
вается бабочкой. Пересечение бабочки с объединением всех 2-компо-
нент полиэдра состоит из шести дисков, которые, следуя [3], будем на-
зывать крыльями бабочки. Назовем два крыла противоположными,
если пересечение их замыканий есть в точности истинная вершина.
Несложно заметить, что шесть крыльев бабочки разбиваются на три
пары противоположных крыльев.

Простой полиэдр имеет естественную стратификацию. Страты раз-
мерности 2 (2-компоненты) – это связные компоненты множества то-
чек типа (a). Страты размерности 1 (рёбра) – это связные компоненты
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Рис. 1. Разрешенные типы окрестностей в простом полиэдре.

множества точек типа (b). Страты размерности 0 – это истинные вер-
шины. Естественно потребовать, чтобы каждый страт являлся клет-
кой. Простой полиэдр P называется специальным, если выполнены
следующие условия:

(1) Каждое ребро полиэдра P является открытой 1-клеткой.
(2) Каждая 2-компонента полиэдра P является открытой 2-клеткой.
Очевидно, что если простой полиэдр P связен и содержит хотя бы

одну истинную вершину, то выполнение условия (2) влечет выполнение
условия (1).

Пусть M – связное компактное 3-многообразие с непустым краем.
Компактный полиэдр P ⊂ M называется спайном многообразия M ,
если разность M \ P гомеоморфна ∂M × (0, 1]. При этом под спай-
ном замкнутого 3-многообразия M подразумевается спайн многообра-
зия M \ V , где V – шар в M . Спайн многообразия называется спе-
циальным, если он является специальным полиэдром. Как несложно
видеть, специальный спайн связного 3-многообразия связен.

2.2. Инварианты Тураева–Виро. Cледуя изложению в [3], напом-
ним конструкцию инвариантов Тураева–Виро [1]. Пусть P – специ-
альный полиэдр с множеством истинных вершин V (P ), множеством
рёбер E(P ) и множеством 2-компонент D(P ). Раскраской полиэдра P
в цвета палитры C = {0, 1, . . . , r − 2}, где r ⩾ 3 – целое число, будем
называть отображение ξ : D(P ) → C. Неупорядоченная тройка цве-
тов i, j, k2 из C называется допустимой, если выполнено:

• i+ j ⩾ k, j + k ⩾ i, k + i ⩾ j;
• сумма i+ j + k чётна;

2Не путать цвет i с мнимой единицей i.
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• i+ j + k ⩽ 2r − 4.

Раскраска ξ специального полиэдра P называется допустимой, если
цвета любых трёх 2-компонент, инцидентных одному и тому же ребру,
образуют допустимую тройку. Множество всех допустимых раскрасок
специального полиэдра P с палитрой C обозначим через Adm(P ).

Напомним обозначения из теории квантовых инвариантов. Пусть q –
корень из единицы cтепени 2r, причем q2 – примитивный корень из
единицы степени r. Для целого неотрицательного числа n положим

[n] =
qn − q−n

q − q−1
и [n]! = [n][n− 1] · · · [2][1].

В частности, [1]! = [1] = 1, и положим [0]! = 1.
Каждому цвету i ∈ C сопоставим вес

wi = (−1)i[i+ 1].

Для целого неотрицательного m обозначим m̂ = m/2. Для допусти-
мой тройки i, j, k положим

∆(i, j, k) =

(
[̂i+ ĵ − k̂]! [ĵ + k̂ − î]! [k̂ + î− ĵ]!

[̂i+ ĵ + k̂ + 1]!

)1/2

.

Заметим, что любая раскраска ξ ∈ Adm(P ) определяет раскраску
окрестности каждой истинной вершины v ∈ V (P ). Это означает, что в
окрестности вершины v мы видим раскрашенную бабочку

(
i j k
l m n

)
,

где верхняя строка задает цвета трех крыльев, инцидентных одному
ребру бабочки, а каждый столбец задает цвета противоположных пар
крыльев (см. Рис. 2).

Сопоставим раскрашенной вершине v её вес
∣∣∣∣∣∣∣∣i j k
l m n

∣∣∣∣∣∣∣∣
v
∈ C и

её (q − 6j)-символ
∣∣∣∣i j k
l m n

∣∣∣∣
v
∈ C. А именно, положим∣∣∣∣∣∣∣∣i j k
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∣∣∣∣∣∣∣∣
v

= ii+j+k+l+m+n
∑
z
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B
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Рис. 2. Раскрашенная бабочка.

где

B
(
z,

(
i j k
l m n

))
= [z − î− ĵ − k̂]![z − î− m̂− n̂]![z − l̂ − ĵ − n̂]![z − l̂ − m̂− k̂]!,

C
(
z,

(
i j k
l m n

))
= [̂i+ ĵ + l̂ + m̂− z]![̂i+ k̂ + l̂ + n̂− z]![ĵ + k̂ + m̂+ n̂− z]!,

а сумма берётся по всем таким целым z, что все выражения в квад-
ратных скобках неотрицательны. Другими словами, α ⩽ z ⩽ β, где

α = max(̂i+ ĵ + k̂, î+ m̂+ n̂, l̂ + ĵ + n̂, l̂ + m̂+ k̂);

β = min(̂i+ ĵ + l̂ + m̂, î+ k̂ + l̂ + n̂, ĵ + k̂ + m̂+ n̂).

Заметим, что набранная выше жирным шрифтом буква i – это мни-
мая единица (не путать с символом i, обозначающим цвет из палит-
ры C).

Далее, каждой раскраске ξ ∈ Adm(P ) сопоставим вес w(ξ) по пра-
вилу

w(ξ) =
∏

v∈V (P )

∣∣∣∣i j k
l m n

∣∣∣∣
v

∏
d∈D(P )

wξ(d). (2.1)

Вес специального полиэдра P задается формулой

w(P ) =
∑

ξ∈Adm(P )

w(ξ).
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Как показано в [1], вес w(P ) произвольного специального спайна P
многообразия M является инвариантом Тураева–Виро TVr,q(M) по-
рядка r многообразия M .

Перепишем формулу (2.1) так, чтобы в неё входили веса вершин,
а не их (q − 6j)-символы. Для этого нам понадобится ввести понятие
веса ребра.

Пусть e – ребро специального полиэдра P . Если 2-компоненты, ин-
цидентные этому ребру, оказались покрашены в цвета i, j, k, то трой-
ку (i, j, k) будем называть раскраской ребра e. Раскрашенному ребру e
сопоставим его вес ||i j k||e = ∆(i, j, k)2 ∈ R. Тогда

w(ξ) =
∏

v∈V (P )

∣∣∣∣∣∣∣∣i j k
l m n

∣∣∣∣∣∣∣∣
v

∏
e∈E(P )

||i j k||e
∏

d∈D(P )

wξ(d). (2.2)

Действительно, для ребра e ∈ E(P ) с раскраской (i, j, k) число ∆(i, j, k)
входит в произведение (2.1) дважды – по одному разу в (q − 6j)-сим-
волы начала и конца ребра e.

§3. Геометрическая интерпретация четырёхцветной
раскраски

Сопоставим каждой четырёхцветной раскраске ξ специального по-
лиэдра P подполиэдры F (ξ) и Q(ξ) следующим образом: полиэдр F (ξ)
определяется как замыкание всех 2-компонент, покрашенных нечёт-
ными цветами, а полиэдр Q(ξ) – как замыкание всех 2-компонент, по-
крашенных цветами 1 и 2.

Лемма 1. Если четырёхцветная раскраска ξ допустима, то поли-
эдр F (ξ) есть замкнутая поверхность, а полиэдр Q(ξ) является про-
стым. Более того, сопоставление ξ 7→

(
F (ξ), Q(ξ)

)
индуцирует биек-

цию между множеством Adm(P ) и множеством S(P )×F(P ).

Доказательство. Заметим, что замыкание некоторого набора 2-ком-
понент полиэдра P есть замкнутая поверхность тогда и только тогда,
когда к каждому ребру полиэдра P , лежащему в замыкании, 2-ком-
поненты набора примыкают ровно два раза (с учетом кратности). Кро-
ме того, замыкание некоторого набора 2-компонент полиэдра P есть
простой подполиэдр тогда и только тогда, когда к каждому ребру по-
лиэдра P , лежащему в замыкании, 2-компоненты набора примыкают
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два или три раза (с учетом кратности). Поэтому первое утверждение
леммы прямо следует из анализа всех допустимых троек:

(0, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 1, 2), (1, 2, 3), (2, 2, 0), (2, 2, 2), (3, 3, 0). (3.1)

Для доказательства биективности достаточно описать обратное
отображение. Рассмотрим пару (F,Q) ∈ S(P )×F(P ) и построим по ней
раскраску ξ полиэдра P . В цвет 0 покрасим 2-компоненты, не лежащие
ни в поверхности F , ни в полиэдре Q. В цвет 1 покрасим 2-компоненты,
лежащие одновременно и в F , и в Q. В цвет 2 покрасим 2-компоненты,
лежащие в Q, но не лежащие в F . Наконец, в цвет 3 покрасим 2-компо-
ненты, лежащие вF , но не лежащие вQ. Нетрудно видеть, что F (ξ) = F
и Q(ξ) = Q. Кроме того, анализируя все способы того, как полиэдры F
и Q проходят через произвольное ребро полиэдра P , легко видеть, что
раскраска ξ допустима. Лемма доказана. □

§4. Доказательства теорем 1 и 2

Пусть M – компактное 3-многообразие, P – его специальный спайн
и ξ – допустимая четырёхцветная раскраска спайна P .

4.1. Выражение веса раскраски через [2], [3] и [4].
Сначала выпишем веса цветов:

w0 = 1, w1 = −[2], w2 = [3], w3 = −[4]. (4.1)

Пронумеруем все возможные допустимые тройки, начиная с нуля,
в том порядке, в котором они перечислены в списке (3.1). Вес s-ой
допустимой тройки обозначим через Ts. Тогда

T0 = [0]!·[0]!·[0]!
[1]! = 1 – вес тройки (0, 0, 0);

T1 = [1]!·[0]!·[0]!
[2]! = [2]−1 – вес тройки (1, 1, 0);

T2 = [0]!·[1]!·[1]!
[3]! = [3]!−1 – вес тройки (1, 1, 2);

T3 = [0]!·[1]!·[2]!
[4]! = [3]−1[4]−1 – вес тройки (1, 2, 3); (4.2)

T4 = [2]!·[0]!·[0]!
[3]! = [3]−1 – вес тройки (2, 2, 0);

T5 = [1]!·[1]!·[1]!
[4]! = [4]!−1 – вес тройки (2, 2, 2);

T6 = [3]!·[0]!·[0]!
[4]! = [4]−1 – вес тройки (3, 3, 0).
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Наконец, есть ровно 19 различных допустимых раскрашенных бабо-
чек. Пронумеруем их, начиная с нуля. Вес t-ой раскрашенной бабочки
обозначим через Ht. Вычислим эти веса:

0.
(
0 0 0
0 0 0

)
α = β = 0; H0 = i0 · (−1)0·[1]!

1·1 = 1.

1.
(
0 0 0
1 1 1

)
α = β = 1; H1 = i3 · (−1)1·[2]!

1·1 = i[2].

2.
(
0 0 0
2 2 2

)
α = β = 2; H2 = i6 · (−1)2·[3]!

[2]!·1 = −[3].

3.
(
0 0 0
3 3 3

)
α = β = 3; H3 = i9 · (−1)3·[4]!

[3]!·1 = −i[4].

4.
(
1 1 0
1 1 0

)
α = β = 1; H4 = i4 · (−1)1·[2]!

1·1 = −[2].

5.
(
1 1 0
1 1 2

)
α = β = 2; H5 = i6 · (−1)2·[3]!

1·1 = −[3]!.

6.
(
1 1 0
2 2 1

)
α = β = 2; H6 = i7 · (−1)2·[3]!

1·1 = −i[3]!.

7.
(
1 1 0
2 2 3

)
α = β = 3; H7 = i9 · (−1)3·[4]!

[2]!·1 = −i[3][4].

8.
(
1 1 0
3 3 2

)
α = β = 3; H8 = i10 · (−1)3·[4]!

[2]!·1 = [3][4].

9.
(
1 1 2
1 1 2

)
α=β=2; H9=i8 · (−1)2·[3]!

1·1 =[3]!. (4.3)
10.

(
1 1 2
2 2 1

)
α = β = 3; H10 = i9 · (−1)3·[4]!

1·1 = −i[4]!.

11.
(
1 1 2
3 1 2

)
α = β = 3; H11 = i10 · (−1)3·[4]!

1·1 = [4]!.

12.
(
1 1 2
2 2 3

)
α = β = 3; H12 = i11 · (−1)3·[4]!

1·1 = i[4]!.

13.
(
1 2 3
1 2 3

)
α = β = 3; H13 = i12 · (−1)3·[4]!

1·[2]! = −[3][4].

14.
(
1 2 3
0 3 2

)
α = β = 3; H14 = i11 · (−1)3·[4]!

1·[2]! = i[3][4].

15.
(
2 2 0
2 2 0

)
α = β = 2; H15 = i8 · (−1)2·[3]!

1·[2]! = [3].

16.
(
2 2 0
2 2 2

)
α = β = 3; H16 = i10 · (−1)3·[4]!

1·1 = [4]!.

17.
(
2 2 2
2 2 2

)
α=3, β=4; H17 = i12

(
(−1)3·[4]!

1·1 + (−1)4·[5]!
1·1

)
= −[4]!.

18.
(
3 3 0
3 3 0

)
α = β = 3; H18 = i12 · (−1)3·[4]!

1·[3]! = −[4].

Обозначим через at, 0 ⩽ t ⩽ 18, число раскрашенных бабочек поли-
эдра P , раскраски которых описаны в (4.3), через bs, 0 ⩽ s ⩽ 6, – число
рёбер полиэдра P , раскраски которых описаны в (4.2), и, наконец, че-
рез ck, 0 ⩽ k ⩽ 3, – число 2-компонент полиэдра P , покрашенных
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цветом k. Тогда формула (2.2) примет вид

w(ξ) =

18∏
t=0

Hat
t

6∏
s=0

T bs
s

3∏
k=0

wck
k . (4.4)

Подставив в формулу (4.4) вычисленные в формулах (4.1), (4.2), (4.3)
значения весов, мы получим

w(ξ) = (−1)X0iX1 [2]X2 [3]X3 [4]X4 , (4.5)

где

X0 = a2:7 + a10 + a13 + a17 + a18 + c1 + c3,

X1 = a1 + a3 + a6 + a7 + a10 + a12 + a14,

X2 = a1 + a4:6 + a9:12 + a16 + a17 − b1 − b2 − b5 + c1, (4.6)
X3 = a2 + a5:17 − b2 − b3 − b4 − b5 + c2,

X4 = a3 + a7 + a8 + a10:14 + a16:18 − b3 − b5 − b6 + c3.

Здесь через am:n мы обозначаем сумму
∑n

t=m at.
Проанализировав раскраски ребер в раскрашенных бабочках, вы-

разим числа bi через числа aj .

b0 = 2a0 +
1
2a1 +

1
2a2 +

1
2a3,

b1 = 3
2a1 + 2a4 + a5 +

1
2a6 +

1
2a7 +

1
2a8,

b2 = a5 + a6 + 2a9 +
3
2a10 + a11 +

1
2a12,

b3 = a7 + a8 + a11 + a12 + 2a13 + a14, (4.7)

b4 = 3
2a2 +

1
2a6 +

1
2a7 +

1
2a14 + 2a15 + a16,

b5 = 1
2a10 +

1
2a12 + a16 + 2a17,

b6 = 3
2a3 +

1
2a8 +

1
2a14 + 2a18.

Подставив (4.7) в (4.6), мы получим

X0 = a2:7 + a10 + a13 + a17 + a18 + c1 + c3,

X1 = a1 + a3 + a6 + a7 + a10 + a12 + a14,

X2 = − 1
2a1 − a4 − a5 − 1

2a6 −
1
2a7 −

1
2a8 − a9 − a10 − a17 + c1, (4.8)

X3 = − 1
2a2 −

1
2a6 −

1
2a7 − a9:13 − 1

2a14 − a15:17 + c2,

X4 = − 1
2a3 −

1
2a8 +

1
2a10 −

1
2a12 − a13 − 1

2a14 − a17 − a18 + c3.



68 А.С. КРИВОВИЧЕВ, Е.А. ФОМИНЫХ

4.2. Вспомогательные леммы.

Лемма 2. Следующие величины чётны:

1. a1 + a2 + a3; 2. a1 + a6 + a7 + a8; 3. a10 + a12; 4. a3 + a8 + a14.

Доказательство. Предположим, что сумма в пункте 1 нечётна. То-
гда, согласно (4.7), число b0 не является целым, что противоречит
его определению. Остальные пункты леммы доказываются аналогич-
но. □

Лемма 3. Имеют место следующие сравнения и равенство:
1. X0 +

1
2X1 ≡ χ(F (ξ)) + τ(F (ξ), Q(ξ)) + |V (Q(ξ))| (mod 2);

2. X0 +
1
2X1 +X2 +X4 ≡ |V (Q(ξ))| (mod 2);

3. X2 +X3 = χ(Q(ξ))− |V (Q(ξ))|.

Доказательство. Выразим величины

τ(F (ξ), Q(ξ)), |V (Q(ξ))|, χ(F (ξ)) и χ(Q(ξ))

через числа at и ck, чем сведём доказательство к простому подсчёту.
Напомним, что через τ(F (ξ), Q(ξ)) обозначается число таких истин-

ных вершин полиэдра P , что поверхность F (ξ) состоит ровно из четы-
рёх крыльев, полиэдр Q(ξ) – из пяти крыльев, а полиэдр F (ξ)∪Q(ξ) –
из шести крыльев каждой из этих вершин. Это означает, что из шести
крыльев каждой такой вершины ровно пять должны быть покраше-
ны цветами 1 и 2, ровно четыре должны быть покрашены нечётными
цветами, и все крылья должны быть покрашены ненулевыми цвета-
ми. Единственная допустимая бабочка, подходящая под это условие,
имеет номер 11. Таким образом,

τ(F (ξ), Q(ξ)) = a11. (4.9)

Истинным вершинам полиэдра Q(ξ) соответствуют такие бабочки,
все крылья которых покрашены в цвета 1 и 2. Такие бабочки стоят в
списке (4.3) под номерами 9, 10 и 17. Таким образом,

|V (Q(ξ))| = a9 + a10 + a17. (4.10)

В поверхность F (ξ) входят вершины всех раскрасок, кроме 0, 2, 15,
16 и 17 (список (4.3)), рёбра раскрасок 1, 2, 3, 6 (список (4.2)) и 2-ком-
поненты, покрашенные цветами 1 и 3. Тогда

χ
(
F (ξ)

)
= a1 + a3:14 + a18 − b1 − b2 − b3 − b6 + c1 + c3.
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Применив формулы (4.7), получаем

χ
(
F (ξ)

)
= − 1

2a1 −
1
2a3 − a4 − a5 − 1

2a6 −
1
2a7 − a8 − a9 − 1

2a10 − a11

− 1
2a12 − a13 − 1

2a14 − a18 + c1 + c3; (4.11)

В полиэдр Q(ξ) входят вершины всех раскрасок, кроме 0, 3 и 18
(список (4.3)), рёбра раскрасок 1, 2, 3, 4, 5 (список (4.2)) и 2-компо-
ненты, покрашенные цветами 1 и 2. Тогда

χ(Q(ξ)) = a1 + a2 + a4:17 − b1 − b2 − b3 − b4 − b5 + c1 + c2.

Применив формулы (4.7), получаем

χ
(
Q(ξ)

)
= − 1

2a1 −
1
2a2 − a4:7 − 1

2a8 − a9:13 − 1
2a14 − a15:17

+ c1 + c2. (4.12)

Докажем пункт 1 леммы 3. Для этого вычтем из правой части срав-
нения левую, подставим (4.11), (4.9), (4.10) и (4.8). Получим

χ(F (ξ)) + τ(F (ξ), Q(ξ)) + |V (Q(ξ))| −X0 − 1
2X1

≡ a1 + a2 + a8 + a10 + a12 + a14 (mod 2).

Согласно пунктам 1, 3 и 4 леммы 2, это выражение сравнимо с нулём
по модулю 2.

Докажем сравнение из пункта 2 леммы 3. Вычтем из левой части
сравнения правую, подставим (4.8) и (4.10). Получим

X0 +
1
2X1 +X2 +X4 − |V (Q(ξ))| ≡ a2 + a3 + a6 + a7 + a8 (mod 2).

Согласно пунктам 1 и 2 леммы 2, это выражение сравнимо с нулём по
модулю 2.

Докажем равенство из пункта 3 леммы 3. Вычтем из правой части
равенства левую, подставим (4.12), (4.10) и (4.8). Получим

χ(Q(ξ))− |V (Q(ξ))| −X2 −X3 = 0. □

4.3. Доказательства теорем.

Доказательство теоремы 1. Прямой подсчёт показывает, что

[2] = [3] = ε и [4] = 1,

где ε = 1+
√
5

2 при q = exp(±π
5 i) и ε = 1−

√
5

2 при q = exp(± 3π
5 i).

Подставив эти значения в формулу (4.5), получаем

w(ξ) = (−1)X0iX1εX2+X3 .
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Заключение теоремы следует из пунктов 1 и 3 леммы 3 и определе-
ния ε-веса простого полиэдра. □

Доказательство теоремы 2. Прямой подсчёт показывает, что

[2] = −ε, [3] = ε и [4] = −1,

где ε = 1−
√
5

2 при q = exp(± 2π
5 i) и ε = 1+

√
5

2 при q = exp(± 4π
5 i).

Подставив эти значения в формулу (4.5), получаем

w(ξ) = (−1)X0+X2+X4iX1εX2+X3 .

Заключение теоремы следует из пунктов 2 и 3 леммы 3, определе-
ния ε-веса простого полиэдра и того факта, что |H2(M,Z2)| = |S(P )|.

□
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