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�1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü Π � îáëàñòü íà ïëîñêîñòè R2 3 y = (y1, y2) ñ ëèïøèöåâîé
ãðàíèöåé (ðèñ. 1, a�c), ñîñòîÿùàÿ èç ÿäðà Θ ñ êîìïàêòíûì çàìûêàíè-
åì Θ = Θ ∪ ∂Θ è ïîëóïîëîñ $j = {ξj = (ηj , ζj) : |ηj | < `j/2, ζj > 0},
j = 1, . . . , J , ïðè÷¼ì `j > 0 � øèðèíû ïîëîñ, ξj � ëîêàëüíûå äåêàðòîâû
ñèñòåìû êîîðäèíàò è âñå òîðöû (−`j/2, `j/2)×{0} ïîãðóæåíû â çàìû-
êàíèå ÿäðà. Â áåñêîíå÷íîé òð¼õìåðíîé îáëàñòè Ω = Π×R+ 3 x = (y, z)
(ðèñ. 1, d) ðàññìîòðèì çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ ôîðìàëüíî ñàìîñîïðÿæ¼í-
íîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà

L(x,∇x)u(x)− λu(x) = f(x), x ∈ Ω, (1)

u(x) = 0, x ∈ ∂Ω, (2)

è å¼ âàðèàöèîííóþ ôîðìóëèðîâêó êàê èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî [1, 2]

E(u, ψ; Ω) :=
(
AD(∇x)u,D(∇x)ψ

)
Ω
− λ
(
u, ψ

)
Ω

=
(
f, ψ

)
Ω

∀ ψ ∈ H1
0 (Ω)K .

(3)

Ïîÿñíèì îáîçíà÷åíèÿ. Ïîä λ ∈ R ïîäðàçóìåâàåì çàìåíèòåëü ñïåê-
òðàëüíîãî ïàðàìåòðà, êîòîðîìó áóäåì ïðèäàâàòü ðàçíûå çíà÷åíèÿ, à
âåêòîð-ôóíêöèþ u = (u1, . . . , uK)> èíòåðïðåòèðóåì êàê ñòîëáåö (> �
çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ). Êðîìå òîãî, (K ×K)-ìàòðèöà äèôôåðåíöè-
àëüíûõ îïåðàòîðîâ

L(x,∇x) = −D(∇x)>A(x)D(∇x) (4)

Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàäà÷à Äèðèõëå, ñî÷ëåíåíèå ÷åòâåðòåé ñëî¼â, âåñîâûå ïðî-
ñòðàíñòâà Ñîáîëåâà, àñèìïòîòèêà ðåøåíèé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãî
îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè (ñîãëàøåíèå No. 075-15-2025-344 îò 29.04.2025 â
Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì ìåæäóíàðîäíîì ìàòåìàòè÷åñêîì èíñòèòóòå èìåíè Ëåîíàðäà
Ýéëåðà, ÏÎÌÈ ÐÀÍ).
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âêëþ÷àåò (N ×N)-ìàòðèöó-ôóíêöèþ A ñ âåùåñòâåííûìè îãðàíè÷åí-
íûìè èçìåðèìûìè ýëåìåíòàìè, ñèììåòðè÷íóþ, à òàêæå ðàâíîìåðíî
îãðàíè÷åííóþ è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííóþ ïðè ïî÷òè âñåõ x. Êðîìå
òîãî, D(∇x) � (N ×K)-ìàòðèöà äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïåð-
âîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Íàêî-
íåö, (·, ·)Ω � íàòóðàëüíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå Ëåáå-
ãà L2(Ω), ñêàëÿðíîì èëè âåêòîðíîì, âåùåñòâåííîì èëè êîìïëåêñíîì,
H1

0 (Ω) � ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì
Äèðèõëå (2), à ïîñëåäíèé âåðõíèé èíäåêñ K â èíòåãðàëüíîì òîæäå-
ñòâå (3) óêàçûâàåò êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ó ïðîáíîé âåêòîð-ôóíêöèè
ψ = (ψ1, . . . , ψK)>, îäíàêî îí îòñóòñòâóåò â îáîçíà÷åíèÿõ ñêàëÿðíûõ
ïðîèçâåäåíèé è íîðì. Îòìåòèì, ÷òî çäåñü è âñþäó äàëåå ñàìó äèôôå-
ðåíöèàëüíóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è (1), (2) ðàññìàòðèâàåì òîëüêî â ñëó-
÷àå äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ êîýôôèöèåíòîâ è õîòÿ áû êóñî÷íî-ãëàäêîé
ãðàíèöû, îäíàêî îòäåëüíî ýòî íå îãîâàðèâàåì.

a) b) c) d)

Ðèñ. 1. Ïëîñêàÿ îáëàñòü Π ñ ïðîñòûìè � ìíîãîóãîëü-
íûìè, âûäåëåííûìè øòðèõ-ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè �
ÿäðàìè (a, b) è ñ êðóãîâûì ÿäðîì Θ (c), à òàêæå ðàç-
áèåíèåì íà êâàäðàòíûå ÿ÷åéêè �jk è öåíòðàëüíóþ �Θ.
Íà ðèñ. d èçîáðàæåíà òð¼õìåðíàÿ îáëàñòü Ω, îòâå÷àþ-
ùàÿ ñëó÷àþ (b).

Â �8 îáñóæäàþòñÿ è äðóãèå òèïû êðàåâûõ óñëîâèé, íî òð¼õìåðíîå
ïðîñòðàíñòâî è óñëîâèÿ Äèðèõëå âûáðàíû äëÿ óïðîùåíèÿ ôîðìóëèðî-
âîê è îáëåã÷åíèÿ äîêàçàòåëüñòâ òåîðåì î ñâîéñòâàõ îïåðàòîðà çàäà÷è
(3) â âåñîâûõ êëàññàõ è àñèìïòîòèêå å¼ ðåøåíèé íà áåñêîíå÷íîñòè.
Ïðè¼ìû èññëåäîâàíèÿ â öåëîì ñëåäóþò ïîäõîäó Â. À. Êîíäðàòüåâà [3]
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ê èçó÷åíèþ óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè â ïîäõîäÿùèõ âåñîâûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ è ïîñòðîåíèþ àñèìïòîòèêè ðåøåíèé ýëëèïòè÷åñêèõ êðàåâûõ çà-
äà÷ â öèëèíäðè÷åñêèõ è êîíè÷åñêèõ îáëàñòÿõ, îäíàêî èç-çà íåîãðàíè-
÷åííîñòè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ Π ïîëóáåñêîíå÷íîãî �öèëèíäðà� Ω íåêî-
òîðûå âåñîìûå àðãóìåíòû òåîðèè Êîíäðàòüåâà ïîòðåáîâàëè ïåðåðà-
áîòêè, ÷àñòè÷íî óæå ñäåëàííîé â ñòàòüå [4], ãäå âñòðåòèëèñü ïîõîæèå
ýôôåêòû è òðóäíîñòè. Ïëîñêèå çàäà÷è â îáëàñòÿõ àíàëîãè÷íîé ãåî-
ìåòðèè öåëèêîì ïîäïàäàþò ïîä íàçâàííóþ òåîðèþ è ïîòîìó çäåñü íå
ðàññìàòðèâàþòñÿ, à îáîáùåíèå ðåçóëüòàòîâ íà ìíîãîìåðíûå îáëàñòè è
èíûå êðàåâûå óñëîâèÿ íàìå÷åíî â �8.

Äàííàÿ ñòàòüÿ ïðèìûêàåò ê èññëåäîâàíèÿì àâòîðà òîíêîñòåííûõ
êîíñòðóêöèé (ñì. [5, 6] è äð.). Ïîäîáíûå òð¼õìåðíûå çàäà÷è âîçíèêà-
þò ïðè àñèìïòîòè÷åñêîì àíàëèçå, íàïðèìåð, êâàíòîâûõ âîëíîâîäîâ ñ
ïåðåãîðîäêàìè è òàâðîâûõ ñî÷ëåíåíèé óïðóãèõ ïëàñòèí-ïðîêëàäîê, à
ïîñòàíîâêà óñëîâèé Äèðèõëå ïðåäîïðåäåëåíà ìåòîäîì èññëåäîâàíèÿ
ñâîéñòâ ðåøåíèé çàäà÷è (1), (2) � ñëó÷àé êðàåâûõ óñëîâèé Íåéìàíà
òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îòëè÷àþùèõñÿ ïîä-
õîäîâ è îáåñïå÷èâàåò ñîâåðøåííî èíûå ñâîéñòâà ïîãðàíè÷íûõ ñëî¼â
îêîëî ìíîãîãðàííûõ óãëîâûõ ñî÷ëåíåíèé òîíêèõ îáëàñòåé (ñì., íà-
ïðèìåð, [7, 8]). Ðàçíîîáðàçíûå îãðàíè÷åíèÿ, ïðèíÿòûå â �2, êàê ðàç
è ïðèñïîñîáëåíû ê äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðàì Ëàïëàñà è Ëàìå,
îòíîñÿùèìñÿ ê êâàíòîâûì âîëíîâîäàì è èçîòðîïíûì îäíîðîäíûì òå-
ëàì1 (ñì. ìîíîãðàôèè [9, 10] è [11, 12] ïî ïîâîäó ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû
îáúåêòîâ). Ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû ðàçîáðàíû â �3. Ðàçðåøèìîñòü
çàäà÷è (3) â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà ñ ýêñïîíåíöèàëüíûìè
è ñòåïåííûìè âåñàìè èçó÷åíà â ��4 è 5 ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñëå ïîäãî-
òîâêè â �6, ñîäåðæàùåì îñíîâíûå íîâîââåäåíèÿ ïðè èçó÷åíèè ñïåêòðà
ïó÷êà, âîçíèêàþùåãî â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå,
â �7 íàéäåíà àñèìïòîòèêà ðåøåíèé ïðè z = x3 → +∞, à â �8 ñîáðàíû
êîììåíòàðèè ê ïîëó÷åííûì ðåçóëüòàòàì.

�2. Òðåáîâàíèÿ ê äèôôåðåíöèàëüíîìó îïåðàòîðó

Íà ïðîòÿæåíèè âñåé ñòàòüè ñ÷èòàåì, ÷òî ìàòðèöà D àëãåáðàè÷å-
ñêè êîìïëåêòíà [13], ò.å. ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî dD, ÷òî
äëÿ ëþáîé ñòðîêè P (x) = (P1(x), . . . , PK(x)) îäíîðîäíûõ ïîëèíîìîâ

1Òåîðåìû 1 è 2 ñîäåðæàò â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè íåîæèäàííûå ðåçóëüòàòû äëÿ
óïðóãîé çàäà÷è Äèðèõëå.
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ñòåïåíè d > dD ïåðåìåííûõ x = (x1, x2, x3) íàéä¼òñÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ
ñòðîêà Q(x) = (Q1(x), . . . , QN (x)), äëÿ êîòîðîé

P (x) = Q(x)D(x) ∀ x ∈ R3. (5)

Ïî íåîáõîäèìîñòè N > K. Ïðè âûïîëíåíèè òðåáîâàíèÿ (5) îïåðàòîð
(4) íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíî ïîëîæèòåëüíûì [13], ïðè÷¼ì äëÿ ëþáîé îá-
ëàñòè Υ ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé è êîìïàêòíûì çàìûêàíèåì èìååò ìå-
ñòî íåðàâåíñòâî Êîðíà (ñì. [13, �3.7.4])

‖∇xu;L2(Υ)‖2 6 cΥ,D
(
‖D(∇x)u;L2(Υ)‖2 + ‖u;L2(Υ)‖2

)
, (6)

ãäå ìíîæèòåëü cΥ,D çàâèñèò îò îáëàñòè Υ è ìàòðèöû D, íî íå îò
âåêòîð-ôóíêöèè u ∈ H1(Υ)K . Êðîìå òîãî, áèëèíåéíàÿ ôîðìà èç ëåâîé
÷àñòè èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà (3) îáëàäàåò ïîëèíîìèàëüíûì ñâîé-
ñòâîì [14], îáåñïå÷èâàþùèì, â ÷àñòíîñòè, ýëëèïòè÷íîñòü çàäà÷è (1),
è (2):

E(u, u; Υ) = 0, u ∈ H1(Υ)K ⇔ u ∈ P|Υ. (7)

Çäåñü Υ � îïÿòü-òàêè ëþáàÿ êîíå÷íàÿ îáëàñòü â R3 è P � íåêîòî-
ðîå êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî âåêòîðíûõ ïîëèíîìîâ ïåðåìåííûõ x.
Ñîîòíîøåíèå (7) îáåñïå÷èâàåò ìíîãî ïîëåçíûõ è èñïîëüçóåìûõ äàëåå
ñâîéñòâ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è (ñì. îáçîð [14]).

Äàëåå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìàòðèöà A(y, z) ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé ñêî-
ðîñòüþ O(e−αzz), αz > 0, ñòàáèëèçèðóåòñÿ ïðè z → +∞ ê ìàòðèöå
A0(y), äëÿ êîòîðîé â ñâîþ î÷åðåäü ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∣∣A0(y)−Aj(ηj)

∣∣ 6 cje−αyζj ïðè ïî÷òè âñåõ y ∈ $j , αy > 0, (8)

ãäå Aj � (N × N)-ìàòðèöà-ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé ηj ∈ [−`j , `j ] è j =
1, . . . , J . Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ýëåìåíòû âñåõ ââåä¼ííûõ ìàòðèö èçìåðèìû
è îãðàíè÷åíû, à ñàìè îíè ñèììåòðè÷íû è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííû
ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî ñâîèõ àðãóìåíòîâ (ïî÷òè âñþäó).

Çàìåíèì äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð (4) îïåðàòîðîì L0(y,∇x) =
−D(∇x)>A0(y)D(∇x), ïðåâðàòèì λ â ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð Λ, ïðè-
ìåíèì (ïîêà ôîðìàëüíî) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå Fz→t è ïðèä¼ì ê ñå-
ìåéñòâó çàäà÷ Äèðèõëå íà ñå÷åíèè Π �öèëèíäðà� Ω

L0(y,∇y, it)U(y, t) = Λ(t)U(y, t), y ∈ Π, U(y, t) = 0, y ∈ ∂Π, (9)

ãäå îáðàçû Ôóðüå îáîçíà÷åíû çàãëàâíûìè áóêâàìè, t ∈ R � äâîéñòâåí-
íàÿ ïåðåìåííàÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ (ïàðàìåòð ïîëó÷åííîé çàäà÷è), à i �
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ìíèìàÿ åäèíèöà. Ëåâîé ÷àñòüþ ñîîòâåòñòâóþùåãî èíòåãðàëüíîãî òîæ-
äåñòâà

E0(U,Ψ; Π, t) :=
(
A0D(∇y, it)U,D(∇y,−it)Ψ

)
Π

= Λ(t)(U,Ψ)Π,

∀ Ψ ∈ H1
0 (Π)K

(10)

ñëóæèò ïîëîæèòåëüíàÿ çàìêíóòàÿ â H1(Π)K ýðìèòîâà ïîëóòîðàëè-
íåéíàÿ ôîðìà, à çíà÷èò, çàäà÷àì (10) (è (9) â äèôôåðåíöèàëüíîé
ôîðìå) ñòàâèòñÿ [15, ãë. 10, �1] â ñîîòâåòñòâèå íåîãðàíè÷åííûé ïîëîæè-
òåëüíûé ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð B0(t) â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå L2(Π)K .

Ëåììà 1. Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖∇yU ;L2(Π)‖2 + t2‖U ;L2(Π)‖2 6 CAE0(U,U,Π, t) (11)

ñ íåçàâèñÿùèì îò âåêòîð-ôóíêöèè U ∈ H1
0 (Π)K è âåùåñòâåííîãî

ïàðàìåòðà t ìíîæèòåëåì CA, ò.å., â ÷àñòíîñòè, îïåðàòîð B0(t) ïî-
ëîæèòåëüíî îïðåäåë¼í ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî t ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçîáü¼ì îáëàñòü Π ⊂ R2 íà ÿ÷åéêè, êâàäðàòíûå
�jk ïðè k ∈ N = {1, 2, 3, . . . }, j = 1, . . . , J , è öåíòðàëüíóþ �Θ ⊃ Θ, ñî-
äåðæàùóþ íåïóñòóþ ÷àñòü ãðàíèöû ∂Π (ñì. ðèñ. 1, ñ). Áëàãîäàðÿ óñëî-
âèÿì Äèðèõëå íà êàæäîé èç íèõ âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

‖∇yU ;L2(�...)‖2 + t2‖U ;L2(�...)‖2 6 C...E0(U,U ;�..., t), (12)

ãäå ìíîãîòî÷èå çàìåíÿåò ââåä¼ííûå èíäåêñû. Â ñàìîì äåëå, íà òð¼õ-
ìåðíûõ ìíîæåñòâàõ �m... = �... × (m,m + 1), m ∈ Z = {0,±1,±2, . . . },
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ ñ îáùèì ìíîæèòåëåì cD...:

‖∇xU ;L2(�m...)‖2 6 cD...‖D(∇x)U ;L2(�m...)‖2. (13)

Îòìåòèì, ÷òî L2(�m...)-íîðìó óäàëîñü óáðàòü èç ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû
(6) ïî ïðè÷èíå óñëîâèé Äèðèõëå íà ÷àñòè ãðàíèöû ∂�m... (ñì., íàïðè-
ìåð, [16, òåîðåìà 3.3.3] è [17, òåîðåìà 4]). Â ñîîòíîøåíèÿ (13) ïîäñòà-
âèì âåêòîð-ôóíêöèþ

U(y, z) = χN (z)eitzU(y),

ãäå χn(z) = χ(N + z)χ(N − z), à χ ∈ C∞(R) � ýòàëîííàÿ ñðåçàþùàÿ
ôóíêöèÿ (ñì. ãðàôèêè íà ðèñ. 2),

χ(z) = 0 ïðè z < 0 è χ(z) = 1 ïðè z > 1. (14)
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0 1 z

zN-1 N+1
_

N

0

a)

b)

Ðèñ. 2. Ãðàôèêè ñðåçàþùèõ ôóíêöèé χ (a) è χN (b).

Ïðîñóììèðîâàâ ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà ïî m ∈ Z = {0,±1,±2, . . . }
(èõ êîíå÷íîå ÷èñëî), ïðèõîäèì ê îöåíêå

2(N − 1)
(
‖∇yU ;L2(�...)‖2 + t2‖U ;L2(�...)‖2

)
6

62NcD...‖D(∇y, it)U ;L2(�...)‖2+2cχ
(
‖∇yU ;L2(�...)‖2+t2‖U ;L2(�...)‖2

)
,

â êîòîðîé íóæíî âûïîëíèòü äåëåíèå íà 2(N − 1) è ïåðåõîä ê ïðåäåëó
ïðè N → +∞.

Òåïåðü ïðîñóììèðóåì ïî âñåì ÿ÷åéêàì íåðàâåíñòâà (12) (â íèõ ôè-
ãóðèðóþò òîëüêî 1 + J ðàçíûõ ìíîæèòåëåé � áåð¼ì ìàêñèìàëüíûé) è
ïðè ó÷¼òå íåðàâåíñòâ Ôðèäðèõñà�Ïóàíêàðå íà êàæäîé èç ÿ÷ååê ïðè-
ä¼ì ê èñêîìîìó ñîîòíîøåíèþ (11) â ñèëó ðàâíîìåðíîé îòíîñèòåëü-
íî ïåðåìåííîé y ∈ Π ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåë¼ííîñòè ìàòðèöû A0(y).
Ëåììà 1 äîêàçàíà. �

Òåîðèÿ Êîíäðàòüåâà [3], ïðèñïîñîáëåííàÿ [14] ê îáëàäàþùèì ïî-
ëèíîìèàëüíûì ñâîéñòâîì (7) çàäà÷àì â îáëàñòÿõ ñ öèëèíäðè÷åñêèìè
âûõîäàìè íà áåñêîíå÷íîñòü, â ÷àñòíîñòè, ïîçâîëÿþùàÿ íàõîäèòü èõ
àòðèáóòû ïîñðåäñòâîì àëãåáðàè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé, ãàðàíòèðóåò, ÷òî
íåïðåðûâíûé ñïåêòð ℘0

c(t) îïåðàòîðà B0(t) : H1
0 (Π)K →

(
H1

0 (Π)K
)∗

çàäà÷è (10) çàíèìàåò ëó÷
[
Λ†(t),+∞

)
, òî÷êà îòñå÷êè êîòîðîãî èìååò

âèä

Λ†(t) = min{Imκjp(t) |κjp(t) ∈ Kj+(t), j = 1, . . . , J},
ãäå Kj(t) = {κjp(t)}p∈N � ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ ÷èñåë çàäà÷è Äèðèõëå
íà èíòåðâàëå (−`j/2, `j/2) 3 ηj äëÿ ìàòðè÷íîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
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îïåðàòîðà (êâàäðàòè÷íîãî ïó÷êà îòíîñèòåëüíî êîìïëåêñíîãî ïàðàìåò-
ðà κ)

Lj(ηj , ∂ηj , iκ, it) = Dj(∂ηj , iκ, it)
>Aj(ηj)D

j(∂ηj , iκ, it), (15)

òî÷íåå, ñîîòâåòñòâóþùåé âàðèàöèîííîé çàäà÷è. Ïðè ýòîìDj(∂ηj, ∂ζj,it)

è Aj(ηj) � ìàòðèöû, ïîëó÷àþùèåñÿ èç D(∇y, it) è A0(y) â ðåçóëüòà-
òå ïåðåõîäà ê ëîêàëüíûì êîîðäèíàòàì y = (y1, y2) 7→ (ηj , ζj). Ââèäó
ôîðìàëüíîé ñàìîñîïðÿæ¼ííîñòè îïåðàòîðà (15) è âåùåñòâåííîñòè åãî
êîýôôèöèåíòîâ ìíîæåñòâî Kj(t) ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îáåèõ, âå-
ùåñòâåííîé è ìíèìîé, îñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C è ðàñïîëîæåíî
âíóòðè äâîéíîãî óãëà {κ : |Imκ| < kj |Reκ|}, kj > 0, â ÷àñòíîñòè,
áëàãîäàðÿ óñëîâèÿì Äèðèõëå (ïîäðîáíîñòè ñì., íàïðèìåð, â [14, �2]).

Íèæå òî÷êè îòñå÷êè Λ†(t) ðàñïîëàãàåòñÿ äèñêðåòíûé ñïåêòð ℘d(t)
îïåðàòîðà B0(t), ìîæåò áûòü, ïóñòîé. Íèæíÿÿ ãðàíü âñåãî ñïåêòðà
℘(t) = ℘c(t) ∪ ℘d(t) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (ñì. [15, ãë. 10, �2])

℘(t) = inf
Ψ∈H1

0 (Π)\{0}

E0(Ψ,Ψ; Π, t)

‖Ψ;L2(Π)‖2
. (16)

Ïîñêîëüêó íà îáëàñòè Π ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Ôðèäðèõñà, ëåììà 1
ãàðàíòèðóåò, ÷òî

℘(t) > %0 + %1t
2 ñ íåêîòîðûìè %0, %1 > 0.

Äàëüíåéøèé àíàëèç ïðîâîäèì ïðè äîïóùåíèè, ÷òî â äèñêðåòíîì
ñïåêòðå ℘d(0) åñòü ñîáñòâåííîå ÷èñëî Λ1 = Λ1(0) ñ êðàòíîñòüþ κ > 1.
Ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðû U1, . . . , Uκ ïîä÷èíèì óñëîâè-
ÿì îðòîãîíàëüíîñòè è íîðìèðîâêè(

Up, Uq
)

Π
= δp,q, (17)

ãäå p, q = 1, . . . ,κ è δp,q � ñèìâîë Êðîíåêåðà.
Áëàãîäàðÿ óñòîé÷èâîñòè äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ïðè âîçìóùåíèÿõ îïå-

ðàòîðà äëÿ ìàëîãî |t| ó îïåðàòîðà B0(t) èìåþòñÿ ñîáñòâåííûå ÷èñëà
Λ1(t), . . . ,Λκ(t) ∈ ℘d(t). Ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî ïðè íåêî-
òîðîì t0 > 0 âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

Λq(t) > Λ1 + %t2, ãäå |t| < t0 è % > 0, q = 1, . . . ,κ. (18)

Â î÷åðåäíîì óòâåðæäåíèè è äàëåå â ñòàòüå ïîëîæèì

λ† = Λ1 = Λ1(0). (19)
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Â íåñêîëüêèõ äîêàçàòåëüñòâàõ ïîíàäîáèòñÿ ñïåöèôè÷åñêîå íåðàâåí-
ñòâî

λ†‖v;L2(Ω)‖2+%‖∂zv;L2(Ω)‖26E0(v, v; Ω) :=(A0D(∇x)v,D(∇x)v)Ω

∀ v ∈ H1
0 (Ω)K ,

(20)
êîòîðîå âêëþ÷àåò ïîëîæèòåëüíûé ìíîæèòåëü %, îäíàêî íå âûòåêàåò
èç íåðàâåíñòâà Êîðíà (6) è ïîòîìó ïðåäïîëàãàåòñÿ âåðíûì, íî áóäåò
ïðîâåðåíî â �3 äëÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷.

Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè ñëó÷èëîñü, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà Λ1(t),
. . . ,Λκ(t) ñóùåñòâóþò è ê òîìó æå óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó èç
ôîðìóëû (18) ïðè âñåõ t ∈ R (ñì., â ÷àñòíîñòè, ïðèìåð 1 â �3), òî
ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (20).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîäîëæèì âåêòîð-ôóíêöèþ v ∈ H1
0 (Ω)K íóë¼ì ñ

�ïîëóöèëèíäðà� Ω íà öåëûé �öèëèíäð� Π× R (ïðè ñîõðàíåíèè êëàññà
Ñîáîëåâà) è ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Îáîçíà÷èâ îáðàç Ôóðüå
âåêòîð-ôóíêöèè v ÷åðåç V , âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì Ïàðñåâàëÿ è ïðè
ó÷¼òå ôîðìóë (18) è (19) ïîëó÷èì èñêîìîå íåðàâåíñòâî

E0(v, v; Ω)−λ†‖v;L2(Ω)‖2 =
1

2π

∫
R

(
E0(V, V ; Π, t)−λ†‖V ;L2(Π)‖2

)
dt

> %
1

2π

∫
R

t2‖V ;L2(Π)‖2dt = %‖∂zv;L2(Ω)‖2. (21)

�

Çàìå÷àíèå 1. Íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ, ÷òî íåðàâåíñòâî (20) è âû-
êëàäêà (21) îáåñïå÷èâàþò ñîîòíîøåíèå (18) ïðè âñåõ t ∈ R. Îäíàêî
äëÿ òàêîãî âûâîäà òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü ôîðìóëó

℘d(t) 6= ∅ ∀ t ∈ R. (22)

Àâòîð íå çíàåò, êàê ñäåëàòü ýòî, ïîñêîëüêó, âîîáùå ãîâîðÿ, ñîáñòâåííîå
÷èñëî ìîæåò �âûéòè� íà òî÷êó îòñå÷êè íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà îïåðà-
òîðà B0(t), âû÷èñëèòü êîòîðóþ ïðè t 6∈ R çàòðóäíèòåëüíî. Âî âñåõ
ïðèìåðàõ èç î÷åðåäíîãî ïàðàãðàôà ôîðìóëà (22) âåðíà.

�3. Ïðèìåðû.

1. Îïåðàòîð Ëàïëàñà. Ïóñòü K = 1, N = 3 è A = I3 � åäèíè÷íàÿ
ìàòðèöà ðàçìåðîì 3 × 3. Òîãäà (4) � îïåðàòîð Ëàïëàñà (ñî çíàêîì
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ìèíóñ), à òî÷êà îòñå÷êè íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà îïåðàòîðà B∆(t) :=
B0(t) ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è (10) ïðèíèìàåò âèä

λ†(t) = t2 + min{π2`−2
j | j = 1, . . . , J}. (23)

Åñëè J > 3, óçåë Θ ìíîãîóãîëüíèê (òðåóãîëüíèê íà ðèñ. 1, a, è ïðÿìî-
óãîëüíèê íà ðèñ. 1, b), à $1, . . . , $J � åäèíè÷íûå (`j = 1) ïîëóïîëîñû,
ñðåäíèå ëèíèè êîòîðûõ èñõîäÿò èç íà÷àëà êîîðäèíàò y = 0 ïîä óã-
ëîì 2π/J îäíà ê äðóãîé2, òî ïðè¼ì èç ðàáîòû [18] ïîêàçûâàåò, ÷òî ó
îïåðàòîðà B∆

#(0) ñêàëÿðíîé çàäà÷è Äèðèõëå â ïàóêîîáðàçíîé îáëàñòè

Π# = $1 ∪ · · · ∪$J åñòü ïðîñòîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî Λ∆
1 ∈ (0, π2), ìèíè-

ìàëüíîå â äèñêðåòíîì ñïåêòðå, à ïðè t ∈ R òàêèå ñîáñòâåííûå ÷èñëà
çàäà÷ ñ ïàðàìåòðîì âèäà (9) ðàâíû Λ∆

1 (t) = Λ∆
1 + t2. Òàêèì îáðàçîì,

ñîáëþäåíû âñå ïåðå÷èñëåííûå â �2 îãðàíè÷åíèÿ. Êðîìå òîãî, P = R �
ïðîñòðàíñòâî ïîñòîÿííûõ â ôîðìóëå (7).

2. Ñïåöèàëüíàÿ ñêàëÿðíàÿ çàäà÷à. Ïóñòü Π � îáëàñòü, îïèñàííàÿ â
�1, íî îáëàñòü Ω∠ = {x = (y, z) ∈ Π × R : z > y1 tgα} ñêîøåíà ïîä
îñòðûì óãëîì α ∈ (0, π/2). Ñäåëàåì çàìåíó êîîðäèíàò x 7→ (y, z) =
(y, z− y1 tgα) è ïðåâðàòèì Ω∠ â ïðåæíþþ îáëàñòü Ω, à îïåðàòîð −∆x

� â îïåðàòîð

L(∇x) = −
(

∂

∂y1
− tgα

∂

∂z

)2

− ∂2

∂y2
2

− ∂2

∂z2
.

Èññëåäóåì äèñêðåòíûé ñïåêòð îïåðàòîðà B(t) ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà-
÷è â Π. Ïîíÿòíî, ÷òî Λ1(0) = Λ∆

1 � íàèìåíüøåå ñîáñòâåííîå ÷èñëî
îïåðàòîðà B(0) = B0(0). Äëÿ ïðîâåðêè ïðåäñòàâëåíèÿ

Λ1(t) = Λ1(0) + t2 (24)

ñîáñòâåííîãî ÷èñëà îïåðàòîðà B(t) çàìåòèì, ÷òî, åñëè ôóíêöèÿ U(·, t)
àííóëèðóåòñÿ îïåðàòîðîì Ãåëüìãîëüöà ∆x + Λ(t), òî ïàðà

{Λ(t); U(y, t) = e−it tgαy1U(y, t)}
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (L(∇x) + Λ(t))U(y, t) = 0, ïðè÷¼ì ôóíêöèÿ
U(·, t) íàñëåäóåò óñëîâèå Äèðèõëå îò U(·, t). Îòñþäà ñíà÷àëà âûâî-
äèì, ÷òî ñîõðàíÿåòñÿ òî÷êà îòñå÷êè (23) (â ïîëóïîëîñå $j ïðèìåíÿ-
åì ýòî íàáëþäåíèå ê ôóíêöèè cos(πηj/`j), èäåíòèôèöèðóþùåé ãðàíü
íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà), à çàòåì âû÷èñëÿåì ñîáñòâåííîå ÷èñëî (24). Âñå
ñôîðìóëèðîâàííûå ðàíåå òðåáîâàíèÿ âûïîëíåíû.

2Äèñêðåòíûé ñïåêòð íåïóñòîé êîíå÷íî æå è ïðè îòñóòñòâèè ñèììåòðèè, êîòîðàÿ
ïðèäóìàíà èñêëþ÷èòåëüíî äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ çàäà÷åé òåîðèè óïðóãîñòè.
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3. Ñèñòåìà Ëàìå. Ïóñòü N = K = 3, à îïåðàòîð-ìàòðèöà (4) ðàç-
ìåðîì 3× 3 èìååò âèä

LL(∇x) = −µ∆x − (λ + µ)∇x∇x·, (25)

ãäå ∇x = grad, ∇x· = div, à λ > 0, µ > 0 � ïîñòîÿííûå Ëàìå. Çàäà÷à
(1), (2) îïèñûâàåò äåôîðìàöèþ îäíîðîäíìè èçîòðîïíîãî ñî÷ëåíåíèÿ
÷åòâåðòåé òîëñòûõ ïëèò ñ çàôèêñèðîâàííîé ïîâåðõíîñòÿìè ïîä äåé-
ñòâèåì ìàññîâûõ ñèë (ðèñ. 1, d). Ïðè ýòîì u = (u1, u2, u3)> � âåêòîð
ñìåùåíèé, èíòåðïðåòèðóåìûé êàê ñòîëáåö â ïðîñòðàíñòâå R3, à äåêàð-
òîâû êîìïîíåíòû òåíçîðîâ äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé èìåþò îáû÷íûé
âèä (ñì., íàïðèìåð, [12])

εjk(u) =
1

2

(
∂uj
∂xk

+
∂uk
∂xj

)
, j, k = 1, 2, 3,

σjk(u) = 2µεjk(u) + δj,kλ
(
ε11(u) + ε22(u) + ε33(u)

)
.

(26)

Áëàãîäàðÿ óñëîâèÿì Äèðèõëå â âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó (3) ìîæíî
âêëþ÷èòü òàê íàçûâàåìóþ êâàçèýíåðãèþ [19]

EL(u, u; Ω) =

∫
Ω

(
µ|∇xu(x)|2 + (λ + µ)|∇x · u(x)|2

)
dx

> µ‖∇xu;L2(Ω)‖2
(27)

âìåñòî îáùåïðèíÿòîãî ôóíêöèîíàëà (óäâîåííîé) óïðóãîé ýíåðãèè

Etrue(u, u; Ω) :=

3∑
j,k=1

∫
Ω

σjk(u;x)εjk(u;x)dx. (28)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ïðèíöèïèàëüíîå ðàçëè÷èå áèëèíåéíûõ ôîðì
(27) è (28): îáå îáëàäàþò ïîëèíîìèàëüíûì ñâîéñòâîì (7) (ñì. [14, ïðè-
ìåð 1.12]), îäíàêî ó èñòèííîé óïðóãîé ýíåðãèè ïîëèíîìèàëüíîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî P � øåñòèìåðíûé ëèíåàë æ¼ñòêèõ ñìåùåíèé3 {u(x) =
a0 + a1 × x | a0, a1 ∈ R3}, íî ó êâàçèýíåðãèè P = R3 � òð¼õìåðíûé
ëèíåàë ïîñòîÿííûõ ñòîëáöîâ.

Èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî (10) ñ ïîëóòîðàëèíåéíîé ôîðìîé
EL 0(U,Ψ; Π, t), ïîðîæä¼ííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé (27), çàäà¼ò íåîã-
ðàíè÷åííûé ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð BL 0(t) â ãèëüáåðòîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå L2(Π)3. Â ïåðâóþ î÷åðåäü ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ
çàäà÷ó (9) ïðè t = 0. Îíà ðàñïàäàåòñÿ íà äâå íåçàâèñèìûå çàäà÷è

3Êðåñòîì îáîçíà÷åíî âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå R3.
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(ñì., íàïðèìåð, [12]), à èìåííî ïëîñêóþ çàäà÷ó òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ
âåêòîðà ñìåùåíèé U=: = (U1, U2)> â ïëîñêîñòè (y1, y2), âêëþ÷àþùóþ
(2× 2)-ìàòðèöó äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ

L=:(∇y) = −µ∆y − (λ + µ)∇y∇y· (29)

è ñêàëÿðíóþ çàäà÷ó äëÿ äåïëàíàöèè U ! = U3 ñ îïåðàòîðîì L!(∇y) =
−µ∆y. Äâóìåðíûé îïåðàòîð Ëàìå (29) ñâÿçûâàåòñÿ ñ ôóíêöèîíàëîì
ïëîñêîé êâàçèýíåðãèè

E=:(U=:, U=:; Π)=µ‖∇yU=:;L2(Π)‖2 + (λ+µ)‖∇y ·U=:;L2(Π)‖2. (30)
Íà îñíîâå ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà èç ôîðìóëû (27) â ðàáîòàõ [20,21]

ïîêàçàíî, ÷òî òî÷êà îòñå÷êè íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà îïåðàòîðà B=:(0)
èìååò òîò æå âèä, ÷òî è ó îïåðàòîðà B!(0) = µB∆(0) (âåëè÷èíà (23),
óìíîæåííàÿ íà µ):

Λ†(0) = µmin{π2`−2
j | j = 1, . . . , J}.

Îòïðàâíûì ïóíêòîì ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàññóæäåíèé ñëóæèò ñëåäóþ-
ùåå ýëåìåíòàðíîå íàáëþäåíèå: �ñòîÿ÷èå� âîëíû â ñêàëÿðíîé è âåê-
òîðíîé çàäà÷àõ, îáåñïå÷èâàþùèå òî÷êè îòñå÷êè µπ2`−2

j íåïðåðûâíîãî
ñïåêòðà â ïîëóïîëîñå $j øèðèíîé `j , çàäàíû ñëåäóþùèìè ôîðìóëà-
ìè:

U=:
† (ξj) = ejη cos

(
πηj/`j

)
è U !

†(ξ
j) = cos

(
πηj/`j

)
.

Çäåñü ejη è ejζ � îðòû îñåé ηj è ζj ëîêàëüíîé ñèñòåìû äåêàðòîâûõ êî-

îðäèíàò ξj .

Òåîðåìà 1. Åñëè â äèñêðåòíûõ ñïåêòðàõ ℘=:
d (0) è ℘!

d(0) îïåðàòî-
ðîâ B=:(0) è B!(0) åñòü (ìèíèìàëüíûå) ñîáñòâåííûå ÷èñëà Λ=:

1 (0) è
Λ!

1(0), òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Λ!
1(0) < Λ=:

1 (0). Êðîìå òîãî, åñëè
℘=:
d (0) 6= ∅, òî ℘!

d(0) 6= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìèíèìàëüíûé ïðèíöèï [15, òåîðåìà 10.2.1], ïðèìå-
í¼ííûé ê óïîìÿíóòûì îïåðàòîðàì äà¼ò ïåðâè÷íóþ îöåíêó, êîòîðàÿ, â
÷àñòíîñòè, ïðîâåðÿåò ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå,

Λ=:
1 (0) = min

ψ=:∈H1
0 (Π)2\{0}

µ‖∇yψ=:;L2(Π)‖2 + (λ + µ)‖∇y · ψ=:;L2(Π)‖2

‖ψ=:;L2(Π)‖2

> µ min
(ψ1,ψ2)∈H1

0 (Π)2\{0}

‖∇yψ1;L2(Π)‖2 + ‖∇yψ2;L2(Π)‖2

‖ψ1;L2(Π)‖2 + ‖ψ2;L2(Π)‖2 = Λ!
1(0). (31)

Äîïóñòèì, ÷òî Λ=:
1 (0) = Λ!

1(0). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííàÿ âåêòîð-
ôóíêöèÿ U=:(·, 0) íå ìîæåò áûòü ñîëåíîèäàëüíîé, òàê êàê ðàâåíñòâî
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∇y · U=:(y, 0) = 0 îçíà÷àåò, ÷òî îáå êîìïîíåíòû U1(·, 0) è U2(·, 0) óäî-
âëåòâîðÿþò îäíîðîäíîé çàäà÷å Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà Ãåëüìãîëüöà
µ∆y + Λ!

1(0), è ïîòîìó U=:(y, 0) = cU !(y, 0) ñ íåêîòîðûì ïîñòîÿííûì
ñòîëáöîì c = (c1, c2)> ∈ R2, à çíà÷èò,

c1
∂U !

∂y1
(y, 0) + c2

∂U !

∂y2
(y, 0) = 0, y ∈ Π. (32)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íåëåïî, ïîñêîëüêó ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ U !(·, 0)
íå ìîæåò çàâèñåòü ëèøü îò îäíîé ïåðåìåííîé c2y1 − c1y2. Òåïåðü ïðî-
ñòðàíñòâî H1

0 (Π)2 â öåïî÷êå (31) ìîæíî çàìåíèòü ïîäìíîæåñòâîì{
ψ=: ∈ H1

0 (Π)2 : ‖ψ=:;L2(Π)‖ = 1, ‖∇y · ψ=:;L2(Π)‖ > δΠ
}

ñ íåêîòîðûì δΠ > 0 è òåì ñàìûì ïðåâðàòèòü çíàê íåñòðîãîãî > â çíàê
ñòðîãîãî > íåðàâåíñòâ. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà. �

Â ïåðâîì ïóíêòå äàííîãî ïàðàãðàôà ïðèâåäåíû ïðèìåðû ñóùåñòâî-
âàíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë â äèñêðåòíîì ñïåêòðå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ
îïåðàòîðà L!(∇x). Ïåðâîå èç íèõ ïðîñòîå ïî òåîðåìå Êðåéíà�Ðóòìàíà.
Êðîìå òîãî, áëàãîäàðÿ òåîðåìå 1 ôîðìóëà (20) îáåñïå÷åíà ñëåäóþùåé
ïðîñòîé âûêëàäêîé, â êîòîðîé íåðàâåíñòâî

µ‖∇yv;L2(Ω)‖2 > Λ!
1(0)‖v;L2(Ω)‖2 (33)

ïðèìåíÿåì ê êàæäîé èç òð¼õ êîìïîíåíò âåêòîð-ôóíêöèè v:

E(u, u; Ω) =µ‖∇yv;L2(Ω)‖2+µ‖∂zv;L2(Ω)‖2+(λ+µ)‖∇x · v;L2(Ω)‖2

> Λ!
1(0)‖v;L2(Ω)‖2 + µ‖∂zv;L2(Ω)‖2.

Äëÿ ïðîâåðêè âûïîëíåíèÿ åù¼ îäíîãî òðåáîâàíèÿ (18) ïîñòðîèì
àñèìïòîòèêó ïðè R 3 t→ 0 ñîáñòâåííîãî ÷èñëà

Λ1(t) = Λ!
1(0) + tΛ′ + t2Λ′′ + Λ̃1(t), (34)

çàâåäîìî ñîõðàíÿþùåãî ïðîñòîòó ïðè |t| 6 t0 è ìàëîì t0 > 0. Ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ ñîáñòâåííóþ âåêòîð-ôóíêöèþ èùåì â âèäå

U(y, t) = e(z)U
!(y) + itU ′(y) + t2U ′′(y) + Ũ(y, t), (35)

ãäå U ! � ïåðâàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà
Ëàïëàñà â îáëàñòè Π, à e(z) � îðò îñè z.

Ïîäñòàâèì ôîðìóëû (35) è (34) â çàäà÷ó (10), ïîðîæä¼ííóþ äâó-
ìåðíûì îïåðàòîðîì Ëàìå (25) è ñîáåð¼ì êîýôôèöèåíòû ïðè t è t2. Íà
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ïåðâîì øàãå ôîðìèðóåì çàäà÷è

L=:(∇y)U ′=:(y)− Λ!
1U
′=:(y) = (λ + µ)∇y · U !(y), y ∈ Π

U ′=:(y) = 0, y ∈ ∂Π,
(36)

−µ∆yU
′ !(y)− Λ!

1U
′ !(y) = −iΛ′U !(y), y ∈ Π,

U ′ (y) = 0, y ∈ ∂Π,
(37)

Ñêàëÿðíàÿ çàäà÷à (37) èìååò (÷àñòíîå) ðåøåíèå U ′ ! = 0 ëèøü â ñëó÷àå

Λ′ = 0,

íî âåêòîðíàÿ çàäà÷à (36) ðàçðåøèìà â êëàññå âåêòîð-ôóíêöèé, çàòóõà-
þùèõ íà áåñêîíå÷íîñòè ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé ñêîðîñòüþ, òàê êàê Λ!

1(0)
íå ÿâëÿåòñÿ å¼ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì â ñèëó òåîðåìû 1. Êðîìå òîãî, U=:

� âåùåñòâåííàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ.
Íà âòîðîì øàãå íóæíî îáñëåäîâàòü òîëüêî ñëåäóþùóþ çàäà÷ó äëÿ

ïàðû {Λ′′;U ′′!}:

− µ∆yU
′′ !(y)− Λ!

1U
′′ !(y) = F ′′ !(y)

:= Λ′′U !(y)− (λ + 2µ)U !(y)− (λ + µ)∇yU ′=:(y), y ∈ Π,

U ′′ !(y) = 0, y ∈ ∂Π,

Ïîñêîëüêó Λ!
1 � ïðîñòîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî, ýòà çàäà÷à ðàçðåøèìà ïðè

âûïîëíåíèè ðàâåíñòâà

∫
Π

U !(y)F ′′!(y)dy = 0, êîòîðîå ïðèíèìàåò âèä

Λ′′‖U !;L2(Π)‖2 = I :=

∫
Π

U !(y)
(
(λ + 2µ)U !(y) + (λ + µ)∇y · U ′=:(y)

)
dy.

Òåîðåìà 2. Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå I > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

I := (λ + 2µ)‖U !;L2(Π)‖2 + 2(λ + µ)(U !,∇y · U ′=:)Π + (λ + µ)(U ′=:,∇yU !)Π

=(λ+2µ)‖U !;L2(Π)‖2+2(λ+µ)(U !,∇y ·U ′=:)Π+
(
U ′=:, (L=:(∇y)−Λ!

1(0))U ′=:)Π

= (λ + 2µ)‖U !;L2(Π)‖2 + 2(λ + µ)(U !,∇y · U ′=:)Π

+(λ + µ)‖∇y · U ′=:;L2(Π)‖2 + µ‖∇yU ′=:;L2(Π)‖2 − Λ!
1(0)‖U ′=:;L2(Π)‖2

= µ‖U !;L2(Π)‖2 + (λ + µ)‖U ! +∇y · U ′=:;L2(Π)‖2

+µ‖∇yU ′=:;L2(Π)‖2 − Λ!
1(0)‖U ′=:;L2(Π)‖2 =: I1 + I2 + I3.
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Ïîÿñíåíèå: ñíà÷àëà äîáàâèëè âûðàæåíèå

(λ + µ)(U !,∇y · U ′=:)Π + (λ + µ)(U ′=:,∇yU !)Π = 0,

çàòåì ïðè ó÷¼òå çàäà÷è (36) âîñïîëüçîâàëèñü ôîðìóëîé Ãðèíà äëÿ îïå-
ðàòîðà (29) è, íàêîíåö, ïðèíÿëè âî âíèìàíèå ôîðìóëó (30) äëÿ êâàçè-
ýíåðãèè è ïåðåãðóïïèðîâàëè ÷ëåíû. Ïåðâîå ñëàãàåìîå ïîëîæèòåëüíî,
âòîðîå íåîòðèöàòåëüíî, à ôîðìóëà I3 > 0 îáåñïå÷åíà íåðàâåíñòâîì
(33). Òåîðåìà 2 äîêàçàíà. �

Èòàê, çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ ñèñòåìû Ëàìå (25) óäîâëåòâîðÿåò âñåì
ñôîðìóëèðîâàííûì â ��1 è 2 òðåáîâàíèÿì.

Òåîðåìà 1 çíà÷èòåëüíî ðàñøèðÿåò âîçìîæíîñòè èññëåäîâàíèÿ çà-
äà÷ òåîðèè óïðóãîñòè î ñî÷ëåíåíèè ïëàñòèí. Äåëî â òîì, ÷òî äëÿ ïðî-
âåðêè íåïóñòîòû äèñêðåòíîãî ñïåêòðà çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà
Ëàïëàñà ðàçðàáîòàíî ìíîæåñòâî ïîäõîäîâ (ñì. [18,23�28] è äð. ïóáëè-
êàöèè), â òî âðåìÿ êàê ê âåêòîðíûì çàäà÷àì òåîðèè óïðóãîñòè ïðè-
ìåíèìû ëèøü íåêîòîðûå ïðè¼ìû, ïðèãîäíûå äëÿ ñêàëÿðíûõ çàäà÷.
Ïîêàçàòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ îïèñàííîå âûøå ñèììåòðè÷íîå ñî÷ëåíåíèå
Π# åäèíè÷íûõ ïîëóïîëîñ $1, . . . , $J . Êàê óæå óïîìèíàëîñü, äèñêðåò-
íûé ñïåêòð îïåðàòîðà B∆

#(0) ñêàëÿðíîé çàäà÷è íåïóñòîé ïðè ëþáîì
êîëè÷åñòâå J âûõîäîâ íà áåñêîíå÷íîñòü. Â òî æå âðåìÿ äëÿ îïåðà-
òîðà BL#(0) âåêòîðíîé çàäà÷è àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò èçâåñòåí ëèøü

â ñëó÷àå ÷¼òíîãî J = 2J (ñì., íàïðèìåð, ðèñ. 1, b), à ïðè íå÷¼òíîì
J = 2J + 1 íàëè÷èå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë â ℘l

d#(0) íå ïîäòâåðæäåíî äî

ñèõ ïîð (ñð. ðèñ. 1, a, äëÿ J = 3 è ñòàòüþ [29] ïî ïîâîäó ñêàëÿðíîé çà-
äà÷è). Äåëî â òîì, ÷òî ïîäõîä [18], îáñëóæèâàþùèé ñêàëÿðíóþ çàäà÷ó
ïðè ëþáîì J , íåïðèìåíèì äëÿ ñèñòåìû Ëàìå, íî ïðè ÷¼òíîì J â ñî-
÷ëåíåíèè Π# íàõîäèì öåëüíóþ � íå èçëîìàííóþ � åäèíè÷íóþ ïîëîñó
è ïðèìåíÿåì ïðèíöèï ñðàâíåíèÿ, ò.å. ïðîñòîå ñëåäñòâèå ìèíèìàëüíî-
ãî ïðèíöèïà (16) (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòó [30]). Ïðè îòñóòñòâèè öåëüíîé
ïîëîñû ïîäõîäÿùèå ïðîáíûå âåêòîð-ôóíêöèè â óïîìÿíóòîì ïðèíöèïå
äëÿ âåêòîðíîé çàäà÷è âñ¼ åù¼ íå íàéäåíû.
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�4. Ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è â ýêñïîíåíöèàëüíîì

âåñîâîì êëàññå

Â ýòîì ïàðàãðàôå ñíà÷àëà ñ÷èòàåì, ÷òî ìàòðèöà A(x) èç äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà (4) ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé A0(y). Ñîîòâåòñòâó-
þùåå èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî(

A0D(∇x)u,D(∇x)ψ
)

Ω
− λ
(
u, ψ

)
Ω

=
(
f, ψ

)
Ω
∀ ψ ∈ H1

0 (Ω)K . (38)

ñîäåðæèò â ëåâîé ÷àñòè áèëèíåéíóþ ôîðìó E0, ïðè÷¼ì ïîä B0(λ) ïî-

íèìàåì ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð: H1
0 (Ω)K →

(
H1

0 (Ω)K
)∗
, à B(λ) �

òàêîé æå îïåðàòîð èñõîäíîé çàäà÷è (3).
Ïóñòü ïàðàìåòð λ â èíòåãðàëüíîì òîæäåñòâå (38) óäîâëåòâîðÿåò ñî-

îòíîøåíèþ

λ < λ† = Λ1(0). (39)

Òîãäà â ñèëó ôîðìóëû (20) èìååì

E0(v, v; Ω)− λ‖v;L2(Ω)‖2 > (λ† − λ)‖v;L2(Ω)‖2 ∀ v ∈ H1
0 (Π)K ,

ò.å. íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îïåðàòîð B0(λ) � èçîìîðôèçì.
Ïîäñòàâèì â ñîîòíîøåíèå (38) ïðîáíóþ âåêòîð-ôóíêöèþ ψ = E2

βϕ,

ãäå ϕ ∈ C∞(Ω)K è β = (βz, βy) ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè βy è
βz, à òàêæå

Eβ(y, z) = eβzzeβy(1+|y|2)1/2 . (40)

Ïîñëå çàìåíû u 7→ v = Eβu è äâóêðàòíîãî êîììóòèðîâàíèÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà D(∇x) è âåñîâîé ôóíêöèè (40) ïðèõîäèì ê
ñîîòíîøåíèþ

Êβ(v, ϕ; Ω) := E0(v, ϕ; Ω)−Rβ(v, ϕ; Ω)− λ(v, ϕ)Ω = (Eβf, ϕ)Ω,

∀ ϕ ∈ C∞(Ω)K .
(41)

â êîòîðîì

Rβ(v, ϕ; Ω) = (A0E−β [D(∇x), Eβ ]v, E−β [D(∇x), Eβ ]ϕ)Ω

+ (A0E−β [D(∇x), Eβ ]v,D(∇x)ϕ)Ω − (A0D(∇x)v, E−β [D(∇x), Eβ ]ϕ)Ω.

Çàìåòèì, ÷òî êîììóòàòîð [D(∇x), Eβ ] åñòü íå ÷òî èíîå, êàê îïåðàòîð
óìíîæåíèÿ íà ìàòðèöó-ôóíêöèþ x 7→ D(∇x)Eβ(x), è ê òîìó æå∣∣E−β(x)[D(∇x), Eβ(x)]

∣∣ 6 CD(βz + βy|y|(1 + |y|2)−1/2
)
6 CD

(
βz + βy

)
.

Â èòîãå íàõîäèì òàêèå ìàëûå ïîëîæèòåëüíûå ïîêàçàòåëè βz è βy, ÷òî
áèëèíåéíàÿ ôîðìà èç ëåâîé ÷àñòè òîæäåñòâà (41), êîòîðîå â ñëó÷àå
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Eβf ∈ L2(Ω)K ïî çàìûêàíèþ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñå ïðîáíûå âåêòîð-
ôóíêöèè ϕ ∈ H1

0 (Ω)K , óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

Êβ(v, v; Ω) 6 cβ
(
‖∇xv;L2(Ω)‖2 + ‖v;L2(Ω)‖2

)
6 CβE

0(v, v; Ω).

Â èòîãå ïðè ïîìîùè ëåììû Ëàêñà�Ìèëüãðàìà óñòàíàâëèâàåì ñëåäóþ-
ùèé ðåçóëüòàò, â êîòîðîì ôèãóðèðóþò ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà W0

β(Ω) è

Ñîáîëåâà W1
β(Ω) ñ âåñîì (40), à èìåííî, ïðîñòðàíñòâî W1

β(Ω) ñîñòîèò

èç ôóíêöèé w ∈ H1
loc

(
Ω
)
, îáëàäàþùèõ êîíå÷íîé íîðìîé ‖Eβw;H1(Ω)‖,

è ïîäïðîñòðàíñòâî W1
β,0(Ω) âûäåëåíî êðàåâûì óñëîâèåì (2).

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà (20) è (39). Òîãäà
íàéäóòñÿ òàêèå ïîëîæèòåëüíûå ïîêàçàòåëè βz è βy, ÷òî çàäà÷à (38)
ñ áèëèíåéíîé ôîðìîé E0(·, ·; Ω) = (A0D(∇x)·, D(∇x)·)Ω, ïàðàìåòðîì
(39) è ïðàâîé ÷àñòüþ f ∈ W0

β(Ω)K ïðè β = (βy, βz) èìååò åäèíñòâåí-

íîå ðåøåíèå u ∈ W1
β,0(Ω)K ⊂ H1

0 (Ω)K è äëÿ íåãî âåðíà îöåíêà

‖u;W1
β(Ω)‖ 6 cA,β‖f ;W0

β(Ω)‖, (42)

ïðè÷¼ì ìíîæèòåëü cA,β íå çàâèñèò îò âåêòîð-ôóíêöèè f .

Êîíå÷íî æå, ïðåäëîæåíèå 2 ñîõðàíÿåò ñèëó ïðè çàìåíå ïðàâîé ÷àñòè
f ∈ W0

β(Ω)K ëèíåéíûì íåïðåðûâíûì ôóíêöèîíàëîì f èç ñîïðÿæ¼ííî-

ãî ïðîñòðàíñòâà
(
W1
−β,0(Ω)K

)∗
, ïðè÷¼ì ïîä (·, ·)Ω ïîäðàçóìåâàåì ïîä-

õîäÿùåå ðàñøèðåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå L2(Ω)K .
Òàêóþ ïîäìåíó îñóùåñòâèì â ôèíàëüíîì óòâåðæäåíèè äëÿ îïåðàòîðà
Bβ(λ) çàäà÷è (1), (2) â ýêñïîíåíöèàëüíûõ âåñîâûõ êëàññàõ. Èìåííî,
ýòîò îïåðàòîð è ñîïðÿæ¼ííûé B−β(λ) = Bβ(λ)∗ äëÿ íåãî (ââèäó ñèì-
ìåòðè÷íîñòè áèëèíåéíîé ôîðìû E(·, ·; Ω)) îáñëóæèâàþò èíòåãðàëüíûå
òîæäåñòâà

E(u±, ψ±; Ω) = (f±, ψ±)Ω ∀ ψ± ∈ W1
∓β,0(Ω)K (43)

è äåéñòâóþò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

W1
±β,0(Ω)K 3 u± 7→ B±β(λ)u± = f± ∈

(
W1
∓β,0(Ω)K

)∗
(44)

Òåîðåìà 3. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (20) è îãðàíè÷åíèÿ (39) çàäà÷à
(43) ñî çíàêîì ïëþñ èìååò ðåøåíèå u ∈ W1

β,0(Ω)K ñ ïîêàçàòåëÿìè
βz è βy, óêàçàííûìè ïðåäëîæåíèåì 2, â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,

åñëè ôóíêöèîíàë f ∈
(
W1
−β,0(Ω)K

)∗
èç ïðàâîé ÷àñòè èíòåãðàëüíîãî

òîæäåñòâà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì îðòîãîíàëüíîñòè

(f, u−)Ω = 0 ∀u− ∈ kerB−β(λ). (45)
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Ýòî ðåøåíèå îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìîãî èç ÿäðà kerB+β(λ)
îòîáðàæåíèÿ (44) ñî çíàêîì ïëþñ, íî, áóäó÷è ïîä÷èíåíî óñëîâèÿì

(u, u+)Ω = 0 ∀ u+ ∈ kerBβ(λ) (46)

ñòàíîâèòñÿ åäèíñòâåííûì è óäîâëåòâîðÿþùèì îöåíêå (42) ñ ïðàâîé

÷àñòüþ cA,β
∥∥f ;

(
W1
−β,0(Ω)K

)∗∥∥.
Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê îáû÷íî, äëÿ ïðîâåðêè ôðåäãîëüìîâîñòè äî-
ñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ðåãóëÿðèçàòîð (ïàðàìåòðèêñ), ò.å. òàêîå îòîáðà-
æåíèå

Rβ(λ) :
(
W1
β,0(Ω)K

)∗ →W1
β,0(Ω)K , (47)

÷òî Bβ(λ)Rβ(λ)− Id � êîìïàêòíûé îïåðàòîð; çäåñü Id � òîæäåñòâåííîå
îòîáðàæåíèå.

Ïî ïðè÷èíå ñòàáèëèçàöèè ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A(x) (ñì., â ÷àñòíî-
ñòè, ôîðìóëó (8)) çàìåíà

A(x) 7→ Aρ(x) = A0(y) + χρ(x)
(
A(x)−A0(y)

)
, (48)

ãäå χρ(x) = χ(|x|/ρ) è χ � ñðåçàþùàÿ ôóíêöèÿ (14), ïîðîæäàåò îïåðà-
òîð Bρβ(λ) ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è, êîòîðûé ìàëûì ñëàãàåìûì îòëè-

÷àåòñÿ îò îïåðàòîðà B0
β(λ) çàäà÷è (38) è, ñëåäîâàòåëüíî, ñòàíîâèòñÿ îá-

ðàòèìûì ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì ρ > 0. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ôðàãìåí-
òà ðåãóëÿðèçàòîðà âîçüì¼ì R∞β (f) = χρB

ρ
β(λ)−1fχρ, ãäå ôóíêöèîíàë

ψ 7→ (fρ, ψ)Ω = (fχρ, ψ)Ω èìååò íîñèòåëü âíå îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà

Ωρ = {x ∈ Ω : |x| < ρ}. Îñòàâøàÿñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü f◦ = f(1 − χ2
ρ) + f̃ ,

â êîòîðîé ñëàãàåìîå f̃ âûçâàíî çàìåíîé (48) è ïîòîìó âêëþ÷àåò ñðåç-
êó 1 − χρ, èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü, ãäå âåñîâîé ìíîæèòåëü (40)
íå èãðàåò íèêàêîé ðîëè. Òàêèì îáðàçîì, ââèäó ýëëèïòè÷íîñòè çàäà÷è
ìîæíî ïðèìåíèòü ê f◦ ∈

(
H1

0 (Ω2ρ)
K
)∗

ñòàíäàðòíûé ðåãóëÿðèçàòîðR◦2ρ
äëÿ çàäà÷è Äèðèõëå â îáëàñòè Ω2ρ, ïðîäîëæåííûé íóë¼ì íà âñþ áåñêî-
íå÷íóþ îáëàñòü Ω. Â ðåçóëüòàòå ñóììà f 7→ R∞β (f)+(1−χ2ρ−1)R◦2ρ(f

◦)

êàê ðàç è ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ðåãóëÿðèçàòîðîì (47).
Èòàê, îïåðàòîð Bβ(λ) ôðåäãîëüìîâ, è ïîýòîìó ôîðìóëû (45) è (46)

ñòàëè î÷åâèäíûìè. Âìåñòå ñ òåì îïèñàíèå åãî ÿäðà è êîÿäðà åù¼ ïðåä-
ñòîèò ïîëó÷èòü (ñì. ñëåäñòâèå 1 è çàìå÷àíèå 3) è, â ÷àñòíîñòè, ïðî-
âåðèòü ðàâåíñòâî kerBβ(λ) = kerB−β(λ), îçíà÷àþùåå, â ÷àñòíîñòè,
÷òî èíäåêñ IndBβ(λ) íóëåâîé. Îòìåòèì, ÷òî ïî äîêàçàííîìó îïåðà-
òîð B0

β(λ) � èçîìîðôèçì, îäíàêî Bβ(λ) íå ÿâëÿåòñÿ åãî êîìïàêòíûì
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âîçìóùåíèåì è, âîîáùå ãîâîðÿ, èíäåêñ IndB0
β(λ) = 0 ìîæåò èçìåíèòü-

ñÿ. �

�5. Ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è â ñòåïåííîì âåñîâîì êëàññå

Ïóñòü â çàäà÷å (3) ìàòðèöà A(x) çàìåíåíà ìàòðèöåé A0(y) è ïà-
ðàìåòð λ ñîâïàäàåò ñ �êðèòè÷åñêèì� (19). Òîãäà ñîîòíîøåíèå (20) è
êëàññè÷åñêîå íåðàâåíñòâî Õàðäè [31]

+∞∫
0

∣∣∣dV
dz

(z)
∣∣∣2dz > 1

4

+∞∫
0

|V (z)|2 dz
z2

∀ V ∈ C∞c (0,+∞) (49)

ïðèâîäÿò ê îöåíêå

E0(u, u; Ω)− λ†‖u;L2(Ω)‖2 > %‖∂zu;L2(Ω)‖2

>
%

4

∥∥(1 + z2)−1/2u;L2(Ω)
∥∥2
.

(50)

Âåñîâîé ìíîæèòåëü z−2 óìåíüøåí â íåðàâåíñòâå (49) äî (1+z2)−1 äëÿ
óäîáñòâà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç V1
0 (Ω)K ïîïîëíåíèå ëèíåàëà C∞c (Ω)K ïî �ýíåðãå-

òè÷åñêîé� íîðìå

‖u;V1
0 (Ω)‖ =

(
E0(u, u; Ω)− λ†‖u;L2(Ω)‖2

)1/2
. (51)

Íóæíûå ñâîéñòâà ýòîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû îáåñïå÷åíû, â ÷àñòíîñòè,
îöåíêîé (50) (ñì. òàêæå íèæå ñîîòíîøåíèå (52)). Ïðîñòðàíñòâî V1

0 (Ω)K

ñîñòîèò èç òåõ âåêòîð-ôóíêöèé u ∈ H1
loc

(
Ω
)K

, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ Äèðèõëå (3) è èìåþò êîíå÷íóþ íîðìó (51).

Ïðåäëîæåíèå 3. Åñëè ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâî (20) è âêëþ÷åíèå

(1 + z2)1/2f ∈ L2(Ω)K , òî çàäà÷à

E0(u, ψ; Ω)− λ†(u, ψ)Ω = (f, ψ)Ω ∀ ψ ∈ V1
0 (Ω)K

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u ∈ V1
0 (Ω)K ïðè÷¼ì âåðíà îöåíêà∥∥(1 + z2)−1/2∇xu;L2(Ω)

∥∥2
+
∥∥(1 + z2)−1/2u;L2(Ω)

∥∥2

6 c0‖u;V1
0 (Ω)‖2 6 C0‖(1 + z2)1/2f ;L2(Ω)‖2,

(52)

à ìíîæèòåëè c0 è C0 íå çàâèñÿò îò u è f .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó òåîðåìû Ðèññà î ïðåäñòàâëåíèè ëèíåéíîãî
ôóíêöèîíàëà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ïåð-
âîå íåðàâåíñòâî â öåïî÷êå (52). Âñïîìíèì ñîîòíîøåíèå (50) è ðàçáè-
åíèå îáëàñòè Ω íà ÿ÷åéêè �mΘ è �mjk, ââåä¼ííîå ïðè äîêàçàòåëüñòâå

ëåììû 1. Â íåðàâåíñòâå Êîðíà (6)

‖∇xu;L2(�...)‖2 6 c�...

(
E0(u, u;�...)− λ†‖u;L2(�...)‖2

)
+c�...

λ†‖u;L2(�...)‖2
(53)

ôèãóðèðóþò òîëüêî 1 + J ðàçíûõ êîýôôèöèåíòîâ c�...
. Óìíîæèì îáå

÷àñòè ôîðìóëû (53) íà (1 + |xm...|2)−1 6 1, ãäå xmjk � öåíòð êóáà �mjk èëè
òî÷êà (0, 0,m− 1/2) â ñëó÷àå ÿ÷åéêè �mΘ . Áëàãîäàðÿ ôîðìóëàì

c�(1 + |x|2) 6 1 + |xm...|2 6 C�(1 + |x|2) ïðè x ∈ �m...
ñ îáùèìè äëÿ âñåõ ÿ÷ååê ïîëîæèòåëüíûìè ïîñòîÿííûìè c� è C� çàíî-
ñèì âåñîâûå ìíîæèòåëè ïîä çíàêè íîðì, íî ìíîæèòåëü ïðè ôóíêöèî-
íàëå ýíåðãèè óâåëè÷èâàåì äî åäèíèöû. Â èòîãå ïðèõîäèì ê îöåíêàì

‖(1 + |x|2)−1/2∇xu;L2(�...)‖2

6C
(
E0(u, u;�...)−λ†‖u;L2(�...)‖2+c‖(1+|x|2)−1/2u;L2(�...)‖2

)
. (54)

Îñòàëîñü ïðîñóììèðîâàòü íåðàâåíñòâà (54) ïî âñåì ÿ÷åéêàì è âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (50) (áåç ñðåäíåé å¼ ÷àñòè). Ïðåäëîæåíèå 3
äîêàçàíî. �

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó
òåîðåìû 3. Ïðîñòðàíñòâî V1

0 (Ω)K , ñíàáæ¼ííîå �ýíåðãåòè÷åñêîé� íîð-

ìîé, ãèëüáåðòîâî, îïåðàòîð BV : V1
0 (Ω)K →

(
V1

0 (Ω)K
)∗

âàðèàöèîííîé
çàäà÷è

E(u, ψ; Ω)− λ†(u, ψ)Ω = (f, ψ)Ω ∀ ψ ∈ V1
0 (Ω)K (55)

ñîâïàäàåò ñî ñâîèì ñîïðÿæ¼ííûì, à çíà÷èò, åãî èíäåêñ çàâåäîìî ðàâåí
íóëþ.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (20). Çàäà÷à (55) èìå-
åò ðåøåíèå u ∈ V1

0 (Ω)K òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèîíàë

f ∈
(
V1

0 (Ω)K
)∗

èç ïðàâîé ÷àñòè èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèÿì îðòîãîíàëüíîñòè (f,u(q))Ω = 0, q = 1, . . . , Q, ãäå

u(1), . . . ,u(Q) ∈ V1
0 (Ω)K � áàçèñ â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ðå-

øåíèé îäíîðîäíîé (f = 0) çàäà÷è (55). Ñàìî ðåøåíèå îïðåäåëåíî ñ
òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîé êîìáèíàöèè íàçâàííûõ ðåøåíèé, íî, áóäó÷è
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ïîä÷èíåíî óñëîâèÿì îðòîãîíàëüíîñòè (u,u(q))Ω = 0 ïðè q = 1, . . . , Q,
ñòàíîâèòñÿ åäèíñòâåííûì è óäîâëåòâîðÿþùèì îöåíêå

‖u;V1
0 (Ω)‖ 6 C‖f ;

(
V1

0 (Ω)K
)∗‖.

�6. Èçó÷åíèå êâàäðàòè÷íîãî îïåðàòîðíîãî ïó÷êà

Ïðèñòóïàÿ ñîáñòâåííî ê èçó÷åíèþ àñèìïòîòèêè ðåøåíèé çàäà÷è (3)
(èëè (1), (2) â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå ïðè ãëàäêèõ äàííûõ; ñì. �1),
ñëåäóåì îáùåé ñõåìå òåîðèè Êîíäðàòüåâà [3] (ñì. òàêæå, íàïðèìåð,
ìîíîãðàôèè [22] è [32]) è ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàåì ìîäåëüíóþ çàäà÷ó â
�öåëüíîì öèëèíäðå� Π× R ñ ìàòðèöåé A0(y)

E0(u, ψ; Π× R)− λ†(u, ψ)Π×R = (f, ψ)Π×R ∀ ψ ∈ C∞c (Π× R)K .

Ïðèìåíèì ôîðìàëüíî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå Fz→t íà ïðÿìîé LT =
{t ∈ C : Im t = T} â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ (ïðÿìàÿ) ïàðàë-
ëåëüíà âåùåñòâåííîé îñè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñåìåéñòâî çàäà÷

E0(U,Ψ; Π, t)− λ†(U,Ψ)Π = (F,Ψ)Π ∀ Ψ ∈ H1
0 (Π)K ,

ãäå ôèãóðèðóåò ïîëóòîðàëèíåéíàÿ ýðìèòîâà ôîðìà

E0(U,Ψ; Π, t) =
(
A0D(∇y, it)U,D

(
∇y,−it

)
Ψ
)

Π
,

ñ ïàðàìåòðîì t ∈ LT è åãî êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûì t, à òàêæå ôóíê-
öèîíàëîì F = F (·, t) ∈

(
H1

0 (Π)K
)∗
. Ýòî ñåìåéñòâî ïîðîæäàåò ïîëèíî-

ìèàëüíûé (êâàäðàòè÷íûé) îïåðàòîðíûé ïó÷îê

C 3 t 7→ B(t;λ†) : H1
0 (Π)K →

(
H1

0 (Π)K
)∗
. (56)

Ê ñîæàëåíèþ, èç-çà íåîãðàíè÷åííîñòè îáëàñòè Π è îòñóòñòâèÿ ñâîé-
ñòâà êîìïàêòíîñòè ó âëîæåíèÿ H1

0 (Π) ⊂ L2(Π) íå óäà¼òñÿ âîñïîëüçî-
âàòüñÿ îáùåé òåîðèåé [33] íåñàìîñîïðÿæ¼ííûõ îïåðàòîðíûõ ïó÷êîâ,
â ÷àñòíîñòè, àíàëèòè÷åñêîé àëüòåðíàòèâîé Ôðåäãîëüìà (ñì., íàïðè-
ìåð, [33, òåîðåìà 1.5.1]). Ïîýòîìó èçó÷èì ïó÷îêB(·;λ†) íåïîñðåäñòâåí-
íî. Îòìåòèì, ÷òî ñïåêòð S ⊂ C ïó÷êà (56) îáëàäàåò äâîéíîé ñèììåò-
ðèåé ïî ïðè÷èíå ñèììåòðè÷íîñòè è âåùåñòâåííîñòè ìàòðèöû A0, ò.å.
äëÿ åãî äèñêðåòíîé ÷àñòè Sd âåðíà ôîðìóëà

t ∈ Sd ⇒ ±t ∈ Sd. (57)

Ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà H1
0 (Π), êîòîðîå ñíàáæåíî ýêâèâàëåíòíîé

íîðìîé (
‖∇yv;L2(Π)‖2 + (1 + s2)‖v;L2(Π)‖2

)1/2
,
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Im t = s

Re t

Ðèñ. 3. Êðóã }(r) òîíèðîâàí, à äâîéíîé óãîë ./ (h, a) ñ
îáëîìàííûìè êîí÷èêàìè òîíèðîâàí ãëóáîêî. Ïðÿìûå
èíòåãðèðîâàíèÿ L±γ îòìå÷åíû øòðèõ-ïóíêòèðíûìè
ëèíèÿìè, à ïðÿìûå L±b � ïîëóæèðíûìè.

çàâèñÿùåé îò ïàðàìåòðà s ∈ R \ {0}, îáîçíà÷èì ÷åðåç H1
0 (Π; s).

Óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî ïðè t ∈ R\{0} = L0 \{0} ñóùåñòâóåò îáðàòíûé
îïåðàòîðB(t;λ†)

−1. Íåðàâåíñòâî (20) ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî-
êàçûâàåò, ÷òî

‖U ;L2(Π)‖2 6 %−1t−2
(
E0(U,U ; Π, t)− λ†‖U ;L2(Π)‖2

)
. (58)

Òåïåðü ëåììà 1 îáåñïå÷èâàåò åù¼ îäíî íåðàâåíñòâî

‖∇xU ;L2(Π)‖2 6 CA0E0(U,U ; Π, t)

6 CA0

(
1 + λ†%

−1t−2
)(
E0(U,U ; Π, t)− λ†‖U ;L2(Π)‖2

)
.

êîòîðîå âìåñòå ñ ñîîòíîøåíèÿìè (58) óñòàíàâëèâàåò, ÷òî îïåðàòîð
B(t;λ†) îáðàòèì. Âìåñòå ñ òåì ðîñò O(t−2) ïðè t → 0 ìàæîðàíò â
óêàçàííûõ íåðàâåíñòâàõ ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé îöåíêå:∥∥∥B(t;λ†)

−1;
(
H1

0 (Π; t)K
)∗ → H1

0 (Π; t)K
∥∥∥ 6 C

(
1 + t−2

)
. (59)

Ôîðìóëà (59) íàâîäèò íà ìûñëü, ÷òî ó ïó÷êà (56) â òî÷êå t = 0 åñòü
ïîëþñ âòîðîãî ïîðÿäêà � ïîäòâåðäèì ýòî ïîäîçðåíèå. Ïîíÿòíî, ÷òî
êîðíåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðàB(0;λ†) íàòÿíóòî íà ñîáñòâåííûå
âåêòîðû U0

1 = U1, . . . ,U0
κ = Uκ îïåðàòîðà B0(0), îòâå÷àþùèå åãî ñîá-

ñòâåííîìó ÷èñëó Λ1(0) = λ† (ñì. òåêñò ïåðåä ôîðìóëîé (17)). Ïîñòðî-
èì ïðèñîåäèí¼ííûå âåêòîðû U1

p ïåðâîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå, êàê îáû÷íî,
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ñëåäóåò èñêàòü èç àáñòðàêòíîãî óðàâíåíèÿ

B(0;λ†)U
1
p = −dB

dt
(0;λ†)U

0
p. (60)

Â ñîãëàñèè ñ îïðåäåëåíèåì (56) ïó÷êà è ñî ñòðîåíèåì ìàòðèöû D(∇x)
ýòî óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà

E0(U1
q,Ψ; Π)− λ†(U1

q,Ψ)Π = J(U0
q,Ψ)

:= −(A0D(0, 0, i)U0
q, D(∇y, 0)Ψ)Π − (A0D(∇y, 0)U0

q, D(0, 0,−i)Ψ)Π

∀ Ψ ∈ H1
0 (Π)K .

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿìè ðàçðåøèìîñòè ñåìåéñòâà óðàâíåíèé (60)
ñëóæàò ðàâåíñòâà

J(U0
q,U

0
p) = 0, p, q = 1, . . . ,κ. (61)

Ïîñêîëüêó ñîáñòâåííûå âåêòîðû U0
1, . . . ,U

0
κ , à òàêæå ýëåìåíòû ìàòðè-

öû A0 è êîýôôèöèåíòû äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà D(∇y, 1) âå-
ùåñòâåííûå, ðàâåíñòâà (61) âûïîëíåíû î÷åâèäíûì îáðàçîì, ò.å. ïðè-
ñîåäèí¼ííûå âåêòîðû U1

1, . . . ,U
1
κ íà ñàìîì äåëå ñóùåñòâóþò, ïðè÷¼ì èõ

ìîæíî ñ÷èòàòü ÷èñòî ìíèìûìè âåêòîð-ôóíêöèÿìè.
Ïðèñîåäèí¼ííûå âåêòîðû U2

1, . . . ,U
2
κ âòîðîãî ïîðÿäêà èùóòñÿ êàê

ðåøåíèÿ óðàâíåíèé

B(0;λ†)U
2
p = −dB

dt
(0;λ†)U

1
p −

1

2

d2B

dt2
(0;λ†)U

0
p

(62)

(ñì., íàïðèìåð, [33, ãë. 1], [22, ãë. 1] è äð.) èëè, ÷òî òî æå, èíòåãðàëüíûõ
òîæäåñòâ

E0(U2
p,Ψ; Π)− λ†(U2

p,Ψ)Π = J(U1
p,Ψ)− (A0D(0, 0, i)U0

p, D(0, 0,−i)Ψ)Π

∀ Ψ ∈ H1
0 (Π)K .

Óðàâíåíèÿ (62) ïðè p = 1, . . . ,κ íå èìåþò ðåøåíèé è òåì ñàìûì æîð-
äàíîâû öåïî÷êè {U0

p,U
1
p} ïó÷êà (56) äëÿ åãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà t = 0

íåïðîäîëæèìû â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ÿâëÿåòñÿ íåîñîáåííîé
(κ × κ)-ìàòðèöà M ñ ýëåìåíòàìè

Mpq=(A0D(0, 0, i)U0
p, D(0, 0,−i)U0

q)Π − J(U1
p,U

0
q), p, q=1, . . . ,κ. (63)

Äëÿ ïðîâåðêè ôîðìóëû detM 6= 0 âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì ïî-
äîáèåì àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ æîðäàíîâûõ öåïî÷åê ïó÷êîâ è ïðîöåäó-
ðîé âû÷èñëåíèÿ àñèìïòîòèêè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðíûõ ïó÷êîâ.
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Èìåííî, ó÷èòûâàÿ ïðîâåðåííûå ðàâåíñòâà (62), ñîãëàñíî îáùèì ïðî-
öåäóðàì [34, ãë. 9]4, [35, ãë. 6] èùåì ñîáñòâåííûå ÷èñëà Λ(t) îïåðàòîðà
B0(t) ïðè ìàëîì âåùåñòâåííîì ïàðàìåòðå t â âèäå

Λp(t) = Λ1(0) + t2Λ′′p + Λ̃p(t), (64)

à ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðû � â âèäå

Up(·, t) = U0
p (·, t) + tU ′p(·, t) + t2 U ′′p (·, t) + Ũp(·, t). (65)

Çäåñü

U0
p (y, t) =

κ∑
q=1

apqUq(y, t) =

κ∑
q=1

apqU
0
q(y, t), (66)

a ñòîëáåö ap=
(
ap1, . . . , a

p
κ
)>

, ÷èñëî Λ′′p è âåêòîð-ôóíêöèè U ′p(·, t), U ′′p (·, t)
ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ. Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî òðåáóåòñÿ ïðîâåñòè ëèøü
ôîðìàëüíûé àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç � åãî îáîñíîâàíèå, â ÷àñòíî-
ñòè, óòî÷íåíèå âòîðîãî è òðåòüåãî ñëàãàåìûõ ðàçëîæåíèÿ ñîáñòâåííîé
âåêòîð-ôóíêöèè, à òàêæå îöåíêè àñèìïòîòè÷åñêèõ îñòàòêîâ îáåñïå÷å-
íû îáùèìè ðåçóëüòàòàìè öèòèðîâàííûõ ìîíîãðàôèé è äðóãèõ èñòî÷-
íèêîâ, íàïðèìåð, îðèãèíàëüíîé ñòàòüè [36].

Ïîäñòàâèì ôîðìóëû (64) è (65) â ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó

E0(U,Ψ; Π, t) = Λ(t)(U,Ψ)Π ∀ Ψ ∈ H1
0 (Π)K (67)

è ñîáåð¼ì â íåé ìíîæèòåëè ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ïàðàìåòðà t.
ßñíî, ÷òî, ïîëîæèâ

U ′p(y, t) =

κ∑
q=1

apqU
1
q(y, t),

óíè÷òîæàåì â ôîðìóëå (67) ñóììû êîýôôèöèåíòîâ ïðè t (ñëàãàåìûå
ïîðÿäêà åäèíèöû èñ÷åçàþò, òàê êàê {λ†;U0

p} � ñîáñòâåííûå ïàðû). Òî

æå ñàìîå ïðîèçîéä¼ò è ñ ñóììîé êîýôôèöèåíòîâ ïðè t2, åñëè íàéòè
ïàðó {Λ′′p ;U′′p} èç èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà

E0(U ′′p ,Ψ; Π)− λ†(U ′′p ,Ψ)Π = (F ′′p ,Ψ) := Λ′′p(U0
p ,Ψ)Π

− (A0D(0, 0, i)U ′p, D(∇y, 0)Ψ)Π − (A0D(∇y, 0)U ′p, D(0, 0,−i)Ψ)Π

− (A0D(0, 0, i)U0
p , D(0, 0,−i)Ψ)Π ∀ Ψ ∈ H1

0 (Π)K .

(68)

4Ýòà ìîíîãðàôèÿ èìååò äåëî ñ ëèíåéíûìè ïó÷êàìè, íî ñâåäåíèå êâàäðàòè÷íîãî
ïó÷êà ê ëèíåéíîìó íåñàìîñîïðÿæ¼ííîìó î÷åâèäíî.
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Â ñèëó ôîðìóëû (64) è ñîîòíîøåíèÿ (17) óñëîâèÿ (Fp, Uq)Π = 0, q =
1, . . . ,κ, ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (68) ïðèíèìàþò âèä ñèñòåìû ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé â êîëè÷åñòâå κ øòóê

Map = Λ′′pa
p.

Å¼ ñîáñòâåííûå ÷èñëà Λ′′1 , . . . ,Λ
′′
κ êîíêðåòèçèðóþò ðàçëîæåíèÿ (64), à

ñîáñòâåííûå âåêòîðû a1, . . . , aκ � ãëàâíûå ÷ëåíû (66) ðàçëîæåíèé (65).
Åñëè ñëó÷èëîñü, ÷òî õîòÿ áû îäíî ñîáñòâåííîå ÷èñëî Λ′′m ðàâíî íóëþ,
òî ïðè ó÷¼òå èçâåñòíîé (ñì., íàïðèìåð, [34, ãë. 9]) îöåíêè àñèìïòîòè-

÷åñêîãî îñòàòêà Λ̃m(t) 6 c|t|3 ïðè ìàëîì t âèäèì, ÷òî òðåáîâàíèå (18)
íàðóøåíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ââåä¼ííûõ îãðàíè÷åíèÿõ ìàòðèöà M ñ
ýëåìåíòàìè (63) íåâûðîæäåííàÿ.

Ó÷èòûâàÿ ìàëîñòü âîçìóùåíèÿ B(t;λ†)−B(0;λ†) ïðè t ∈ C è t→ 0
îáíàðóæèâàåì, ÷òî â êðóãå }r íåêîòîðîãî ðàäèóñà r ðàñïîëàãàåòñÿ
òîëüêî îäíî ñîáñòâåííîå ÷èñëî t = 0 ïó÷êà (56) ñ ãåîìåòðè÷åñêîé êðàò-
íîñòüþ κ (ñì., íàïðèìåð, [36] è [34, ãë. 9]). Óïîòðåáèì åù¼ ñëåäñòâèå
íåðàâåíñòâà (59). Ïîñêîëüêó ïðè âåùåñòâåííûõ t è s îïåðàòîðíàÿ íîð-
ìà ðàçíîñòè B(t;λ†)−B(t+ is;λ†) íå ïðåâîñõîäèò c(|s|+ s2), íàéäóòñÿ
òàêèå h ∈ (0, r/2] è a = a(h) > 0, ÷òî â äâîéíîì óãëå ñ îáëîìàííûìè
êîí÷èêàìè

./ (h, a) = {t+ is ∈ C : |t| > h, |s| < a|t|}
ñîõðàíÿåòñÿ îöåíêà (59), à çíà÷èò, ñïåêòð ïó÷êà îòñóòñòâóåò. Âàæíûé
àðãóìåíò: èç-çà ðîñòà ìàæîðàíòû â îáñóæäàåìîé îöåíêå óìåíüøåíèå
ðàçìåðà h ïðîâîöèðóåò ñóæåíèå óãëà çà ñ÷¼ò óáûâàíèå êîýôôèöèåíòà
a, îäíàêî ðàäèóñ r íèêàê íå çàâèñèò îò íàçâàííûõ âåëè÷èí, è ïîýòîìó
â ñàìîì äåëå âåðåí ñëåäóþùèé âàæíûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 5. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (18), (20) è íàëè÷èè (ìèíèìàëü-
íîãî) κ-êðàòíîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà λ† = Λ1(0) â äèñêðåòíîì ñïåê-
òðå îïåðàòîðà B0(0) íàéäóòñÿ òàêèå ïîëîæèòåëüíûå âåëè÷èíû r, h,
a è b, ÷òî íà ìíîæåñòâå (ñì. ðèñ. 3)

m(r, h, a) = }(r)∪ ./ (h, a),

ñîäåðæàùåì ïîëîñó P(b) =
{
t ∈ C :

∣∣Im t
∣∣ < b

}
, øèðèíîé 2b > 0 ó

ïó÷êà (56) åñòü åäèíñòâåííîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî t = 0 ñ ãåîìåòðè÷å-
ñêîé êðàòíîñòüþ κ, ïðè÷¼ì äëèíû âñåõ æîðäàíîâûõ öåïî÷åê ðàâíû
äâóì, ò.å. 2κ � åãî ïîëíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðàòíîñòü.
Çàìå÷àíèå 2. Îãðàíè÷åíèå (18), ââåä¼ííîå â �2, îçíà÷àåò, ÷òî ïî
êðàéíåé ìåðå â îêðåñòíîñòè òî÷êè (0, λ†) ãðàôèê ôóíêöèè R 3 t 7→
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t

(t)

t

(t)b)a)

t

(t)c)

Ðèñ. 4. �Ïåðåâ¼ðíóòûå îäíî- è äâóãîðáûé âåðáëþäû�
(a è b): âîçìîæíûå ãðàôèêè ïåðâûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë
ïó÷êîâ. Íåñêîëüêî òî÷åê ìèíèìóìà ïîìå÷åíû çíà÷êîì
◦ (c).

Λ1(t) èìååò ôîðìó íà ðèñ. 4, a, ñ îäíîé òî÷êîé ìèíèìóìà. Èçâåñòíî
(ñì., íàïðèìåð, ïóáëèêàöèè [37,38] è ïðèâåäåííóþ â íèõ ëèòåðàòóðó),
÷òî â çàäà÷àõ î ðàñïðîñòðàíåíèè âîëí â àíèçîòðîïíûõ óïðóãèõ ñðå-
äàõ [11,39] âîçíèêàþò ïó÷êè, ó êîòîðûõ ãðàôèê ïåðâîãî ñîáñòâåííîãî
÷èñëà íà ðèñ. 4, b, èìååò äâå òî÷êè ±tΛ 6= 0, ãäå ðåàëèçóåòñÿ min Λ1(t).
Â ïðèíöèïå ðàçðàáàòûâàåìûé ïîäõîä ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí è äëÿ
çàäà÷ ñ ìíîãèìè ýêñòðåìàëüíûìè òî÷êàìè (ðèñ. 4, c), îäíàêî ïðè ýòîì
íóæíû íîâûå îáîçíà÷åíèÿ è áîëåå ãðîìîçäêèå âû÷èñëåíèÿ, à òàêæå
äîïîëíèòåëüíûå òðåáîâàíèÿ ê ïó÷êó. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ îáú¼ìà ñòàòüè
ðàññìàòðèâàåì íàèáîëåå ïðîñòóþ ñèòóàöèþ. Èíûå äîñòóïíûå îáîáùå-
íèÿ îáñóæäàåì â �8.

�7. Âûâîä àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé

Âñ¼ ïîäãîòîâëåíî äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåàëèçîâàòü îáû÷íóþ è øèðîêî
èñïîëüçóåìóþ ñõåìó èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòèêè ðåøåíèé ýëëèïòè÷å-
ñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ â öèëèíäðè÷åñêèõ îáëàñòÿõ (ñì. [3], à òàêæå [40,41]
è, íàïðèìåð, [22, ãë. 3, �1]) � èçëîæèì å¼ áåç îñîáî ïîäðîáíûõ êîììåí-
òàðèåâ.

Ïî îáûêíîâåíèþ ââåä¼ì ïðîñòðàíñòâî W 1
0,γ(Ω) êàê ïîïîëíåíèå ëè-

íåéíîãî ìíîæåñòâà C∞c (Ω) ïî ýêñïîíåíöèàëüíîé âåñîâîé íîðìå(
‖eγz∇xu;L2(Ω)‖2 + ‖eγzu;L2(Ω)‖2

)1/2
. (69)

Ïóñòü γ ∈ (0, b), ãäå ïîêàçàòåëü b âçÿò èç òåîðåìû 5, è u ∈ V1(Ω)K �

ðåøåíèå çàäà÷è (3) ñ ôóíêöèîíàëîì f ∈
(
W 1

0,−γ(Ω)K
)∗ ⊂ (V1(Ω)K

)∗ ⊂(
W 1

0,γ(Ω)K
)∗

â ïðàâîé ÷àñòè (ñì. �5). Ïîìåñòèì âåêòîð-ôóíêöèþ u â
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ïðîñòðàíñòâî W 1
0,−γ(Ω)K ñ ìåíüøèì âåñîì è, âñïîìíèâ óñëîâèå ñòàáè-

ëèçàöèè èç �1

|A(y, z)−A0(y)|6cze−αzz ïðè ïî÷òè âñåõ y∈Π, z>0 è αz>0, (70)

ïðèñîåäèíèì ðàçíîñòü E(u, ψ; Ω) − E0(u, ψ; Ω) ê ïðàâîé ÷àñòè èíòå-
ãðàëüíîãî òîæäåñòâà, êîòîðàÿ òåïåðü ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó(
W 1

0,−min{γ,αz−γ}(Ω)K
)∗
. Êðîìå òîãî, óìíîæèì âåêòîð-ôóíêöèþ u, à

çíà÷èò, è ôóíêöèîíàë f íà ñðåçêó (14) è ïðîäîëæèì ïðîèçâåäåíèå
u−γ := χu íóë¼ì íà �öåëüíûé öèëèíäð� Π× R, à âîçíèêøèé êîììóòà-
òîð ñ íîñèòåëåì â ñëîå {x : z ∈ [0, 1]} ïåðåíåñ¼ì íàïðàâî. Â ðåçóëüòàòå,
ñîõðàíèâ îáîçíà÷åíèÿ u è f äëÿ íîâûõ ðåøåíèÿ è ïðàâîé ÷àñòè, ïðè-
ä¼ì ê èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó

E0(u, ψ; Π× R)− λ†(u, ψ)Π×R = (f, ψ)Π×R ∀ ψ ∈W 1
0,γ(Π× R)K . (71)

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî èç-çà ðàçíûõ çíàêîâ ó âåñîâûõ ïîêàçàòåëåé ±γ îáà
ñëàãàåìûõ â ëåâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (71) îïðåäåëåíû êîððåêòíî, à
ôóíêöèîíàë f â ïðàâîé ÷àñòè ñ íîñèòåëåì íà ìíîæåñòâå Ω ïîïàäà-
åò â ïðîñòðàíñòâî

(
W 1

0,−γ1
(Π × R)K

)∗ ∩ (W 1
0,−γ(Π × R)K

)∗
, ãäå γ1 =

min{γ, αz − γ}. Èíûìè ñëîâàìè, íîâûé ôóíêöèîíàë f ñîõðàíÿåò çà-
òóõàíèå ïðè z → −∞, íî ìîæåò ïîòåðÿòü åãî ïðè z → +∞ â ñëó÷àå
αz < γ.

Åñëè γ ∈ (−b, b) \ {0} è f ∈
(
W 1

0,−γ(Π× R)K
)∗
, òî ïî òåîðåìå 5 äëÿ

ðåøåíèÿ u−γ ∈ W 1
0,−γ(Π× R)K çàäà÷è (71) ñïðàâåäëèâî èíòåãðàëüíîå

ïðåäñòàâëåíèå
u−γ = F−1

γ B(·;λ†)−1Fγf, (72)

ãäå ôèãóðèðóåò ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå Fγ íà ïðÿìîé Lγ 3 t â êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè C, ò.å.

(Fγψ) (y, t) =
1√
2π

∫
R

e−itzψ(y, z)dz, (73)

ïðè÷¼ì e−itz = e−iRe tzeγz è ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ óñòàíàâëèâàåò èçî-
ìåòðèþ âåñîâîãî ïðîñòðàíñòâ W 1

γ,0(Π × R) è ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà àá-

ñòðàêòíûõ ôóíêöèé L2(Lγ ; (2π)−1/2H1
0 (Π;Re t)).

Ïóñòü γ, γ1 ∈ (−β, β) \ {0}, γ > γ1 è f ∈
(
W 1

0,−γ(Π × R)K
)∗ ∩(

W 1
0,−γ1(Π×R)K

)∗
. Çàäà÷à (71) èìååò äâà ðåøåíèÿ u ∈W 1

0,−γ(Π×R)K

è u1 ∈ W 1
0,−γ1(Π × R)K , ðàçíîñòü êîòîðûõ â ñèëó ôîðìóë (72) è (73)

ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðåäåëà ïðè T → +∞ êîíòóðíîãî èíòåãðàëà ïî
ãðàíèöå ïðÿìîóãîëüíèêà QT = {t ∈ C : |Re t| < T, Im t ∈ (−γ1,−γ)}.
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Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî îáðàç Ôóðüå Fz→t ôóíêöèîíàëà f � àáñòðàêòíàÿ àíà-
ëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â ïîëîñå Q∞, íåïðåðûâíàÿ âïëîòü äî ñòîðîí ïî-
ëîñû, à èíòåãðàëû îò ýòîé àáñòðàêòíîé ôóíêöèè ïî áîêîâûì ñòîðî-
íàì ïðÿìîóãîëüíèêà QT èñ÷åçàþò ïðè T → +∞. Â ýòèõ óñëîâèÿõ
âîçìîæíî ïðèìåíåíèå òåîðåìû Êîøè î âû÷åòàõ (ïîäðîáíîñòè ñì. â [3]
èëè [22, ãë. 3, �1]). Ñëåäîâàòåëüíî, âîçìîæíû äâå ñèòóàöèè.

Âî-ïåðâûõ, ïðè îòñóòñòâèè â ïîëîñå Q∞ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ïó÷êà
(56) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî u = u1. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìîå
ðåøåíèå u ïîïàäàåò â ïðîñòðàíñòâî W 1

0,−γ1(Π× R)K , áîëåå óçêîå, ÷åì

èñõîäíîå W 1
0,−γ(Π×R)K , è, åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü f îáëàäàåò áîëåå áûñò-

ðûì çàòóõàíèåì íà áåñêîíå÷íîñòè, òî âîçâðàùàåìñÿ ê ïðåæíåé ñèòóà-
öèè ñ çàìåíîé γ 7→ γ1.

Âî-âòîðûõ, â ñëó÷àå γ > 0 > γ1 â ïîëîñå Q∞ ðàñïîëàãàåòñÿ ñîá-
ñòâåííîå ÷èñëî ïó÷êà (56) è íóæíî ó÷åñòü âû÷åò, ïîðîæä¼ííûé ïî-
ëþñîì ðåçîëüâåíòû B(·;λ†)−1 (ïîäðîáíîñòè îïÿòü ñì. â [3] èëè [22,
ãë. 3, �1]). Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî òåîðåìå 5 è âû÷èñëåíèÿì èç �6
ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

u(x) = u1(x) +

κ∑
p=1

(
c0
pU

p(y) + c1
p

(
zUp(y) + Up′(y)

))
=: u1(x) + S(x),

ãäå c0
p è c1

p � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå, à èìåííî, ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû

îò ïðàâîé ÷àñòè f , à Up = U0
p è Up′ = U1

p � ñîáñòâåííûå è ïðèñîåäè-
í¼ííûå âåêòîðû ïó÷êà B(·;λ†) â òî÷êå t = 0.

Ââåä¼ì âåêòîð-ôóíêöèþ û = u − χS. Ñàìà ñóììà S óäîâëåòâîðÿåò
ôîðìàëüíî çàäà÷å Äèðèõëå â Π × R ñ äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòî-
ðîì L0(y,∇x), îäíàêî óìíîæåíèå íà ñðåçêó (14) è âîçìóùåíèå îïåðà-
òîðà, âûçâàííîå ôîðìóëîé (70), ïðèñîåäèíÿþò ê ïðàâîé ÷àñòè f äâà
ôóíêöèîíàëà, îäèí ñ íîñèòåëåì â ñëîå {x : z ∈ [0, 1]} è äðóãîé èç

ïðîñòðàíñòâà
(
W 1

0,−γ̂(Π × R)K
)∗

ñ ëþáûì ïîêàçàòåëåì, ïîä÷èí¼ííûì

íåðàâåíñòâàì γ̂ < αz è γ̂ 6 γ1. Îòìåòèì, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèè û è u

ñîâïàäàþò ïðè z < 0, è ïîýòîìó íîâàÿ ïðàâàÿ ÷àñòü f̂ ïîïàäàåò â óêà-
çàííîå ïðîñòðàíñòâî, ò.å. âîñïðîèçâîäèòñÿ ïåðâàÿ ñèòóàöèÿ äëÿ íîâîãî
ðåøåíèÿ û, ìîæåò áûòü, c óìåíüøåííûì âåñîâûì ïîêàçàòåëåì.
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Òåîðåìà 6. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ (18), (20), à
u ∈W 1

0,−γ(Ω)K � ðåøåíèå çàäà÷è (3) ñ êîýôôèöèåíòîì λ = λ† è ôóíê-

öèîíàëîì f ∈
(
W 1

0,γf
(Ω)K

)∗
â ïðàâîé ÷àñòè, ïðè÷¼ì âåñîâûå ïîêàçà-

òåëè óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì γ, γf ∈ (−b, b) \ {0} è γ > 0 (äî-
ïóñêàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò ðåøåíèÿ). Òîãäà ñïðàâåäëèâî ïðåä-
ñòàâëåíèå

u(x) = ũ(x) + χ(z)

κ∑
p=1

(
c0pU

p(y) + c1p
(
zUp(y) + Up′(y)

))
(74)

ñ êîýôôèöèåíòàìè cqp, q=0, 1, p=1, . . . ,κ, è îñòàòêîì ũ∈W 1
0,−γ̃(Ω)K ,

óäîâëåòâîðÿþùèìè îöåíêå∥∥ũ;W 1
0,−γ̃(Ω)

∥∥+
κ∑
p=1

(
|c0p|+ |c1p|

)
6c
(
‖u;W 1

0,−γ(Ω)‖+
∥∥f ;

(
W 1

0,γf
(Ω)K

)∗∥∥). (75)

Â ñëó÷àå γf > 0 (ïðàâàÿ ÷àñòü ðàñò¼ò ýêñïîíåíöèàëüíî) âåðíû ðàâåí-
ñòâà c0p = c1p = 0 è γ̃ = γf . Åñëè æå γf < 0 (ïðàâàÿ ÷àñòü çàòóõàåò),
òî cqp � ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû îò ïðàâîé ÷àñòè f (ñì. îöåíêó (75)),
à ïîêàçàòåëü γ̃ 6 γf äîïîëíèòåëüíî ñòðîãî ìåíüøå ÷èñëà αz èç óñëî-
âèÿ ñòàáèëèçàöèè (70).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè γf > 0 ðåàëèçóåòñÿ ïåðâàÿ èç ðàññìîòðåííûõ
ñèòóàöèé, îáåñïå÷èâàþùàÿ íóæíîå óòâåðæäåíèå. Åñëè æå γf < 0, òî
ïîäáåð¼ì (ìàëûé) ðàçìåð δ > 0 òàê, ÷òîáû γ−δN >0>γ−δ(N+1)
ïðè íåêîòîðîì N ∈ N. Ïåðâûå N øàãîâ îïèñàííîé âûøå ïðîöåäóðû
ïîìåùàþò ðåøåíèå u â ïðîñòðàíñòâî W 1

0,−γ+δN (Ω)K , ñîõðàíÿÿ ôóíê-

öèîíàë f , à øàã ñ íîìåðîì N îáåñïå÷èâàåò ïðåäñòàâëåíèå (74), íî ïðè
ýòîì èçìåíÿþò ïðàâóþ ÷àñòü, îòïðàâëÿÿ å¼ â ïðîñòðàíñòâî(
W 1

0,−γ̃+δ(N+1)(Ω)K
)∗
. Îñòàëüíûå øàãè ïðîöåäóðû óñòàíàâëèâàþò íóæ-

íîå âêëþ÷åíèå äëÿ îñòàòêà ũ. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ïðîñìàòðèâàÿ ìàòåðèàë èç �6, âèäèì, ÷òî ïðè λ < λ† è íåêîòîðîì
b = b(λ) > 0 â ïîëîñå P(b) íåò òî÷åê ñïåêòðà ïó÷êàB(·, λ). Ýòî íàáëþ-
äåíèå îáåñïå÷èâàåò î÷åðåäíûå äâà óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå îòíîñÿòñÿ ê
èçìåí¼ííîé (ñð. èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî (43)) ïîñòàíîâêå çàäà÷è (3)

E(u, ψ; Ω)− λ(u, ψ)Ω = (f, ψ)Ω ∀ ψ ∈ W1
(γ,−βy),0(Ω)K , (76)
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óòî÷íÿþò òåîðåìó 3 è ïîâòîðÿþò òåîðåìó 5 â óïðîù¼ííîì âèäå. Ïðè
ýòîì ðåøåíèå èùåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå W1

(−γ,βy),0(Ω)K , à â ïðàâîé ÷à-

ñòè ôèãóðèðóåò ôóíêöèîíàë f ∈
(
W1

(γ,−βy),0(Ω)K
)∗
, íî â î÷åðåäíîì

óòâåðæäåíèè îí ñ÷èòàåòñÿ çàòóõàþùèì íà áåñêîíå÷íîñòè.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü â óñëîâèÿõ òåîðåìû 6, íî ïðè λ < λ† âåêòîð-
ôóíêöèÿ u ∈ W1

(−γ,βy),0(Ω)K ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (76) ñ ïðàâîé

÷àñòüþ f ∈
(
W1

(−γ,−βy),0(Ω)K
)∗ ⊂ (W1

(γ,−βy),0(Ω)K
)∗
, ïðè÷¼ì γ ∈ (0, b)

è b = b(λ) (ñì. âûøå), à ïîêàçàòåëü βy âçÿò èç òåîðåìû 3. Òîãäà
u ∈ W1

(γ,βy),0(Ω)K è âåðíà òàêàÿ îöåíêà ñ íå çàâèñÿùèì îò u è f
ìíîæèòåëåì cλ:

‖u;W1
(γ,βy),0(Ω)‖ 6 cλ

(
‖u;W1

(−γ,βy),0(Ω)‖+
∥∥f ;

(
W1

(−γ,−βy),0(Ω)K
)∗∥∥).

Ñëåäñòâèå 1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 7 îïåðàòîð çàäà÷è (76)

B(γ,βy)(λ) : W1
(γ,βy),0(Ω)K →

(
W1

(−γ,−βy),0(Ω)K
)∗

è àíàëîãè÷íûé îïåðàòîð B(−γ,−βy)(λ) (ñ âåñîâûìè ïîêàçàòåëÿìè ïðî-
òèâîïîëîæíûõ çíàêîâ) âçàèìíî ñîïðÿæåíû, à èõ èíäåêñû ðàâíû íó-
ëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåôåêòíûå ôóíêöèîíàëû
(
·, u(q)

)
Ω
, q = 1, . . . , Q,

îïåðàòîðà B(γ,βy)(λ) âêëþ÷àþò ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé (f = 0) çàäà÷è

(76) â êëàññåW1
(−γ,−βy),0(Ω)K , îäíàêî òåîðåìà 7 ïîìåùàåò ýòè ðåøåíèÿ

â ÿäðî kerB(γ,βy)(λ) ⊂ W1
(γ,βy),0(Ω)K îïåðàòîðà B(γ,βy)(λ). Îñòàëîñü

çàìåòèòü, ÷òî â ñèëó ôîðìóëû Ãðèíà ëþáîé ýëåìåíò u ∈ kerB(γ,βy)(λ)
ïîðîæäàåò äåôåêòíûé ôóíêöèîíàë. �

Çàìå÷àíèå 3. 1) Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1 â òåîðåìå 3 ñïðàâåäëèâî ðàâåí-
ñòâî kerB−β(λ) = kerB+β(λ), ïîäòâåðæäàþùåå ñêàçàííîå â êîíöå �4.

2) Â îòëè÷èå îò òåîðåìû 6 â òåîðåìå 7 ôèãóðèðóþò ôóíêöèîíàëüíûå
ïðîñòðàíñòâà ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì âåñîì â ïîïåðå÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ
y1 è y2. Òàêîå èçìåíåíèå ñòàëî âîçìîæíûì áëàãîäàðÿ óñëîâèþ λ <
λ† (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3). Ïðè÷èíû èñïîëüçîâàíèÿ òîëüêî
ñòàíäàðòíûõ êîíäðàòüåâñêèõ íîðì (69) â ñèòóàöèè λ = λ† ïîÿñíåíû â
çàìå÷àíèè 1, îäíàêî â ïðèìåðàõ èç �3 ïîäìåíà îáû÷íûõ ïðîñòðàíñòâ
Ñîáîëåâà H1

0 (Π) âåñîâûìè W 1
βy,0

(Π) (ïðè îïðåäåë¼ííûõ îãðàíè÷åíèÿõ

íà âåñîâîé ïîêàçàòåëü) äîñòóïíà êàê â òåîðåìå 5, òàê è â òåîðåìå 6.
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�8. Åù¼ òðè çàìå÷àíèÿ

1. Ãåîìåòðèÿ. Áåç ñêîëü-íèáóäü çàìåòíûõ èçìåíåíèé â àðãóìåíòà-
öèè ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñîõðàíÿþò ñèëó è ïðè âîçìóùåíèè �ïîëó-
öèëèíäðà� Ω = Π × R+ âíóòðè øàðà BR = {x : |x| < R} êàêîãî-ëèáî
ðàäèóñà R ∈ R+. Äðóãîå äîñòóïíîå îáîáùåíèå, îñòàâëåííîå áåç âíè-
ìàíèÿ äëÿ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ, � ïåðåõîä ê á�îëüøèì ðàçìåðíîñòÿì
d > 3. Èìåííî, ïîä Π ⊂ Rd−1 3 y = (y1, . . . , yd−1) ìîæíî ïîäðàçóìåâàòü
ëèïøèöåâó îáëàñòü, îáðàçîâàííóþ êîíå÷íûì ÿäðîì Θ ∈ Rd è ïîëóöè-
ëèíäðàìè $j = ωj × R+ 3 (ηj1, . . . , y

j
d−2, ζj) ñ ñå÷åíèÿìè ωj ⊂ Rd−2,

èìåþùèìè ëèïøèöåâû ãðàíèöû è êîìïàêòíûå çàìûêàíèÿ.

2. Êðàåâûå óñëîâèÿ. Íà ïðèìåðå ñèñòåìû óðàâíåíèé Ëàìå (ñì. �3)
ïîêàæåì, êàêèå ïðîáëåìû âîçíèêàþò ïðè ñìåíå òèïà êðàåâîãî óñëî-
âèÿ. Çàìåíà íà òîðöå Π× {0} ⊂ ∂Ω óñëîâèé Äèðèõëå (2) â ñìåùåíèÿõ
(çàæàòûé êðàé) óñëîâèÿìè Íåéìàíà â íàïðÿæåíèÿõ (ñâîáîäíûé êðàé)

σj3(u; y, 0) = 0, j = 1, 2, 3, y ∈ Π, (77)

(ñì. ôîðìóëû (26)) âûíóæäàåò èñïîëüçîâàòü ôóíêöèîíàë èñòèííîé
óïðóãîé ýíåðãèè (27) âìåñòî êâàçèýíåðãèè (28), à çíà÷èò, íàðóøàåòñÿ
êëþ÷åâîå íåðàâåíñòâî EL(u, u; Ω) > µ‖∇xu;L2(Ω)‖2. Âïðî÷åì, âëèÿ-
íèå óñëîâèÿ (77) ìîæíî îñëàáèòü, òàê êàê ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé ïðî-
âåðÿåòñÿ ïðè ïîìîùè íåðàâåíñòâà Êîðíà (ñì, äîêàçàòåëüñòâî ëåììû
1), à ïðè âûâîäå àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé íà áåñêîíå÷íîñòè ðåøå-
íèå u óìíîæàåòñÿ íà ñðåçàþùóþ ôóíêöèþ (14), ïîñëå ÷åãî èíòåãðè-
ðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì óïðóãàÿ ýíåðãèÿ ïðåîáðàçóåòñÿ â êâàçèýíåðãèþ.
Âìåñòå ñ òåì òàêàÿ ñìåøàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à òðåáóåò àêêóðàòíîãî
àíàëèçà è äîïîëíèòåëüíûõ ñîîáðàæåíèé.

Â ñëó÷àå ïîñòàíîâêè óñëîâèé Íåéìàíà íà îäíîé èç áîêîâûõ ñòî-
ðîí êàæäîé ïîëóïîëîñû $1, . . . , $J íåïðåðûâíûé ñïåêòð ñìåøàííîé
êðàåâîé çàäà÷è â Π ïðè t = 0 èìååò ïîëîæèòåëüíóþ òî÷êó îòñå÷êè
λ†, à íèæå å¼ çà÷àñòóþ ðàñïîëàãàåòñÿ ñîáñòâåííîå ÷èñëî Λ1(0) èç äèñ-
êðåòíîãî ñïåêòðà (ñì., íàïðèìåð, [21, 30]). Âìåñòå ñ òåì ïîÿâëåíèå â
èíòåãðàëüíîì òîæäåñòâå ïîëóòîðàëèíåéíîé ôîðìû èñòèííîé óïðóãîé
ýíåðãèè íå ïîçâîëÿåò ïðè t 6= 0 èçó÷èòü å¼ íåïðåðûâíûé è äèñêðåòíûé
ñïåêòðû ïîñðåäñòâîì èñïîëüçîâàííûõ â äàííîé ðàáîòå âàðèàöèîííûõ
ìåòîäîâ.

Âîïðîñ îá èññëåäîâàíèè àñèìïòîòèêè íà áåñêîíå÷íîñòè ñìåøàííûõ
êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óïðóãèõ òåë òèïà Ω = Π×R+ îñòà¼òñÿ â çíà÷èòåëü-
íîé ñòåïåíè îòêðûòûì. Âïðî÷åì, äëÿ äâóõ ñïåöèàëüíûõ ãðóïï óñëîâèé
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íà �òîðöå� ïîëóöèëèíäðà Ω

σ13(u; y, 0) = σ23(u; y, 0) = 0, u3(y, 0) = 0, y ∈ Π, (78)

è

u1(y, 0) = u2(y, 0) = 0, σ33(u; y, 0) = 0, y ∈ Π, (79)

âñå ïîëó÷åííûå â ñòàòüå ðåçóëüòàòû îñòàþòñÿ â ïîëíîé ñîõðàííîñòè.
Äåëî â òîì, ÷òî â ñëó÷àå (78) (â ñëó÷àå (79)) ÷¼òíîå äëÿ u1 è u3 (äëÿ
u3) è íå÷¼òíîå äëÿ u3 (äëÿ u1 è u2) ïðîäîëæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïåðå-
ìåííîé z ñáåðåãàþò ñèñòåìó óðàâíåíèé Ëàìå íà �öåëüíîì öèëèíäðå�
Π×R è íàçíà÷àþò âñþäó íà åãî ãðàíèöå óñëîâèÿ Äèðèõëå (2). Ñîîòíî-
øåíèÿ (78) íàçûâàþòñÿ ëèíåàðèçîâàííûìè óñëîâèÿìè Ñèíüîðèíè, òàê
êàê èìèòèðóþò èäåàëüíûé êîíòàêò áåç òðåíèÿ ñ àáñîëþòíî æ¼ñòêèì
ïîëóïðîñòðàíñòâîì R3

− (ñì. [12, 42]). Óñëîâèÿ (79), íàîáîðîò, òðåáóþò
áåñêîíå÷íûé êîýôôèöèåíò òðåíèÿ è àáñîëþòíóþ ïîäàòëèâîñòü ïîëó-
ïðîñòðàíñòâà.

3. Îñöèëëèðóþùèå âîëíû. Â ñòàòüå ðàññìîòðåí ñëó÷àé λ 6 λ†, ãà-
ðàíòèðóþùèé ñóùåñòâîâàíèå ðàçâå ëèøü îäíîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà
t = 0 ïó÷êà B(·, λ) â ïîëîñå {t ∈ C : |Im t| < b}, ãäå b > 0 � âå-
ëè÷èíà èç òåîðåìû 5. Åñëè ðàçíîñòü λ − λ† ïîëîæèòåëüíà, íî ìàëà,
òî íåòðóäíî ïðåäñêàçàòü, ÷òî íà âåùåñòâåííîé îñè ïîÿâëÿåòñÿ ñèì-
ìåòðè÷íûé (t±k = −t∓k � ñì. ôîðìóëó (57) è ðèñ. 4, b è ñ) íàáîð íåíó-

ëåâûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë t±1 , . . . , t
±
N ïó÷êà (56). Êàê îáû÷íî (ñì., íà-

ïðèìåð, [22, ãë. 5]), òàêèå ñîáñòâåííûå ÷èñëà èíèöèèðóþò ïîÿâëåíèå

�îñöèëëèðóþùèõ âîëí� eit
±
k zUk(±)(y) â àñèìïòîòèêå (74). Â ïðèíöèïå

ðàçðàáîòàííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò èçó÷èòü è òàêóþ ñèòóàöèþ, îäíàêî
ââèäó íàïðàâëåííîñòè ðàáîòû íà èññëåäîâàíèå ÿâëåíèÿ ïîãðàíè÷íûõ
ñëî¼â â êîðîá÷àòûõ òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé è äëÿ ñîêðàùåíèÿ îáú-
¼ìà ñòàòüè òàêîå äîñòóïíîå îáîáùåíèå ïðîèãíîðèðîâàíî.

Àâòîð áëàãîäàðåí àíîíèìíîìó ðåöåíçåíòó çà ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ
ïî óëó÷øåíèþ èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà è íàéäåííûé ìàññèâ îïå÷àòîê â
òåêñòå è ôîðìóëàõ.
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Nazarov S. A. Asymptotics of solutions to the Dirichlet problem for a
formally self-adjoint elliptic system in a junction of quarter-layers.

We examine the Dirichlet problem for a formally self-adjoint system
of second-order di�erential equations in an in�nite box-like construction,
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namely a cylindrical junction of several quarters of layers. Under certain
restrictions we prove the Fredholm property of the problem operator in
weighted Sobolev spaces and derive asymptotic formulas for solutions at
in�nity. We mention simple generalizations of the developed approach and
formulate open questions.
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