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�1. Ââåäåíèå

1. Ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ äâóõôàçîâûõ ñðåä, äîïóñêàþùèõ
ëèøü ÷èñòûå ôàçû. Íà÷í¼ì ñ êðàòêîãî îáçîðà çàäà÷è î ðàâíîâåñèè
äâóõôàçîâûõ ñðåä ñ ÷èñòûìè ôàçàìè. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî â êâàäðàòè÷íîì
ïðèáëèæåíèè ïëîòíîñòè ýíåðãèè êàæäîé èç ôàç äâóõôàçîâîé óïðóãîé
ñðåäû îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè [1]

F±(M) = 〈A±(e(M)− ζ±), e(M)− ζ±〉,

M ∈ Rm×m, e(M) =
1

2
(M +M∗), ζ± ∈ Rm×ms ,

(1.1)

ãäå Rm×m � ïðîñòðàíñòâî m×m-ìàòðèö ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

〈α, β〉 = trαβ∗, α, β ∈ Rm×m,

Rm×ms � åãî ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ñèììåòðè÷íûõ ìàò-
ðèö, A± � ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ Rm×ms → Rm×ms ñî ñâîéñòâàìè

〈A±α, β〉 = 〈α,A±β〉, ν|α|2 ≤ 〈A±α, α〉 ≤ ν−1|α|2,
α, β ∈ Rm×ms , ν ∈ (0, 1),

à ôóíêöèîíàë ýíåðãèè äåôîðìàöèè èìååò âèä

I[u, χ, t, Ω]=

∫
Ω

{χ(x)
(
F+(∇u(x))+t

)
+
(
1−χ(x)

)
F−(∇u(x))} dx,

u ∈ X(Ω) = W̊ 1
2 (Ω,Rm),

χ∈Z′(Ω)={χ � èçìåðèìûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè},

(1.2)

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåâûïóêëûå âàðèàöèîííûå çàäà÷è, ðåëàêñàöèÿ, ôàçîâûå ïå-
ðåõîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä.

Ðàáîòà ïåðâîãî àâòîðà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Ìèíè-
ñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè äëÿ ÈÏÌàø ÐÀÍ
(òåìà 124041500009-8).
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ãäå Ω ⊂ Rm, m ≥ 1 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü. Íåêîòîðûå èç ïðåäñòàâ-
ëåííûõ íèæå ðåçóëüòàòîâ îáîáùàþòñÿ íà ôóíêöèè u ñ íåíóëåâûìè
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ôóíêöèÿ u(x) èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïîëå ñìå-

ùåíèé,
e(∇u) � òåíçîð äåôîðìàöèè (2eij(∇u) = uixj

+ ujxi
),

2A±, ζ± � òåíçîðû ìîäóëåé óïðóãîñòè è îñòàòî÷íîé äåôîðìàöèè
êàæäîé èç ôàç, ñîîòâåòñòâåííî,

ïàðàìåòð t ∈ R � òåìïåðàòóðà, íå çàâèñÿùàÿ îò x ∈ Ω.

Ôóíêöèÿ χ â ôóíêöèîíàëå (1.2) çàâåäóåò ðàñïðåäåëåíèåì ôàç. Â òåõ
òî÷êàõ, ãäå χ(x) = 1, ðàñïîëîæåíà ñðåäà ñ ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè F+, à
â òî÷êàõ, ãäå χ(x) = 0 � ñ ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè F−. Òàêèì îáðàçîì, â
ïî÷òè êàæäîé òî÷êå x ∈ Ω ðàñïîëàãàåòñÿ ñðåäà ëèøü îäíîé èç ôàç,
íî íå èõ ñìåñü. Ó÷èòûâàÿ ýòî, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèîíàë (1.2)
çàäà¼ò ýíåðãèþ äåôîðìàöèè äâóõôàçîâîé ñðåäû, äîïóñêàþùåé òîëüêî
÷èñòûå ôàçû.

Ïîä ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ äâóõôàçîâîé ñðåäû ïðè òåìïåðàòóðå t
áóäåì ïîíèìàòü ðåøåíèå âàðèàöèîííîé çàäà÷è

I[ût, χ̂t, t, Ω] = inf
u∈X(Ω),
χ∈Z′(Ω)

I[u, χ, t, Ω], ût ∈ X(Ω), χ̂t ∈ Z′(Ω) (1.3)

� ðàâíîâåñíîå ïîëå ñìåùåíèé ût è ðàâíîâåñíîå ðàñïðåäåëåíèå ôàç χ̂t.
Â ñëó÷àå å¼ ðàçðåøèìîñòè ïîëîæèì

Q̂(t) =
1

|Ω|

∫
Ω

χ̂t(x) dx (1.4)

(çäåñü è äàëåå ìîäóëåì èçìåðèìîãî ïîäìíîæåñòâà èç Rm îáîçíà÷àåòñÿ
åãî m-ìåðíàÿ ëåáåãîâà ìåðà; ýòî îáîçíà÷åíèå îòíîñèòñÿ è ê ìíîæåñòâó
∂Ω). Ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ íàçîâ¼ì îäíîôàçîâûì, åñëè íà ìíîæåñòâå
ïîëíîé ìåðû âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ðàâåíñòâ χ̂t(x) = 0 èëè χ̂t(x) = 1, è
äâóõôàçîâûì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

2. Ñâîéñòâà ðåøåíèé çàäà÷è (1.3). Ïðèâåä¼ì ðÿä èçâåñòíûõ ðå-
çóëüòàòîâ, èñïîëüçóåìûõ ïðè äàëüíåéøåì èçëîæåíèè.
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(1) Ïåðåïèøåì ôóíêöèîíàë (1.2) â âèäå

|Ω|−1I[u, χ, t, Ω]=Q(F+(0) + t)+(1−Q)F−(0)+|Ω|−1Λ[u, χ,Ω],

Λ[u, χ, ξ,Ω]=

∫
Ω

{〈(χA++(1−χ)A−)e(∇u), e(∇u)〉

−2(χ−Q)〈ξ, e(∇u)〉}dx,

Λ[u, χ,Ω]=Λ[u, χ, ξ,Ω] ïðè ξ=[Aζ]=A+ζ+−A−ζ−,

Q =
1

|Ω|

∫
Ω

χ(x) dx.

(1.5)

Â ðàáîòå [2] óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ôóíêöèè g(Q, ξ), Q ∈
[0, 1], ξ ∈ Rm×ms , ÷òî

inf
u∈X(Ω),
χ∈Z′

Q(Ω)

Λ[u, χ, ξ,Ω] = |Ω|g(Q, ξ),

Z′Q(Ω) = {χ ∈ Z′(Ω) :
1

|Ω|

∫
Ω

χ(x) dx = Q}.
(1.6)

Ýòà ôóíêöèÿ íå çàâèñèò îò îáëàñòè Ω, íåïðåðûâíà è âûïóêëà ïî Q ∈
[0, 1] ïðè ôèêñèðîâàííîì ξ. Äëÿ íå¼ ñïðàâåäëèâû äîêàçàííûå â [3]
íåðàâåíñòâà

−ν−1|ξ|2 min{Q, 1−Q} ≤ g(Q, ξ) ≤ −νcm|ξ|2 min{Q, 1−Q} (1.7)

(êîíñòàíòà cm ∈ (0, 1) çàâèñèò òîëüêî îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà),
â ñèëó êîòîðûõ îíà ëîêàëüíî îãðàíè÷åíà. Ïîñêîëüêó ôóíêöèîíàë Λ
ëèíååí ïî ξ, ôóíêöèÿ g âîãíóòà ïî ξ ïðè êàæäîì Q. Ïîñëåäíåå ãàðàí-
òèðóåò íåïðåðûâíîñòü g(Q, ξ) ïî ξ ïðè ôèêñèðîâàííîì Q.

Òàêèì îáðàçîì,

inf
u∈X(Ω),
χ∈Z′

Q(Ω)

I[u, χ, t, Ω] = |Ω|G(Q, t),

inf
u∈X(Ω),
χ∈Z′(Ω)

I[u, χ, t, Ω] = |Ω| min
Q∈[0,1]

G(Q, t),

G(Q, t) = Q(F+(0) + t) + (1−Q)F−(0) + g(Q, [Aζ]).

(1.8)

(2) Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

G(Q̄(t), t) = min
Q∈[0,1]

G(Q, t), Q̄(t) ∈ [0, 1]. (1.9)
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Ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà t± (íàçîâ¼ì èõ òåìïåðàòóðàìè ôàçîâûõ ïå-
ðåõîäîâ, íåçàâèñèìîñòü t± îò îáëàñòè Ω î÷åâèäíà), ÷òî

t− ≤ t∗ ≤ t+ t∗ = −[〈Aζ, ζ〉] = 〈A−ζ−, ζ−〉 − 〈A+ζ+, ζ+〉

(îáà ðàâåíñòâà t± = t∗ ìîãóò ðåàëèçîâàòüñÿ òîëüêî îäíîâðåìåííî, êðè-
òåðèåì èõ ðåàëèçàöèè ñëóæèò ïîëó÷åííîå â [4] óñëîâèå [Aζ] = 0). Ïðè
ýòîì, åñëè t± = t∗, òî

Q̄(t)=1, t<t∗; Q̄(t)=0, t>t∗;

Q̄(t)∈ [0, 1] � ïðîèçâîëüíî ïðè t= t∗,
(1.10)

Äàëåå, åñëè t− < t+, à ôóíêöèÿ g(·, [Aζ]) ∈ Ck[0, 1], k ≥ 1 è ñòðîãî
âûïóêëà, òî

Q̄(·) ∈ C(R), Q̄(t) = 1, t ≤ t−; Q̄(t) = 0, t ≥ t+;

Q̄(t) ñòðîãî ìîíîòîííî óáûâàåò ïî t ∈ [t−, t+];
(1.11)

Íàêîíåö, ïðè k ≥ 2 è g′′(·, [Aζ]) > 0 ôóíêöèÿ Q̄(·) ∈ Ck−1[t−, t+].
Ïðè íàëè÷èè ðåøåíèÿ ût, χ̂t çàäà÷è (1.3) ÷èñëî (1.4) îáÿçàíî áûòü

ðåøåíèåì çàäà÷è (1.9). Â ñëó÷àå t± = t∗ çàäà÷à (1.3) ðàçðåøèìà äëÿ
âñåõ t. Å¼ ðåøåíèÿ èñ÷åðïûâàþòñÿ ïàðàìè ût ≡ 0, χ̂t, à χ̂t ≡ 1 ïðè
t < t∗, χ̂t ≡ 0 ïðè t > t∗ è χ̂t � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà
Z′(Ω) ïðè t = t∗. Â ñëó÷àå t− < t+ çàäà÷à (1.3) ðàçðåøèìà ïðè âñåõ
t 6∈ (t−, t+), å¼ ðåøåíèÿ ïðè óêàçàííûõ òåìïåðàòóðàõ èìåþò âèä ût ≡
0, χ̂t, à χ̂t ≡ 1 ïðè t ≤ t−, χ̂t ≡ 0, ïðè t ≥ t+.

Ïðè ýòîì ñóùåñòâóþò êàê ïëîòíîñòè ýíåðãèè (1.1), äëÿ êîòîðûõ çà-
äà÷à (1.3) ïðè âñåõ t ∈ (t−, t+) 6= ∅ èìååò ðåøåíèå, òàê è ïëîòíîñòè,
äëÿ êîòîðûõ ïðè âñåõ óêàçàííûõ òåìïåðàòóðàõ ðåøåíèé íåò (ñì., íà-
ïðèìåð, ðàáîòû [5], [6]).

(3) Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðàñøèðåíèå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèîíà-
ëà (1.2) ïîñðåäñòâîì çàìåíû ìíîæåñòâà Z′(Ω) íà áîëåå øèðîêîå Z′′(Ω)

Z′′(Ω) = {χ ∈ L2(Ω) : 0 ≤ χ(x) ≤ 1 ïðè ï.â. x ∈ Ω},

Z′′Q(Ω) =
{
χ ∈ Z′′(Ω) :

1

|Ω|

∫
Ω

χ(x) dx = Q
}
, Q ∈ [0, 1]. (1.12)

íå óìåíüøàåò åãî èíôèìóì, òî åñòü ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

inf
u∈X(Ω),
χ∈Z′(Ω)

I[u, χ, t, Ω] = inf
u∈X(Ω),
χ∈Z′′(Ω)

I[u, χ, t, Ω]. (1.13)
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Ìíîæåñòâà Z′′(Ω), Z′′Q(Ω) ñëàáî (ñëåäîâàòåëüíî è ñèëüíî) çàìêíóòû â

ïðîñòðàíñòâå L2(Ω). Ïîñêîëüêó ‖χ‖L∞(Ω) ≤ 1 äëÿ âñåõ χ ∈ Z′′(Ω), ñëà-
áàÿ ñõîäèìîñòü â ïðîñòðàíñòâå L2(Ω) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè χn ∈ Z′′(Ω)

ê ôóíêöèè χ (òàêóþ ñõîäèìîñòü áóäåì îáîçíà÷àòü ñòðåëêîé
L2⇁) ýêâè-

âàëåíòíà ñîîòíîøåíèþ

lim
n→∞

∫
Ω

f(x)χn(x) dx =

∫
Ω

f(x)χ(x) dx

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1(Ω). (1.14)

Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî χ ∈ Z′′Q(Ω) íàéä¼òñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

χn ∈ Z′Q(Ω), ÷òî

χn
L2⇁ χ. (1.15)

Óòâåðæäåíèå (1.15) ïîëó÷àåòñÿ íåñóùåñòâåííîé êîððåêòèðîâêîé äîêà-
çàòåëüñòâà ëåììû 1.2 (ñòð. 61) èç [7].

3. Ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ äâóõôàçîâûõ ñðåä, äîïóñêàþùèõ íà-
ëè÷èå ñìåøàííûõ ôàç. Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ñìåøàííûõ ôàç áóäåì
èñïîëüçîâàòü ìíîæåñòâî (1.12). Â êà÷åñòâå ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè äâóõ-
ôàçîâîé óïðóãîé ñðåäû, äîïóñêàþùåé íàëè÷èå ñìåøàííûõ ôàç, ïðåä-
ëàãàåòñÿ âçÿòü ôóíêöèîíàë

I[u, χ, t, Ω] =

∫
Ω

F(∇u, χ, t) dx, u ∈ X(Ω), χ ∈ Z′′(Ω), t ∈ R (1.16)

ñ íåïðåðûâíîé ïðè êàæäîì t ∈ R ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ M ∈
Rm×m, Q ∈ [0, 1] ïëîòíîñòüþ F(M,Q, t).

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèîíàë (1.16) ïðèíèìàåò òîëüêî êî-
íå÷íûå çíà÷åíèÿ è îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàìè (ñòðåëêà ⇁ îçíà-
÷àåò ñëàáóþ ñõîäèìîñòü â ïðîñòðàíñòâå X(Ω)):

I[u, χ, t, Ω] ≤ lim
n→∞

I[un, χn, t, Ω]

äëÿ âñåõ u, un ∈ X(Ω),

χ, χn ∈ Z′′(Ω), un ⇁ u, χn
L2⇁ χ, t ∈ R,

(1.17)

I[un, χ, t, Ω]→∞ ïðè ‖un‖X →∞
äëÿ êàæäîãî t ðàâíîìåðíî ïî χ ∈ Z′′(Ω),

(1.18)
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I[u, χ, t, Ω]≤I[u, χ, t, Ω] äëÿ âñåõ u∈X(Ω), χ∈Z′′(Ω), t∈R,
I[u, χ, t, Ω]=I[u, χ, t, Ω] äëÿ âñåõ u∈X(Ω), χ∈Z′(Ω), t∈R,

(1.19)

inf
u∈X(Ω),
χ∈Z′′(Ω)

I[u, χ, t, Ω] = inf
u∈X(Ω),
χ∈Z′(Ω)

I[u, χ, t, Ω], t ∈ R.
(1.20)

Ñâîéñòâî (1.19) ïîçâîëÿþò ñ÷èòàòü ôóíêöèîíàë (1.16) ðàñïðîñòðà-
íåíèåì ôóíêöèîíàëà (1.2) íà ìíîæåñòâî Z′′(Ω), à ñâîéñòâà (1.17), (1.18)
äåëàþò åãî ñëàáî ïîëóíåïðåðûâíûì ñíèçó è êîýðöèòèâíûì.

Ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèîíàëà ñî ñâîéñòâàìè (1.17)�(1.20) àïðèîðè
íå î÷åâèäíî. Â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèîíàë (1.2) ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ
u ∈ X(Ω), χ ∈ Z′′(Ω) íåëüçÿ âçÿòü â êà÷åñòâå ôóíêöèîíàëà (1.16),
ïîñêîëüêó îí îáëàäàåò ñâîéñòâîì (1.17) ëèøü ïðè âûðîæäåíèè: A+ =
A−, ζ+ = ζ− [8].

Ïåðåõîä îò îïèñàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ôàç ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé χ ∈
Z′(Ω) ê åãî îïèñàíèþ ñ ïîìîùüþ χ ∈ Z′′(Ω) áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü
êàê ïåðåõîä îò çàäà÷è î äâóõôàçîâûõ ñðåäàõ ñ ÷èñòûìè ôàçàìè, ê
çàäà÷å äëÿ ñðåä ñî ñìåñüþ ôàç. Òîãäà ðàâíîâåñíîå ïîëå ñìåùåíèé ǔt è
ðàâíîâåñíîå ðàñïðåäåëåíèé ôàç χ̌t ïðè òåìïåðàòóðå t áóäóò ðåøåíèÿìè
âàðèàöèîííîé çàäà÷è

I[ǔt, χ̌t, t, Ω] = inf
u∈X(Ω),
χ∈Z′′(Ω)

I[u, χ, t, Ω], ǔt ∈ X(Ω), χ̌t ∈ Z′′(Ω). (1.21)

Ïîñêîëüêó X(Ω) × Z′′(Ω) ÿâëÿåòñÿ ñëàáî çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì
ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà X(Ω)×L2(Ω), çàäà÷à (1.21) ðàçðåøèìà äëÿ
êàæäîãî t ïðè íàëè÷èè ñâîéñòâ (1.17), (1.18). Íàì áóäåò ïîëåçíî îáî-
çíà÷åíèå

Q̌(t) =
1

|Ω|

∫
Ω

χ̌t(x) dx. (1.22)

Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1.19), (1.20), òî ëþáîå ðåøåíèå çàäà÷è
(1.3) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1.21). Ïî àíàëîãèè ñ çàäà÷åé (1.3)
ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ǔt, χ̌t íàçîâ¼ì îäíîôàçîâûì, åñëè íà ìíîæåñòâå
ïîëíîé ìåðû âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ðàâåíñòâ χ̌t(x) = 0 èëè χ̌t(x) = 1, è
äâóõôàçîâûì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Äëÿ âûïîëíåíèÿ ñâîéñòâ (1.17) � (1.20) ïëîòíîñòü ýíåðãèè F(M,Q, t)
îáÿçàíà îáëàäàòü îïðåäåë¼ííîé ðåãóëÿðíîñòüþ. Ïîñêîëüêó äëÿ îáñóæ-
äàåìîé â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå êîíñòðóêöèè îíà íåïðåðûâíà, òðåáî-
âàíèå íåïðåðûâíîñòè çàëîæåíî â îïðåäåëåíèå.
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4. Ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Â �2 ðàññìîòðåíà ïðåäëîæåííàÿ â ðàáîòå
[9] êîíñòðóêöèÿ ôóíêöèîíàëà (1.16). Äëÿ íåãî ìû äîêàçûâàåì, ÷òî âû-
ïîëíåíèå ñâîéñòâà (1.17) âëå÷¼ò ñïðàâåäëèâîñòü ñâîéñòâ (1.18)�(1.20).

Â ñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ èññëåäîâàíû êîíêðåòíûå ïðèìåðû ôóíê-
öèîíàëîâ (1.16), óñòàíîâëåíà äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâîñòü ñâîéñòâà (1.17)
è îïèñàíû ìíîæåñòâà ðåøåíèé çàäà÷è (1.21): �3 ïîñâÿù¼í îäíîìåðíîé
çàäà÷å, �4 � ìíîãîìåðíîé ñ îäèíàêîâûìè òåíçîðàìè ìîäóëåé óïðóãî-
ñòè äëÿ êàæäîé èç ôàç. Îðèãèíàëüíîñòü íàøåãî ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ
â èñïîëüçîâàíèè îïðåäåë¼ííîé â (1.6) ôóíêöèè g(Q, ξ) äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ïî íåé ðåëàêñèðîâàííîé ïëîòíîñòè F(M,Q, t). Â ÷àñòíîñòè, çíàíèå ÿâ-
íîãî âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè g(Q, ξ) (íàïðèìåð, êàê â ñëó÷àå çàäà÷ èç
�3 è �4) ïîçâîëÿåò âûïèñàòü ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ïëîòíîñòè F(M,Q, t).

Â êîíöå �2 è �4 ïðèâåäåíû ññûëêè íà èìåþùèåñÿ ðåçóëüòàòû äðóãèõ
àâòîðîâ.

�2. Ôóíêöèîíàë (1.16)

1. Ôîðìóëà äëÿ ôóíêöèîíàëà (1.16). Ñîãëàñíî ïðåäëîæåííîé â [9]
ñõåìå ïîñòðîåíèÿ ðåãóëÿðèçàöèè èíòåãðàëüíîãî ôóíêöèîíàëà ñ ðàçíî-
õàðàêòåðíûìè àðãóìåíòàìè (â íàøåì ñëó÷àå ýòî ôóíêöèè u ∈ X(Ω) è
χ ∈ Z′′(Ω)), ðåêîìåíäóåòñÿ èñêàòü ïëîòíîñòü F(M,Q, t) â âèäå

|Ω|F(M,Q, t)

= inf
u∈X(Ω),
χ∈Z′

Q(Ω)

∫
Ω

{χ(x)(F+(∇u(x)+M)+t) + (1− χ(x))F−(∇u(x)+M)} dx,

M ∈ Rm×m, Q ∈ [0, 1], t ∈ R. (2.1)

Ïîñêîëüêó ïðèáàâëåíèå ê ∇u ñëàãàåìîãî M ñâîäèòñÿ ê çàìåíå ζ± íà
ζ± − e(M), ñ ïîìîùüþ (1.6) ïîëó÷àåì

F(M,Q, t) = Q(F+(M)+t)+(1−Q)F−(M)+g(Q, [Aζ]−[A]e(M)), (2.2)

ãäå [A] = A+−A−, à ôóíêöèÿ g(Q, ξ) îïðåäåëåíà â (1.6). Â ýòîì ñëó÷àå
ôóíêöèîíàë (1.16) çàäà¼òñÿ ðàâåíñòâîì

I[u, χ, t, Ω] = I[u, χ, t, Ω]

+

∫
Ω

g
(
χ(x), [Aζ]− [A]e(∇u(x))

)
dx, u ∈ X(Ω), χ ∈ Z′′(Ω). (2.3)
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Òàê êàê ôóíêöèÿ g(Q, ξ) îäèíàêîâà äëÿ âñåõ îáëàñòåé Ω, ïëîòíîñòü
(2.2) òàêæå íå çàâèñèò îò îáëàñòè, ó÷àñòâóþùåé â îïðåäåëåíèè (2.1).

2. Ñâîéñòâà ôóíêöèîíàëà (2.3).
(1). Ïëîòíîñòü (2.1) íåïðåðûâíà:

F(·, ·, t) ∈ C(Rm×m × [0, 1]), t ∈ R. (2.4)

Ôóíêöèîíàë (2.3) ïðèíèìàåò òîëüêî êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ è íåïðåðûâåí

ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ u ∈ X(Ω), χ ∈ Z′′(Ω) äëÿ êàæäîãî t è
ëþáîé îáëàñòè Ω.

Â ñèëó (2.2) äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (2.4) äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü íåïðå-
ðûâíîñòü ôóíêöèè g( · , · ) ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ. Â ðàáîòå [4]
äîêàçàíî, ÷òî

−ν−1|ξ|2 ≤ g′(Q± 0, ξ) ≤ ν−1|ξ|2, Q ∈ (0, 1), ξ ∈ Rm×ms

(çäåñü g′(Q, ξ) � ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè g ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó). Ñëå-
äîâàòåëüíî,

|g(Q2, ξ)− g(Q1, ξ)| ≤ ν−1|ξ|2|Q2 −Q1|, Q1, Q2 ∈ [0, 1], ξ ∈ Rm×ms .

Ïóñòü Qk, Q ∈ [0, 1], ξk, ξ ∈ Rm×ms , Qk → Q, ξk → ξ ïðè k → ∞.
Ïîñêîëüêó, êàê îòìå÷àëîñü âî ââåäåíèè, ôóíêöèÿ g(Q, ·) íåïðåðûâíà,
èìååì

|g(Qk, ξk)− g(Q, ξ)| ≤ |g(Qk, ξk)− g(Q, ξk)|+ |g(Q, ξk)− g(Q, ξ)|
≤ ν−1|ξk|2|Qk −Q|+ |g(Q, ξk)− g(Q, ξ)| → 0.

Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè g(·, ·) äîêàçàíà.
Áëàãîäàðÿ (1.7), (2.2)

|F(M,Q, t)| ≤ C(|M |2 + |t|+ 1), M ∈ Rm×m, t ∈ R, (2.5)

ãäå êîíñòàíòà C > 0 íå çàâèñèò îò M,Q, t. Îöåíêà (2.5) ãàðàíòèðóåò
íåïðåðûâíîñòü ïðè êàæäîì t îïåðàòîðà Íåìûöêîãî

u ∈ X(Ω), χ ∈ Z′′(Ω) 7→ F(∇u, χ, t) ∈ L1(Ω). (2.6)

Ïîýòîìó ôóíêöèîíàë (2.3) ïðèíèìàåò òîëüêî êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ è
íåïðåðûâåí.

(2). Ïóñòü ôóíêöèîíàë I[·, ·, t, Ω] ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì íà âûïóêëîì

çàìêíóòîì ïîäìíîæåñòâå X(Ω)×Z′′(Ω) ïðîñòðàíñòâà X(Ω)×L2(Ω).
Òîãäà îí îáëàäàåò ñâîéñòâîì (1.17).
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Ýòî óòâåðæäåíèå õîðîøî èçâåñòíî, ñì. íàïðèìåð [19]. Î÷åâèäíî, ÷òî
âûïóêëîñòü ïëîòíîñòè (2.2) íà ìíîæåñòâå Rm×ms × [0, 1] ãàðàíòèðóåò
âûïóêëîñòü ôóíêöèîíàëà I[·, ·, t].

(3). Ôóíêöèîíàë (2.3) îáëàäàåò ñâîéñòâîì (1.18).
Óñëîâèå (2.4) îáåñïå÷èâàåò (çäåñü è äàëåå) êîððåêòíîå îïðåäåëåíèå

ôóíêöèîíàëà (2.3). Ó÷èòûâàÿ ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäåë¼ííîñòü îòîá-
ðàæåíèé A± è îñóùåñòâëÿÿ ïåðåãðóïïèðîâêó ñëàãàåìûõ, äëÿ âñåõ u ∈
X(Ω), χ ∈ Z′(Ω) ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

χ〈A+(e(∇u)− (ζ+ − e(M)), e(∇u)− (ζ+ − e(M))〉
+ (1− χ)〈A−(e(∇u)− (ζ− − e(M)), e(∇u)− (ζ− − e(M))〉

≥ ν
(
χ|e(M) + (e(∇u)− ζ+)|2 + (1− χ)|e(M) + (e(∇u)− ζ−)|2

)
≥ ν

(1

2
|e(M)|2 − 2(χ|ζ+|2 + (1− χ)|ζ−|2) + 2〈e(M), e(∇u)〉

)
.

Èíòåãðèðîâàíèå ýòîãî íåðàâåíñòâà ïî îáëàñòè Ω ñ ó÷¼òîì îïðåäåëåíèÿ
(2.1) äà¼ò

F(M,Q, t) ≥ ν

2
|e(M)|2 − 2ν(Q|ζ+|2 + (1−Q)|ζ−|2) +Qt, (2.8)

÷òî ïðèâîäèò ê (1.18).
(4). Äëÿ ôóíêöèîíàëà (2.3) ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ (1.19).
Îöåíêà (1.7) è å¼ ñëåäñòâèå g(0, ξ) = g(1, ξ) = 0, ïðèìåí¼ííûå ê

(2.2), äåëàþò (1.19) î÷åâèäíûì.
(5). Ïóñòü ôóíêöèîíàë (2.3) îáëàäàåò ñâîéñòâîì (1.17), à |∂Ω| = 0.

Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (1.20).
Â ýòîì ïóíêòå èñïîëüçóåòñÿ óòâåðæäåíèå, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî

àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 3.1 èç [10]: â îáëàñòè Ω ñ

|∂Ω| = 0 äëÿ ëþáîé ïàðû u ∈ X(Ω), χ ∈ Z′′Q(Ω) ñóùåñòâóåò òàêàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü un ∈ X(Ω), χn ∈ Z′′Q(Ω), ÷òî

un ⇁ u0 ≡ 0, χn
L2⇁ χ0 ≡ Q, n→∞,

I[un, χn, t, Ω] = I[u, χ, t, Ω], n = 1, 2, . . .
(2.9)

Â ñèëó ïðåäïîëàãàåìîé ñïðàâåäëèâîñòè ñâîéñòâà (1.17) è äîêàçàí-
íîãî â ï.(3) ñîîòíîøåíèÿ (1.18) çàäà÷à (1.21) ñ ôóíêöèîíàëîì (2.3)
èìååò ðåøåíèå u = ǔt, χ = χ̌t êàæäîì t. Îïðåäåëèì Q̌(t) ôîðìóëîé
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(1.22) è ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (2.9) c Q = Q̌(t). Òîãäà

|Ω| min
Q∈[0,1]

G(Q, t)

≤ |Ω|G(Q̌(t), t) = I[u0, χ0, t, Ω] ≤ lim
n→∞

I[un, χn, t, Ω]

= I[ǔt, χ̌t, t, Ω] = inf
u∈X(Ω),
χ∈Z′′(Ω)

I[u, χ, t, Ω]

≤ inf
u∈X(Ω),
χ∈Z′′(Ω)

I[u, χ, t, Ω] = inf
u∈X(Ω),
χ∈Z′(Ω)

I[u, χ, t, Ω]

= |Ω| min
Q∈[0,1]

G(Q, t). (2.10)

Â (2.10) ïåðâîå, ÷åòâ¼ðòîå è ïÿòîå ñîîòíîøåíèÿ î÷åâèäíû, âòîðîå èìå-
åò ìåñòî â ñèëó (2.3) è ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà â (1.8), òðåòüå âûòåêàåò èç
ïðåäïîëàãàåìîé ñïðàâåäëèâîñòè (1.17), øåñòîå � èç (1.19), ñåäüìîå ñîâ-
ïàäàåò ñ (1.13), à âîñüìîå ñîäåðæèòñÿ â (1.8). Èç (2.10) ñëåäóåò (1.20),
à òàêæå ñîîòíîøåíèÿ

G(Q̌(t), t) = min
Q∈[0,1]

G(Q, t),

I[u0, χ0, t, Ω] = inf
u∈X(Ω),
χ∈Z′′(Ω)

I[u, χ, t, Ω], u0 ≡ 0, χ0 ≡ Q̌(t). (2.11)

Ïîäâåä¼ì èòîã ýòîãî ðàçäåëà.

Ëåììà 2.1 Ïðè âûïîëíåíèè (1.17) â îáëàñòÿõ Ω ñ |∂Ω| = 0 ôóíêöè-

îíàë (2.3) ïðèíèìàåò òîëüêî êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ, íåïðåðûâåí è îáëà-

äàåò ñâîéñòâàìè (1.18)�(1.20).

3. Îáùèå ñâîéñòâà ðåøåíèé çàäà÷è (1.21) ñ ôóíêöèîíàëîì
(2.3). Â ôîðìóëèðîâêå áëèæàéøåé òåîðåìû èñïîëüçîâàíû: îïðåäåëå-
íèå (1.6) ôóíêöèè g(Q, ξ), ðåøåíèå Q̄(t) çàäà÷è (1.9), òåìïåðàòóðû ôà-
çîâûõ ïåðåõîäîâ t± è ÷èñëî t∗, èíôîðìàöèÿ î êîòîðûõ äàíà â (1.10),
(1.11).

Òåîðåìà 2.1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (1.17) â îáëàñòÿõ Ω ñ |∂Ω| = 0
çàäà÷à (1.21) äëÿ ôóíêöèîíàëà (2.3) ðàçðåøèìà ïðè âñåõ t è äëÿ å¼

ðåøåíèé ǔt, χ̌t ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ:

(1) äëÿ êàæäîãî t ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî

ñëàáîé ñõîäèìîñòè â X(Ω) è ñëàáîé ñõîäèìîñòè â L2(Ω) äëÿ ïîëåé

ñìåùåíèé è ðàñïðåäåëåíèé ôàç ñîîòâåòñòâåííî;
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(2) åñëè t± = t∗, òî ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé èñ÷åðïûâàåòñÿ ïà-

ðàìè ǔt = 0 è χ̌t = 1 ïðè t < t∗, χ̌t = 0 ïðè t > t∗, χ̌t � ïðîèçâîëüíàÿ

ôóíêöèÿ èç ìíîæåñòâà Z′′(Ω) ïðè t = t∗;
(3) åñëè t− < t+, ôóíêöèÿ g(·, [Aζ]) ∈ C1[0, 1] è ñòðîãî âûïóêëà, òî

äëÿ ôóíêöèè (1.22) ïðè âñåõ t ∈ R ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Q̌(t) = Q̄(t),
à äëÿ ðåøåíèé ǔt, χ̌t âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ ǔt = 0, χ̌t = 1 ïðè

t ≤ t−, ǔt = 0, χ̌t = 0, ïðè t ≥ t+, äëÿ t ∈ (t−, t+) âñå ðåøåíèÿ

äâóõôàçîâûå;

(4) ïðè âûïîëíåíèè ïðåäïîëîæåíèé ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, ïðè âñåõ

t ∈ R ïàðà ǔt ≡ 0, χ̌t ≡ Q̄(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (1.21) äëÿ ôóíêöèîíàëà (2.3)
ïðè êàæäîì t ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ëåììû 2.1 è ïðåäïîëîæåíèé òåîðå-
ìû.

(1) Ñëàáàÿ çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé ïðè ôèêñèðîâàí-
íîì t âûòåêàåò èç (1.17).

(2) Ïðè t± = t∗ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî [Aζ] = 0. Ïîýòîìó g(·, [Aζ]) =
0 è ôóíêöèîíàë (2.3) ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèîíàëîì (1.2), îïðåäåë¼ííûì
íà ïàðàõ u ∈ X(Ω), χ ∈ Z′′(Ω). Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî [Aζ] = 0 è (1.5),
èìååì

I[u, χ, t, Ω] = |Ω|Q(t− t∗)

+

∫
Ω

〈(χA+ + (1− χ)A−)e(∇u), e(∇u)〉 dx+ |Ω|〈A−ζ−, ζ−〉.

Òðåòüå ñëàãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íå çàâèñèò îò u
è χ. Âòîðîå ïðè êàæäîì χ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé êâàä-
ðàòè÷íîé ôîðìîé ïî u, ýêâèâàëåíòíîé êâàäðàòó íîðìû â ïðîñòðàí-
ñòâå X(Ω). Ïîýòîìó îíî äîñòèãàåò ìèíèìóìà ïðè êàæäîì χ òîëüêî
ïðè u = 0. Ìèíèìèçàöèÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî ïî χ ïðèâîäèò ê î÷åâèä-
íûì ðåçóëüòàòàì. Ïðèâåä¼ííûå ðàññóæäåíèÿ çàâåðøàþò äîêàçàòåëü-
ñòâî (2).

(3) Â ñèëó óñëîâèé ýòîãî ïóíêòà òåîðåìû è (1.11), ôóíêöèÿ Q̄(t)
îäíîçíà÷íà. Òîãäà ïåðâîå ðàâåíñòâî (2.11) ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ
Q̌(t) = Q̄(t). Ïîýòîìó ïðè t ∈ (t−, t+) âñå ðåøåíèÿ äâóõôàçîâûå. Ïî-
ñêîëüêó äëÿ ôóíêöèè (2.2) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà F(M, 0, t)=F−(M),
F(M, 1, t) = F+(M) + t, ïàðû ǔt, χ̌t ≡ 0 è ǔt, χ̌t ≡ 1 ìèíèìèçèðóþò
ôóíêöèîíàë (2.3) òîëüêî ïðè ǔt ≡ 0.



82 Å. À. ÅÔÈÌÎÂ, Â. Ã. ÎÑÌÎËÎÂÑÊÈÉ

(4) Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûòåêàåò èç âòîðîãî ðàâåí-
ñòâà (2.11). �

4. Çàìå÷àíèå. Â ðàáîòå [9] êîíñòðóêöèÿ (2.1) óïîìèíàëàñü, íî íå èñ-
ñëåäîâàëàñü. Ñîäåðæàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ î ñâîéñòâàõ ôóíêöèîíàëà
(1.16) äëÿ àíàëîãà ïëîòíîñòè (2.1), ïîðîæä¼ííîé ôîðìóëîé ãîðàçäî
áîëåå îáùåãî, ÷åì (1.1) âèäà, èçëîæåíû â [11]. Íàïðÿìóþ âîñïîëüçî-
âàòüñÿ èìè íå óäà¼òñÿ èç-çà îãðàíè÷åíèé â [11], íåâûïîëíèìûõ äëÿ
ïëîòíîñòè (1.1). Ãëàâíàÿ íåïðèÿòíîñòü äëÿ íàñ â ïîäõîäå [11] êðîåò-
ñÿ â ïîòåðå ôîðìóëû (2.2), äàþùåé âîçìîæíîñòü ÿâíîãî âû÷èñëåíèÿ
ïëîòíîñòè ðåëàêñèðîâàííîãî ôóíêöèîíàëà. Â ðàáîòå [12] èçó÷àëàñü ðå-
ãóëÿðíîñòü ïëîòíîñòè îïðåäåë¼ííîé â [11] ðåëàêñàöèè.

�3. Çàäà÷à (1.21) äëÿ ôóíêöèîíàëà (2.3) â îäíîìåðíîì
ñëó÷àå

×òîáû ïîíÿòü, ÷òî ñëåäóåò îæèäàòü îò çàäà÷è (1.21) ïðè m ≥ 2,
ðàññìîòðèì ñíà÷àëà îäíîìåðíûé ñëó÷àé. Äëÿ íåãî ïëîòíîñòè (1.1) è
ôóíêöèîíàë ýíåðãèè (1.2) èìåþò âèä

F±(M) = a±(M − c±)2, a±, c±,M ∈ R, a± > 0, Ω = (0, `),

I[u, χ, t, `] =

`∫
0

{χ(x)(F+(u′(x)) + t) + (1− χ(x))F−(u′(x))} dx,

u ∈ X(0, `), χ ∈ Z′(0, `), t ∈ R.

(3.1)

1. Çàäà÷à (1.3) äëÿ ôóíêöèîíàëà (3.1). Ñôîðìóëèðóåì ðÿä íåîá-
õîäèìûõ äëÿ äàëüíåéøåãî ôàêòîâ, ïîëó÷åííûõ â [13].

Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

I[u, χ, t, `]=

`∫
0

(χ(x)a++(1−χ(x))a−)(u′(x)−α(Q)(χ(x)−Q))2 dx

+`{
(
Q(F+(0)+t)+(1−Q)F−(0)

)
−[ac]2

Q(1−Q)

a+(1−Q)+a−Q
},

Q=
1

`

`∫
0

χ(x) dx, α(Q)=
[ac]

a+(1−Q)+a−Q
, [ac]=a+c+−a−c−. (3.2)
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Ïîýòîìó äëÿ îïðåäåë¼ííîé â (1.8) ôóíêöèè G(Q, t) ïîëó÷àåòñÿ ôîð-
ìóëà

G(Q, t) = Q(F+(0) + t) + (1−Q)F−(0) + g(Q, [ac]),

g(Q, ξ) = −ξ2 Q(1−Q)

a+(1−Q) + a−Q
, ξ ∈ R,

(3.3)

ïîçâîëÿþùàÿ âû÷èñëèòü òåìïåðàòóðû ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ

t± = t∗ ± [ac]2

a±
, t∗ = −[ac2], [ac2] = a+c

2
+ − a−c2−. (3.4)

Ôóíêöèÿ g(Q, ξ) èç (3.3) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà ïî ñîâîêóïíî-
ñòè ïåðåìåííûõ è gQQ(Q, ξ) > 0,Q ∈ [0, 1], ξ 6= 0. Ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèé
ñ íåé çàäà÷è (1.9) ñïðàâåäëèâû âñå ïåðå÷èñëåííûå â (1.11) ñâîéñòâà.
Äëÿ ôóíêöèè Q̄(t) èìåþòñÿ ÿâíûå ôîðìóëû, íî ââèäó èõ ãðîìîçäêîñòè
îíè çäåñü íå ïðèâîäÿòñÿ. Çíàÿ ôóíêöèþ Q̄(t), ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëå-
íèÿ (3.2) ìîæíî ïðè êàæäîì t âûïèñàòü â ÿâíîì âèäå âñå ðåøåíèÿ
çàäà÷è (1.3) äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ:

χ̂t � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà Z′Q̄(t),

ût(x) = α(Q̄(t))

x∫
0

(χ̂t(y)− Q̄(t)) dy.
(3.5)

Çäåñü ôóíêöèÿ α(Q) îïðåäåëåíà â (3.2).

2. Ïëîòíîñòü ýíåðãèè (2.2) è ôóíêöèîíàë (2.3) â îäíîìåð-
íîì ñëó÷àå. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (2.2), (2.3) è (3.3), ïîëó÷àåì

F(M,Q, t) = Q(F+(M) + t) + (1−Q)F−(M)

−
(
[a]M − [ac]

)2 Q(1−Q)

a+(1−Q) + a−Q
, [a] = a+ − a−.

(3.6)

I[u, χ, t, `] =

`∫
0

{χ(x)(F+(u′(x)) + t) + (1− χ(x))F−(u′(x))} dx

−
`∫

0

(
[a]u′(x)− [ac]

)2 χ(x)(1− χ(x))

a+(1− χ(x)) + a−χ(x)
dx,

u ∈ X(0, `), χ ∈ Z′′(0, `). (3.7)
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Ëåììà 3.1 Ìàòðèöà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè (3.6) ïî ïåðåìåí-
íûì M ∈ R, Q ∈ [0, 1] âûðîæäåíà è íåîòðèöàòåëüíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ äàþò

FMM (M,Q, t) =
2a+a−

a+(1−Q) + a−Q
,

FQQ(M,Q, t) =
2a+a−

(a+(1−Q) + a−Q)3
([a]M − [ac])2,

FMQ(M,Q, t) = 2([a]M − [ac])
a+a−

(a+(1−Q) + a−Q)2
.

Òîãäà äëÿ ìàòðèöû âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ

F′′(M,Q, t) =

(
FMM (M,Q, t), FMQ(M,Q, t)
FMQ(M,Q, t), FQQ(M,Q, t)

)
ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòîâ ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ
trF′′(M,Q, t) > 0, detF′′(M,Q, t) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, å¼ êâàäðàòè÷-
íàÿ ôîìà íå ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé. �

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ôóíêöèîíàëà (3.7) ñïðàâåäëèâà àíàëîãè÷íàÿ
(3.2) ôîðìóëà ñ îïðåäåë¼ííîé â (3.3) ôóíêöèåé G(Q, t).

Ëåììà 3.2 Ïðè âñåõ u ∈ X(0, `), χ ∈ Z′′(0, `) äëÿ ôóíêöèîíàëà (3.7)
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

I[u, χ, t, `] =

`∫
0

a+a−
a+(1−χ(x))+a−χ(x)

(
u′(x)−α(Q)(χ(x)−Q)

)2
dx

+`G(Q, t),

Q =
1

`

`∫
0

χ(x) dx.

(3.8)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âñåõ u ∈ X(0, `), χ ∈ Z′′(0, `) èìååò ìåñòî ñîîò-
íîøåíèå

I[u, χ, t, `]

=

`∫
0

{χ(x)a+(u′(x)−α(Q)(1−Q))2 + (1− χ(x))a−(u′(x) +α(Q)Q)2} dx

+ `G(Q, t). (3.9)

Îíî ñîâïàäàåò ñ (3.2) â ñëó÷àå χ ∈ Z′(0, `). Äëÿ ïðîâåðêè ýòîãî ôàêòà
ñëåäóåò çàìåòèòü ñîâïàäåíèå ïîäûíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèé â (3.9) è
(3.2) ïî îòäåëüíîñòè ïðè χ(x) = 1 è χ(x) = 0. Ïîñêîëüêó ïðè ôèê-
ñèðîâàííîì u ôóíêöèîíàë (3.1) è ïðàâàÿ ÷àñòü (3.9) íåïðåðûâíû ïî
χ ∈ Z′′(0, `) îòíîñèòåëüíî ñëàáîé ñõîäèìîñòè â L2(0, `), äëÿ ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ (3.9) íà ìíîæåñòâî Z′′(0, `) íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâîé-
ñòâîì (1.15).

Ó÷èòûâàÿ (3.9), ïåðåïèøåì (3.7) â ýêâèâàëåíòíîì âèäå

I[u, χ, t, `]

=

`∫
0

(
χ(x)a+(u′(x)− α(Q)(1−Q))2 + (1− χ(x))a−(u′(x) + α(Q)Q)2

)
dx

−
`∫

0

(
([a]u′(x)− [ac]

)2 χ(x)(1− χ(x))

a+(1− χ(x)) + a−χ(x)
+ `G(Q, t). (3.10)

Äëÿ ÷èñëîâîãî àðãóìåíòà M ∈ R è ïàðàìåòðà χ ∈ [0, 1] îïðåäåëèì
ôóíêöèè

h(M) = χa+(M − α(Q)(1−Q))2 + (1− χ)a−(M + α(Q)Q)2

− ([a]M − [ac])2 χ(1− χ)

a+(1− χ) + a−χ
,

k(M) = (M − α(Q)(χ−Q))2.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà (3.8) äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî

h(M) =
a+a−

a+(1− χ) + a−χ
k(M). (3.11)
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Òàê êàê

h(0) = α2(Q)(χa+(1−Q)2 + (1− χ)a−Q
2)− [ac]2

χ(1− χ)

a+(1− χ) + a−χ
,

h′(0) = −2α(Q)(χa+(1−Q)− (1− χ)a−Q) + 2[a][ac]
χ(1− χ)

a+(1− χ) + a−χ
,

h′′(0) = 2(χa+ + (1− χ)a−)− 2[a]2
χ(1− χ)

a+(1− χ) + a−χ
, [a] = a+ − a−,

k(0) = α2(Q)(χ−Q)2, k′(0) = −2α(Q)(χ−Q), k′′(0) = 2,

ó÷èòûâàÿ âûòåêàþùóþ èç (3.2) ôîðìóëó [ac] = α(Q)(a+(1−Q)+a−Q),
èìååì

h(0)=βk(0), h′(0)=βk′(0), h′′(0)=βk′′(0), β=
a+a−

a+(1−χ)+a−χ
.

Ïîñêîëüêó h(M) è k(M) ñóòü ïîëèíîìû îòM ñòåïåíè íå âûøå äâóõ, èç
ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü (3.11). Ëåãêî âèäåòü,
÷òî ïðè χ ∈ Z′(0, l) ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ â ôîðìóëàõ (3.2) è
(3.8) ñîâïàäàþò. �

3. Ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.21) äëÿ ôóíêöèîíàëà (3.7). Áëàãîäàðÿ
ëåììå 3.1 ôóíêöèîíàë (3.7) îáëàäàåò ñâîéñòâîì (1.17). Òàêèì îáðàçîì,
ñïðàâåäëèâû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 2.1. Îäíàêî â îäíîìåðíîì ñëó÷àå âñå
óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 2.1 (è äàæå áîëüøå) âûòåêàþò èç ôîðìóëû (3.8).

Òåîðåìà 3.1 (1) Ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé çàäà÷è (1.21) äëÿ ôóíêöè-
îíàëà (3.7) ïðè êàæäîì t èñ÷åðïûâàåòñÿ ïàðàìè

χ̌t � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà Z′′Q̄(t),

ǔt(x) = α(Q̄(t))

x∫
0

(χ̌t(y)− Q̄(t)) dy.
(3.12)

ãäå Q̄(t) � ðåøåíèå çàäà÷è (1.9) äëÿ îïðåäåë¼ííîé â (3.3) ôóíêöèè

G(Q, t).
(2) Ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé çàäà÷è (1.21) äëÿ ôóíêöèîíàëà (3.7)

ñîâïàäàåò ñî ñëàáûì çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé çàäà÷è

(1.3) äëÿ ôóíêöèîíàëà (3.1).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå (1) ÿâëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì
ñëåäñòâèåì ôîðìóëû (3.8). Óòâåðæäåíèå (2) ïîëó÷àåòñÿ ñðàâíåíèåì
(3.5) è (3.12). �

�4. Ìíîãîìåðíàÿ çàäà÷à (1.21) ñ îäèíàêîâûìè
ìîäóëÿìè óïðóãîñòè

Â ñëó÷àå A± = A ïëîòíîñòè ýíåðãèè F±(M) çàäàþòñÿ ðàâåíñòâàìè

F±(M) = 〈A(e(M)− ζ±), e(M)− ζ±〉,
M ∈ Rm×m, ζ± ∈ Rm×ms , m ≥ 2.

(4.1)

Ïî êàæäîìó k̄ ∈ Rm, |k̄| = 1 îïðåäåëèì ïîäïðîñòðàíñòâî Vk̄ ⊂
Rm×ms , ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ e(k̄ ⊗ c), c ∈ Rm. Îòîáðàæåíèå A1/2

ïåðåâîäèò Vk̄ â ïîäïðîñòðàíñòâî A1/2Vk̄. Îáîçíà÷èì ÷åðåç πA1/2Vk̄
è

π⊥
A1/2Vk̄

îðòîïðîåêòîðû â Rm×ms íà ïðîñòðàíñòâî A1/2Vk̄ è åãî îðòîãî-

íàëüíîå äîïîëíåíèå. Ïîñêîëüêó πA1/2Vk̄
ξ íåïðåðûâíî ïî k̄ ïðè ôèêñè-

ðîâàííîì ξ (ñì., íàïðèìåð, [14], ñòð. 222), âåëè÷èíà

|ξ|A = sup
|k|=1

|πA1/2Vk̄
A1/2ξ| (4.2)

êîíå÷íà è ðåàëèçóåòñÿ â êàêîé-òî òî÷êå íà åäèíè÷íîé ñôåðå â Rm.
Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî | · |A ÿâëÿåòñÿ íîðìîé â Rm×ms .

1. Çàäà÷à (1.3) äëÿ ôóíêöèîíàëà ñ ïëîòíîñòÿìè (4.1). Äëÿ
ïëîòíîñòåé (4.1) ôóíêöèè g(Q, ξ), Q̄(t) è òåìïåðàòóðû ôàçîâûõ ïå-
ðåõîäîâ t± îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

g(Q, ξ) = −|ξ|2AQ(1−Q), Q̄(t) =
t+ − t
t+ − t−

, t ∈ [t−, t+],

t± = t∗ ± |[ζ]|2A, t∗ = −(|A1/2ζ+|2 − |A1/2ζ−|2).

(4.3)

Ïåðâàÿ èç íèõ ïîëó÷åíà â [9], îñòàëüíûå � â [15]. Ñðåäè ïëîòíîñòåé
ýíåðãèè (4.1) èìåþòñÿ êàê òàêèå, äëÿ êîòîðûõ çàäà÷à (1.3) ðàçðåøè-
ìà ïðè âñåõ t ∈ (t−, t+) 6= ∅, òàê è òàêèå, äëÿ êîòîðûõ ðåøåíèÿ ïðè
âñåõ óêàçàííûõ t îòñóòñòâóþò. Ïðèìåðîì ïåðâîé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ïëîò-
íîñòü ñ

A· = a ·+b〈·, i〉 i, [ζ] = c i, i � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà â Rm,
a, b, c ∈ R, a > 0, a+mb > 0.

âòîðîé � ñ
A � ëþáîå, 0 6= [ζ] = e(k ⊗ c), k, c ∈ Rm, (4.4)
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ñîîòâåòñòâåííî [16, 17].

2. Ïëîòíîñòü ýíåðãèè (2.2) è ôóíêöèîíàë (2.3) ïðè óñëîâèè
A± = A. Ñ ïîìîùüþ ïåðâîé ôîðìóëû (4.3) è ðàâåíñòâ (2.2), (2.3)
ïîëó÷àåì

F(M,Q, t) = Q(F+(M) + t) + (1−Q)F−(M)− |[ζ]|2AQ(1−Q), (4.5)

I[u, χ, t, Ω]=

∫
Ω

{χ(F+(∇u)+t)+(1−χ)F−(∇u)} dx

−
∫
Ω

|[ζ]|2Aχ(1− χ) dx. (4.6)

3. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ. Öåëü ýòîãî ðàçäåëà � èññëåäî-
âàíèå âûïóêëîñòè ôóíêöèîíàëà (4.6).

Ëåììà 4.1 Â ñëó÷àå A± = A äëÿ ôóíêöèè

F (M,Q, t)=Q(F+(M)+t)+(1−Q)F−(M), M ∈Rm×ms , Q∈ [0, 1], t∈R

ïðè âñåõ M1,M2 ∈ Rm×ms , Q1, Q2 ∈ [0, 1], t ∈ R, λ ∈ [0, 1] ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

0 = F (λM1 + (1− λ)M2, λQ1 + (1− λ)Q2, t)

− λF (M1, Q1, t)−(1−λ)F (M2, Q2, t)

+λ(1−λ)
(
|A1/2(e(M2−M1)−(Q2−Q1)[ζ])|2−|A1/2[ζ]|2(Q2−Q1)2

)
.

(4.7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûâîä ðàâåíñòâà (4.7) îñíîâàí íà ãðîìîçäêèõ ïðå-
îáðàçîâàíèÿõ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî ïðàâîé ÷àñòè. Íàìíîãî ïðîùå ïðîâå-
ðèòü åãî ñïðàâåäëèâîñòü. Ïðè ôèêñèðîâàííûõ M1,2, Q1,2, t îáîçíà÷èì
÷åðåç h(λ) ïðàâóþ ÷àñòü (4.7) ñ ïðîèçâîëüíûì λ ∈ R. Èç ôîðìóëû äëÿ
h(λ) âûòåêàþò ïðåäñòàâëåíèå h(λ) = α3λ

3+α2λ
2+α1λ+α0 ñ íåêîòîðû-

ìè êîýôôèöèåíòàìè αi = αi(M1,2, Q1,2, t), i = 0, . . . , 3, à òàêæå ëåãêî
óñòàíàâëèâàåìûå ôàêòû α3 = α2 = 0, h(0) = h(1) = 0, ïðèâîäÿùèå ê
ðàâåíñòâó h(λ) = 0, λ ∈ R. �
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Ñëåäñòâèåì ðàâåíñòâà (4.7) è òîæäåñòâà

(λQ1 + (1− λ)Q2)(1− (λQ1 + (1− λ)Q2))

≡ λ2Q1(1−Q1) + λ(1− λ)(Q1(1−Q2) +Q2(1−Q1))

+ (1− λ)2Q2(1−Q2)

(ñïðàâåäëèâîñòü ïîñëåäíåãî ïðè âñåõ λ ∈ R âûòåêàåò èç ëåãêî ïðîâåðÿ-
åìîé åãî ñïðàâåäëèâîñòè ïðè λ = 0, λ = 1, λ = 1/2) ñòàíåò ñîîòíîøåíèå

F(λM1 + (1− λ)M2, λQ1 + (1− λ)Q2, t)

= λF(M1, Q1, t) + (1− λ)F(M2, Q2, t)

− λ(1− λ)|A1/2(e(M2 −M1)− (Q2 −Q1)[ζ])|2

+ λ(1− λ)
(
|A1/2[ζ]|2 − |[ζ]|2A

)
(Q2 −Q1)2. (4.8)

Â ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè Ω ⊂ Rm îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë

J [w,ψ,Ω] =

∫
Ω

|A1/2
(
e(∇w(x))− ψ(x)[ζ]

)
|2 dx,

w ∈ X(Ω), ψ ∈ L2(Ω).

(4.9)

Íàøà öåëü � ïîëó÷èòü äëÿ íåãî îöåíêó ñíèçó.

Ëåììà 4.2. Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

J [w,ψ,Ω] ≥
(
|A1/2[ζ]|2 − |[ζ]|2A

)
‖ψ‖2L2(Ω). (4.10)

Äîêàçàòåëüñòâî. (1). Íà ïåðâîì ýòàïå äîêàæåì íåðàâåíñòâî (4.10)
äëÿ îáëàñòè Ω, ñîâïàäàþùåé ñî ñòàíäàðòíûì êóáîì K = (−π, π)m.
Äëÿ òàêîé îáëàñòè åãî ñïðàâåäëèâîñòü óñòàíàâëèâàåòñÿ ñïîñîáîì, àíà-
ëîãè÷íûì èçëîæåííîìó â [9].

Äëÿ ôóíêöèé w ∈ X(K), ψ ∈ L2(K) ñïðàâåäëèâû ðàçëîæåíèÿ â
ðÿäû Ôóðüå

w(x) =
∑
k∈N

ckvk(x), ck ∈ Cm, ψ(x) =
∑
k∈N

ψkvk(x), χk ∈ C,

vk(x) =
1

|K|1/2
eik·x, k ∈ N ,

(4.11)
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ãäå N � ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ èç Rm ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíà-
òàìè. Ïåðâûé ðÿä (4.11) áóäåò ñõîäèòñÿ â ïîäïðîñòðàíñòâå ïåðèîäè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé èç W 1

2 (K,Cm), âòîðîé � â L2(K). Ïîëîæèì

ck = c′k + ic′′k , c
′
k, c
′′
k ∈ Rm, ψk = ψ′k + iψ′′k , ψ

′
k, ψ

′′
k ∈ R. (4.12)

Â ñèëó âåùåñòâåííîñòè ôóíêöèé w(x) è ψ(x) äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôó-
ðüå îáÿçàíû âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèÿ

c′k = c′−k, c
′′
k = −c′′−k, ψ′k = ψ′−k, ψ

′′
k = −ψ′′−k, k ∈ N . (4.13)

Çàìåòèì, ÷òî

|K|1/2
(
e(∇w)− ψ[ζ]

)
= −

∑
k∈N

{
(
e(k ⊗ c′k)− ψ′′k [ζ]

)
sin(k · x) +

(
e(k ⊗ c′′k) + ψ′k[ζ]

)
cos(k · x)}

+i
∑
k∈N

{
(
e(k ⊗ c′k)− ψ′′k [ζ]

)
cos(k · x)−

(
e(k ⊗ c′′k) + ψ′k[ζ]

)
sin(k · x)}.

(4.14)
Áëàãîäàðÿ (4.13) âòîðàÿ ñóììà ïðàâîé ÷àñòè (4.14) îáíóëÿåòñÿ. Ïîýòî-
ìó

|K|1/2A1/2
(
e(∇w)− ψ[ζ]

)
=−

∑
k∈N

A1/2{
(
e(k ⊗ c′k)−ψ′′k [ζ]

)
sin(k · x)+

(
e(k ⊗ c′′k)+ψ′k[ζ]

)
cos(k · x)}.

(4.15)
Âîçâðàùàÿñü îò ñèíóñîâ è êîñèíóñîâ ê ýêñïîíåíòàì:

sin(k · x)

|K|1/2
=

1

2i
(vk(x)− v−k(x)),

cos(k · x)

|K|1/2
=

1

2
(vk(x) + v−k(x)),

ïîëó÷àåì

A1/2(e(∇w)− ψ[ζ]) =
1

2

∑
k∈N

A1/2{(βk − iαk)vk + (βk + iαk)v−k},

αk = e(k ⊗ c′k)− ψ′′k [ζ], βk = e(k ⊗ c′′k) + ψ′k[ζ].

Ó÷èòûâàÿ (4.13), èìååì α−k = −αk, β−k = βk. Ñëåäîâàòåëüíî,

A1/2(e(∇w)− ψ[ζ]) =
∑
k∈N

A1/2(βk − iαk)vk. (4.16)

Òàê êàê â êîìïëåêñèôèöèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå Rm×ms ïî îïðåäåëå-
íèþ |β − iα|2 = |β|2 + |α|2, ïðèìåíåíèå ê (4.16) ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ
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äà¼ò

J [w,ψ,K] =

∫
K

|A1/2
(
e(∇w)−ψ[ζ]

)
|2 dx

=
∑
k∈N

|A1/2
(
e(k⊗c′k)−ψ′′k [ζ]

)
|2+

∑
k∈N

|A1/2
(
e(k⊗c′′k) +ψ′k[ζ]

)
|2.

(4.17)

Ïîñêîëüêó ïðè k 6= 0

A1/2
(
e(k⊗c′k)−ψ′′k [ζ]

)
=A1/2e(k⊗c′k)

−ψ′′kπA1/2Vk̄
A1/2[ζ]−ψ′′kπ⊥A1/2Vk̄

A1/2[ζ],

A1/2
(
e(k⊗c′′k) +ψ′k[ζ]

)
=A1/2e(k⊗c′′k)+ψ′kπA1/2Vk̄

A1/2[ζ]

+ψ′kπ
⊥
A1/2Vk̄

A1/2[ζ],

A1/2e(k⊗c′k), A1/2e(k⊗c′′k)∈A1/2Vk̄, k̄=k|k|−1, k∈N ,

à

ψ′′0 = 0, ψ0 = ψ′0 = |K|−1/2

∫
K

ψ(x) dx,

èç (4.17) ïîëó÷àåì

J [w,ψ,K] = |A1/2[ζ]|2|ψ0|2 +
∑

0 6=k∈N

(|ψ′k|2 + |ψ′′k |2)|π⊥A1/2Vk̄
A1/2[ζ]|2

+
∑

06=k∈N

|A1/2e(k ⊗ c′k)− ψ′′kπA1/2Vk̄
A1/2[ζ]|2

+
∑

06=k∈N

|A1/2e(k ⊗ c′′k) + ψ′kπA1/2Vk̄
A1/2[ζ]|2

≥ |A1/2[ζ]|2|ψ0|2 +
∑

0 6=k∈N

|ψk|2|π⊥A1/2Vk̄
A1/2[ζ]|2.
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Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, èìååì

J [w,ψ,K] ≥
(

min
k̄∈S1

|π⊥A1/2Vk̄
A1/2[ζ]|2

) ∑
k∈N

|ψk|2

+
(
|A1/2[ζ]|2 − min

k̄∈S1

|π⊥A1/2Vk̄
A1/2[ζ]|2

)
|ψ0|2

= min
k̄∈S1

|π⊥A1/2Vk̄
A1/2[ζ]|2 ‖ψ‖2L2(K)

+
(
|A1/2[ζ]|2 − min

k̄∈S1

|π⊥A1/2Vk̄
A1/2[ζ]|2

)
|ψ0|2

=
(
|A1/2[ζ]|2 − |[ζ]|2A

)
‖ψ‖2L2(K) + |[ζ]|2A|ψ0|2, (4.18)

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî (4.10) äëÿ Ω = K.
(2) Íà âòîðîì ýòàïå óñòàíîâèì ñïðàâåäëèâîñòü (4.10) â Ω = Kl �

êóáå ñ ðåáðîì (−lπ, lπ), l > 0. Ïóñòü w ∈ X(Kl), ψ ∈ L2(Kl). Ïîëîæèì

w̄(y) = l−1w(ly), ψ̄(y) = ψ(ly), y ∈ K.

Çàìåíà ïåðåìåííûõ â èíòåãðàëå (4.9) è ïîëó÷åííàÿ â êóáå K îöåíêà
(4.10) äàþò

J [w,ψ,Kl] = lmJ [w̄, ψ̄,K] ≥ lm
(
|A1/2[ζ]|2 − |[ζ]|2A

)
‖ψ̄‖2L2(K).

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî lm‖ψ̄‖2L2(K) = ‖ψ‖2L2(Kl)
.

(3) Íà òðåòüåì ýòàïå äîêàæåì îöåíêó (4.10) â ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè
Ω. Äëÿ ýòîãî ïîäáåð¼ì òàêîå l, ÷òî Ω ⊂ Kl. Ïóñòü w ∈ X(Ω), ψ ∈
L2(Ω). Îáîçíà÷èì ÷åðåç w̃, ψ̃ ïðîäîëæåíèå íóë¼ì ôóíêöèé w, ψ â êóá

Kl. Î÷åâèäíî, ÷òî w̃ ∈ X(Kl), ψ̃ ∈ L2(Kl), ‖ψ̃‖L2(Kl) = ‖ψ‖L2(Ω). Òîãäà

J [w,ψ,Ω] = J [w̃, ψ̃,Kl] ≥
(
|A1/2[ζ]|2 − |[ζ]|2A

)
‖ψ‖2L2(Ω). �

Ëåììà 4.3. Êðèòåðèåì âûïóêëîñòè ôóíêöèè F(·, ·, t) íà Rm×ms ×[0, 1]
ñëóæèò íàëè÷èå òàêèõ k, c ∈ Rm, ÷òî

[ζ] = e(k ⊗ c). (4.19)

Äàæå ïðè íàëè÷èè ïðåäñòàâëåíèÿ (4.19) ôóíêöèÿ F(·, ·, t) íå ÿâëÿåò-
ñÿ ñòðîãî âûïóêëîé íà ìíîæåñòâå Rm×ms × [0, 1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè óñëîâèè (4.19) âûïóêëîñòü ôóíêöèè F(., ., t)
ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïîëîæèòåëüíîñòè A, ðàâåíñòâà |A1/2[ζ]| = |[ζ]|A
è (4.8).
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Ôèêñèðóåì Q1, Q2 ∈ [0, 1], Q1 6= Q2, ξ1, ξ2 ∈ Rm×ms ,

ξ2 − ξ1 = (Q2 −Q1)[ζ].

Äëÿ íèõ èç (4.8) ïîëó÷àåì

F(λξ1 +(1−λ)ξ2, λQ1 +(1−λ)Q2, t) = λF(ξ1, Q1, t)+(1−λ)F(ξ2, Q2, t)

+ λ(1− λ)(|A1/2[ζ]|2 − |[ζ]|2A)(Q2 −Q1)2. (4.20)

Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ (4.19) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì (4.20). Ïîñêîëüêó
ïàðû {ξ1, Q1}, {ξ2, Q2} íå ñîâïàäàþò, ïðè âûïîëíåíèè (4.19) èç (4.20)
âûòåêàåò îòñóòñòâèå ñòðîãîé âûïóêëîñòè ó ôóíêöèè F(·, ·, t) íà ìíî-
æåñòâå Rm×ms × [0, 1]. �

Â èòîãîâîé ëåììå ðàçäåëà ðå÷ü ïîéä¼ò î âûïóêëîñòè ôóíêöèîíàëà
(4.6) ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ u ∈ X(Ω), χ ∈ Z′′(Ω) â ïðîèçâîëüíîé
îáëàñòè Ω è ïðè ëþáîì t ∈ R.
Ëåììà 4.4 Ôóíêöèîíàë (4.6) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì íà ìíîæåñòâå

X(Ω) × Z′′(Ω). Â ñëó÷àå 0 6= [ζ] = e(k ⊗ c) ñ íåêîòîðûìè k, c ∈ Rm îí

ñòðîãî âûïóêëûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u1, u2 ∈ X(Ω), χ1, χ2 ∈ Z′′(Ω). Ïîëîæèì v =
u2 − u1, φ = χ2 − χ1. Ó÷èòûâàÿ (4.8), äëÿ âñåõ λ ∈ (0, 1) ïîëó÷àåì

I[λu1 + (1− λ)u2, λχ1 + (1− λ)χ2, t, Ω]

= λI[u1, χ1, t, Ω] + (1− λ)I[u2, χ2, t, Ω]

−λ(1−λ)
(∫
Ω

|A1/2(e(∇v)−φ[ζ])|2 dx−(|A1/2[ζ]|2−|[ζ]|2A)

∫
Ω

φ2 dx
)
.

(4.21)

Âûðàæåíèå â áîëüøèõ ñêîáêàõ (4.21) íå îòðèöàòåëüíî â ñèëó (4.10),
÷òî ïðèâîäèò ê òðåáóåìîé âûïóêëîñòè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 0 6= [ζ] = e(k⊗c), íî ôóíêöèîíàë I[., ., t, Ω] íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ñòðîãî âûïóêëûì: íàéäóòñÿ íåñîâïàäàþùèå ïàðû u1, χ1, u2, χ2,
äëÿ êîòîðûõ

I[λu1+(1−λ)u2, λχ1+(1−λ)χ2, t, Ω]=λI[u1, χ1, t, Ω]+(1−λ)I[u2, χ2, t, Ω].

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî |A1/2[ζ]| = |[ζ]|A è ñîîòíîøåíèå (4.21), ïðèõîäèì
ê âûâîäó, ÷òî îïðåäåë¼ííûå ýòèìè ïàðàìè ôóíêöèè v = u2 − u1 è
φ = χ2 − χ1 ïîä÷èíåíû óñëîâèþ e(∇v) = φ[ζ]. Èç íåãî ïðè [ζ] 6= 0
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àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 5.1 â [17] ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà v = 0,
φ = 0, ïðîòèâîðå÷àùèå íåñîâïàäåíèþ ïàð. �

4. Ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.21) äëÿ ôóíêöèîíàëà (4.6). Èòîãîâûì ðå-
çóëüòàòîì ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.1 Â ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè Ω ⊂ Rm, m ≥ 2 ñ |∂Ω| = 0 äëÿ

ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé çàäà÷è (1.21) ñ ôóíêöèîíàëîì (4.6) ñïðà-

âåäëèâû óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 2.1. Â ñëó÷àå 0 6= [ζ] = e(k ⊗ c) ñ

íåêîòîðûìè k, c ∈ Rm äëÿ êàæäîãî t ðåøåíèå ǔt = 0, χ̌t = Q̄(t) åäèí-
ñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ãëàäêîñòü ïëîòíîñòè (4.5) è íåðàâåíñòâî

gQQ(Q, [ζ]) > 0

ïðè [ζ] 6= 0 î÷åâèäíû. Âûïóêëîñòü ôóíêöèîíàëà (4.6) óñòàíîâëåíà â
ëåììå 4.4. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ çàäà÷è (1.21) âûïîëíÿþòñÿ âñå ïðåä-
ïîëîæåíèÿ òåîðåìû 2.1. Åäèíñòâåííîñòü ïðè êàæäîì t ðåøåíèÿ ýòîé
çàäà÷è â ñëó÷àå 0 6= [ζ] = e(k ⊗ c) âûòåêàåò èç ñòðîãîé âûïóêëîñòè
ôóíêöèîíàëà. �

Çàìå÷àíèÿ. (1) Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 4.1 î åäèíñòâåííîñòè ðåøå-
íèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äîêàçàòåëüñòâî íåðàçðåøèìîñòè çàäà÷è
(1.3) äëÿ ïëîòíîñòè (4.4) ïðè âñåõ t ∈ (t−, t+). Ýòîò ôàêò ñëåäóåò èç òî-
ãî, ÷òî ïðè t ∈ (t−, t+) ó óêàçàííîãî â òåîðåìå åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ
ôóíêöèÿ χ̌t 6∈ Z′(Ω).

(2) Â [9, 18] äëÿ ïëîòíîñòåé (4.1) èçó÷àëàñü ðåãóëÿðèçàöèÿ ôóíêöè-
îíàëà ýíåðãèè íà îñíîâå ïîñòðîåíèÿ äëÿ ôóíêöèè

F(M, t) = min{F+(M) + t, F−(M)}

êâàçèâûïóêëîé îáîëî÷êè. Â ñëó÷àå (4.19) ïðè k, c 6= 0 äëÿ òàêîé ðåãó-
ëÿðèçàöèè ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ òàêæå åäèíñòâåííî [18].
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E�mov E. A., Osmolovskii V. G. Variational problem of two-phase
elastic media equilibriumin in presence of mixed phases.

For one approach to relaxation of the energy functional of a two-phase
elastic medium, a method for obtaining the relaxed energy density in
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explicit form is suggested. Some examples con�rming its e�ectiveness are
provided.
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