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§1. Введение

Первым, кто применил аналитические методы для исследования
устойчивости и неустойчивости форм вращающейся массы жидкости,
был А. М. Ляпунов [1, 2]. Он проанализировал вторую вариацию функ-
ционала энергии относительно малых возмущений границы фигуры.
Положительность этой вариации гарантирует устойчивость системы,
поскольку её энергия имеет минимум в этом состоянии. Обзор ра-
бот Ляпунова по теории устойчивости фигур равновесия небесных тел
можно найти в [3].

В. А. Солонников развил метод Ляпунова на случай вращающейся
капиллярной жидкости посредством анализа соответствующей эволю-
ционной задачи со свободной границей в [4, 5]. Совместно с Солон-
никовым мы распространили описанную выше методику на случай
конечной массы двух вращающихся несжимаемых капиллярных само-
гравитирующих несмешивающихся жидкостей, разделенных неизвест-
ной границей близкой к границе раздела фигуры равновесия. Теперь
эта техника применяется для анализа устойчивости вращения конеч-
ной массы двухфазной жидкости. Существование фигур равновесия
в двухфазном случае было получено в [6]. Кроме того, мы исполь-
зуем результат о повышенной гладкости глобального решения двух-
жидкостной задачи без вращения [7, 8] в случае более гладких пра-
вых частей и функции давления, так как наша система отличается от
описанной только слабыми членами. Исследование линеаризованной
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задачи о вращающейся двухфазной капле в пространствах Соболева–
Слободецкого выполнено автором в [9], где можно найти доказатель-
ство априорного экспоненциального неравенства для обобщенной энер-
гии системы по методу Падулы–Солонникова. На этой основе была по-
лучена глобальная разрешимость линейной однородной задачи. Крат-
кая формулировка результата дана в [10].

Случай вращающейся двухслойной несжимаемой жидкой массы был
изучен в [11, 12]. Здесь мы обобщаем некоторые утверждения оттуда
на двухфазный случай и доказываем глобальную однозначную раз-
решимость нелинейной задачи при условии малости данных задачи,
близости начальных поверхностей к границам равновесных фигур и
положительной определённости квадратичной формы, порождённой
граничным оператором.

В полной постановке задача о неустановившемся движении двух
разнородных жидкостей, заполняющих всё R3 и разделённых замкну-
той неизвестной поверхностью, была впервые рассмотрена в [13], где
была получена её локальная (по времени) разрешимость в простран-
ствах Соболева–Слободецкого.

Сформулируем эту задачу для конечного объёма жидкостей.
Пусть в начальный момент времени t = 0 в ограниченной области

Ω+
0 ⊂ R3 находится несжимаемая жидкость с динамической вязкостью

µ+ и плотностью ρ+ > 0, а в области Ω−
0 , окружающей Ω+

0 , находится
сжимаемая жидкость с динамическими вязкостmями µ− и µ−

1 ,

µ± > 0, 2µ− + 3µ−
1 ⩾ 0.

При t ⩾ 0 Ωt ≡ Ω+
t ∪ Ω−

t ограничена свободной поверхностью Γ−
t .

Внутренняя область Ω+
t отделена от Ω−

t неизвестной замкнутой гра-
ницей Γ+

t , при этом в начальный момент Γ±
0 заданы и не пересека-

ются. На обеих границах действуют силы поверхностного натяжения.
Сжимаемая жидкость считается баротропной. Эта двухфазная систе-
ма вращается вокруг вертикальной оси x3 с угловой скоростью ω.

При t > 0 необходимо найти поверхности Γ−
t , Γ+

t , векторное по-
ле скоростей v(x, t) = (v1, v2, v3) обеих жидкостей, а также давление
несжимаемой жидкости p+(x, t) в Ω+

t и плотность ρ(x, t) > 0 сжима-
емой в Ω−

t , удовлетворяющие задаче дифракции для системы Навье–
Стокса

ρ+
(
Dtv + (v · ∇)v

)
−∇ · T = ρ+f , ∇ · v = 0 в Ω+

t , t > 0,
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ρ
(
Dtv + (v · ∇)v

)
−∇ · T = ρf , Dtρ+∇ · (ρv) = 0 в Ω−

t , t > 0,

v|t=0 = v0(x) в Ω−
0 ∪ Ω+

0 , ρ|t=0 = ρ0(x) в Ω−
0 ,

T(v, p)n
∣∣
Γ−
t
= σ−H−n на Γ−

t , (1.1)

[v]
∣∣
Γ+
t
≡ lim

x→x0∈Γ+
t ,

x∈Ω+
t

v(x, t)− lim
x→x0∈Γ+

t ,

x∈Ω−
t

v(x, t) = 0,

[T(v, p)n]
∣∣
Γ+
t
= σ+H+n на Γ+

t ,

v · n = Vn на Γt = Γ+
t ∪ Γ−

t .

Здесь Dt = ∂/∂t, ∇ = (∂/∂x1, ∂/∂x2, ∂/∂x3), тензор напряжений
задаётся по-разному в двух областях:

T(v, p) =

{
−p+I+ µ+S(v) в Ω+

t ,(
− p−(ρ) + µ−

1 ∇ · v
)
I+ µ−S(v) в Ω−

t ,
(1.2)

где
(
S(v)

)
ij

= ∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

– удвоенный тензор скоростей деформации,
I – единичная матрица; постоянная плотность ρ+ > 0 в Ω+

t ; f – за-
данный вектор внешних сил в ∪Ω±

t ; давление сжимаемой жидкости
заданно известной гладкой возрастающей функцией плотности p−(ρ)
в Ω−

t ; v0(x) и ρ0(x) > 0 – начальные значения скорости и плотности
жидкостей, n – вектор внешней нормали к областям Ω+

t и Ωt; H±(x, t)
– удвоенные средние кривизны поверхностей Γ±

t (причем H+ < 0 в
точках выпуклости Γ+

t в сторону Ω−
t ); σ−, σ+ > 0 – коэффициенты

поверхностного натяжения на Γ−
t и Γ+

t соответственно; Vn – скорость
эволюции поверхностей Γ−

t и Γ+
t в направлении n. Предполагается,

что в пространстве R3 введена декартова система координат {x}. Точ-
ка означает декартово скалярное произведение.

Мы подразумеваем суммирование по повторяющимся индексам от
1 до 3, если они обозначены латинскими буквами, и от 1 до 2, если
греческими. Векторы и векторные пространства помечаются жирным
шрифтом. Запись ∇·T означает вектор с компонентами (∇·T)j = ∂Tij

∂xi
,

j = 1, 2, 3.
Кинематическое граничное условие v · n = Vn исключает перенос

массы через границы жидкостей. Оно следует из предположения, что
частицы жидкости не покидают границ Γ±

t с течением времени.



34 И. В. ДЕНИСОВА

Рис. 1. Двухфазное тело.

В ограниченной области локальную (по времени) разрешимость за-
дачи (1.1) можно доказать, если учесть оценки для модельной задачи
для сжимаемой жидкости в полупространстве [14].

Как уже отмечалось, глобальная разрешимость двухфазной нели-
нейной задачи без вращения была получена в [8]. Там же была дока-
зана устойчивость состояния покоя двухфазной жидкости в контейне-
ре с начальной границей раздела сред близкой к шару. Аналогичный
анализ был проведён для двухкомпонентной несжимаемой жидкости с
вращением в [11, 12, 15], где было доказано существование глобального
(по времени) решения нелинейной задачи при малых данных сначала
в пространствах Соболева [11, 12], а затем и Гёльдера [15].

Мы предполагаем отсутствие силы тяжести, т. е. описанное двух-
фазное тело можно рассматривать, например, как планету с газовой
атмосферой, вращающуюся в безвоздушном пространстве.

Предположим, что области Ω+
0 , Ω0 мало отличаются от фигур рав-

новесия F+ и F , причём

|Ω+
0 | = |F+|. (1.3)

Введём обозначения: F− = F \ F+, G+ = ∂F+ и G− = ∂F (см.
рис. 1).
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Предполагая сохранение массы жидкостей с течением времени, име-
ем:

m+ ≡ ρ+|Ω+
t | = ρ+|F+|, m− ≡ ρ−∗ |Ω−

0 | =
∫
Ω−

t

ρ(x, t) dx, (1.4)

где ρ−∗ – средняя плотность сжимаемой жидкости в начальный мо-
мент времени t = 0. Без ограничения будем считать, что при t = 0
центр масс нашей системы находится в нуле. Если массовые силы f
ортогональны всем векторам жесткого движения, т. е.∫

∪Ω±
t

r

sρf(x, t) dx = 0,

∫
∪Ω±

t

r

sρf(x, t) · ηi(x) dx = 0, i = 1, 2, 3, (1.5)

где r

sρ = ρ+ в Ω+
t и r

sρ = ρ(x, t) в Ω−
t , то можно показать, что решение

задачи (1.1) также удовлетворяет и другим законам сохранения при
t > 0:

ρ+
∫
Ω+

t

xj dx+

∫
Ω−

t

ρ(x, t)xj dx = ρ+
∫
Ω+

0

xj dx+

∫
Ω−

0

ρ(x, 0)xj dx ≡ 0,

j = 1, 2, 3, (сохранение центра тяжести),

ρ+
∫
Ω+

t

v(x, t) dx+

∫
Ω−

t

ρ(x, t)v(x, t) dx=ρ+
∫
Ω+

0

v0(x) dx+

∫
Ω−

0

ρ0(x)v0(x) dx≡0

(сохранение импульса), (1.6)

ρ+
∫
Ω+

t

v(x, t) · ηi(x) dx+

∫
Ω−

t

ρ(x, t)v(x, t) · ηi(x) dx

= ρ+
∫
Ω+

0

v0(x) · ηi(x) dx+

∫
Ω−

0

ρ0(x)v0(x) · ηi(x) dx ≡ βδ3i

(сохранение углового момента),

где β – угловой момент вращающейся двухфазной жидкости, ηi(x) =
ei × x, i = 1, 2, 3, ei – i-ый базисный вектор, δki – символы Кронекера.
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Движение двухфазной жидкой массы, равномерно вращающейся
вокруг оси x3 с постоянной угловой скоростью ω, описывается одно-
родными стационарными уравнениями Навье–Стокса

ρ+(V · ∇)V −∇ · T(V ,P) = 0, ∇ · V = 0 в F+,

ϱ(V · ∇)V −∇ · T(V ,P) = 0, ∇ · (ϱV ) = 0 в F− (1.7)

(здесь ρ и V зависят только от x) и граничными условиями

T(V ,P)n
∣∣
G− − σ−H−n = 0 на G−,

[V ]
∣∣
G+ = 0, [T(V ,P)n]

∣∣
G+ − σ+H+n = 0 на G+, (1.8)

V · n = 0 на G = G+ ∪ G−,

где T задаётся равенствами (1.2), а векторное поле скоростей – это
V(x) = ωe3×x ≡ ω(−x2, x1, 0), H−, H+ – удвоенные средние кривизны
G−, G+, при этом градиент функции давления задаётся в областях F±

формулами:

∇P+(x) = ρ+ω2x′ ≡ ρ+
ω2

2
∇|x′|2 в F+,

∇P−(ϱ) = ϱω2x′ ≡ ϱ(x)
ω2

2
∇|x′|2 в F−.

(1.9)

Здесь ϱ(x) > 0 – функция плотности сжимаемой жидкости F−, |x′|2 =
x2
1 + x2

2. Обратим внимание, что стационарное давление несжимае-
мой жидкости P+(x) определяется из первой формулы в (1.9) как
ρ+

(
ω2

2 |x′|2 + c+
)

при заданной константе ρ+, тогда как давление сжи-
маемой жидкости P−(ϱ) задано при постановке задачи как функция
плотности ϱ(x), которая подлежит определению. При этом P−′

(ϱ) > 0.
Последнее соотношение в (1.8) следует из граничного условия v · n =
Vn в (1.1).

Предположим, что ϱ зависит только от |x′| и что угловой момент
двухфазной капли совпадает с угловым моментом фигуры равновесия,
который выражается формулой

β = ω
(
ρ+

∫
F+

|x′|2 dx+

∫
F−

ϱ(|x′|)|x′|2 dx
)
.

Будем считать его параметром задачи, при этом угловая скорость ω
будет зависимой величиной.
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Равенства (1.9) эквивалентны следующим:

∇P+(x) = ρ+∇
(ω2

2
|x′|2

)
, ∇P−(ϱ) = P−′

(ϱ)∇
(ω2

2
|x′|2

)
.

Введем Q(ϱ) такую, что

∇Q(ϱ) ≡ P−′
(ϱ)∇ϱ

ϱ
= ∇

(ω2

2
|x′|2

)
. (1.10)

Функция Q(ϱ) =
ϱ∫

ϱ1

P−′
(s)

s ds, ϱ1 ⩾ 0. Поскольку Q′(ϱ) = P−′
(ϱ)

ϱ > 0, то

Q > 0 и существует обратная функция Q−1 > 0. И из (1.10) следует,
что

ϱ(|x′|) = Q−1
(ω2

2
|x′|2 + C−

)
в F− (1.11)

с произвольной константой C−.
Подставляя V ,P и ϱ в граничные условия в (1.8), получаем урав-

нения для поверхности G− области F и границы раздела G+ между
жидкостями

σ−H−(x) + P−
(
Q−1(ω2

2
|x′|2 + C−)) = 0, x ∈ G−,

σ+H+(x)+ρ+
(ω2

2
|x′|2+c+

)
−P−

(
Q−1(ω2

2
|x′|2+C−))=0, x∈G+.

(1.12)

Зададим массу сжимаемой жидкости m−. Тогда, учитывая (1.11),
имеем:

m− =

∫
F−

ϱ(x′) dx ≡
∫
F−

Q−1
(ω2

2
|x′|2 + C−

)
dx. (1.13)

Таким образом, мы получили уравнение для определения константы
C−.

Заданный угловой момент β определяет угловую скорость ω:

β≡
∫

∪F±

r

sρV ·η3 dx=ωρ+
∫
F+

|x′|2 dx+ω
∫
F−

Q−1
(ω2

2
|x′|2+C−

)
|x′|2 dx, (1.14)

где sρ = ρ+ в F+ и sρ = ϱ(|x′|) в F−.
Будем считать, что формы фигур F+, F близки к шарам BR±

0
≡

{x ∈ R3 : |x| ⩽ R±
0 } радиусов R±

0 (R+
0 < R−

0 ) таким, что |BR+
0
| = |Ω+

0 |
и |BR−

0
| = |Ω+

0 | + |Ω−
0 |, а движение жидкостей близко к состоянию

покоя, т. е. скорость V мала, а плотность sρ(x′) совпадает с ρ+ > 0
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для несжимаемой жидкости и мало отличается от средней плотности
ρ−∗ > 0 в Ω−

0 для сжимаемой жидкости. Кроме того, из (1.3) следует,
что |F+| = |BR+

0
| ≡ 4

3πR
+
0

3.
В покое вложенные шарообразные жидкости с равномерным рас-

пределением плотностей будут иметь кусочно-постоянное давление:

p(ρ+) =
2σ+

R+
0

+
2σ−

R−
0

в BR+
0
,

p(ρ−) ≡ P−(ρ−∗ ) =
2σ−

R−
0

в BR−
0
\BR+

0
,

(1.15)

где ρ− ≡ ρ−∗ – средняя плотность в кольце BR−
0
\BR+

0
. Таким образом,

произведение ρ+c+ ≡ p+0 в (1.12) можно найти из первого соотношения
в (1.15): p+0 = p(ρ+).

Пусть S1 – единичная сфера в R3, ξ = x
|x| ∈ S1. Предположим, что

G± задаются вращательно симметричными функциями R±(ξ) на S1,
т. е. R±(ξ) зависят только от |ξ′| =

√
ξ21 + ξ22 и ξ3.

Обозначим через Cs, s /∈ Z, s > 0, гёльдеровское пространство
функций f на сфере S1 с нормой

|f |Cs(S1) ≡ max
k={1,...,N}

(∑
|j|<s

sup
ξ∈ζk

|Djf(ξ)|

+
∑

|j|=[s]

sup
ξ,sξ∈ζk

|ξ − sξ|−(s−[s])|Djf(ξ)−Djf(sξ)|
)
,

где Djf – это |j|-ая производная от f , вычисленная в локальных коор-

динатах на подобласти ζk единичной сферы S1, k=1, . . ., N ;
N⋃

k=1

ζk=S1.

Под rCs(S1) мы подразумеваем подпространство Cs(S1), состоящее из
вращательносимметричных функций, которые чётны относительно ξ3.

Приведём теорему о существовании поверхностей G−, G+, удовле-
творяющих уравнениям (1.12) и близких к вложенным шарам.

Теорема 1.1 ([6]). Пусть α > 0, α /∈ N и P−(ϱ) ∈ C1+α(R+) – поло-
жительная возрастающая функция такая, что для неё выполняется
второе равенство в (1.15). Здесь R+ ≡ {x ∈ R|x > 0}. Предположим
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также, что данные задачи (1.7), (1.8) подчиняются условию

2σ−(R−
0

3 −R+
0

3
)

3ρ−∗ R
−
0

4 − P−′
(ρ−∗ ) ̸= 0.

Тогда для произвольного β, удовлетворяющего оценке

|β| < ε

при достаточно малом ε, существует единственное решение
(R±, ω, C−) ∈ rC2+α(S1) × rC2+α(S1) × R × R системы (1.12)–(1.14) и
выполняется неравенство∑

±
|R± −R±

0 |C2+α(S1) + |ω|+ |Q−1(C−)− ρ−∗ | < c|β|. (1.16)

Так как найденные фигуры F± осесимметричны и имеют симмет-
рию относительно плоскости x3 = 0, то

ρ+
∫
F+

xi dx+

∫
F−

ϱ(|x′|)xi dx = 0, i = 1, 2, 3, (1.17)

ρ+
∫
F+

x3xj dx+

∫
F−

ϱ(|x′|)x3xj dx = 0, j = 1, 2.

Условие (1.17) соответствует первому соотношению в (1.6), которое
означает, что барицентр жидкостей все время совпадает с началом
координат. Предполагая совпадение импульсов и угловых моментов
фигур равновесия и двухслойной капли в начальный момент t = 0, из
(1.6) мы выводим эти равенства и во все моменты t > 0. Они прини-
мают вид:

ρ+
∫
Ω+

t

v(x, t) dx+

∫
Ω−

t

ρ(x, t)v(x, t) dx=ρ+
∫
F+

V(x) dx+

∫
F−

ϱ(|x′|)V(x) dx = 0,

ρ+
∫
Ω+

t

v(x, t) · ηi(x) dx+

∫
Ω−

t

ρ(x, t)v(x, t) · ηi(x) dx

= ρ+
∫
F+

V(x) · ηi(x) dx+
∫
F−

ϱ(|x′|)V(x) · ηi(x) dx=δ3i β, i=1, 2, 3. (1.18)
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Рассмотрим задачу для возмущений скорости, давления и плотно-
сти сжимаемой жидкости

vr(x, t) = v(x, t)− V(x), p+r (x, t) = p+(x, t)− P+(x),

p−r (x, t) = P−(ρ(x, t))− P−(ϱ(|x′|)), ρr(x, t) = ρ(x, t)− ϱ(|x′|),

записанную в системе координат, вращающейся вокруг оси x3 с угло-
вой скоростью ω.

Введем новые координаты {yi} и новые неизвестные функции (rv, rp)
по формулам

x = Z(ωt)y,

rv(y, t) = Z−1(ωt)vr(Z(ωt)y, t),

rp(y, t) = pr(Z(ωt)y, t), rρ(y, t) = ρr(Z(ωt)y, t),

где

Z(θ) =

 cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0
0 0 1

 .

Заметим, что

Z−1(ωt)(V · ∇x)vr = ω
(
η3(x) · ∇x

)
rv(y, t) = ω

(
Zη3(y) · Z−T∇y

)
rv

= ω
(
η3(y) · ∇y

)
rv(y, t) = ω

(
y2

∂rv

∂y1
− y1

∂rv

∂y2

)
,

Z−T = (Z−1)T , верхний индекс “T ” обозначает транспонирование, и
Dtvr|x=Zy = Dtvr(Zy, t)− (V · ∇)vr. Подставляя эти формулы в (1.1),
учитывая (1.7) и действуя оператором Z−1, приходим к задаче для
возмущений скорости rv, давления rp и плотности rρ

ρ+
(
Dtrv + (rv · ∇)rv + 2ω(e3 × rv)

)
− µ+∇2

rv +∇rp = ρ+ rf ,

∇ · rv = 0 в rΩ+
t ≡ rΩ+

t , t > 0,

ρ(Zy, t)
(
Dtrv + (rv · ∇)rv + 2ω(e3 × rv)

)
− µ−∇2

rv − µ−
1 ∇(∇ · rv)

+ P ′(ρ)∇ρ(Zy, t)− P ′(ϱ)∇ϱ(|Zy′|) = 0,

Dtrρ+∇ ·
(
ρ(Zy, t)rv

)
= 0 в rΩ−

t , t > 0,

rv(y, 0) = v0(y)− V(y) ≡ rv0(y), y ∈ ∪rΩ±
0 ≡ rΩ−

0 ∪ rΩ+
0 ,

rρ(y, 0) = ρ0(y)− ϱ(y′) ≡ rρ0(y) в rΩ−
0 , (1.19)

T(rv, rp)rn
∣∣

rΓ−
t
=

(
σ−H−(y, t) + P−(ϱ(y′)))rn, y ∈ rΓ−

t , [rv]
∣∣

rΓ+
t
= 0,
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[T(rv, rp)rn]
∣∣

rΓ+
t
=
(
σ+H+(y, t)+ρ+

ω2

2
|y′|2+p+0 −P−(ϱ(y′)))rn, y∈rΓ+

t ,

rV
rn = rv · rn на rΓt ≡ rΓ−

t ∪ rΓ+
t ,

где rΩ±
t = Z−1(ωt)Ω±

t , rΓ±
t = Z−1(ωt)Γ±

t , rn – внешняя нормаль к rΓt,
n = Zrn, y′ = (y1, y2, 0), p−0 , p+0 – константы на rΓ−

t и rΓ+
t соответственно.

Заметим, что кинематическое граничное условие в (1.1)

Vn = v · n,

где Vn – нормальная скорость Γt, инвариантно относительно нашего
преобразования. Действительно, пусть x(t) – точка Γt. Имеем Vn =
Dtx·n, и поскольку Dtx = ωDθ

∣∣
θ=ωt

Zy+ZDty, ZT = Z−1, то Dtx·n =

ω(e3 × y) · rn+Dty · rn. С другой стороны, v · n = rv · rn+ ω(e3 × y) · rn.
Следовательно, Dty · rn = rv · rn, что означает rV

rn = rv · rn.
Соотношения (1.4), (1.6), (1.18) переходят в

|rΩ+
t | = |F+|,

∫
rΩ−
t

ρ(y, t) dy =

∫
F−

ϱ(|z′|) dz ≡ ρ−∗ |Ω−
0 |, (1.20)

ρ+
∫

rΩ+
t

yj dy +

∫
rΩ−
t

ρ(y, t)yj dy=0, j=1, 2, 3, (сохранение барицентра),

ρ+
∫

rΩ+
t

rv(y, t) dy +

∫
rΩ−
t

ρ(y, t)rv(y, t) dy = 0 (сохранение импульса),

ρ+
∫

rΩ+
t

rv(y, t) · ηi(y) dy +
∫

rΩ−
t

ρ(y, t)rv(y, t) · ηi(y) dy (1.21)

+ ωρ+
∫

rΩ+
t

η3 · ηi(y) dy + ω

∫
rΩ−
t

ρ(y, t)η3 · ηi(y) dy

= ωρ+
∫
F+

η3 · ηi(y) dy + ω

∫
F−

ϱ(|y′|)η3 · ηi(y) dy = βδ3i

(сохранение углового момента),
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где ηi(y) = ei × y, i = 1, 2, 3. Дополнительное слагаемое в законе о со-
хранении импульса ωρ+

∫
rΩ+
t

η3 dy + ω
∫

rΩ−
t

ρ(y, t)η3 dy отсутствует вслед-

ствие того, что оно равно нулю, в силу сохранение центра тяжести,
ведь η3 = (−y2, y1, 0).

Предположим, что поверхности rΓ±
t могут быть заданы соотношени-

ями
rΓ±
t = {y = z +N(z)r(z, t), z ∈ G±},

и отобразим rΩ±
t на F± с помощью преобразования Ханзавы, обратное

которому есть
y = z +N∗(z)r∗(z, t) ≡ er(z, t), (1.22)

гдеN∗ и r∗ являются продолжениямиN и r с ∪G± в F соответственно.
Ввиду соотношений (1.12) граничные условия

T(rv, rp)rn
∣∣

rΓ−
t
=

(
σ−H−(y, t) + P−(ϱ(|y′|)))rn, y ∈ rΓ−

t ,

[T(rv, rp)rn]
∣∣

rΓ+
t
=
(
σ+H+(y, t)+ρ+

ω2

2
|y′|2+p+0 −P−(ϱ(|y′|)))rn, y∈rΓ+

t ,

в (1.19) эквивалентны следующим:

−rprn+ T′(rv)rn
∣∣

rΓ−
t
=

{
σ−(H−(y, t)−H−(z)

)
+ P−(ϱ(|y′|))

− P−(ϱ(|z′|))}rn, y ∈rΓ−
t , z ∈G−, (1.23)

[−rprn+ T′(rv)rn]|
rΓ+
t
=

{
σ+

(
H+(y, t)−H+(z)

)
+ ρ+

ω2

2

(
|y′|2 − |z′|2

)
− P−(ϱ(|y′|))+ P−(ϱ(|z′|))}rn, y ∈ rΓ+

t , z ∈ G+.

Нашей следующей целью является линеаризация задачи (1.19). Для
этого нам нужно вычислить первую вариацию по r выражений
H(y, t) − H(z), P−(ϱ(|y′|)) − P−(ϱ(|z′|)) и |y′|2 − |z′|2, где y связано
с z соотношением (1.22).

Будем вычислять вариацию функционала R[r] по r согласно фор-
муле

δ0R[r] =
d

ds
R[sr]

∣∣
s=0

.

Ясно, что

δ0
(
|y′|2−|z′|2

)
=

d

ds

(
|z′+N ′sr|2−|z′|2

)∣∣
s=0

=2z′ ·N ′r, N ′=(N1, N2, 0),
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δ0

(
P−(ϱ(|y′|))−P−(ϱ(|z′|)))=P−′(

ϱ(|z′|)
)
∇ϱ(|z′|)·N ′r=ϱ(|z′|)ω2z′·N ′r,

и, согласно [16],

δ0
(
H±(y, t)−H±(z)

)
= ∆±r(z, t) +

(
H±2

(z)− 2K±(z)
)
r(z, t),

где ∆± – это операторы Лапласа–Бельтрами на G± соответственно,
K± – гауссовы кривизны поверхностей G±.

При преобразовании (1.22) кинематическое условие для Vn ≡ Dty ·
n|G принимает вид

DtrN · n = rv · n. (1.24)
Применяя преобразование Ханзавы, обратное к (1.22), и заменяя

нелинейные члены их первыми вариациями, приходим к линейной за-
даче относительно (w, θ±, r), соответствующей (1.19), (1.23):

ρ+
(
Dtw + 2ω(e3 ×w)

)
− µ+∇2w +∇θ+ = ρ+f ,

∇ ·w = h+ в F+, t > 0,

ϱ(|z′|)
(
Dtw+2ω(e3×w)

)
−µ−∇2w−µ−

1 ∇(∇ ·w)+p1∇θ−=ϱ(|z′|)f ,

Dtθ
− +∇ ·

(
ϱ(|z′|)w

)
= h− в F−, t > 0,

w(z, 0) = v0(z)−V(z) ≡ w0(z), z ∈ F ≡ F− ∪ F+,

θ−(z, 0) = θ−0 (z), z ∈ F−,

− p1θ
− + T′(w)N +NB−

0 r = d− на G−,

[w]
∣∣
G+ = 0, −θ+ + p1θ

− + [T′(w)N ]
∣∣
G+ +NB+

0 r = d+ на G+,

Dtr −w ·N = g на G ≡ G− ∪ G+, r
∣∣
t=0

= r0 на G,

(1.25)

где p1 = P−′
(ρ−∗ ) > 0, ρ−∗ – средняя плотность сжимаемой жидкости

в кольце BR−
0
\BR+

0
, T′(u) = T(u, 0),

B−
0 r = −σ−∆−r − b−(z)r, z ∈ G−,

B+
0 r = −σ+∆+r − b+(z)r, z ∈ G+

(1.26)

с

b−(z) = σ−(H−2 − 2K−) + ϱ(z′)ω2N · z′,

b+(z) = σ+(H+2 − 2K+) + (ρ+ − ϱ(z′))ω2N · z′,

z′ = (z1, z2, 0), f , h±,d, g, w0, r0 – заданные функции.
Напомним определение пространств Соболева–Слободецкого, кото-

рые мы используем в настоящей статье. Изотропное пространс-
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тво W l
2(Ω), Ω ⊂ Rn, есть пространство с нормой

∥u∥2W l
2(Ω) =

∑
0⩽|j|⩽l

∥Dj
xu∥2Ω ≡

∑
0⩽|j|⩽l

∫
Ω

|Dj
xu(x)|2 dx,

если l = [l], т. е. l – целое число, и

∥u∥2W l
2(Ω) = ∥u∥2

W
[l]
2 (Ω)

+
∑

|j|=[l]

∫
Ω

∫
Ω

|Dj
xu(x)−Dj

yu(y)|2
dx dy

|x− y|n+2λ
,

если l = [l] + λ, λ ∈ (0, 1). Как обычно, Dj
xu обозначает (обобщенную)

частную производную ∂|j|u

∂x
j1
1 ...∂xjn

n

, где j=(j1, j2, . . . jn) и |j|=j1+. . .+jn.
Введем анизотропные пространства

W l,0
2 (QT )=L2

(
(0, T ),W l

2(Ω)
)
, W

0,l/2
2 (QT )=W

l/2
2

(
(0, T ), L2(Ω)

)
,

QT = Ω× (0, T ), и W
l,l/2
2 (QT ) ≡ W l,0

2 (QT ) ∩W
0,l/2
2 (QT ).

Кроме того, полагая u = 0 для t < 0, мы введём также полунорму

∥u∥
Ẇ

0,l/2
2 (QT )

≡
( 1∫

0

dτ

τ1+l

∫ T

−∞
∥u(·, t)− u(·, t− τ)∥2Ω dt

)1/2

и норму

|||u|||(s+l,l/2)
QT

≡ ∥u∥W s+l,0
2 (QT ) + ∥u∥

W
l/2
2

(
0,T ;W s

2 (Ω)
), s > 0.

Пространства функций, заданных на гладких поверхностях, в част-
ности, на G± и на G±

T = G± × (0, T ), T ⩽ ∞, вводятся стандартным
образом с помощью локальных карт и разбиения единицы.

Наконец, положим ∥u∥2
W l

2(∪F±)
≡ ∥u∥2

W l
2(F+)

+ ∥u∥2
W l

2(F−)
, ∥u∥Ω ≡

∥u∥L2(Ω).

§2. Линейная задача

Как уже упоминалось, линеаризация задачи со свободными гра-
ницами для уравнений Навье –Стокса (1.19) с начальными данными,
близкими к режиму вращения двухфазной капли как твердого тела
(см. рис. 1), изучалась в [9]. Кратко этот результат изложен в [10].

Для удобства читателя мы приводим формулировки теорем суще-
ствования для неоднородной и однородной задачи (1.25).
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Теорема 2.1 (Локальная разрешимость линейной задачи). Пусть
G ∈ W

3/2+l
2 и r0 ∈ W 2+l

2 (G) с l ∈ (1/2, 1). Для произвольных f ∈
W

l,l/2
2 (DT ) и h+ ∈ W 1+l,0

2 (Q+
T ) такого, что Dth

+ = ∇ · H + h1, где
H ∈W 0,l/2

2 (Q+
T ), h1 ∈ W

0,l/2
2 (Q+

T ), а также

h−∈W 1+l,0
2 (Q−

T ) ∩W
l/2
2

(
(0, T );W 1

2 (F−)
)
,

w0 ∈W 1+l
2 (F), d = dτ + dN , dτ ∈W

l+ 1
2 ,

l
2+

1
4

2 (GT ), d ∈ W
l+ 1

2 ,0
2 (GT ) ∩

W
l/2
2

(
(0, T );W

1/2
2 (G)

)
, N ·dτ = 0, и g ∈ W

3/2+l,3/4+l/2
2 (GT ) при T < ∞,

удовлетворяющих условиям согласования

∇ ·w0 = h+|t=0 в F+, [w0]|G+ = 0,

[sµΠGS(w0)N ]|G+ = dτ |t=0, µ−ΠGS(w0)N |G− = dτ |t=0,

ΠGg ≡ g −N(g ·N),

задача (1.25) имеет единственное решение (w, θ±, r) на любом конеч-
ном промежутке времени (0, T ] такое, что w ∈W 2+l,1+ l

2
2 (DT ), θ ∈

W
l, l

2
2 (DT ), ∇θ∈W l, l

2
2 (DT ), Dtθ

− ∈ W 1+l,0
2 (Q−

T )∩W
l/2
2

(
(0, T );W 1

2 (F−)
)
,

r(·, t) ∈ W 2+l
2 (G) для любого t ∈ (0, T ], и для этого решения верно нера-

венство

∥v∥W 2+l,1+l/2(DT ) + |||θ|||(1+l,l/2)
DT

+ |||Dtθ
−|||(1+l,l/2)

Q−
T

+ ∥r∥
W

5/2+l,5/4+l/2
2 (GT )

+ ∥Dtr∥W 3/2+l,3/4+l/2
2 (GT )

⩽ c(T )
(
∥f∥

W
l,l/2
2 (DT )

+ ∥h+∥W 1+l,0
2 (Q+

T ) + ∥H∥
W

0,l/2
2 (Q+

T )

+ ∥h1∥W 0,l/2
2 (Q+

T )
+ |||h−|||(1+l,l/2)

Q−
T

+

+ ∥dτ∥W l+1/2,l/2+1/4
2 (GT )

+ |||d|||(l+1/2,l/2)
GT

+ ∥g∥
W

3/2+l,3/4+l/2
2 (GT )

+ ∥w0∥W 1+l
2 (∪F±) + ∥θ−0 ∥W 1+l

2 (F−) + ∥r0∥W 2+l
2 (G)

)
,

где c(T ) – неубывающая функция от T .

Замечание 2.1. Из теоремы о следах для ρ ∈ W 1,1
2 (GT ) следует

оценка

∥ρ(·, t)∥
W

1/2
2 (G) ⩽ c

{
∥ρ∥W 1,0

2 (GT ) + ∥Dtρ∥GT

}
, t ∈ [0, T ],
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которая влечет неравенство

∥r(·, t)∥W 2+l
2 (G) ⩽ c

{
∥r∥

W
5/2+l,0
2 (GT )

+ ∥Dtr∥W 3/2+l,0
2 (GT )

}
.

А это означает, что Γ±
t ∈ W 2+l

2 для всех t ∈ [0, T ].

Рассмотрим однородную начально-краевую задачу (1.25) для урав-
нений Стокса в заданной двухфазной области, разделенной осесиммет-
ричной поверхностью вращения G+ и ограниченной осесимметричной
поверхностью G−, относительно неизвестного векторного поля скоро-
сти w, функции отклонения давления θ+ от стационарного и откло-
нения плотности сжимаемой жидкости θ− от равновесной функции
ϱ(|x′|):

ρ+(Dtw + 2ω(e3 ×w))− µ+∇2w +∇θ+ = 0, ∇ ·w = 0 в F+, t > 0,

ϱ(x′)
(
Dtw + 2ω(e3 ×w)

)
− µ−∇2w − µ−

1 ∇(∇ ·w) + p1∇θ− = 0,

Dtθ
− +∇ ·

(
ϱ(x′)w

)
= 0 в F−, t > 0,

w
∣∣
t=0

= w0 в F , θ−
∣∣
t=0

= θ−0 в F−,

− p1θ
−N + T′(w)N

∣∣
G− +NB−

0 r = 0 на G−,

[w]
∣∣
G+ = 0, (−θ+ + p1θ

−)N + [T′(w)N ]
∣∣
G+ +NB+

0 r = 0 на G+,

Dtr −w ·N = 0 на G, r
∣∣
t=0

= r0 на G,

(2.1)

где ω – угловая скорость вращения, p1 = P−′
(ρ−∗ ), r(x, t) – неизвест-

ная функция, определяющая поверхности Γ±
t , T′(u) ≡ T(u, 0), N –

внешняя единичная нормаль к G− ∪ G+, w0, r0 – заданные функции,
выражения B±

0 r определяются формулами (1.26).
Предположим, что области F± симметричны относительно x1, x2, x3

и что исходные данные удовлетворяют, в соответствии с линеаризаци-
ей предположений (1.20), (1.21), условиям ортогональности∫

G+

r0(x) dG=0,

∫
G−

ϱ(|x′|)r0(x) dG−
∫
G+

ϱ(|x′|)r0(x) dG+
∫

F−

θ−0 dx = 0,

∫
G−

ϱ(|x′|)r0(x)xj dG+
∫
G+

(
ρ+ − ϱ(|x′|)

)
r0(x)xj dG+

∫
F−

θ−0 xj dx=0, j=1, 2, 3,

(2.2)

ρ+
∫

F+

w0(x) dx+

∫
F−

ϱ(x′)w0(x) dx = 0,
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ρ+
∫

F+

w0(x) · ηj(x) dx+

∫
F−

ϱ(x′)w0(x) · ηj(x) dx+ ω
( ∫
F−

θ−0 η3(x) · ηj(x) dx

(2.3)

+

∫
G−

ϱ(x′)r0(x)η3(x) · ηj(x) dG +

∫
G+

(
ρ+ − ϱ(x′)

)
r0(x)η3(x) · ηj(x) dG

)
= 0.

Введем обозначения: Q±
T = F± × (0, T ), G±

T = G± × (0, T ), DT =

Q+
T ∪Q−

T , QT = Q+
T ∪Q−

T , GT = G+
T ∪G−

T ; sµ = µ+ в F+ и sµ = µ− в F−.

Предложение 2.1. Решение задачи (2.1) – (2.3) удовлетворяет усло-
виям (2.2), (2.3) для всех t > 0.

Для однородной задачи (2.1) сw0 и r0, удовлетворяющими условиям
ортогональности (2.2), (2.3), в [9] была доказана следующая теорема.

Теорема 2.2 (Глобальная разрешимость линейной однородной зада-
чи). Пусть ρ+ > ϱ(x′) на G+. Если функционал

R0(r) =

∫
G

rB±
0 r dG (2.4)

является положительно определённым, т. е.

c−1∥r∥2W 1
2 (G)

⩽ R0(r) ⩽ c∥r∥2W 1
2 (G)

(2.5)

для произвольного r(x), удовлетворяющего (2.2), то при малом угло-
вом моменте β задача (2.1) с начальными данными w0∈W 1+l

2 (∪F±),

θ−0 ∈W 1+l
2 (F−), r0∈W 2+l

2 (G), l ∈ (1/2, 1), удовлетворяющими однород-
ным условиям согласования

∇ ·w0 = 0 в F+, µ−ΠGS(w0)N |G− = 0 (2.6)
[w0]|G+ = 0, [sµΠGS(w0)N ]|G+ = 0,

и ортогональности (2.2), (2.3), имеет единственное решение (w, θ±, r)
такое, что

w ∈W 2+l,1+l/2
2 (D∞), θ±∈W 1+l,0

2 (D∞), θ±∈W
l/2
2

(
(0,∞);W 1

2 (∪F±)
)
,
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Dtθ
− ∈ W 1+l,0

2 (Q−
∞) ∩W

l/2
2

(
(0,∞);W 1

2 (F−)
)
, r(·, t) ∈ W 2+l

2 (G) для лю-
бого t ∈ (0,∞). Это решение подчиняется экспоненциальному нера-
венству

∥eαtw∥
W

2+l,1+ l
2

2 (D∞)
+ |||eαtθ|||(1+l,l/2)

D∞
+ |||eαtDtθ

−|||(1+l,l/2)

Q−
∞

+ ∥eαtr∥2
W

5
2
+l, 5

4
+ l

2
2 (G∞)

+ ∥eαtDtr∥
W

3
2
+l, 3

4
+ l

2
2 (G∞)

⩽ c
{
∥w0∥W 1+l

2 (∪F±) + ∥θ−0 ∥W 1+l
2 (F−) + ∥r0∥W 2+l

2 (G)
} (2.7)

с некоторыми постоянными α > 0 и c > 0.

§3. Нелинейная задача

После преобразования (1.22) и разделения нормальной и касатель-
ной частей в граничных условиях, с учётом (1.24) и (1.26), задачу (1.19)
можно записать аналогично [18, 8] в виде:

ρ+
(
Dtu+ 2ω(e3 × u)

)
− µ+∇2u+∇θ+ = ρ+ pf + l+1 (u, θ

+, r),

∇ · u = l+2 (u, r) ≡ ∇ ·L(u, r) в F+, t > 0,

ϱ(z′)
(
Dtu+ 2ω(e3 × u)

)
− µ−∇2u− µ−

1 ∇(∇ · u) + p1∇θ− =
(
ϱ(z′) + θ−

)
pf

+ l−1 (u, θ
−, r), Dtθ

− +∇ ·
(
ϱ(z′)u

)
= l−2 (u, θ−, r) в F−, t > 0,

u
∣∣
t=0

= u0 в F , θ−
∣∣
t=0

= θ−0 в F−,

µ−ΠGS(u)N = l−3 (u, r) на G−, (3.1)

− p1θ
− +N · T′(u)N + B−

0 r = l−4 (u, r) + l−5 (r) на G−, t > 0,

[u]
∣∣
G+ = 0, [µ±ΠGS(u)N ]

∣∣
G+ = l+3 (u, r) на G+, t > 0,

− θ+ + p1θ
− + [N · T′(u)N ]

∣∣
G+ + B+

0 r = l+4 (u, r) + l+5 (r) на G+, t > 0,

Dtr − u ·N = l6(u, r) на G, t > 0, r
∣∣
t=0

= r0 на G,

где

u(z, t) = rv
(
er(z, t), t

)
, u0(z) = rv

(
er0(z, 0), 0

)
,

θ+(z, t) = rp
(
er(z, t), t

)
+ P−(ρ−∗ ), θ−(z, t) = rρ

(
er(z, t), t

)
− ϱ(|z′|),

pp−(z, t) = rp−
(
er(z, t), t

)
, pf(z, t) = rf

(
er(z, t), t

)
,
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l+1 (u, θ
+, r) = µ+(r∇2 −∇2)u+ (∇− r∇)θ+

+ ρ+Dtr
∗(L−1N∗ · ∇)u− ρ+(L−1u · ∇)u,

l−1 (u, θ
−, r) = µ−(r∇2 −∇2)u+

(
ϱ+ θ−

)
Dtr

∗(L−1N∗ · ∇)u

−
(
ϱ+ θ−

)
(L−1u · ∇)u− r∇

(
P(ϱ+ θ−)− P(ϱ)− p1θ

−)
+ p1(∇− r∇)θ− − θ−

(
Dtu+ 2ω(e3 × u)

)
,

l+2 (u, r) = (I − pLT )∇ · u = ∇ ·L(u, r), L(u, r) = (I − pL)u,

l−2 (u, θ
−, r) = (∇− r∇) ·

(
ϱ(z′)u

)
− r∇ · (θ−u),

l−3 (u, r) = µ−ΠG
(
ΠGS(u)N − rΠrS(u)rn(er)

)∣∣
G− ,

l+3 (u, r) =
[
sµΠG

(
ΠGS(u)N − rΠrS(u)rn(er)

)]∣∣
G+ ,

l−4 (u, θ
−, r) =

(
N ·T′(u)N − rn(er)·rT′(u)rn(er)

)∣∣
G−

+
(
P−(ϱ+ θ−)− P−(ϱ)− p1θ

−)∣∣
G− ,

l+4 (u, θ
−, r) =

[
N · T′(u)N − rn(er) · rT′(u)rn(er)

]∣∣
G+

−
(
P−(ϱ+ θ−)− P−(ϱ)− p1θ

−)∣∣
G+ ,

l−5 (r) = σ−
1∫

0

(1− s)
d2

ds2

(
L−T (z, sr)∇G ·

pLT (z, sr)N

| pLT (z, sr)N |

)
ds

+
ω2

2
ρ−|N ′|2r2,

l+5 (r) = σ+

1∫
0

(1− s)
d2

ds2

(
L−T (z, sr)∇G ·

pLT (z, sr)N

| pLT (z, sr)N |

)
ds

+
ω2

2
[sρ]

∣∣
G+ |N ′|2r2,

l6(u, r) =
(

pLTN

N · pLTN
−N

)
· u,

(3.2)

I — единичная матрица, L — матрица Якоби преобразования (1.22),
L ≡ detL, pL ≡ LL−1. Очевидно,

L(z, r) =
{
δij +

∂
(
r∗(z, t)N∗

i (z)
)

∂zj

}3

i,j=1
rn =

pLT (z, r)N

| pLT (z, r)N |
;
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r∇ = L−T∇ — это преобразованный градиент ∇x, L−T ≡ (L−1)T ,
rS(u) = r∇u+(r∇u)T — это преобразованный удвоенный тензор скорости
деформации; rΠb = b− rn ·brn — это проекция вектора b на касательную
плоскость к rΓt, ∇G = ΠG∇.

Следуя [17], вычислим разность∫
rΩ+
t

f(y, 1) dy −
∫
F+

f(z, 0) dz =

∫
F+

f(er(z), 1)L(z, r) dz −
∫
F+

f(z, 0) dz

=

1∫
0

ds

∫
F+

d

ds

(
f
(
esr(z), s

)
L(z, sr)

)
dz

=

1∫
0

ds

∫
F+

{(
∇f

(
esr(z), s

)
· (r∗N∗) +

∂

∂s
f
(
esr(z), s

))
L(z, sr)

+ f
(
esr(z), s

)∂(r∗N∗
i )

∂zj
pLji(z, sr)

}
dz,

Интегрируя по частям в последнем члене и учитывая равенство
∂ pLji(z,sr)

∂zj
= 0, i = 1, 2, 3, получаем

∫
rΩ+
t

f(y, 1) dy −
∫
F+

f(z, 0) dz =

1∫
0

ds
{ ∫
F+

∂

∂s
f
(
esr(z), s

)
L(z, sr) dz

+

∫
G+

f
(
esr(z), s

)
rNiNj

pLji(z, sr) dG
}
.

(3.3)

Согласно [17] NiNj
pLji(z, sr) = 1 − srH+ + s2r2K+. Тогда условия со-

хранения масс (1.20) можно выразить через r следующим образом:∫
rΩ+
t

dy −
∫
F+

dz =

∫
G+

φ+(z, r) dG = 0, φ+(z, r) = r − r2

2
H+(z) +

r3

3
K+(z),

∫
rΩ−
t

ρ(y, t) dy −
∫
F−

ϱ(|z′|) dz (3.4)
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=

1∫
0

ds
{ ∫
F−

∂

∂s

(
ϱ(|z′|) + sθ−

(
esr(z), t

))
L(z, sr) dz

+

∫
G−

(
ϱ(|z′|) + sθ−

(
esr(z), t

))
(r − sr2H− + s2r3K−) dG

−
∫
G+

(
ϱ(|z′|) + sθ−

(
esr(z), t

))
(r − sr2H+ + s2r3K+) dG

}

=

∫
F−

1∫
0

θ−
(
esr(z)

)
L(z, sr) dsdz

+

∫
G−

ϱ(|z′|)φ−(z, r) dG −
∫
G+

ϱ(|z′|)φ+(z, r) dG

+

1∫
0

ds
{ ∫
G−

θ−
(
esr(z), t

)
(sr − s2r2H− + s3r3K−) dG

−
∫
G+

θ−
(
esr(z), t

)
(sr − s2r2H+ + s3r3K+) dG

}
= 0,

φ−(z, r) = r − r2

2
H−(z) +

r3

3
K−(z).

Закон сохранения центра тяжести переходит в равенство

0 =

∫
rΩ−
t

ρ(y, t)y dy +

∫
rΩ+
t

ρ+y dy −
∫
F−

ϱ(|z′|)z dz −
∫
F+

ρ+z dz

=

1∫
0

ds
{ ∫
F−

θ−
(
esr(z), t

)
(z + srN)L(z, sr) dz

+

∫
G−

(
ϱ(|z′|) + sθ−

(
esr(z), t

))
(z + srN)

(
r − sr2H− + s2r3K−) dG

−
∫
G+

(
ϱ(|z′|) + sθ−

(
esr(z), t

))
(z + srN)

(
r − sr2H+ + s2r3K+

)
dG
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+

∫
G+

ρ+(z + srN)
(
r − sr2H+ + s2r3K+

)
dG

}
,

т. е.∫
F−

1∫
0

θ−
(
esr(z)

)
(z + srN)L(z, sr) ds dz +

∫
G−

ϱ(|z′|)ψ−(z, r) dG

+

∫
G+

[sρ]
∣∣
G+ψ

+(z, r) dG

+

1∫
0

{ ∫
G−

θ−
(
esr(z), t

)
(z + srN)

(
sr − s2r2H− + s3r3K−) dG

−
∫
G+

θ−
(
esr(z), t

)
(z + srN)

(
sr − s2r2H+ + s3r3K+

)
dG

}
ds = 0, (3.5)

где sρ = ρ+ в F+ и sρ = ϱ(|z′|) в F−,

ψ+(z, r) = φ+(z, r)z +N(z)
(r2
2

− r3

3
H+(z) +

r4

4
K+(z)

)
,

ψ−(z, r) = φ−(z, r)z +N(z)
(r2
2

− r3

3
H−(z) +

r4

4
K−(z)

)
.

(3.6)

Законы сохранения импульса и углового момента выглядят так:∫
F+

ρ+u(z, t)L(z, r) dz +

∫
F−

(
ϱ(|z′|) + θ−(z, t)

)
u(z, t)L(z, r) dz = 0,

∫
F

s

sρu(z, t) · ηj(er)L(z, r) dz

+ ω
(∫

F

s

sρη3(er) · ηj(er)L(z, r) dz −
∫
F

sρη3(z) · ηj(z) dz
)

=

∫
F

s

sρu(z, t) · ηj(er)L(z, r) dz

+ ω

1∫
0

ds
{ ∫
F−

θ−
(
esr(z), t

)
η3(esr) · ηj(esr)L(z, sr) dz
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+

∫
G+

(
ρ+ − ϱ(|z′|)− sθ−

(
esr(z), t

))
η3(esr)

· ηj(esr)
(
r − sr2H+ + s2r3K+

)
dG

+

∫
G−

(
ϱ(|z′|) + sθ−

(
esr(z), t

))
η3(esr)

· ηj(esr)
(
r − sr2H− + s2r3K−)dG}= 0,

где j = 1, 2, 3, s

sρ = ρ+ в F+ и s

sρ = ϱ(|z′|) + θ−(z, t) в F−. При этом мы
применили формулу (3.3) в члене с ω.

Предложение 3.1. Для произвольных чисел l±, постоянных векто-
ров l,m,M = (M1,M2,M3), функций θ− ∈ L2(F−), f0 ∈ W l

2(F+) и
векторного поля b0 ∈ W

l+1/2
2 (G) существуют r ∈ W 2+l

2 (G) и u ∈
W 1+l

2 (F), удовлетворяющие условиям

ρ+
∫
G+

r(z) dG = l+,

∫
G−

ϱ(|z′|)r(z) dG −
∫
G+

ϱ(|z′|)r(z) dG +

∫
F−

θ−(z) dz = l−,

∫
G−

ϱ(|z′|)r(z)z dG +

∫
G+

[sρ]|G+r(z)z dG +

∫
F−

θ−(z)z dz = l,

(3.7)∫
F

sρu(z) dz = m,

∫
F

sρu(z) · ηj(z) dz+ω
( ∫
G−

ϱ(|z′|)r(z)η3(z) · ηj(z) dG+
∫

F−

θ−(z)η3(z) · ηj(z) dz

+

∫
G+

[sρ]|G+r(z)η3(z) · ηj(z) dG
)
= Mj , j = 1, 2, 3,

∇ · u = f0 в F+, b0 ·N = 0 на G±,

µ−ΠGS(u)N = b0 на G−, [u]|G+ = 0, [sµΠGS(u)N ]|G+ = b0 на G+

и неравенству

∥r∥W 2+l
2 (G) + ∥u∥W 1+l

2 (F)

⩽ c
(
|l+|+ |l−|+ |l|+ |m|+ |M |+∥θ−∥F− +∥f0∥W l

2(F)+∥b0∥W l+1/2
2 (G)

)
.
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Доказательство. Положим

r+(z) =
l+N(z) · z
3ρ+|F+| +

l ·N(z)

ρ+|F+| , z ∈ G+,

r−(z) =

(
l− −

∫
F−

θ−(z) dz +
∫

G+

ϱ(|z′|)
( l+z·N(z)

3ρ+|F+| + C+l·N(z)

ρ+|F+|

)
dG

)
z ·N(z)

3ϱ(|z′|)|F|

+

(
l−

∫
F−

θ−(z)z dz +
∫

G+

[sρ]|G+r+(z)z dG
)
·N(z)

ϱ(|z′|)|F| , z ∈ G−. (3.8)

Поскольку l является постоянным вектором, то
∫
G±
l · N(z) dG = 0.

Кроме того, ∫
G−

z ·N dG =

∫
F

∇ · z dz = 3|F|.

Таким образом, соотношения в первой строке в (3.7) выполняются.
Учитываем, что∫
G−

ϱ(|z′|)r(z)z dG +

∫
G+

[sρ]|G+r(z)z dG +

∫
F−

θ−(z)z dz

=

l− −
∫

F−
θ−(z) dz + . . .

3|F|

∫
F

(
∇ · (z1z),∇ · (z2z),∇ · (z3z)

)
dz

+

l−
∫

F−
θ−(z)z dz −

∫
G+

[sρ]|G+r(z)z dG

|F|
·
∫
F

(
∇z1,∇z2,∇z3

)
dz

+

∫
G+

[sρ]|G+r(z)z dG +

∫
F−

θ−(z)z dz

=

2
(
l− −

∫
F−

θ−(z) dz + . . .
)

3|F|

∫
F

z dz + l.

В силу зеркальности фигуры F интеграл справа в последнем равенстве
равен нулю. Значит, вторая строка в соотношениях (3.7) для (3.8) тоже
верна.
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Далее мы построим вектор u1, удовлетворяющий уравнениям

ρ+∇ · u1 = f+
0 в F+, ∇ · (ϱ(|z′|)u1) = f−

0 в F−,

[u1]|G+ = 0, u1 ·N = f1 на G,
(3.9)

где

f1(z) =
N(z) · z
3ρ+|F+|

∫
F+

f+
0 (z) dz +

K+ ·N(z)

ρ+|F+|
, z ∈ G+,

f1(z)=
N(z) · z
3ϱ(z′)|F|

( ∫
F−

f−
0 (x) dx+

∫
G+

ϱ(z′)f1(z) dG
)
+
K− ·N(z)

ϱ(z′)|F−|
, z ∈ G−,

с некоторыми векторами K±, которые определим ниже. Поскольку∫
G+

ρ+f1(z) dG =

∫
F+

f+
0 (z) dz,

∫
G−

ϱ(z′)f1(z) dG −
∫
G+

ϱ(z′)f1(z) dG =

∫
F−

f0(z) dz,

то необходимые условия согласования выполнены и существует u1,
удовлетворяющее (3.9) и неравенству

∥u1∥W 1+l
2 (F) ⩽ c

(
∥f0∥W l

2(F) + ∥f1∥W l+1/2
2 (G)

)
.

Из соотношений∫
F+

ρ+(∇ · u1)z dz =−
∫
F+

ρ+u1 dz + ρ+
∫
G+

(u1 ·N)z dG,

∫
F−

∇ ·
(
ϱ(|z′|)u1

)
z dz =−

∫
F−

ϱ(|z′|)u1 dz −
∫
G+

(
ϱ(|z′|)u1 ·N

)
z dG

+

∫
G−

(
ϱ(|z′|)u1 ·N

)
z dG,

∫
G+

ρ+f1z dG =K+,

∫
G−

ϱ(z′)f1z dG =K−
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мы можем заключить, что∫
F

sρu1 dz = −
∫
F+

f+
0 z dz −

∫
F−

f−
0 z dz +K

+ +K−

−
∫
G+

(
ϱ(|z′|)u1 ·N

)
z dG =m

при

K+ =

∫
F+

f+
0 z dz, K− =m+

∫
F−

f−
0 z dz +

∫
G+

ϱ(|z′|)f1z dG.

Значит,
∥u1∥W 1+l

2 (F) ⩽ c
(
∥f0∥W l

2(F) + |m|
)
.

Теперь найдем векторное поле u2, удовлетворяющее равенствам

µ−ΠGS(u2)N = b0(z)− µ−ΠGS(u1)N ≡ b′(z), z ∈ G−,

[sµΠGS(u2)N ]|G+ = b0(z)− [sµΠGS(u1)N ]|G+ ≡ b′(z), z ∈ G+.

Следуя [18], положим u2 =rotΦ(z), где Φ ∈ W 2+l
2 (∪F±),

Φ(z) =
∂Φ(z)

∂N
= 0,

∂2Φ(z)

∂N2
= b′(z)×N , z ∈ G−,

Φ(z) =
∂Φ(z)

∂N
= 0,

[
sµ
∂2Φ(z)

∂N2

]∣∣∣
G+

= b′(z)×N , z ∈ G+,

и потребуем, чтобы

∥Φ∥W 2+l
2 (∪F±) ⩽ c∥b′∥

W
l+1/2
2 (∪G±)

.

Наконец, определим

u3(z) =

3∑
k=1

xMkrot
(
ekA(z)

)
,

где A ∈ C∞
0 (F+),

∫
F−

ρ+A(z) dz = 1
2 и

xMk = Mk −
∫
F

sρ
(
u1(z) + u2(z)

)
· ηk(z) dz

−ω
( ∫
G−

ϱ(|z′|)rη3 ·ηk dG+
∫
F−

θ−(z)η3(z) ·ηj(z) dz+
∫
G+

[sρ]|G+rη3 ·ηk dG
)
.
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Имеем:
∫
F

sρu3(z) · ηj(z) dz = xMj и

∥u3∥W 1+l
2 (F) ⩽ c| xM |.

Нетрудно видеть, что функция r, определенная в (3.8), и вектор u =
u1 + u2 + u3 удовлетворяют всем необходимым требованиям. Утвер-
ждение доказано. □

Теорема 3.1 (Локальная разрешимость нелинейной задачи). Пусть
T0 < ∞, P−(ϱ) ∈ C1+α(R+) – положительная возрастающая функ-
ция такая, что для неё выполняется второе равенство в (1.15), f ,
∇f ∈ W

l,l/2
2 (QT0), u0 ∈ W 1+l

2 (F), θ0 ∈ W 1+l
2 (F−), r0 ∈ W

5/2+l
2 (G),

l ∈ (1/2, 1), и пусть выполнены условия согласования

∇ · u0 = l+2 (u0, r0) в F+, µ−ΠGS(u0)N = l−3 (u0, r0) на G−,

[u0]
∣∣
G+ = 0, [sµΠGS(u0)N ]

∣∣
G+ = l+3 (u0, r0) на G+.

(3.10)
Тогда существует значение ε(T0) ≪ 1 такое, что задача (3.1) с ма-
лыми данными:

∥u0∥W 1+l
2 (∪F±) + ∥θ−0 ∥W 1+l

2 (F−) + ∥r0∥W 2+l
2 (G)

+∥f∥
W

l,l/2
2 (QT0

)
+ ∥∇f∥QT0

⩽ ε,
(3.11)

имеет единственное решение (u, θ±, r) на интервале (0, T0] и выпол-
нены неравенства

Y0,T0
(u, θ±, r) ⩽ c(ε)

{
N(u0, θ

−
0 , r0) + ∥f∥

W
l,l/2
2 (QT0

)

}
, (3.12)

N(u(·, T0), θ
−(·, T0), r(·, T0)) ⩽ ϑN(u0, θ

−
0 , r0) + c∥f∥

W
l,l/2
2 (QT0

)
, (3.13)

где ϑ < 1/2,

Y0,T (u, θ
±, r) ≡ ∥u∥

W
2+l,1+l/2
2 (DT )

+ ∥θ∥
W

l,l/2
2 (DT )

+ |||θ|||(1+l,l/2)
DT

+ |||Dtθ
−|||(1+l,l/2)

Q−
T

+ ∥r∥
W

5/2+l,5/4+l/2
2 (GT )

+ ∥Dtr∥W 3/2+l,3/4+l/2
2 (GT )

и
N(w, θ−, ρ) ≡ ∥w∥W 1+l

2 (F) + ∥θ−∥W 1+l
2 (F−) + ∥ρ∥W 2+l

2 (G).

Доказательство теоремы 3.1 опирается на теорему 2.1 и на следую-
щие оценки нелинейных членов.
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Предложение 3.2. Если

∥r(·, t)∥
W

3/2+l
2 (G) + ∥Dtr(·, t)∥W 1/2+l

2 (G) + ∥u(·, t)∥W 1+l
2 (F)

+ ∥θ−(·, t)∥W 1+l
2 (F−)⩽ δ, t⩽T, (3.14)

где δ — определенное малое положительное число, то нелинейные
члены (3.2) и pf(z, t) ≡ rf(er(z, t), t) подчиняются неравенствам

Z0,T (u, θ
±, r) ≡ ∥l±1 (u, θ±, r)∥

W
l, l

2
2 (DT )

+ ∥l±2 (u, θ−, r)∥W 1+l,0
2 (DT ) + ∥L(u, r)∥

W
0,1+ l

2
2 (Q+

T )

+ ∥l±3 (u, r)∥
W

1
2
+l, 1

4
+ l

2
2 (GT )

+ |||l±4 (u, θ−, r)|||
( 1
2+l, l

2 )

GT
+ |||l±5 (r)|||

( 1
2+l, l

2 )

GT

+ ∥l6(u, r)∥
W

3
2
+l, 3

4
+ l

2
2 (GT )

⩽ cY 2
0,T (u, θ

±, r), (3.15)

∥ pf∥
W

l, l
2

2 (QT )

⩽ c
{
∥f∥

W
l, l

2
2 (QT )

+ sup
t<T

(
∥Dtr(·, t)∥

W
l+1

2
2 (G)

+ ∥u(·, t)∥Ω
)
∥∇f∥QT

}
.

Если (u, θ, r) и (u′, θ′, r′) удовлетворяют условию (3.14), то

Z0,T (u− u′, θ − θ′, r − r′) ⩽ cδY0,T (u− u′, θ − θ′, r − r′),

∥ rf − rf ′∥
W

l,l/2
2 (QT )

⩽ cδY0,T (u− u′, q − q′, r − r′),
(3.16)

где pf ′ = rf(er′(z, t), t).

Доказательство. Аналогичное утверждение было доказано для од-
ной и двух несжимаемых жидкостей в [20, 18] (предложение 3.2) (см.
также [19], §12). Оценим недостающие члены, следуя [8].

Приведём некоторые вспомогательные неравенства (см. [21, 20]) Ес-
ли u, v зависят от t ∈ (0, T ), то

∥uv∥Wm,0
2 (QT )⩽c∥u∥Wm,0

2 (QT ) sup
t∈(0,T )

∥v(·, t)∥
W

n/2+γ
2 (Q)

,

QT =Q× (0, T ),
(3.17)

где m < n/2, Q ⊂ Rn, γ > 0. Кроме того, из

∥ △t (−h)(uv)∥Q ⩽ ∥ △t (−h)u(·, t)∥Q sup
Q

|v(y, t)|

+ ∥u∥Lp(Q)∥ △t (−h)v∥Lq(Q) (3.18)
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в силу теорем вложения следует неравенство

∥uv∥
Ẇ

0,m/2
2 (QT )

⩽ c∥u∥
Ẇ

0,m/2
2 (QT )

sup
QT

|v(y, t)|

+ c sup
t<T

∥u(·, t)∥Wm
2 (Q)∥v∥Wm/2

2

(
(0,T );W

n/2−m
2 (Q)

),
где m− n/2 + n/p ⩾ 0, 1/q = 1/2− 1/p, m < n/2.

В l−1 (u, θ
−, r) рассмотрим член с давлением

P ≡ P−′
(ϱ+ θ−)r∇(ϱ+ θ−)− P−′

(ϱ)r∇ϱ− P−′
(ρ−∗ )r∇θ− ± P−′

(ϱ)r∇(ϱ+ θ−)

=r∇(ϱ+ θ−)θ−
1∫

0

P−′′
(ϱ+ sθ−) ds− P−′

(ρ−∗ )r∇θ− + P−′
(ϱ)

(
r∇(ϱ+ θ−)− r∇ϱ

)

=r∇(ϱ+ θ−)θ−
1∫

0

P−′′
(ϱ+ sθ−) ds+ (ϱ− ρ−∗ )

1∫
0

P−′′(
ρ−∗ + s(ϱ− ρ−∗ )

)
dsr∇θ−.

Так как P− ∈ C3+1(min ρ−,max ρ−), то согласно (3.17), (3.18) с пока-
зателями p = 3, q = 6, m = l и γ = l − 1/2 имеем

∥P∥
W

l,0
2 (Q−

T
)
⩽ c∥θ−∥

W
1+l,0
2 (Q−

T
)

(
sup
t<T

∥θ−∥
W1+l

2 (F−)
+ ∥ϱ− ρ−∗ ∥W1+l

2 (F−)

)
,

∥ △t (−h)P∥L2(F−) ⩽ c
(
∥ △t (−h)∇θ−∥L2(F−)

(
sup
Q−

T

|θ−|+ sup
F−

|ϱ− ρ−∗ |
)

+
(
∥∇ϱ∥L3(F−) + ∥∇θ−∥L3(F−)

)
∥ △t (−h)θ−∥L6(F−)

)
⩽ c∥ △t (−h)θ−∥W1

2 (F−)

(
∥θ−∥

W1+l
2 (F−)

+ ∥ϱ− ρ−∗ ∥W1+l
2 (F−)

)
⩽ c

h∫
0

∥Dtθ
−(·, t− τ)∥W1

2 (F−) dt
(
∥θ−∥

W1+l
2 (F−)

+ ∥ϱ− ρ−∗ ∥W1+l
2 (F−)

)
,

что в силу теоремы 1.1 для функции ϱ (1.11) влечёт неравенство

∥P∥
W

l,l/2
2 (Q−

T )
⩽ c(T )

(
∥Dtθ

−∥W 1,0
2 (Q−

T ) + ∥θ−∥W 1+l,0
2 (Q−

T )

)
×
(
sup
t<T

∥θ−∥W 1+l
2 (F−) + ∥ϱ− ρ−∗ ∥W 1+l

2 (F−)

)
⩽ c(δ + |β|)

(
∥Dtθ

−∥W 1+l,0
2 (Q−

T ) + ∥θ−0 ∥W 1+l
2 (F−)

)
.
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Поясним, что функция Q−1 ∈ C2+1, по крайней мере. Значит, с учётом
(1.16) справедлива оценка

∥ϱ−ρ−∗ ∥W 1+l
2 (F−)⩽c

∣∣Q−1
(ω2

2
|z′|2+C−

)
−Q−1(C−)

∣∣
C1+1 +|Q−1(C−)−ρ−∗ |

⩽ c(|ω|+ |β|).
Кроме того, мы также учли (3.14) и тот факт, что

∥θ−(·, t)∥W 1+l
2 (F−) ⩽ ∥θ−0 ∥W 1+l

2 (F−) +

t∫
0

∥Dtθ
−(·, τ)∥W 1+l

2 (F−) dτ.

Член в l4, состоящий из выражения (P−(ϱ+ θ−)−P−(ϱ)−p1θ
−)

∣∣
Γ0

,
оценивается аналогично. □

Основной результат настоящей статьи заключается в следующем:

Теорема 3.2 (Глобальная разрешимость нелинейной задачи). Пусть
P− ∈ C3+1(min ρ− max ρ−) – положительная возрастающая функция
такая, что для неё выполняется второе равенство в (1.15), u0 ∈
W 1+l

2 (F), θ0 ∈ W 1+l
2 (F−), r0 ∈ W

5/2+l
2 (G), l ∈ (1/2, 1). Предположим,

что выполнены условия согласования (3.10) и малости

∥u0∥W 1+l
2 (F) + ∥θ0∥W 1+l

2 (F−) + ∥r0∥W 2+l
2 (G) ⩽ ε ≪ 1, (3.19)

а также неравенство (2.5) и ограничения (3.4) при t = 0. Более то-
го, мы предполагаем, что f , ∇f ∈ W

l,l/2
2 (Q∞) f∈W l1

2

(
(0,∞);W l

2(Ω)
)
∩

W
0,l1+l/2
2 (Q∞) с l1 ∈ (1/2, 1), вектор f подчиняется условиям орто-

гональности (1.5) и имеет малые нормы:

∥eα1tf∥
W

l,l/2
2 (Q∞)

⩽ ε, α1 > 0, sup
τ>0

∥Di
xf∥Qτ,τ+T0

⩽ ε, |i| = 1, 2,

(3.20)
где Q∞ = Ω× (0,∞), T0 > 2 – некоторое фиксированное число.

Тогда задача (3.1) имеетединственное решение, определенное на
бесконечном временном интервале t > 0, и

∥eαtu∥
W

2+l,1+l/2
2 (D∞)

+ |||eαtθ|||(1+l,l/2)
D∞

+ |||eαtDtθ
−|||(1+l,l/2)

Q−
∞

+ ∥eαtr∥
W

5/2+l,5/4+l/2
2 (G∞)

+ ∥eαtDtr∥2
W

3/2+l,3/4+l/2
2 (G∞)

⩽ c1(ε)
{
∥eα1tf∥

W
l,l/2
2 (Q∞)

+ ∥u0∥W1+l
2 (F)

+ ∥θ0∥W1+l
2 (F−)

+ ∥r0∥W2+l
2 (G)

}
(3.21)

с некоторым 0 < α < α1; c1(ε) является ограниченной функцией от ε.
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Доказательство. Изложим основные идеи доказательства.
Решение уравнения (3.1) будем искать в виде суммы

u = u′ + u′′, θ = θ′ + θ′′, r = r′ + r′′.

Запишем условия сохранения масс с учётом (3.4) в форме∫
G+

r+ dG =

∫
G+

(
r+ − φ+(z, r+)

)
dG ≡ l+(r+),

∫
G−

ϱ(|z′|)r− dG −
∫
G+

ϱ(|z′|)r+ dG +

∫
F−

θ−(z) dz

=

∫
F−

(
θ−(z)−

1∫
0

θ−
(
esr(z)

)
L(z, sr) ds

)
dz (3.22)

+

∫
G−

ϱ(|z′|)
(
r− − φ−(z, r−)

)
dG −

∫
G+

ϱ(|z′|)
(
r+ − φ+(z, r+)

)
dG

−
1∫

0

ds
{ ∫
G−

θ−
(
esr(z), t

)
(sr − s2r2H− + s3r3K−) dG

−
∫
G+

θ−
(
esr(z), t

)
(sr − s2r2H+ + s3r3K+) dG

}
≡ l−(r+, r−, θ−).

Линеаризуем также закон сохранения центра масс (3.5), (3.6):∫
G−

ϱ(|z′|)r−z dG +

∫
G+

[sρ]|G+r+z dG +

∫
F−

θ−(z)z dz

=

∫
F−

(
θ−(z)z −

1∫
0

θ−
(
esr(z)

)
(z + srN)L(z, sr) ds

)
dz (3.23)

+

∫
G−

ϱ(|z′|)
(
r−z −ψ−(z, r−)

)
dG +

∫
G+

[sρ]
∣∣
G+

(
r+z −ψ+(z, r+)

)
dG

−
1∫

0

{ ∫
G−

θ−
(
esr(z), t

)
(z + srN)

(
sr − s2r2H− + s3r3K−) dG
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−
∫
G+

θ−
(
esr(z), t

)
(z + srN)

(
sr − s2r2H+ + s3r3K+

)
dG

}
ds

≡ l(r+, r−, θ−).

Законы сохранения количества движения и углового момента перей-
дут в∫
F

sρudz =

∫
F

sρu
(
1− L(z, r)

)
dz −

∫
F−

θ−(z, t)u(z, t)L(z, r) dz ≡ m(u, r, θ−),

∫
F

sρu · ηj dz + ω
( ∫
F−

θ−(z)η3 · ηj dz +

∫
G−

ϱ(|z′|)rη3 · ηj dG +

∫
G+

[sρ]|G+rη3 · ηj dG
)

=

∫
F

sρu ·
(
ηj(z)− ηj(er)L(z, r)

)
dz −

∫
F−

θ−(z, t)u · ηj(er)L(z, r) dz

+ ω

1∫
0

ds
{ ∫
F−

(
θ−(z)η3 · ηj − θ−

(
esr(z), t

)
η3(esr) · ηj(esr)L(z, sr)

)
dz (3.24)

+

∫
G+

[sρ]|G+rη3 · ηj dG +

∫
G−

ϱ(|z′|)rη3 · ηj dG

−
∫
G+

(
[sρ]|G+ − sθ−

(
esr(z), t

))
η3(esr) · ηj(esr)

(
r − sr2H+ + s2r3K+

)
dG

−
∫

G−

(
ϱ(|z′|) + sθ−

(
esr(z), t

))
η3(esr) · ηj(esr)

(
r − sr2H− + s2r3K−)

dG
}

≡ Mj(u, r, θ
−), j = 1, 2, 3.

Согласно предложению 3.1 можно построить функции u′′
0 , r

′′
0 , удо-

влетворяющие соотношениям∫
G+

r+
′′

0 dG = l+(r+0 ),

∫
G−

ϱ(|z′|)r−
′′

0 dG −
∫
G+

ϱ(|z′|)r+
′′

0 dG +

∫
F−

θ−0 (z) dz = l−(r+0 , r
−
0 , θ−0 ),

∫
G−

ϱ(|z′|)r−
′′

0 z dG +

∫
G+

[sρ]|G+r
+′′

0 z dG +

∫
F−

θ−0 (z)z dz = l−(r+0 , r
−
0 , θ−0 ),

∫
F

sρu′′
0 dz = m(u0, r0, θ

−
0 ),

(3.25)
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∫
F

sρu′′
0 · ηj(z) dz + ω

( ∫
G−

ϱ(|z′|)r′′0η3 · ηj dG +

∫
G+

[sρ]
∣∣
G+r

′′
0η3 · ηj dG

+

∫
F−

θ−0 (z)η3 · ηj dz
)
= Mj(u0, r0, θ

−
0 ), j = 1, 2, 3, (3.26)

∇ · u′′
0 = l+2 (u0, r0) в F+, µ−ΠGS(u′′

0 )N
∣∣
G− = l−3 (u0, r0),

[u′′
0 ]
∣∣
G+ = 0, [sµΠGS(u′′

0 )N ]
∣∣
G+ = l+3 (u0, r0).

Положим теперь u′
0 ≡ u0 − u′′

0 , r
′
0 ≡ r0 − r′′0 и определим (u′, θ′, r′)

как решение задачи

sρ
(
Dtu

′(z, t) + 2ω(e3 × u′)
)
− sµ∇2u′ +∇θ′ = 0, ∇ · u′ = 0 в F+,

ϱ(x′)
(
Dtu

′ + 2ω(e3 × u′)
)
− µ−∇2u′ − µ−

1 ∇(∇ · u′) + p1∇θ′ = 0,

Dtθ
′ +∇ ·

(
ϱ(x′)u′) = 0 в F−, t > 0, (3.27)

µ−ΠGS(u′)N
∣∣
G− = 0, −p1θ

−′
+N · T′(u′)N + B−

0 r
′ = 0 на G−,

[u′]
∣∣
G+ = 0,

[
sµΠGS(u′)N(z)

]∣∣
G+ = 0,

− θ+
′
+ p1θ

−′
+
[
N · T′(u′)N

]∣∣
G+ + B+

0 r
′ = 0 на G+,

Dtr
′ − u′ ·N = 0 на G,

u′∣∣
t=0

= u′
0 в F , θ−

′ ∣∣
t=0

= θ−0 в F−,

r′
∣∣
t=0

= r′0 в G.

Отметим, что ввиду (3.22), (3.25) исходные данные u′
0, r

′
0 удовлетворя-

ют необходимым условиям (2.2), (2.3) и однородным условиям согла-
сования (2.6). Так, например,

∫
G+

r+
′

0 dG =

∫
G+

(r0 − r+
′′

0 ) dG =

∫
G+

φ+(z, r0) dS = 0,

∫
F

sρu′
0 dG = 0,

поэтому по теореме 2.2 решение (u′, θ′, r′) задачи (3.27) существует при
всех значениях времени t > 0.
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Наконец, мы находим (u′′, θ′′, r′′) как решение системы

ρ+
(
Dtu

′′+2ω(e3× u′′)
)
−µ+∇2u′′+∇θ′′=ρ+ pf+l+1 (u

′+u′′, θ′+θ′′, r′ + r′′),

∇ · u′′ = l+2 (u
′ + u′′, r′ + r′′) в F+, t > 0,

ϱ(x′)
(
Dtu

′′ + 2ω(e3 × u′′)
)
− µ−∇2u′′ − µ−

1 ∇(∇ · u′′) + p1∇θ′′

= ϱ(x′) pf + l−1 (u
′ + u′′, θ′ + θ′′, r′ + r′′),

Dtθ
′′ +∇ ·

(
ϱ(x′)u′′) = l−2 (u′ + u′′, θ′ + θ′′, r′ + r′′) в F−, t > 0,

µ−ΠGS(u′′)N = l−3 (u
′ + u′′, r′ + r′′) на G−, (3.28)

[u′′]
∣∣
G+ = 0,

[
sµΠGS(u′′)N

]∣∣
G+ = l+3 (u

′ + u′′, r′ + r′′) на G+,

− p1θ
−′′

+N · T′(u′′)N+B−
0 r′′= l−4 (u′+u′′, θ′+θ′′, r′+r′′)+l−5 (r′+r′′) на G−,

−θ+
′′
+p1θ

−′′
+[N · T′(u′′)N ]

∣∣
G++B+

0 r
′′= l+4 (u

′+u′′, θ′+θ′′, r′+r′′)+l+5 (r
′+r′′)

на G+,

Dtr
′′ − u′′ ·N = l6(u

′ + u′′, r′ + r′′) на G,

u′′∣∣
t=0

= u′′
0 в F , θ−

′′ ∣∣
t=0

= 0 в F−, r′′
∣∣
t=0

= r′′0 на G,

начальные данные которой подчиняются ограничениям (3.25), (3.26).
Если выполняется (3.19), то выражения

l+(r+0 ), l−(r+0 , r
−
0 , θ

−
0 ), l(r

+
0 , r

−
0 , θ

−
0 ), m(u0, r0, θ

−
0 ), M(u0, r0, θ

−
0 ),

определённые формулами (3.22)–(3.24), и функции f0 = l+2 (u0, r0),
b0(z) = l

±
3 (u0, r0), z ∈ ∪G±, удовлетворяют неравенству

|l+|+ |l−|+ |l|+ |m|+ |M |+ ∥f0∥W l
2(∪F±) + ∥b0∥W l+1/2

2 (G)

⩽ cε
(
∥u0∥W 1+l

2 (F) + ∥θ−0 ∥W 1+l
2 (F−) + ∥r0∥W 2+l

2 (G)
)
.

Следовательно,

∥u′′
0∥W1+l

2 (F)
+∥r′′0 ∥W2+l

2 (G)
⩽cε

(
∥u0∥W1+l

2 (F)
+∥θ−0 ∥

W1+l
2 (F−)

+∥r0∥W2+l
2 (G)

)
,

∥u′
0∥W1+l

2 (F)
+∥r′0∥W2+l

2 (G)
⩽c

(
∥u0∥W1+l

2 (F)
+∥θ−0 ∥

W1+l
2 (F−)

+∥r0∥W2+l
2 (G)

)
.



ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ВРАЩЕНИЯ ДВУХФАЗНОЙ ЖИДКОСТИ 65

Согласно теореме 2.2 решение (u′, θ′, r′) задачи (3.27) удовлетворяет
неравенству (2.7):

∥eαtu′∥
W

2+l,1+ l
2

2 (D∞)
+ |||eαtθ′|||(1+l,l/2)

D∞
+ |||eαtDtθ

−′
|||(1+l,l/2)

Q−
∞

+ ∥eαtr′∥2
W

5
2
+l, 5

4
+ l

2
2 (G∞)

+ ∥eαtDtr
′∥

W
3
2
+l, 3

4
+ l

2
2 (G∞)

⩽ c
{
∥u′

0∥W 1+l
2 (∪F±) + ∥θ−

′

0 ∥W 1+l
2 (F−) + ∥r′0∥W 2+l

2 (G)
}
. (3.29)

В § 4 из [8] для двухфазной задачи было показано, что при бо́льшей
гладкости функции давления жидкостей и массовых сил решение то-
же обладает повышенной гладкостью. Аналогичные результаты для
одной несжимаемой жидкости были получены Солонниковым в [22].
Эти выводы применимы и для нашего случая, так как система с учё-
том вращения отличается от той, что рассмотрена в [8], только сла-
быми членами. В частности, теорема 6 даёт оценку соболевских норм
приращения решения по t. Приведём эту теорему.

Теорема 3.3 ([8]). Предположим, что P∈C3+1(min ρ,max ρ) и f удо-
влетворяет ограничениям: f∈W l1

2

(
(t0, T );W

l
2(Ω)

)
∩W

0,l1+l/2
2 (Qt0,T ) с

l1 ∈ (1/2, 1), ∇f ∈ W
l,l/2
2 (QT ). Тогда для u(s)(y, t) = u(y, t)−u(y, t− s)

и θ(s)(y, t) = θ(y, t)− θ(y, t− s) верно неравенство

Y (t0, t1) ≡ ∥eγtu(s)∥
W

2+l,1+l/2
2 (∪Q±

t2,t1
)
+ |||eγtθ(s)|||(l+1,l/2)

∪Q±
t2,t1

+ |||eγtDtθ
(s)−|||(l+1,l/2)

Q−
t2,t1

⩽ C(u, θ, r)sa, (3.30)

где a > 1/2, 0 < t0 < t1 < T , t2 = (t1 − (t1 − t0)/4), 0 < s < min(t1 −
t2, t0), γ > 0, Q±

t2,t1 = Ω±
0 × (t2, t1) и C — константа, зависящая от

норм решения задачи (3.1).

Очевидно, что эта теорема применима и к линейной задаче (3.27).
Возводя обе части неравенства (3.30) в квадрат, деля потом на s и
переходя к пределу по s → 0, приходим к оценке для T > 0:

∥u′(·, T )∥W 2+l
2 (∪F±)+ ∥θ′(·, T )∥W 1+l

2 (∪F±) + ∥r′(·, T )∥W 2+l
2 (G)

⩽ c1e
−αT

{
∥u′

0∥W 1+l
2 (∪F±) + ∥θ−

′

0 ∥W 1+l
2 (F−) + ∥r′0∥W 2+l

2 (G)
}
, (3.31)

при этом оценка ∥r′(·, T )∥W 2+l
2 (G) следует из (3.29) (смотри замеча-

ние 2.1), α ⩽ γ.
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Мы выбираем T = T0 настолько большим, чтобы

c1e
−αT0 ⩽ ϑ1 ≪ 1/2, α > 0.

Что касается задачи (3.28), то она решается итерациями, как в [18],
на основе теоремы 2.1 и оценки (3.15) для нелинейных членов (3.2):

Z0,T (u, θ, r) ⩽ cY 2
0,T (u, θ, r).

Сходимость итераций гарантируют неравенства (3.16). Кроме того,
первое из них обеспечивает единственность решения, так как из него
вместе с (3.12) следует тривиальность разности двух решений одно-
родной задачи.

Таким образом, если ε достаточно мало, то из неравенств (3.12) и
(3.13) мы получаем

Y0,T0
(u′′, θ′′, r′′)

⩽ c2(ε)
(
∥f∥

W
l,l/2
2 (QT0

)
+ ∥u0∥W 1+l

2 (F) + ∥θ−0 ∥W 1+l
2 (F−) + ∥r0∥W 2+l

2 (G)
)
.

N
(
u(·, T0), θ

−(·, T ), r(·, T0)
)

≡ ∥u(·, T0)∥W 1+l
2 (∪F±)+∥θ(·, T0)∥W 1+l

2 (∪F±)+∥r(·, T0)∥W 2+l
2 (G)

⩽ N
(
u′(·, T0), θ

−′
(·, T0), r

′(·, T0)
)
+N

(
u′′(·, T0), θ

−′′
(·, T0), r

′′(·, T0)
)

⩽ (ϑ1 + ϑ)
(
∥u0∥W 1+l

2 (F) + ∥θ−0 ∥W 1+l
2 (F−)

+ ∥r0∥W 2+l
2 (G)

)
+ c∥f∥

W
l,l/2
2 (QT0

)
,

где ϑ < 1/2 – константа из неравенства (3.13). Положим λ ≡ ϑ1+ϑ < 1.
В силу неравенств (3.19), (3.20) отсюда следует, что

Y0,T0(u, θ, r)⩽c
(
∥f∥

W
l,l/2
2 (QT0

)
+∥u0∥W1+l

2 (F)
+∥θ−0 ∥

W1+l
2 (F−)

+∥r0∥W2+l
2 (G)

)
⩽ cε, (3.32)

N
(
u(·, T0), θ

−(·, T0), r(·, T0)
)

⩽ λ
(
∥u0∥W1+l

2 (F)
+ ∥θ−0 ∥

W1+l
2 (F−)

+ ∥r0∥W2+l
2 (G)

)
+ c∥f∥

W
l,l/2
2 (QT0

)
⩽ Cε.

Теорема 3.3 применима и к (u′′, θ′′, r′′). Поэтому из неравенства (3.31)
и из гладкости u′′ ∈ W 2+l

2 (∪F±) и θ′′ ∈ W 1+l
2 (∪F±) вытекает принад-

лежность r(·, T ) к W
5/2+l
2 (G) ввиду того, что в силу краевых условий

с операторами B±
0 в (3.1) r является решением эллиптических уравне-

ний второго порядка на G с правыми частями из W
1/2+l
2 (G). Значит,

условия локальной теоремы существования выполнены, если взять в
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неравенствах (3.32) уменьшенное ε. Это даёт нам возможность продол-
жать решение (u, θ, r) на интервалы (T0, 2T0), . . . , (kT0, (k + 1)T0), . . .
вплоть до бесконечного интервала t > 0 путем многократного приме-
нения полученного локального результата и завершить доказательство
теоремы 3.2 так же, как в [18].

Итак, предположим, что решение уже найдено для t ⩽ kT0. Тогда
его можно определить для t ∈ (kT0, (k + 1)T0] как решение задачи с
начальными условиями u(z, kT0) = u(z, kT0 − 0) ≡ uk(z), θ−(z, kT0) =
θ−(z, kT0 − 0) ≡ θ−k (z), r(z, kT0) = r(z, kT0 − 0) ≡ rk(z).

Рассмотрим случай k = 1. Из (3.11) и (3.12) следует, что

N1 ≡ N(u1, θ
−
1 , r1) ⩽ Cε.

Следовательно, заменив ε на C−1ε, мы видим, что эта задача разре-
шима в интервале времени (T0, 2T0] и, согласно (3.32), выполняются
оценки

Y1(u, θ, r) ⩽ c
{
N1 + ∥f∥

W
l,l/2
2 (QT0,2T0

)

}
,

N2 ⩽ λN1 + c∥f∥
W

l,l/2
2 (QT0,2T0

)
⩽ Cε,

где

Nk ≡ NT0
(uk, θ

−
k , rk), Yk(u, θ, r) ≡ YkT0,(k+1)T0

(u, θ, r).

Если решение найдено для t ⩽ kT0 и доказаны неравенства

N2
j ⩽ λ2N2

j−1 + c∥f∥2
W

l,l/2
2 (Q(j−1)T0,jT0

)
, λ < 1, (3.33)

Y 2
j ⩽ c

{
N2

j + ∥f∥2
W

l,l/2
2 (Q(j−1)T0,jT0

)

}
, j = 1, . . . , k − 1,

тогда

N2
j ⩽ λ2N2

j−1 + c∥f∥2
W

l,l/2
2 (Q(j−1)T0,jT0

)
⩽ . . .

⩽ λ2jN2
0 + c

j−1∑
i=0

λ2(j−1−i)∥f∥2
W

l,l/2
2 (QiT0,(i+1)T0

)
⩽ cλ2(j−1)ε2

(3.34)

с константами c, не зависящими от j. (Здесь мы использовали нера-
венства (3.20) для f .) Поскольку λj → 0 при j → ∞, то правая часть
(3.34) меньше ε2 при j ⩾ j0, и замена ε на C−1ε должна быть произ-
ведена лишь конечное число раз.
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Пусть λ1 > λ (λ1 = e−αT0 , α < α1). Просуммируем (3.33), умножен-
ные на λ−2j

1 . Это приводит к
k∑

j=0

λ−2j
1 N2

j ⩽ N2
0 +

λ2

λ2
1

k∑
j=1

λ−2j+2
1 N2

j−1 + c

k∑
j=1

λ−2j
1 ∥f∥2

W
l,l/2
2 (Q(j−1)T0,jT0

)

⩽
λ2
1

λ2
1 − λ2

N2
0 +

cλ2
1

λ2
1 − λ2

k∑
j=1

λ−2j
1 ∥f∥2

W
l,l/2
2 (Q(j−1)T0,jT0

)
.

Наконец, переходя к пределу по k → ∞ в
k∑

j=0

λ−2j
1 Y 2

j (u, q, r) ⩽ c
{
N2

0 +

k∑
j=0

λ−2j
1 ∥f∥2

W
l,l/2
2 (QjT0,(j+1)T0

)

}
,

мы приходим к неравенству, эквивалентному (3.21). □

§4. Заключение

Заметим, что при отсутствии вращения границей раздела является
сфера. Её устойчивость, т. е. оценка (2.5) для неё, доказана, например,
в работе Солонникова [22]. При малых угловых скоростях для двух-
слойной несжимаемой жидкости фигуры равновесия близки к вложен-
ным сплюснутым сфероидам.

На основании теоремы 3.2 можно заключить, что при достаточной
малости начальных данных, экспоненциально убывающих массовых
силах, близости начальных поверхностей к границам фигур равнове-
сия и положительной определённости квадратичной формы (2.4) для
них задача (1.19) разрешима на бесконечном промежутке времени,
причём её решение экспоненциально стремится к нулю. Это означа-
ет, что данные равновесные фигуры устойчивы, а решение проблемы
(1.1) при t → ∞ сходится к решению (V,P) стационарной задачи (1.7),
(1.8), описывающей вращение двухфазной жидкой массы как твёрдого
тела.
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Denisova I. V. On the stability of rotation of a two-phase fluid with a
free boundary.

We study the stability of an axisymmetric equilibrium figure consisting
of two viscous capillary fluids, one compressible and one incompressible,
rotating about the x3 axis with a small angular velocity. It is assumed
that the incompressible fluid is located strictly inside the compressible
one. The perturbation of this motion is governed by interface problem for
the Navier–Stokes system.

A global unique solvability of this problem in Sobolev–Slobodetskǐı
spaces is obtained for small initial data, external forces, and rotational
velocity, as well as for the given initial surfaces close to certain axisymmetric
equilibrium figures. It is proved that if the quadratic form of the boundary
operator is positive definite, then a small perturbation of the axisymmetric
equilibrium figure exponentially tends to zero as t → ∞, and the motion
of the two-phase drop transforms into the rotation of the liquid mass as a
solid body.
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