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ÏÎËÎÑÅ

�1. Ââåäåíèå

Îñíîâíàÿ öåëü äàííîé ðàáîòû � îáîáùèòü íåêîòîðûå êëàññè÷åñêèå
ðåçóëüòàòû ñïåêòðàëüíîé òåîðèè äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà ñ óñëîâèåì
Äèðèõëå â èçîãíóòûõ âîëíîâîäàõ íà ñëó÷àé íåëîêàëüíûõ îïåðàòîðîâ,
à èìåííî, ñóæåííîãî äðîáíîãî ëàïëàñèàíà.

Äëÿ ñòàíäàðòíîãî ëàïëàñèàíà ñ óñëîâèÿìè Äèðèõëå â êâàíòîâûõ
âîëíîâîäàõ (îáëàñòÿõ ñ öèëèíäðè÷åñêèìè âûõîäàìè íà áåñêîíå÷íîñòü)
ðàçðàáîòàíà òåîðèÿ, îïèñûâàþùàÿ âëèÿíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ äåôîðìà-
öèé íà ñïåêòð. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïðÿìîé êâàíòîâûé âîëíîâîä
îáëàäàåò ÷èñòî íåïðåðûâíûì ñïåêòðîì, îãðàíè÷åííûì ñíèçó ïåðâûì
ñîáñòâåííûì ÷èñëîì àíàëîãè÷íîé çàäà÷è íà ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè. Îä-
íàêî ãåîìåòðè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ, òàêèå êàê èçãèá èëè ëîêàëüíîå ðàñ-
øèðåíèå, ìîãóò ïðèâîäèòü ê ïîÿâëåíèþ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë íèæå óêà-
çàííîãî ïîðîãà, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé �çàõâà÷åííûå ìîäû� èëè ñâÿ-
çàííûå ñîñòîÿíèÿ. Â ôóíäàìåíòàëüíûõ ðàáîòàõ â ýòîé îáëàñòè (ñì.,
íàïðèìåð, [1, 2, 3, 4]) óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî â èçîãíóòûõ âîëíîâîäàõ
ñîáñòâåííûå ÷èñëà âîçíèêàþò íåçàâèñèìî îò ìàëîñòè êðèâèçíû. Îò-
ìåòèì, ÷òî ñêðó÷èâàíèå âîëíîâîäà, íàïðîòèâ, ìîæåò ïðåïÿòñòâîâàòü
ñóùåñòâîâàíèþ ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé [5, 3].

Ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ äëÿ íåëîêàëüíûõ îïåðàòîðîâ â íåîãðàíè÷åí-
íûõ îáëàñòÿõ ñóùåñòâåííî ìåíåå ðàçðàáîòàíà, íåñìîòðÿ íà åå âàæíóþ
ðîëü â ôèçèêå è òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Äðîáíûå ëàïëàñèàíû (−∆)α

åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò â ðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ìåõàíè-
êå ïðè îïèñàíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ÷àñòèöû ñ ïðåíåáðåæèìî ìàëîé
ìàññîé [6, 7]. Â êîíòåêñòå ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ýòè îïåðàòîðû ïî-
ðîæäàþò ïðîöåññû Ëåâè, êîòîðûå îáîáùàþò áðîóíîâñêîå äâèæåíèå,

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñóæåííûé äðîáíûé ëàïëàñèàí, ïëîñêèé âîëíîâîä, ñïåêòð çà-
äà÷è Äèðèõëå.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà, ãðàíò 19-71-
30002.
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äîïóñêàÿ ðàçðûâíûå òðàåêòîðèè è îïèñûâàÿ òåì ñàìûì ýôôåêòû ðàñ-
ïðåäåëåíèé ñ òÿæåëûìè õâîñòàìè (heavy-tailed â àíãëèéñêîé òåðìèíî-
ëîãèè) â çàäà÷àõ àíîìàëüíîé äèôôóçèè [8, 9].

Îäíà èç îñîáåííîñòåé ïîñòàíîâêè çàäà÷è äëÿ íåëîêàëüíûõ îïåðàòî-
ðîâ � ðàçíîîáðàçèå âîçìîæíûõ îïðåäåëåíèé óñëîâèÿ Äèðèõëå íà ãðà-
íèöå. Îäèí èç ïîäõîäîâ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïðåäñòàâèòü îïåðà-
òîð êàê ñïåêòðàëüíóþ ñòåïåíü (−∆Ω)α îáû÷íîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà
ñ óñëîâèÿìè Äèðèõëå. Â ýòîì ñëó÷àå èçó÷åíèå ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ
ñâîäèòñÿ ê àíàëèçó ñòàíäàðòíîãî ëàïëàñèàíà. Äðóãîé ñïîñîá, èñïîëü-
çóåìûé â äàííîé ðàáîòå, çàêëþ÷àåòñÿ â ðàññìîòðåíèè òàê íàçûâàåìîãî
ñóæåííîãî (restricted) äðîáíîãî ëàïëàñèàíà AΩ

α . Îïðåäåëèì ýòîò îïå-
ðàòîð ñ ïîìîùüþ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

aΩ
α [u] = (AΩ

αu, u) :=

∫
Rm

|ξ|2α|Fmu(ξ)|2 dξ, (1)

ãäå α ∈ (0, 1) è Fm � m-ìåðíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Fmu(ξ) =
1

(2π)m/2

∫
Rm

e−iξ·xu(x) dx.

Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà (1) îïðåäåëåíà íà ôóíêöèÿõ èç ïðîñòðàíñòâà
Ñîáîëåâà Hα(Rm) ñ íîñèòåëÿìè â Ω:

Dom(aΩ
α) = H̃α(Ω) :=

{
u ∈ Hα(Rm) : suppu ⊂ Ω

}
.

Â ïîñëåäíèå ãîäû áûë ïîëó÷åí ðÿä âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ, êàñàþùèõ-
ñÿ ñóæåííîãî äðîáíîãî ëàïëàñèàíà â íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ. Â ðà-
áîòå [10] áûëà ïîëó÷åíà àíàëîãè÷íàÿ ëîêàëüíîìó ñëó÷àþ õàðàêòåðèçà-
öèÿ ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà äðîáíîãî ëàïëàñèàíà â îáëàñòÿõ, èìåþùèõ
öèëèíäðè÷åñêèå âûõîäû íà áåñêîíå÷íîñòü. Äëÿ V-îáðàçíîãî âîëíîâî-
äà â íåäàâíåé ðàáîòå [11] äîêàçàíî, ÷òî ïðè ëþáîì óãëå èçëîìà íèæå
òî÷êè îòñå÷êè ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà âîçíèêàåò ñîáñòâåííîå ÷èñëî.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû èçó÷àåì ïîÿâëåíèå äèñêðåòíîãî ñïåêòðà
îïåðàòîðà AΩ

α â ãëàäêî èçîãíóòîì âîëíîâîäå. Ìû ðàññìàòðèâàåì òîëü-
êî ýôôåêò èçãèáà è èñêëþ÷àåì ñêðó÷èâàíèå, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïîïå-
ðå÷íîå ñå÷åíèå íå âðàùàåòñÿ âäîëü îñè âîëíîâîäà. Áîëåå òîãî, äëÿ
ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ìû îãðàíè÷èìñÿ ïëîñêèì âîëíîâîäîì, òî åñòü
ïîëîñîé â R2, èçîãíóòîé âäîëü ãëàäêîé ïëîñêîé êðèâîé.

Ñòàíäàðòíûé ïðèåì, ïðèìåíÿåìûé ïðè èçó÷åíèè äðîáíîãî ëàïëàñè-
àíà � ïðîäîëæåíèå Êàôôàðåëëè�Ñèëüâåñòðà [12], êîòîðîå ïðåîáðàçóåò
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íåëîêàëüíóþ çàäà÷ó íà Rm â ëîêàëüíóþ çàäà÷ó íà ïîëóïðîñòðàíñòâå
Rm+1

+ . Ñïåöèôèêîé ðàññìàòðèâàåìûõ â [11] èçëîìàííûõ V-îáðàçíûõ
âîëíîâîäîâ ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå êîíãðóýíòíûõ ñå÷åíèé, ïàðàëëåëüíûõ
âûäåëåííîé ãèïåðïëîñêîñòè. Áëàãîäàðÿ ýòîìó ïðîáíûå ôóíêöèè óäîá-
íî ñòðîèòü, êîìáèíèðóÿ ïðîäîëæåíèÿ Êàôôàðåëëè�Ñèëüâåñòðà íà òà-
êèõ ïàðàëëåëüíûõ ñå÷åíèÿõ: äîïîëíèòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ ìîæåò áûòü
ââåäåíà åäèíîîáðàçíî, è �íàäñòðîéêè� â ðàñøèðåííîå ïðîñòðàíñòâî íå
ñîçäàþò ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðîòèâîðå÷èé ïðè ñêëåéêå. Â ñëó÷àå æå èñ-
êðèâëåííîãî âîëíîâîäà åñòåñòâåííûé âûáîð � ñå÷åíèÿ, îðòîãîíàëüíûå
îñè âîëíîâîäà, � ïðèâîäèò ê ïðèíöèïèàëüíî èíîé êàðòèíå: ýòè ñå÷åíèÿ
óæå íå ïàðàëëåëüíû. Ïîýòîìó �íàäñòðîéêè� â ðàñøèðåííîì ïðîñòðàí-
ñòâå íåèçáåæíî ïåðåêðûâàþòñÿ. Äàæå ïðè óñå÷åíèè ïðîäîëæåíèÿ íà
êîíå÷íîì ðàññòîÿíèè îò îñè âîëíîâîäà òàêîå ïåðåêðûòèå âîçíèêàåò,
êàê òîëüêî ýòî ðàññòîÿíèå ñòàíîâèòñÿ ñðàâíèìûì ñ ðàäèóñîì êðè-
âèçíû. Â ðåçóëüòàòå ïðîäîëæåíèÿ íà ñå÷åíèÿõ íåëüçÿ ðàññìàòðèâàòü
íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, ÷òî îòðàæàåò ñâÿçü ìåæäó ãåîìåòðè÷åñêè
óäàëåííûìè ó÷àñòêàìè âîëíîâîäà è ñóùåñòâåííî îñëîæíÿåò ïîñòðîå-
íèå ïðîáíûõ ôóíêöèé.

Íàø îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè α ∈ (1/2, 1) è îïðå-
äåëåííûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà èçãèá âîëíîâîäà ó ñóæåí-
íîãî äðîáíîãî ëàïëàñèàíà äåéñòâèòåëüíî âîçíèêàþò ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ, òî åñòü åãî äèñêðåòíûé ñïåêòð íå ïóñò. Â îòëè÷èå îò ëîêàëüíîãî
ñëó÷àÿ, ãäå îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ ëèøü ìàëîñòü êðèâèçíû â íîðìå
‖κ‖∞, â íàøåé ñõåìå åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîÿâëÿþòñÿ äâà íåçàâè-
ñèìûõ ïàðàìåòðà: îäèí õàðàêòåðèçóåò âåëè÷èíó êðèâèçíû, à âòîðîé
îïèñûâàåò ïðîòÿæåííîñòü èçãèáà âäîëü âîëíîâîäà. Îöåíèâàÿ, êàê ýòè
ïàðàìåòðû ñîâìåñòíî âëèÿþò íà �ñèëó âçàèìîäåéñòâèÿ� ìåæäó ïîïå-
ðå÷íûìè ñå÷åíèÿìè â ðàñøèðåííîì ïðîñòðàíñòâå, ìû ñòðîèì ïðîáíóþ
ôóíêöèþ, äëÿ êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþùåå îòíîøåíèå Ðýëåÿ îêàçûâàåò-
ñÿ íèæå òî÷êè îòñå÷êè ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà.

Ðàáîòà èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó. Â ñåêöèè 2 ñîáðàíû íåîáõîäè-
ìûå äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ñâîéñòâà ïðîäîëæåíèÿ Êàôôàðåëëè�
Ñèëüâåñòðà. Â ñåêöèè 3 îïèñûâàåòñÿ ãåîìåòðèÿ âîëíîâîäà è ââîäÿòñÿ
èñïîëüçóåìûå ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ñåêöèÿ 4 ñîäåðæèò ïðåäâàðèòåëü-
íûå ñâåäåíèÿ î ñïåêòðå. Ñåêöèÿ 5 ïîñâÿùåíà âñïîìîãàòåëüíûì ýíåð-
ãåòè÷åñêèì îöåíêàì. Â ñåêöèè 6 äîêàçûâàåòñÿ îñíîâíîé ðåçóëüòàò î
ñóùåñòâîâàíèè ñîáñòâåííîãî ÷èñëà íèæå òî÷êè îòñå÷êè ñóùåñòâåííî-
ãî ñïåêòðà.
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Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ ïîëîæèòåëüíûõ êîíñòàíò ìû èñïîëü-
çóåì áóêâû C è c (ñ èíäåêñàìè èëè áåç íèõ). ×òîáû óêàçàòü, ÷òî C çà-
âèñèò îò íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ, ìû ïåðå÷èñëÿåì èõ â ñêîáêàõ: C(. . . ).

�2. Ïðîäîëæåíèå Êàôôàðåëëè�Ñèëüâåñòðà

Ñâÿçü ìåæäó äðîáíûìè îïåðàòîðàìè è îáîáùåííûìè ãàðìîíè÷å-
ñêèìè ïðîäîëæåíèÿìè âïåðâûå áûëà îáíàðóæåíà â ðàáîòå [13], à âïî-
ñëåäñòâèè ïîëó÷èëà øèðîêóþ èçâåñòíîñòü áëàãîäàðÿ èññëåäîâàíèþ [12].
Ïðîäîëæåíèå Êàôôàðåëëè�Ñèëüâåñòðà ôóíêöèè u èç ïðîñòðàíñ-

òâà H̃α(Ω) îïðåäåëÿåòñÿ ñâåðòêîé

U(x, y) =

∫
Rm

Pα(x− x̃, y)u(x̃) dx̃, x ∈ Rm, y > 0,

ñ îáîáùåííûì ÿäðîì Ïóàññîíà

Pα(x, y) =
Γ
(
m+2α

2

)
π
m
2 Γ(α)

y2α

(|x|2 + y2)
m
2 +α

.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ôóíêöèè èç H̃α(Ω) îïðåäåëåíû âî âñåì Rm è îáðà-
ùàþòñÿ â íîëü âíå Ω.

Ôóíêöèÿ U ìèíèìèçèðóåò âåñîâîé èíòåãðàë Äèðèõëå

EΩ
α (W ) =

∞∫
0

∫
Rm

y1−2α|∇W (x, y)|2dxdy (2)

íà ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ ïðîäîëæåíèé ôóíêöèè u:

WΩ
α (u) = {W = W (x, y) : EΩ

α (W ) <∞, W |y=0 = u}.

Áîëåå òîãî, ïðîäîëæåíèå Êàôôàðåëëè�Ñèëüâåñòðà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíè-
åì êðàåâîé çàäà÷è

−div
(
y1−2α∇U

)
= 0, U(x, 0) = u(x).

Íàêîíåö, ñóæåííûé äðîáíûé ëàïëàñèàí Äèðèõëå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
ïðîäîëæåíèå Êàôôàðåëëè�Ñèëüâåñòðà ñëåäóþùèì îáðàçîì

AΩ
αu = −cα lim

y→0+
y1−2α∂yU(·, y), ãäå cα =

4αΓ(α+ 1)

2αΓ(1− α)
,

à êâàäðàòè÷íûå ôîðìû (1) è (2) ïðîïîðöèîíàëüíû:

aΩ
α [u] = cαEΩ

α (U). (3)
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Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î âåñîâîé
êâàäðàòè÷íîé ñóììèðóåìîñòè ïðîäîëæåíèÿ Êàôôàðåëëè�Ñèëüâåñòðà
(ñì. ëåììó 1 â [10]).

Ëåììà 2.1. Ïóñòü m > 2 − 2α. Òîãäà äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé îá-

ëàñòè Ω â Rm ïðîäîëæåíèå Êàôôàðåëëè�Ñèëüâåñòðà U ôóíêöèè u ∈
Hα(Ω) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

+∞∫
0

∫
Rm

y1−2α|U(x, y)|2 dx dy < +∞.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé ìû ðàáîòàåì â äâóìåð-
íîé ãåîìåòðèè. Â ýòîì ñëó÷àå ïîïåðå÷íûå ñå÷åíèÿ âîëíîâîäà îäíî-
ìåðíû, ïîýòîìó m = 1 è óñëîâèå ëåììû 2.1 âûïîëíåíî òîëüêî ïðè
α ∈ (1/2, 1). Â âîëíîâîäàõ áîëüøåé ðàçìåðíîñòè, èçãèáàåìûõ âäîëü
ïëîñêîé êðèâîé áåç ñêðó÷èâàíèÿ, ïîïåðå÷íûå ñå÷åíèÿ èìåþò ðàçìåð-
íîñòü m ≥ 2, è óñëîâèå m > 2 − 2α âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Ïî-
ýòîìó ðåçóëüòàò, àíàëîãè÷íûé òåîðåìå 6.1, âåðåí ïðè âñåõ α ∈ (0, 1).

�3. Ãåîìåòðèÿ èçîãíóòîé ïîëîñû

Íà ïëîñêîñòè R2 ðàññìîòðèì êðèâóþ γ ∈ C3(R;R2), ñ íîðìàëüíîé
ïàðàìåòðèçàöèåé, âäîëü êîòîðîé ïðîèçâîäèòñÿ èçãèáàíèå ïîëîñû. Â
òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòè γ ââîäèì êîîðäèíàòû s (äëèíà äóãè êðèâîé) è
n (îðèåíòèðîâàííîå ðàññòîÿíèå äî êðèâîé ïî íîðìàëè). Ââåäåì îáî-
çíà÷åíèÿ äëÿ êàñàòåëüíîãî âåêòîðà, íîðìàëè è êðèâèçíû

τ(s) = γ̇(s), ν(s) = (−γ̇2(s), γ̇1(s)), κ(s) = γ̇2(s)γ̈1(s)−γ̇1(s)γ̈2(s)

òàê, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ôîðìóëû Ôðåíå

τ̇(s) = −κ(s) ν(s), ν̇(s) = κ(s) τ(s),

è (τ, ν) îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàí-
íûé ðåïåð.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

suppκ ⊂ [−`, `], (4)

è âûáåðåì ρ > a > 0 òàê, ÷òîáû íîðìàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ òðóá÷à-
òîé îêðåñòíîñòè

X : Πρ := R× (−ρ, ρ)→ R2, x = X (s, n) = γ(s) + n ν(s),
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áûëà C2-äèôôåîìîðôèçìîì íà ñâîé îáðàç Ωρ := X (Πρ). Èçîãíóòóþ
ïîëîñó ïîëóøèðèíû a îïðåäåëèì ôîðìóëîé

Ωa := {x = X (s, n) : |n| < a} ⊂ Ωρ.

Áîëåå øèðîêàÿ òðóá÷àòàÿ îêðåñòíîñòü äàëåå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòðî-
åíèÿ ïðîáíûõ ôóíêöèé è ñðåçîê.

Äèôôåðåíöèðóÿ îòîáðàæåíèå X è èñïîëüçóÿ ôîðìóëû Ôðåíå, ïî-
ëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ

∂sX = (1 + κ(s)n) τ, ∂nX = ν.

Ñëåäîâàòåëüíî, êîîðäèíàòíûå ëèíèè îðòîãîíàëüíû, à ÿêîáèàí îòîáðà-
æåíèÿ X çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

J(s, n) := detDX (s, n) = 1 + κ(s)n. (5)

Çàìåòèì, ÷òî X ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì Πρ íà Ωρ, åñëè âûïîë-
íåíî óñëîâèå, èñêëþ÷àþùåå ôîêàëüíûå òî÷êè:

0 < ρ < ‖κ‖−1
∞ =⇒ J(s, n) ≥ 1− ρ‖κ‖∞ > 0 íà Πρ.

Äàëåå, êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà g = (DX )>DX èìåþò
âèä

gss(s, n) = (1 + κ(s)n)2, gsn(s, n) = 0, gnn(s, n) = 1,

à êîìïîíåíòû îáðàòíîãî òåíçîðà âûðàæàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

gss(s, n) = (1 + κ(s)n)−2, gsn(s, n) = 0, gnn(s, n) = 1.

Äëÿ ãëàäêîé ôóíêöèè u = u ◦X èìååì

|∇xu|2 = gss|∂su|2 + gnn|∂nu|2 = J−2|∂su|2 + |∂nu|2.

Çàìå÷àíèå 3.1. Â ñåêöèè 6, ïðè ïîñòðîåíèè ïðîáíûõ ôóíêöèé, ìû
áóäåì äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ρ > σa ñ íåêîòîðîé ôèêñèðî-
âàííîé êîíñòàíòîé σ > 1; äëÿ îïðåäåëåííîñòè íèæå áåðåòñÿ σ = 2. Ýòî
óñëîâèå íîñèò ÷èñòî òåõíè÷åñêèé õàðàêòåð, à âñå âîçíèêàþùèå äàëåå
îöåíêè çàâèñÿò îò íåãî ëèøü ÷åðåç áåçðàçìåðíîå îòíîøåíèå a/ρ.

�4. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ î ñïåêòðå

Ïðåäïîëàãàåì äàëåå, ÷òî âûõîäû ðàññìàòðèâàåìîé èñêðèâëåííîé
ïîëîñû íà áåñêîíå÷íîñòü íå ñîíàïðàâëåíû. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê è äëÿ
êëàññè÷åñêîãî ëàïëàñèàíà, ñóùåñòâåííûé ñïåêòð AΩa

α çàïîëíÿåò ëó÷ ñ
òî÷êîé îòñå÷êè λ1, ðàâíîé ïåðâîìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî äðîáíîãî ëàïëàñèàíà íà ñå÷åíèè � îòðåçêå [−a, a] (ñì. [10]). Ââèäó
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ñîîòíîøåíèÿ (3) ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ ñîáñòâåííîé ïàðû (λ1, u1)
äîïóñêàåò âàðèàöèîííóþ ïåðåôîðìóëèðîâêó

cα

∞∫
0

∞∫
−∞

y1−2α∇U1(n, y)∇Φ(n, y)dndy = λ1

∞∫
−∞

u1(n)ϕ(n)dn,

∀ϕ ∈ H̃α(−a, a),

(6)

ãäå U1 � ïðîäîëæåíèå Êàôôàðåëëè�Ñèëüâåñòðà ôóíêöèé u1, à Φ ∈
W(ϕ). Ôóíêöèþ u1 ñ÷èòàåì íîðìèðîâàííîé ñîîòíîøåíèåì

a∫
−a

|u1(n)|2 dn = 1.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ñïåêòðà íèæå λ1 ó îïåðàòîðà
AΩa
α ïî ìàêñèìèíèìàëüíîìó ïðèíöèïó äîñòàòî÷íî ïðåäúÿâèòü íåíóëå-

âóþ ôóíêöèþ w ∈ H̃α(Ωa), äëÿ êîòîðîé îòíîøåíèå Ðýëåÿ ìåíüøå λ1:

aΩ
α [w]

‖w‖2L2(R2)

< λ1.

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ôóíêöèþ W ∈ W(w) (äîïóñòèìîå
ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè w) òàêóþ, ÷òî

Q(W ) :=
cα

‖w‖2L2(R2)

∞∫
0

∫
R2

y1−2α|∇W (x, y)|2dxdy < λ1. (7)

�5. Ïåðåñ÷åò ýíåðãåòè÷åñêîãî èíòåãðàëà

Ìû áóäåì ñòðîèòü ôóíêöèþ W ñ íîñèòåëåì â Ωρ ×R+ � ýòî ïîçâî-
ëÿåò ïðîèçâåñòè ðàñïðÿìëåíèå êîîðäèíàò. Íà÷íåì ñ âûðàæåíèÿ ýíåð-
ãåòè÷åñêîãî èíòåãðàëà (2) äëÿ òàêèõ ôóíêöèé â ðàñïðÿìëåííûõ êîîð-
äèíàòàõ.

Íà ìíîæåñòâå Ωρ×R+ ðàññìàòðèâàåì âçâåøåííóþ ìåðó y1−2α dx dy.
Óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå

W̃ (s, n, y) = J(s, n)1/2W (X (s, n), y),

w̃(s, n) = J(s, n)1/2 w(X (s, n)) = W̃ (s, n, 0),
(8)
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ïåðåñàæèâàåò (ïîñëîéíî ïî y) ôóíêöèþ W â ðàñïðÿìëåííóþ îáëàñòü
Πρ × R+: ∫

Ωρ

|W |2 dx =

∫
Πρ

|W̃ |2 ds dn ïðè âñåõ y ∈ [0,+∞).

Ïðåäëîæåíèå 5.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè W è W̃ ñâÿçàíû ñî-

îòíîøåíèåì (8), èíòåãðàëû íèæå êîððåêòíî îïðåäåëåíû è êîíå÷íû,

è W̃ (·,±ρ, ·) = 0. Òîãäà

cα

∞∫
0

∫
Ωρ

y1−2α|∇W |2 dx dy=cα

∞∫
0

∫
Πρ

y1−2α

(
J−2

∣∣∂sW̃+AW̃
∣∣2 +

∣∣∂nW̃ ∣∣2
+ |∂yW̃ |2 + V |W̃ |2

)
dn ds dy =: Is + In + Iy + IV , (9)

ãäå

A(s, n) = − nκ′(s)

2J(s, n)
, V (s, n) = − |κ(s)|2

4|J(s, n)|2
.

Çàìå÷àíèå 5.1. Èçãèá âîëíîâîäà ïîðîæäàåò íåïîëîæèòåëüíûé ïî-
òåíöèàë V ≤ 0. Âíå îáëàñòè èçãèáà |s| > ` èìååì κ ≡ 0, òàêèì îáðàçîì
A = 0 è V = 0, è ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ñòàíîâèòñÿ òàêèì, êà-
êèì áû îíî áûëî äëÿ ïðÿìîãî, íåèçîãíóòîãî âîëíîâîäà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

W (s, n, y) := W (X (s, n), y) = J−1/2W̃ (s, n, y),

òîãäà ∫
Ωρ

|∇xW |2 dx =

∫
Πρ

[
gss|∂sW |2 + gnn|∂nW |2

]
J dsdn

=

∫
Πρ

[
J−2|∂sW |2 + |∂nW |2

]
J dsdn.

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå èç ïîñëåäíåãî èíòåãðàëà ïåðåïèøåì ñ ó÷åòîì
ôîðìóëû (5):

∂sW = ∂s(J
−1/2W̃ ) = J−1/2

(
∂sW̃ −

1

2
nκ′J−1W̃

)
= J−1/2

(
∂sW̃ +AW̃

)
,
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∂nW = ∂n(J−1/2W̃ ) = J−1/2
(
∂nW̃ −

1

2
κJ−1W̃

)
.

Èíòåãðèðóÿ êâàäðàò ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ïî ÷àñòÿì ïî ïåðåìåííîé

n ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé W̃ (·,±ρ, ·) = 0 è èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå

κJ−1W̃∂nW̃ =
1

2
∂n

(
κJ−1W̃ 2

)
+

1

2
κ2J−2W̃ 2,

âûâîäèì∫
Πρ

∣∣∣∂nW̃ − κ

2
J−1W̃

∣∣∣2 dsdn
=

∫
Πρ

(
|∂nW̃ |2 − κJ−1∂nW̃ · W̃ +

κ2

4
J−2|W̃ |2

)
dsdn

=

∫
Πρ

(
|∂nW̃ |2 −

1

2
∂n

(
κJ−1W̃ 2

)
− κ2

4
J−2|W̃ |2

)
dsdn

=

∫
Πρ

(
|∂nW̃ |2 −

κ2

4
J−2|W̃ |2

)
dsdn.

Ïîñêîëüêó∫
Ωρ

|∂yW |2 dx =

∫
Πρ

|∂yW |2J dsdn =

∫
Πρ

|∂yW̃ |2 dsdn,

èíòåãðèðóÿ ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ ñ âåñîì y1−2α, âûâîäèì (9). �

�6. Ñóùåñòâîâàíèå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë íèæå λ1

Íàøà öåëü � ïîñòðîèòü ïðîáíóþ ôóíêöèþ, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî (7). Ïîñòðîåíèå ïðîâîäèì â òåðìèíàõ ôóíêöèè W̃ . Çà-
ôèêñèðóåì òàêóþ ñðåçàþùóþ ôóíêöèþ χ ∈ C∞c (R), ÷òî

0 ≤ χ ≤ 1, χ ≡ 1 íà [−1/2, 1/2], suppχ ⊂ (−1, 1). (10)

Ñ ïîìîùüþ ðàñòÿæåíèÿ êîîðäèíàò ñ ïàðàìåòðàìè ρ > a > 0 è L ≥ 2`,
ãäå ` çàäàåò äëèíó îáëàñòè èçãèáà (ñð. (4)), îïðåäåëèì ñðåçêè

χL(s) := χ(s/L), χρ(n) := χ(n/ρ). (11)
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàìå÷àíèåì 3.1 äàëåå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ρ ≥ 2a. Òîãäà
χρ ≡ 1 íà [−a, a] è χρ(±ρ) = 0. Ïðîèçâîäíûå ïðè ìàñøòàáèðîâàíèè
ìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

‖χL‖2L2(R) = L‖χ‖2L2(R), ‖χ′L‖2L2(R) = L−1‖χ′‖2L2(R),

‖χ′ρ‖∞ = ρ−1‖χ′‖∞.
(12)

Îïðåäåëèì

W̃ (s, n, y) :=χL(s)χρ(n)U1(n, y), w̃(s, n) :=W̃ (s, n, 0)=χL(s)χρ(n)u1(n),

ãäå u1 � ïåðâàÿ íîðìèðîâàííàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ äðîáíîãî ëà-
ïëàñèàíà íà îòðåçêå [−a, a], à U1 � åå ïðîäîëæåíèå Êàôôàðåëëè�
Ñèëüâåñòðà (ñì. (6)). Ïîñêîëüêó χρ ≡ 1 íà [−a, a], è íîñèòåëü u1 ñî-
äåðæèòñÿ â [−a, a], L2-íîðìà w̃ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

‖w̃‖2L2(Πρ) =
( a∫
−a

|χρ(n)|2|u1(n)|2 dn
)
‖χL‖2L2(R)

= ‖χL‖2L2(R) = L‖χ‖2L2(R).

(13)

6.1. Îöåíêè äëÿ ïðîáíîé ôóíêöèè. Â ýòîì ðàçäåëå ìû îöåíèì
èíòåãðàëû èç ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (9). Íàïîìíèì, ÷òî α ∈ (1/2, 1),
ïîýòîìó â ñèëó ëåììû 2.1 ñëåäóþùèå äâà èíòåãðàëà êîíå÷íû:

K(ρ, χ) :=

∞∫
0

ρ∫
−ρ

y1−2α|χρ(n)|2|U1(n, y)|2 dndy, (14)

K ′ρ(ρ, χ) :=

∞∫
0

ρ∫
−ρ

y1−2α|χ′ρ(n)|2|U1(n, y)|2 dndy. (15)

(i) Îöåíêà ñëàãàåìîãî Is. Íà ìíîæåñòâå {|n| ≤ ρ} âåðíû íåðàâåíñòâà

J−2(s, n) ≤
(
1− ρ‖κ‖∞

)−2
=: J(ρ),

|A(s, n)| ≤ ρ

2 (1− ρ‖κ‖∞)
|κ′(s)| =: A(ρ)|κ′(s)|.

(16)
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Òàêèì îáðàçîì, îöåíèâàÿ êâàäðàò ñóììû óäâîåííîé ñóììîé êâàäðà-
òîâ, à òàêæå ïðèìåíÿÿ (12), (14) è (16), èìååì

Is ≤ 2cαJ(ρ)

∞∫
0

∫
Πρ

y1−2α|χρ|2|U1|2
(
|χ′L|2 + |A|2|χL|2

)
dndsdy

≤ 2cαJ(ρ)K(ρ, χ)
(
‖χ′L‖2L2(R) + |A(ρ)|2

∫
R

|κ′(s)|2 ds
)
.

(17)

Â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ìû ïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî suppκ′ ⊂ [−`, `] è
χL ≡ 1 íà [−`, `] ïðè L ≥ 2`. Èç (17) ñ ó÷åòîì òîæäåñòâ (13) è (12)
âûâîäèì

Is
‖w̃‖2L2(Πρ)

≤ A2(ρ, χ)

L2
+
A1(ρ, χ)

L
, (18)

ãäå

A2(ρ, χ) =
2cαJ(ρ)K(ρ, χ)

‖χ‖2L2(R)

‖χ′‖2L2(R),

A1(ρ, χ) =
2cαJ(ρ)A(ρ)2K(ρ, χ)

‖χ‖2L2(R)

‖κ′‖2L2(−`,`).

Îöåíêà ñëàãàåìûõ In è Iy. Ïîñêîëüêó

∂nW̃ = χL(χρ∂nU1 + χ′ρU1), ∂yW̃ = χLχρ∂yU1,

èìååì

In + Iy = cα

∞∫
0

∫
Πρ

y1−2α
(
|∂nW̃ |2 + |∂yW̃ |2

)
dn ds dy =

= cα

∫
R

χ2
L ds

∞∫
0

ρ∫
−ρ

y1−2α
(
χ2
ρ

(
|∂nU1|2 + |∂yU1|2

)
+ 2χρχ

′
ρU1∂nU1 + |χ′ρ|2|U1|2

)
dn dy. (19)
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Ïîäñòàâëÿÿ â (6) ïðîáíóþ ôóíêöèþ Φ(n, y) = χ2
ρ(n)U1(n, y), ÿâëÿ-

þùóþñÿ äîïóñòèìûì ïðîäîëæåíèåì ôóíêöèè ϕ(n) = χ2
ρ(n)u1(n), ïî-

ëó÷àåì

cα

∞∫
0

∫
R

y1−2α
(
χ2
ρ

(
|∂nU1|2 + |∂yU1|2

)
+ 2χρχ

′
ρU1∂nU1

)
dn dy

= λ1

∫
R

χ2
ρ|u1|2 dn.

Óìíîæàÿ ýòî òîæäåñòâî íà χ2
L, èíòåãðèðóÿ ïî s è ïðèíèìàÿ âî âíèìà-

íèå (19), âûâîäèì

cα

∞∫
0

∫
Πρ

y1−2α
(
|∂nW̃ |2 + |∂yW̃ |2

)
dndsdy − λ1

∫
Πρ

|w̃|2 dnds

= cα

∫
R

|χL|2 ds
∞∫

0

ρ∫
−ρ

y1−2α|χ′ρ|2|U1|2 dndy.

Ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ (15) è ðàâåíñòâà (13) ïîëó÷àåì

In + Iy
‖w̃‖2L2(Πρ)

− λ1 = cαK
′
ρ(ρ, χ). (20)

(iii) Îöåíêà IV . Ïîñêîëüêó 0 < J(s, n) ≤ 1 + ρ‖κ‖∞ ïðè |n| ≤ ρ, èìååì

IV := cα

∞∫
0

∫
Πρ

y1−2αV (s, n)|W̃ |2 dndsdy

= −cα
4

∫
R

|κ(s)|2|χL(s)|2
 ρ∫
−ρ

|χρ(n)|2

|J(s, n)|2

∞∫
0

y1−2α|U1(n, y)|2 dydn

 ds

≤− cα
4(1+ρ‖κ‖∞)2

( ∞∫
0

ρ∫
−ρ

y1−2α|χρ(n)|2|U1(n, y)|2dndy
)∫
R

|κ(s)|2|χL(s)|2ds

= − cαK(ρ, χ)

4(1 + ρ‖κ‖∞)2

`∫
−`

|κ(s)|2 ds.
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Ðàçäåëèâ íà L2-íîðìó w̃ ñ ó÷åòîì òîæäåñòâà (13), ïîëó÷àåì îöåíêó

IV
‖w̃‖2L2(Πρ)

≤ −V1(ρ, χ)

L
,

ãäå V1(ρ, χ) =
cαK(ρ, χ)

4‖χ‖2L2(R) (1 + ρ‖κ‖∞)2
‖κ‖2L2(−`,`).

(21)

(iv) Ñâîäíàÿ îöåíêà. Ïîäñòàâëÿÿ (18), (20) è (21) â ôîðìóëó (9), ïîëó-
÷àåì

Q[W ]− λ1 ≤
A2(ρ, χ)

L2
+
A1(ρ, χ)− V1(ρ, χ)

L
+ cαK

′
ρ(ρ, χ). (22)

6.2. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 6.1. Ïóñòü α ∈ (1/2, 1), κ ∈ C1(R), suppκ ⊂ [−1, 1] è

‖κ‖∞ = 1. Îáîçíà÷èì

Mκ :=

1∫
−1

|κ(r)|2 dr, Nκ :=

1∫
−1

|κ′(r)|2 dr.

Òîãäà äëÿ ëþáûõ 0 < Θ− < Θ+ < π ñóùåñòâóåò `0 > 0, çàâèñÿùèå
òîëüêî îò α, a, Θ±, Mκ è Nκ, òàêèå, ÷òî ïðè

` > `0, Θ− `
−1 < ε < Θ+ `

−1

äèñêðåòíûé ñïåêòð îïåðàòîðà AΩε,`

α â èñêðèâëåííîì âîëíîâîäå Ωε,`

ïîëóøèðèíû a ñ êðèâèçíîé

κ`,ε(s) = εκ(s/`)

íå ïóñò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèÿ χ è ñîîòâåòñòâóþùèå ñðåçêè χL, χρ
çàäàíû ôîðìóëàìè (10) è (11). Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå 0 < Θ− <
Θ+ < π.

Ñíà÷àëà âûáåðåì θ ∈ (0, 1) íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òîáû

θ
(

2(1 + θ)2(1− θ)−4NκM
−1
κ

)1/2

< Θ−/2. (23)

Ïîëîæèì ρ = θ/ε. Òîãäà ïðè ε < θ(2a)−1 èìååì ρ ≥ 2a, ρ‖κ`,ε‖∞ =
θ < 1 è

‖κ`,ε‖2L2(−`,`) = ε2`Mκ, ‖κ′`,ε‖2L2(−`,`) = ε2`−1Nκ.
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Ïðèñòóïèì ê îöåíêå ñëàãàåìûõ â ôîðìóëå (22). Âåëè÷èíà A2(ρ, χ)
îãðàíè÷åíà â ñèëó ëåììû 2.1. Ïî îïðåäåëåíèþ A1(ρ, χ) è V1(ρ, χ)

V1(ρ, χ)−A1(ρ, χ)=
cαK(ρ, χ)ε

4‖χ‖2L2(R)

(
Mκ(1+θ)−2ε`−2θ2Nκ(1−θ)−4(ε`)−1

)
.

(24)
Âåëè÷èíà K(ρ, χ) îòäåëåíà îò íóëÿ, à ñêîáêà â (24) ïîëîæèòåëüíà
ïðè ε` ∈ [Θ−,Θ+] â ñèëó (23). Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóþò êîíñòàí-
òû c, C > 0, íå çàâèñÿùèå îò ε è `, òàêèå ÷òî

V1(ρ, χ)−A1(ρ, χ) ≥ c ε, A2(ρ, χ) ≤ C

ïðè âñåõ ε ∈ (0, θ(2a)−1) è ε` ∈ [Θ−,Θ+]. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì,
÷òî Cc−1 > Θ+.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëîæèâ L = 2Cc−1ε−1, ïîëó÷àåì

A2(ρ, χ)

L2
≤ V1(ρ, χ)−A1(ρ, χ)

2L
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â (22), âûâîäèì

Q[W ]− λ1 ≤ −
V1(ρ, χ)−A1(ρ, χ)

2L
+ cαK

′
ρ(ρ, χ) ≤ −c1ε2 + cαK

′
ρ(ρ, χ).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî îïðåäåëåíèþ (15) è ñâîéñòâàì ñðåçêè χρ èìååì

K ′ρ(ρ, χ) ≤ ρ−2‖χ′‖2∞

∞∫
0

∫
ρ/2<|n|<ρ

y1−2α|U1(n, y)|2 dn dy. (25)

Ïîñêîëüêó ïî ëåììå 2.1 ôóíêöèÿ (n, y) 7→ y1−2α|U1(n, y)|2 èíòåãðèðó-
åìà íà R×R+, ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (25) åñòü o(ρ−2) ïðè ρ→∞,
òî åñòü

K ′ρ(ρ, χ) = o(ρ−2) = o(ε2/θ2), ε→ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε0 ∈ (0, θ(2a)−1) òàêîå, ÷òî ïðè ε ∈
(0, ε0)

Q[W ]− λ1 < 0.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü `0 = Θ+ε
−1
0 .

Òîãäà óñëîâèÿ

` > `0, Θ− `
−1 < ε < Θ+ `

−1

ãàðàíòèðóþò, ÷òî σdisc

(
AΩε,`

α

)
6= ∅. Òåîðåìà äîêàçàíà. �
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Àâòîðû áëàãîäàðÿò À.È. Íàçàðîâà çà âíèìàíèå ê ðàáîòå; åãî êîì-
ìåíòàðèè ñïîñîáñòâîâàëè óòî÷íåíèþ ðåçóëüòàòîâ è ñóùåñòâåííîìó
óëó÷øåíèþ èçëîæåíèÿ.
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Bakharev F., Matveenko S. Fractional Laplacian in bended strip.

We study the spectral properties of the restricted fractional Laplacian
with Dirichlet boundary conditions in a smoothly bended strip (planar
waveguide). For α ∈ (1/2, 1) and under additional assumptions, we prove
the existence of eigenvalues below the threshold of the continuous spect-
rum, thereby extending classical results known for the standard Laplacian.
Our approach relies on the Ca�arelli�Silvestre extension, which allows us
to overcome speci�c di�culties arising from the nonlocal nature of the
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operator. We establish su�cient conditions on the curvature of the bending
that guarantee the existence of a discrete spectrum.
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