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�1. Ââåäåíèå

Â ýòîé ðàáîòå ìû èçó÷àåì êîììóòèðóþùèå äèñêðåòíûå îïåðàòîðû
ñ ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè. Íàïîìíèì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû î
êîììóòèðóþùèõ äèñêðåòíûõ îïåðàòîðàõ ñî ñêàëÿðíûìè êîýôôèöè-
åíòàìè âèäà

LN =

N+∑
j=−N−

vj(n)T j , n ∈ Z, N± > 0,

ãäå T � îïåðàòîð ñäâèãà, Tf(n) = f(n+ 1), è N = N− +N+ � ïîðÿäîê
îïåðàòîðà. Îïåðàòîð LN äåéñòâóåò íà ôóíêöèÿõ, îïðåäåëåííûõ íà Z,
ïî ïðàâèëó

LNϕ(n) =

N+∑
j=−N−

vj(n)ϕ(n+ j).

Åñëè äâà äèñêðåòíûõ îïåðàòîðà LN è LM êîììóòèðóþò, òî ñïðàâåä-
ëèâ àíàëîã ëåììû Áóðõíàëëà�×àóíäè, à èìåííî, ñóùåñòâóåò íåíóëå-
âîé ïîëèíîì Q(z, w), çàíóëÿþùèé ýòè îïåðàòîðû: Q(LN , LM ) = 0. Ïî-
ëèíîì Q îïðåäåëÿåò ñïåêòðàëüíóþ êðèâóþ ïàðû îïåðàòîðîâ:

Γ = {(z, w) : Q(z, w) = 0} ⊂ C2.

Ñïåêòðàëüíàÿ êðèâàÿ ïàðàìåòðèçóåò ñîâìåñòíûå ñîáñòâåííûå ôóíê-
öèè è îòâå÷àþùèå èì ñîáñòâåííûå ÷èñëà. Åñëè

LNϕ(n) = zϕ(n), LMϕ(n) = wϕ(n),

òî P = (z, w) ∈ Γ. Ëþáîå ìàêñèìàëüíîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî äèñ-
êðåòíûõ îïåðàòîðîâ èçîìîðôíî êîëüöó ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé íà çà-
ìêíóòîé íåïðèâîäèìîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé Γ (ñïåêòðàëüíîé êðè-
âîé) ñ r ïîëþñàìè â òî÷êàõ q1, . . . , qr. Òàêèå îïåðàòîðû íàçûâàþòñÿ

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîììóòèðóþùèå äèñêðåòíûå îïåðàòîðû.
Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà No. 24-11-

00281, https://rscf.ru/project/24-11-00281/.
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r�òî÷å÷íûìè. Â ýòîé ðàáîòå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñïåêòðàëü-
íàÿ êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé. Ñîâìåñòíûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïå-
ðàòîðîâ îáðàçóþò âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íàä àôôèííîé ÷àñòüþ êðè-
âîé Γ\{q1, . . . , qr}. Ðàíã ýòîãî ðàññëîåíèÿ íàçûâàåòñÿ ðàíãîì îïåðàòî-

ðîâ.

Â [1, 2] (ñì. òàêæå [3]) íàéäåíû ñïåêòðàëüíûå äàííûå äëÿ äâóõòî-
÷å÷íûõ êîììóòèðóþùèõ äèñêðåòíûõ îïåðàòîðîâ ðàíãà îäèí. Ýòè îïå-
ðàòîðû èãðàþò âàæíóþ ðîëü ïðè ïîñòðîåíèè êîíå÷íîçîííûõ (àëãåáðî�
ãåîìåòðè÷åñêèõ) ðåøåíèé îäíîìåðíîé öåïî÷êè Òîäû.

Â [4] äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå îäíîòî÷å÷íûõ êîììóòèðóþùèõ îïåðà-
òîðîâ ðàíãà l > 1. Ýòè îïåðàòîðû âîçíèêàþò ïðè ïîñòðîåíèè àëãåáðî�
ãåîìåòðè÷åñêèõ ðåøåíèé ðàíãà l > 1 äâóìåðíîé èíòåãðèðóåìîé öåïî÷-
êè Òîäû (ñì. [5]).

Â [6] íàéäåí íîâûé êëàññ êîììóòèðóþùèõ äèñêðåòíûõ îïåðàòîðîâ,
â êîòîðûõ îïåðàòîð ñäâèãà âõîäèò òîëüêî ñ ïîëîæèòåëüíûìè ñòåïåíÿ-
ìè:

LN =

N∑
j=0

vj(n)T j . (1)

Ýòè îïåðàòîðû ÿâëÿþòñÿ îäíîòî÷å÷íûìè îïåðàòîðàìè ðàíãà îäèí.
Ïîçæå â [7] äèñêðåòíûå îïåðàòîðû âèäà (1) áûëè îáîáùåíû íà ñëó÷àé
ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ âèäà

Ln =

n∑
j=0

vj(x, ε)
T j
ε

εj
, (2)

ãäå Tε � îïåðàòîð ñäâèãà íà ε, ò. å. Tεf(x) = f(x+ε). Â [7] áûëî äîêàçà-
íî, ÷òî îáûêíîâåííûå êîììóòèðóþùèå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû
ðàíãà îäèí âèäà

L̃n =

n∑
j=0

vj(x)∂jx

ìîãóò áûòü ðàñøèðåíû äî îïåðàòîðîâ âèäà (2). Ïðè ýòîì ñïåêòðàëü-
íûå äàííûå Êðè÷åâåðà [8] äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ

{Γ, q, k−1, γ1, . . . , γg},

ãäå Γ � ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ðîäà g, q ∈ Γ � âûäåëåííàÿ òî÷êà, k−1 �
ëîêàëüíûé ïàðàìåòð â îêðåñòíîñòè òî÷êè q è γ1, . . . , γg ∈ Γ � íàáîð
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òî÷åê â îáùåì ïîëîæåíèè, ðàñøèðÿþòñÿ äî ñïåêòðàëüíûõ äàííûõ ðàç-
íîñòíûõ îïåðàòîðîâ

{Γ, q, k−1, γ1, . . . , γg, p(x, ε)},
ãäå p(x, ε) ∈ Γ. Êðîìå òîãî, åñëè p(x, ε)→ q ïðè ε→ 0, òî

Ln = L̃n +O(ε).

Òàêèì îáðàçîì, êîììóòèðóþùèå ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû âèäà (2) ÿâëÿ-
þòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì îáûêíîâåííûõ êîììóòèðóþùèõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ðàíãà îäèí. Ïðîñòåéøèìè ïðèìåðàìè îïå-
ðàòîðîâ âèäà (2) ÿâëÿþòñÿ ðàçíîñòíûå àíàëîãè îïåðàòîðîâ Ëàìå è
Òðåéáè÷à�Âåðäüå, íàéäåííûå â [9, 10]. Â ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêîé ñïåê-
òðàëüíîé êðèâîé îïåðàòîð

L2 =
T 2
ε

ε2
+ (−2ζ(ε)− ζ(x− ε) + ζ(x+ ε))

Tε
ε

+ ℘(ε)

êîììóòèðóåò ñ íåêîòîðûì îïåðàòîðîì òðåòüåãî ïîðÿäêà, ïðè ýòîì

L2 = L̃2 +O(ε),

ãäå L̃2 = ∂2x − 2℘(x) � îïåðàòîð Ëàìå, êîììóòèðóþùèé ñ îïåðàòîðîì
òðåòüåãî ïîðÿäêà.

Â ýòîé ðàáîòå ìû îáîáùèì ðåçóëüòàòû ðàáîòû [6] íà ñëó÷àé êîì-
ìóòèðóþùèõ äèñêðåòíûõ îïåðàòîðîâ âèäà (1), ãäå vj(n) � ìàòðè÷íûå
ôóíêöèè ðàçìåðîì r × r.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ðàñ-
ñìîòðèì ñïåêòðàëüíûå äàííûå âèäà

{Γ, γ, qj , k−1j , pjn}, n ∈ Z, j = 1, . . . , r, (3)

ãäå Γ � ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ðîäà g, γ = γ1+ · · ·+γg+r−1 � íåêîòîðûé

äèâèçîð íà Γ, q1, . . . , qr ∈ Γ � âûäåëåííûå òî÷êè, k−1j � ëîêàëüíûé

ïàðàìåòð â îêðåñòíîñòè òî÷êè qj è pjn ∈ Γ � íàáîð òî÷åê â îáùåì
ïîëîæåíèè.

Ââåäåì ñëåäóþùèé äèâèçîð:

P j(n) =


pj1 + . . .+ pjn, n > 0,

−pj0 − . . .− p
j
n+1, n < 0,

0, n = 0.

(4)

Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóåò ìåðîìîðôíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ

ϕT = (ϕ1(n, P ), . . . , ϕr(n, P )),
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ãäå P ∈ Γ, îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(1) äèâèçîð íóëåé è ïîëþñîâ ôóíêöèè ϕi èìååò âèä

(ϕi(n, P )) = γi(n) +

r∑
j=1

P j(n)− γ −
r∑

j=1

(n− 1 + δij)qj ,

ãäå γi(n) = γi1(n) + . . .+ γig(n) � íåêîòîðûé äèâèçîð íà Γ;
(2) â îêðåñòíîñòè òî÷êè qj ôóíêöèÿ ϕi èìååò âèä

ϕi(n, P ) = δijk
n
j +O(kn−1j ). (5)

Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîé ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè h(P ) íà Γ ñ äèâèçîðîì

ïîëþñîâ âèäà (
h(P )

)
∞ = N1q1 + . . .+Nrqr,

ãäå Nj > 0, ñóùåñòâóåò òàêîé äèñêðåòíûé îïåðàòîð

L(h) =

N∑
j=0

vj(n)T j

ñ ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè ðàçìåðà r × r, ÷òî

L(h)ϕ(n, P ) = h(P )ϕ(n, P ).

Äëÿ ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé f(P ) è h(P ) ñ ïîëþñàìè â q1, . . . , qr èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî

L(f)L(h) = L(h)L(f).

Â �2 ìû íàïîìíèì ðåçóëüòàòû ðàáîòû [6] îá îäíîòî÷å÷íûõ êîììó-
òèðóþùèõ äèñêðåòíûõ îïåðàòîðàõ ðàíãà îäèí. Â �3 ìû äàäèì äîêàçà-
òåëüñòâî òåîðåìû 1 è óêàæåì ïðèìåð îïåðàòîðîâ â ñëó÷àå ýëëèïòè÷å-
ñêîé ñïåêòðàëüíîé êðèâîé ïðè r = 2.

�2. Êîììóòèðóþùèå äèñêðåòíûå îïåðàòîðû ñî

ñêàëÿðíûìè êîýôôèöèåíòàìè

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû íàïîìíèì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû èç [6].
Êîììóòàòèâíûå êîëüöà îäíîòî÷å÷íûõ îïåðàòîðîâ ðàíãà îäèí âè-

äà (1) âîññòàíàâëèâàþòñÿ ïî ñïåêòðàëüíûì äàííûì

{Γ, γ, q, k−1, Pn},

ãäå Γ � ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ðîäà g, γ = γ1+ · · ·+γg � íåñïåöèàëüíûé
äèâèçîð íà Γ, q ∈ Γ � âûäåëåííàÿ òî÷êà, k−1 � ëîêàëüíûé ïàðàìåòð
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â îêðåñòíîñòè òî÷êè q è Pn ∈ Γ, ãäå n ∈ Z, � íàáîð òî÷åê â îáùåì
ïîëîæåíèè.

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ìåðîìîðôíàÿ ôóíê-

öèÿ ϕ(n, P ) (ôóíêöèÿ Áåéêåðà�Àõèåçåðà), ãäå P ∈ Γ, îáëàäàþùàÿ ñëå-

äóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(1) ϕ(n, P ) ìåðîìîðôíà íà Γ ñ äèâèçîðîì íóëåé è ïîëþñîâ âèäà

γ1(n) + . . .+ γg(n) + P1 + . . .+ Pn − γ1 − . . .− γg − nq ïðè n > 0,

γ1(n) + . . .+ γg(n)− P1 − . . .− Pn − γ1 − . . .− γg − nq ïðè n < 0;

(2) ϕ(0, P ) = 1;
(3) â îêðåñòíîñòè òî÷êè q èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

ϕ(n, P ) = kn +O(kn−1).

Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîé ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè h(P ) íà Γ ñ åäèíñòâåí-

íûì ïîëþñîì q ïîðÿäêà N è ðàçëîæåíèåì h(P ) = kN +O(kN−1) â

îêðåñòíîñòè òî÷êè q ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé îïåðàòîð LN , óäî-

âëåòâîðÿþùèé óðàâíåíèþ (1), òàêîé ÷òî

LNϕ(n, P ) = h(P )ϕ(n, P ).

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð

L2 = (T + Un)2 +Wn,

êîììóòèðóþùèé ñ íåêîòîðûì îïåðàòîðîì L2g+1, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ñïåêòðàëüíàÿ êðèâàÿ ïàðû L2, L2g+1 ÿâëÿåòñÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé
êðèâîé âèäà

w2 = Fg(z) = z2g+1 + c2gz
2g + . . .+ c0.

Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

L2 − z = (T + Un)2 +Wn − z = (T + Un + Un+1 + χn(P ))(T − χn(P )),

ãäå

χn =
ψn+1(P )

ψn(P )
=
Sn

Qn
+

w

Qn
,

Sn(z) = −Unz
g + δg−1(n)zg−1 + . . .+ δ0(n),

Qn = − Sn−1 + Sn

Un−1 + Un
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è δj(n) � íåêîòîðûå ôóíêöèè. Ôóíêöèè Un,Wn, Sn óäîâëåòâîðÿþò
óðàâíåíèÿì

Fg(z) = S2
n + (z − U2

n −Wn)QnQn+1, (6)

(Un + Un+1)(Sn − Sn+1)− (z − U2
n −Wn)Qn

+ (z − U2
n+1 −Wn+1)Qn+2 = 0. (7)

Åñëè Sn óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (7), òî Sn àâòîìàòè÷åñêè óäîâëåòâî-
ðÿåò è óðàâíåíèþ (6) äëÿ íåêîòîðîãî ïîëèíîìà Fg(z). Óðàâíåíèå (6)
ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ êîììóòàöèè L2 è L2g+1. ×àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèé (6) è (7) ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùèì ÿâíûì ïðèìåðàì êîììóòèðó-
þùèõ îïåðàòîðîâ ïîðÿäêîâ 2 è 2g + 1.

Ïðèìåð 1. Îïåðàòîð

L2 = (T + r1 cos(n))2 +
r21 sin(g) sin(g + 1)

2 cos2(g + 1
2 )

cos(2n),

ãäå r1 6= 0, êîììóòèðóåò ñ íåêîòîðûì îïåðàòîðîì L2g+1 ïîðÿäêà 2g+1.

Ïðèìåð 2. Îïåðàòîð

L2 = (T + α2n
2 + α1n+ α0)2 − g(g + 1)α2

2n
2,

ãäå α2 6= 0, êîììóòèðóåò ñ íåêîòîðûì îïåðàòîðîì L2g+1 ïîðÿäêà 2g+1.

Ïðèìåð 3. Îïåðàòîð

L2 = (T + β1a
n)2 +

a2g + a2g+2 − a4g+2 − 1

(a2g+1 + 1)2
β2
1a

2n,

ãäå β1 6= 0 è a 6= 1, êîììóòèðóåò ñ íåêîòîðûì îïåðàòîðîì L2g+1 ïî-
ðÿäêà 2g + 1.

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 2 � ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû 1 ïðè r = 1.

�3. Êîììóòèðóþùèå äèñêðåòíûå îïåðàòîðû ñ

ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû äîêàæåì òåîðåìó 1 è ïðèâåäåì ïðèìåð ïðè r = 2.
Ïîêàæåì èñòèííîñòü òåîðåìû â ïðåäïîëîæåíèè n > 0 (ñëó÷àé n 6 0

ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî).



ÊÎÌÌÓÒÈÐÓÞÙÈÅ ÌÀÒÐÈ×ÍÛÅ ÄÈÑÊÐÅÒÍÛÅ ÎÏÅÐÀÒÎÐÛ 71

Ïî òåîðåìå Ðèìàíà�Ðîõà ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ìåðîìîðôíûõ
ôóíêöèé íà Γ ñ äèâèçîðîì ïîëþñîâ

D = γ1 + · · ·+ γg+r−1 +

r∑
j=1

(n− 1 + δij)qj

ðàâíà

l(D) = rn+ 1.

Óñëîâèå îáðàùåíèÿ â íîëü â òî÷êàõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ pj1, · · · , pjn, ãäå
1 6 j 6 r, âûäåëÿåò â óêàçàííîì ïðîñòðàíñòâå îäíîìåðíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî. Âòîðîå óñëîâèå â òåîðåìå 1 çàäà¼ò åäèíñòâåííóþ ôóíê-
öèþ ϕi(n, P ). Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ r-ìåðíàÿ âåê-
òîð-ôóíêöèÿ ϕ(n, P ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì òåîðåìû.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè h(P ) íà Γ ñ äèâè-
çîðîì ïîëþñîâ (

h(P )
)
∞ = N1q1 + . . .+Nrqr,

ãäå Nj > 0, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé äèñêðåòíûé îïåðàòîð L(h) ñ
ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè ðàçìåðà r × r, òàêîé ÷òî

L(h)ϕ(n, P ) = h(P )ϕ(n, P ).

Ïóñòü N = max{N1, . . . , Nr}. Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü òåîðåìû 1 âûòåêàåò
èç ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 1. Ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå äèñêðåòíûå îïåðàòîðû

Lik = usik(n)T s + us−1ik (n)T s−1 + . . .+ u0ik(n), (8)

ãäå s 6 N è 1 6 k 6 r, òàêèå ÷òî

Li1ϕ1(n, P ) + . . .+ Lirϕr(n, P ) = h(P )ϕi(n, P ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äèâèçîðû ïîëþñîâ ôóíêöèé ϕi(n, P ) èìåþò âèä(
ϕ1(n, P )

)
∞ = γ + nq1 + (n− 1)q2 + . . .+ (n− 1)qr,(

ϕ2(n, P )
)
∞ = γ + (n− 1)q1 + nq2 + . . .+ (n− 1)qr,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(
ϕr(n, P )

)
∞ = γ + (n− 1)q1 + (n− 1)q2 + . . .+ nqr.

Çàìåòèì, ÷òî(
h(P )ϕi(n, P )

)
∞ = γ + (n− 1 + δi1 +N1)q1 + . . .+ (n− 1 + δir +Nr)qr.
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Áóäåì ñòðîèòü êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðîâ Lik ïî èíäóêöèè. Ïóñòü íàè-
áîëüøèé ïîðÿäîê ïîëþñà ôóíêöèè h(P )ϕi(n, P ) â òî÷êàõ q1, . . . , qr ðà-
âåí n+ k äëÿ íåêîòîðîãî k > 0 è äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå qs. Òîãäà èìååò
ìåñòî ðàçëîæåíèå âèäà

h(P )ϕi(n, P ) = ukis(n)kn+k
s +O(kn+k−1

s ).

Ïîðÿäîê ïîëþñà ôóíêöèè

g(P )ϕi(n, P )− ukis(n)T kϕs(n, P ) (9)

â òî÷êå qs ìåíüøå, ÷åì n+k. Ïðè ýòîì ïîðÿäêè ïîëþñîâ ýòîé ôóíêöèè
â òî÷êàõ q1, . . . , qr íå ïðåâîñõîäÿò ïîðÿäêè ïîëþñîâ â òî÷êàõ q1, . . . , qr
ôóíêöèè h(P )ϕi(n, P ). Äàëåå, âûáåðåì íàèáîëüøèé ïîðÿäîê ïîëþñà
â òî÷êàõ q1, . . . , qr ôóíêöèè (9) è ïðîäåëàåì òó æå ïðîöåäóðó. Ïðî-
äîëæàÿ ïîíèæàòü ïîðÿäêè ïîëþñîâ â òî÷êàõ qj , â èòîãå ïðèõîäèì ê
ôóíêöèè âèäà

ϕ̃i(n, P ) = h(P )ϕi(n, P )− (Li1ϕ1(n, P ) + . . .+ Lirϕr(n, P )),

ãäå îïåðàòîðû Lik èìåþò âèä (8), ïðè ýòîì(
ϕ̃i(n, P )

)
∞

= γ +m1q1 +m2q2 + . . .+mrqr,

ãäå mj 6 n− 1, è ôóíêöèÿ ϕ̃i çàíóëÿåòñÿ íà äèâèçîðå

P 1(n) + . . .+ P r(n),

ñîñòîÿùåì èç òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ̃i = 0. Ëåì-
ìà 1 äîêàçàíà. �

Îïåðàòîð L(h) èìååò âèä

L(h) =

L11 · · · L1r

...
. . .

...
Lr1 · · · Lrr

.
Ïî ïîñòðîåíèþ, L(h)ϕ(n, P ) = h(P )ϕ(n, P ). Îïåðàòîðû L(h) è L(f)
êîììóòèðóþò, ïîñêîëüêó [L(h), L(f)]ϕ(n, P ) = 0. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé r = 2. Ïî òåîðåìå 1 äëÿ ñïåêòðàëüíûõ äàí-
íûõ (3) ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ ϕT = (ϕ1(n, P ), ϕ2(n, P )),
÷òî äèâèçîðû íóëåé è ïîëþñîâ ôóíêöèé ϕ1, ϕ2 èìåþò âèä(

ϕ1(n, P )
)

= γ1(n) + P 1(n) + P 2(n)− γ − nq1 − (n− 1)q2,(
ϕ2(n, P )

)
= γ2(n) + P 1(n) + P 2(n)− γ − (n− 1)q1 − nq2,
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ãäå γj(n) = γj1(n) + . . . + γjg(n) è γ = γ1 + · · · + γg+1, à äèâèçîð P j(n)
èìååò âèä (4).

Ïðèìåð 4. Ïóñòü Γ = C/{2mω + 2m′ω′,m,m′ ∈ Z} � ýëëèïòè÷åñêàÿ
êðèâàÿ. Íàéäåì ôóíêöèè ϕ1, ϕ2 è êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðîâ. Íàì
ïîíàäîáèòñÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ σ-ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà. Ýòà ôóíêöèÿ
ÿâëÿåòñÿ öåëîé íà C ñ ïðîñòûìè íóëÿìè â òî÷êàõ

u = 2mω + 2m′ω′,

ãäå m,m′ ∈ Z. Èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè σ(u) â âèäå áåñêî-
íå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ

σ(u) = u
∏(

1− u

s

)
exp

(
u

s
+

u2

2s2

)
,

ãäå s = 2mω + 2m′ω′ 6= 0 è m,m′ ∈ Z. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

σ(u+ 2ω) = −σ(u) exp (2ζ(ω)(u+ ω)),

σ(u+ 2ω′) = −σ(u) exp (2ζ(ω′)(u+ ω′)).

Âûáåðåì ñëåäóþùèå ñïåêòðàëüíûå äàííûå:

γ = γ1 + γ2, q1 = α ∈ Γ, q2 = −α ∈ Γ, p1n, p
2
n ∈ Γ, n ∈ Z.

Ïóñòü ñíà÷àëà n > 0. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ ϕ1 èìååò âèä

ϕ1(n, z) =
σ(z − γ11(n))

∏n
i=1(σ(z − p1i )σ(z − p2i ))

ξ1(n)σn(z − α)σn−1(z + α)σ(z − γ1)σ(z − γ2)
,

ãäå
γ11(n) = −P 1(n)− P 2(n) + γ1 + γ2 + α.

Ôóíêöèÿ ξ1(n) âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû èìåëî ìåñòî ðàçëîæåíèå (5):

ξ1(n) =
σ(α− γ11(n))

∏n
i=1(σ(α− p1i )σ(α− p2i ))

(σ(2α))n−1σ(α− γ1)σ(α− γ2)
.

Àíàëîãè÷íî,

ϕ2(n, z) =
σ(z − γ21(n))

∏n
i=1(σ(z − p1i )σ(z − p2i ))

ξ2(n)σn−1(z − α)σn(z + α)σ(z − γ1)σ(z − γ2)
,

ãäå
γ21(n) = −P 1(n)− P 2(n) + γ1 + γ2 − α,

è ôóíêöèÿ ξ2(n) âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû èìåëî ìåñòî ðàçëîæåíèå (5):

ξ2(n) =
(−1)nσ(α+ γ21(n))

∏n
i=1(σ(α+ p1i )σ(α+ p2i ))

(σ(2α))n−1σ(α+ γ1)σ(α+ γ2)
.
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Ïðè n < 0 ïðåäñòàâèì ϕ1(n, z) â âèäå

σ(z − γ11(n))

η1(n)σn(z − α)σn−1(z + α)σ(z − γ1)σ(z − γ2)
∏n+1

i=0 (σ(z − p1i )σ(z − p2i ))
,

ãäå

γ11(n) = P 1(n) + P 2(n) + γ1 + γ2 + α,

η1(n) =
σ(α− γ11(n))

(σ(2α))n−1σ(α− γ1)σ(α− γ2)
∏n+1

i=0 (σ(α− p1i )σ(α− p2i ))
.

Àíàëîãè÷íî, ïðåäñòàâèì ϕ2(n, z) â âèäå

σ(z − γ21(n))

η2(n)σn−1(z − α)σn(z + α)σ(z − γ1)σ(z − γ2)
∏n+1

i=0 (σ(z − p1i )σ(z − p2i ))
,

ãäå

γ21(n) = P 1(n) + P 2(n) + γ1 + γ2 − α,

η2(n) =
(−1)nσ(α+ γ21(n))

(σ(2α))n−1σ(α+ γ1)σ(α+ γ2)
∏n+1

i=0 (σ(α+ p1i )σ(α+ p2i ))
.

Ïóñòü

h(z) =
σ2(z)σ(2α)

σ(z − α)σ(z + α)σ2(α)
.

Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðàçëîæåíèÿ â îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê q1 è q2:

h(z) =
1

z − α
+O(1), h(z) = − 1

z + α
+O(1).

Â ñèëó òåîðåìû 1 ñóùåñòâóåò òàêîé äèñêðåòíûé îïåðàòîð

L(h) =

(
T + a11(n) a12(n)
a21(n) −T + a22(n)

)
,

÷òî L(h)ϕ(n, z) = h(z)ϕ(n, z). Èìååì:

ϕ1(n+ 1, z) + a12(n)ϕ2(n, z) + (a11(n)− h(z))ϕ1(n, z) = 0, (10)

−ϕ2(n+ 1, z) + a21(n)ϕ1(n, z) + (a22(n)− h(z))ϕ2(n, z) = 0. (11)
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Ïîäñòàâëÿÿ z = γ11(n) è z = γ21(n) â (10) è (11), ïîëó÷àåì

a11(n) = −ϕ1(n+ 1, γ21(n))

ϕ1(n, γ21(n))
+ h(γ21(n)),

a12(n) = −ϕ1(n+ 1, γ11(n))

ϕ2(n, γ11(n))
,

a21(n) =
ϕ2(n+ 1, γ21(n))

ϕ1(n, γ21(n))
,

a22(n) =
ϕ2(n+ 1, γ11(n))

ϕ2(n, γ11(n))
+ h(γ11(n)).

Â êà÷åñòâå âòîðîé ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè âîçüìåì

f(z) = −
σ(z)σ(z − 2α)

σ2(z − α)σ2(α)
.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå â îêðåñòíîñòè òî÷êè q1:

f(z) =
1

(z − α)2
+O((z − α)−1).

Îïåðàòîð, îòâå÷àþùèé ôóíêöèè f(z), èìååò âèä

L(f) =

(
T 2 + b11(n)T + c11(n) b12(n)T + c12(n)
b21(n)T + c21(n) c22(n)

)
,

ïðè÷¼ì L(f)ϕ(n, z) = f(z)ϕ(n, z). Èìååì:

ϕ1(n+ 2, z) + b11(n)ϕ1(n+ 1, z) + b12(n)ϕ2(n+ 1, z)

+ c12(n)ϕ2(n, z) + (c11(n)− f(z))ϕ1(n, z) = 0, (12)

b21(n)ϕ1(n+ 1, z) + c21(n)ϕ1(n, z) + (c22(n)− f(z))ϕ2(n, z) = 0. (13)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé n > 0 (ñëó÷àé n 6 0 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî).
Ïîäñòàâëÿÿ z = p1n+1 è z = p2n+1 â (12) è èñïîëüçóÿ

ϕ1

(
n+ 2, pjn+1

)
= ϕ1

(
n+ 1, pjn+1

)
= ϕ2

(
n+ 1, pjn+1

)
= 0

ïðè j ∈ {1, 2}, ïîëó÷àåì, ÷òî c11(n) èìååò âèä

f(p2n+1) · ϕ1(n, p2n+1) · ϕ2(n, p1n+1)− f(p1n+1) · ϕ1(n, p1n+1) · ϕ2(n, p2n+1)

ϕ1(n, p2n+1) · ϕ2(n, p1n+1)− ϕ1(n, p1n+1) · ϕ2(n, p2n+1)
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è

c12(n) =
(f(p2n+1)− f(p1n+1)) · ϕ1(n, p1n+1) · ϕ1(n, p2n+1)

ϕ1(n, p1n+1) · ϕ2(n, p2n+1)− ϕ1(n, p2n+1) · ϕ2(n, p1n+1)
.

Äàëåå, äëÿ j ∈ {1, 2}, ïîäñòàâëÿÿ z = γ3−j1 (n+ 1) â (12), ïîëó÷àåì

b1j(n) = − Aj +Bj

ϕ1

(
n+ 1, γ3−j1 (n+ 1)

) ,
ãäå

Aj = ϕ1

(
n+ 2, γ3−j1 (n+ 1)

)
+ c12(n) · ϕ2

(
n, γ3−j1 (n+ 1)

)
,

Bj =
(
c11(n)− f

(
γ3−j1 (n+ 1)

))
· ϕ1

(
n, γ3−j1 (n+ 1)

)
.

Íàêîíåö, ïîäñòàâëÿÿ z = γ11(n), z = γ21(n) è z = γ11(n + 1) â (13),
ïîëó÷àåì

c21(n) = −
b21(n) · ϕ1

(
n+ 1, γ21(n)

)
ϕ1(n, γ21(n))

,

c22(n) = −
b21(n) · ϕ1

(
n+ 1, γ11(n)

)
ϕ2(n, γ11(n))

+ f
(
γ11(n)

)
,

ãäå b21(n) èìååò âèä

f
(
γ11(n)

)
− f

(
γ11(n+ 1)

)
· ϕ1

(
n, γ21(n)

)
· ϕ2

(
n, γ11(n)

)
· ϕ2

(
n, γ11(n+ 1)

)
C +D

ïðè

C = ϕ1(n, γ11(n+ 1)) · ϕ1(n+ 1, γ21(n)) · ϕ2(n, γ11(n)),

D = ϕ1(n, γ21(n)) · ϕ1(n+ 1, γ11(n)) · ϕ2(n, γ11(n+ 1)).

Îïåðàòîðû L(h) è L(f) êîììóòèðóþò.
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zeros and poles. Explicit examples are provided in the case of the elliptic
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