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�1. Ââåäåíèå è ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà îòíîñèòñÿ ê òåîðèè óçëîâ è ïîñâÿùåíà âûÿâëå-
íèþ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðèçíàêîâ íåðàçâîäèìîñòè çàöåïëåíèé â òð¼õìåð-
íîé ñôåðå S3.

Îäèí èç ïðîñòåéøèõ ïðèçíàêîâ íåðàçâîäèìîñòè âîñõîäèò ê ïîíÿòèþ
êîýôôèöèåíòà çàöåïëåíèÿ: åñëè åãî çíà÷åíèå íå ðàâíî íóëþ, òî êîì-
ïîíåíòû çàöåïëåíû1 äðóã çà äðóãà. Îäíàêî ñóùåñòâóþò íåðàçâîäèìûå
çàöåïëåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ äàííûé èíâàðèàíò ïðèíèìàåò íóëåâîå çíà-
÷åíèå, è äëÿ óñòàíîâëåíèÿ èõ íåðàçâîäèìîñòè òðåáóåòñÿ äàëüíåéøèé
àíàëèç, êîòîðûé ìîæíî ïðîâåñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Êàê õîðîøî èçâåñòíî, åñëè êîýôôèöèåíò çàöåïëåíèÿ lk(K1,K2) ðà-
âåí íóëþ, òî îäíà èç êîìïîíåíò K1 çàöåïëåíèÿ (K1,K2) çàòÿãèâàåò ïî-
âåðõíîñòü Çåéôåðòà2, íå ïåðåñåêàþùóþ äðóãóþ êîìïîíåíòó K2. Â òà-
êîì ñëó÷àå ìîæíî ïîïûòàòüñÿ ðàñïîçíàòü íåðàçâîäèìîñòü, àíàëèçèðóÿ
çàöåïëåííîñòü êðèâûõ íà ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà çà âòîðóþ êîìïîíåí-
òó K2. Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â [6] è èñïîëüçîâàííûé â [1]
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåñæèìàåìîñòè òîðîâ â äîïîëíåíèè óçëà, èëëþ-
ñòðèðóåò ýôôåêòèâíîñòü òàêîãî àíàëèçà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òåîðèÿ óçëîâ, íåðàçâîäèìîñòü, ãåîìåòðè÷åñêèé ñåðòèôèêàò,
ïîâåðõíîñòü Çåéôåðòà, òîð ñ äûðîé, ðó÷êà, áóòûëêà Êëåéíà ñ äûðîé, ïåðåêð¼ñòíàÿ
ðó÷êà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì ìåæäóíàðîäíîì ìàòåìàòè÷åñêîì èí-
ñòèòóòå èìåíè Ëåîíàðäà Ýéëåðà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè
è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè (ñîãëàøåíèå No. 075�15�2025�343
îò 29.04.2025). Èññëåäîâàíèå È. Ñ. Àëåêñååâà ïîääåðæàíî ãðàíòîì Ôîíäà ðàçâè-
òèÿ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè è ìàòåìàòèêè �Áàçèñ�.

1Ìû ãîâîðèì, ÷òî êîìïîíåíòà çàöåïëåíèÿ çàöåïëåíà çà äðóãèå êîìïîíåíòû,
åñëè îíà íå ìîæåò áûòü îòäåëåíà îò íèõ âëîæåííîé ñôåðîé.

2Ïîâåðõíîñòüþ Çåéôåðòà ìû íàçûâàåì âëîæåííóþ êîìïàêòíóþ îðèåíòèðóå-
ìóþ ïîâåðõíîñòü, êðàåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ çàäàííîå çàöåïëåíèå.
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Ïðåäëîæåíèå 1 (òîìñêèé3 ñåðòèôèêàò î òîðå ñ äûðîé). Ïóñòü K ⊂
S3 � óçåë è H ⊂ S3 � íåçàóçëåííûé òîð ñ íåçàóçëåííîé äûðîé, íå

ïåðåñåêàþùèé K. Åñëè ìåðèäèàí mH è ïàðàëëåëü lH òîðà ñ äûðîé

îáà çàöåïëåíû çà K, òî è åãî êðàé ∂H çàöåïëåí çà K.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå òîðîì ñ íåçàóçëåííîé äûðîé (èëè ïðîñòî òî-

ðîì ñ äûðîé, èëè ðó÷êîé) íàçûâàåòñÿ âëîæåííàÿ êîìïàêòíàÿ îðèåí-
òèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü H ⊂ S3 ðîäà îäèí ñ îäíîêîìïîíåíòíûì êðàåì,
ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé òðèâèàëüíûé óçåë. Ïîñêîëüêó ëþáîé òàêîé òîð
ñ äûðîé ïðîäîëæàåòñÿ äî âëîæåíèÿ çàìêíóòîãî òîðà (ñì. ëåììó 8),
ìíîæåñòâî {mH , lH} îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî (ñì. îïðåäåëåíèå 9). Òîð
ñ äûðîé íàçûâàåòñÿ íåçàóçëåííûì, åñëè îáå êðèâûå mH è lH íåçàóç-
ëåíû.

Ðèñ. 1. Äâà óçëà è äâà íåçàóçëåííûõ òîðà ñ äûðîé.

Ïðåäëîæåíèå 1 èìååò ôîðìó ñåðòèôèêàòà, â êîòîðîì ñâèäåòåëü-
ñòâîì íåðàçâîäèìîñòè âûñòóïàåò çàöåïëåííîñòü êðèâûõ íà ïîâåðõíî-
ñòè, çàòÿãèâàþùåé îäíó èç êîìïîíåíò çàöåïëåíèÿ. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà
ïîñâÿùåíà ðàçâèòèþ ïîäîáíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðèçíàêîâ íåðàçâîäè-
ìîñòè. Å¼ ðåçóëüòàòû ÷àñòè÷íî îòâå÷àþò íà âîïðîñ [2, Question 1.1].

Ìåõàíèçì ðàáîòû òîìñêîãî ñåðòèôèêàòà, ñâîäÿùèé çàäà÷ó ðàñïî-
çíàâàíèÿ çàöåïëåííîñòè ê äâóì àíàëîãè÷íûì çàäà÷àì, íàïîìèíàåò
ïîäõîä Ò. Êîõðàíà ê µ�èíâàðèàíòàì Ìèëíîðà (ñì. [4], à òàêæå [5])
è êîíñòðóêöèþ ïðîèçâîäíûõ çàöåïëåíèé Êîõðàíà (ñì. [3, 8]), ãäå äëÿ
âûÿâëåíèÿ ïðåïÿòñòâèé ê êîíêîðäàíòíîñòè îäíà èç êîìïîíåíò çàöåï-
ëåíèÿ çàìåíÿåòñÿ íà êðèâóþ, âîçíèêàþùóþ èç ïåðåñå÷åíèÿ ïîâåðõíî-
ñòåé Çåéôåðòà. Ìû ðàññìàòðèâàåì ýòî ñõîäñòâî êàê íàì¼ê íà ñóùå-
ñòâîâàíèå ãåîìåòðè÷åñêîé âåðñèè èñ÷èñëåíèÿ Êîõðàíà, è ïîèñê òàêîé
èíòåðïðåòàöèè ñîñòàâëÿåò îäíó èç öåëåé íàñòîÿùåé ðàáîòû.

3Ïî ñëîâàì À. Â. Ìàëþòèíà, äàííûé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí â Òîìñêå íà êîí-
ôåðåíöèè, ïðèóðî÷åííîé ê þáèëåþ À. Þ. Âåñíèíà.
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Íà ðèñ. 1 ñëåâà ìåðèäèàí mH è ïàðàëëåëü lH òîðà ñ äûðîé H èìå-
þò íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû çàöåïëåíèÿ ñ óçëîì K, è ñëåäîâàòåëü-
íî, ïî ïðåäëîæåíèþ 1, çàöåïëåíèå (∂H,K), èçâåñòíîå êàê çàöåïëå-
íèå Óàéòõåäà, íåðàçâîäèìî. Â äàííîì ñëó÷àå íåðàçâîäèìîñòü òàêæå
ìîæåò áûòü ïîäòâåðæäåíà èíâàðèàíòàìè Ìèëíîðà, à èìåííî, èíâà-
ðèàíòîì Ñàòî�Ëåâèíà µ(1122), ðàâíûì ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ïðîèç-
âåäåíèþ lk(K,mH) · lk(K, lH) óêàçàííûõ êîýôôèöèåíòîâ çàöåïëåíèÿ
(ñì. [4]).

Ñëåäóþùèé ïðèìåð (íà ðèñ. 1 ñïðàâà) èëëþñòðèðóåò îãðàíè÷èâà-
þùåå4 äâóõêîìïîíåíòíîå çàöåïëåíèå, îäíà èç êîìïîíåíò êîòîðîãî çà-
òÿãèâàåò òîð ñ äûðîé, à âòîðàÿ îãðàíè÷èâàåò â åãî äîïîëíåíèè î÷å-
âèäíóþ ïîâåðõíîñòü ñ óñòðàíèìîé ëåíòî÷íîé îñîáåííîñòüþ. Íåðàç-
âîäèìîñòü òàêîãî çàöåïëåíèÿ ìîæíî óñòàíîâèòü ñ ïîìîùüþ òîìñêî-
ãî ñåðòèôèêàòà (çà äâà øàãà), íî íåëüçÿ óñòàíîâèòü ñ ïîìîùüþ µ�
èíâàðèàíòîâ, ïîñêîëüêó âñå µ�èíâàðèàíòû ëþáîãî îãðàíè÷èâàþùåãî
(â ÷àñòíîñòè, ðàçâîäèìîãî äâóõêîìïîíåíòíîãî) çàöåïëåíèÿ ïðèíèìà-
þò íóëåâîå çíà÷åíèå (ñì. [7]). Â äåéñòâèòåëüíîñòè çàöåïëåíèå, ïîëó÷à-
þùååñÿ èç çàöåïëåíèÿ íà ëåâîì ðèñóíêå óäâîåíèåì Óàéòõåäà êðàñíîé
êîìïîíåíòû, òîæå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷èâàþùèì è îõâàòûâàåòñÿ òîìñêèì
ñåðòèôèêàòîì, íî åãî íåðàçâîäèìîñòü ñëåäóåò èç ïðîñòûõ ñâîéñòâ ñà-
òåëëèðîâàíèÿ.

Ðèñ. 2. Ñëåâà: òîð ñ äûðîé, äëÿ êîòîðîãî òîìñêèé ñåð-
òèôèêàò íåïðèìåíèì. Ñïðàâà: çàöåïëåíèå, ñîñòîÿùåå
èç óçëà K è âûòîëêíóòûõ ìåðèäèàíà m′

H è ïàðàëëå-
ëè l′H (ñì. òåîðåìó 2).

4Çàöåïëåíèå íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷èâàþùèì, åñëè åãî êîìïîíåíòû îãðàíè÷èâàþò
ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà (ïî îäíîé ïîâåðõíîñòè íà êàæ-
äóþ êîìïîíåíòó).
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Ïðèìåð íà ðèñ. 2 ñëåâà èëëþñòðèðóåò ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè òîì-
ñêîãî ñåðòèôèêàòà: çäåñü ðîçîâî-çåë¼íîå çàöåïëåíèå (K, ∂H) íåðàçâî-
äèìî, íî íè ìåðèäèàí mH , íè ïàðàëëåëü lH íå çàöåïëåíû çà óçåë K.
Íåðàçâîäèìîñòü äàííîãî çàöåïëåíèÿ ìîæåò áûòü ïîäòâåðæäåíà ñ ïî-
ìîùüþ òåîðåìû 2 íèæå.

Íå âäàâàÿñü â ïîäðîáíîñòè, îòìåòèì, ÷òî òîìñêèé ñåðòèôèêàò äî-
ïóñêàåò ðÿä îáîáùåíèé íà ïîâåðõíîñòè áîëüøåãî ðîäà. Îáîáùåíèå,
ïðåäëîæåííîå â [6], ñâîäèò ïðîâåðêó çàöåïëåííîñòè êðàÿ ∂H çà óçåë K
ê ïðîâåðêå çàöåïëåííîñòè çà K áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà êðèâûõ íà ïîâåðõ-
íîñòè H. Ïî-âèäèìîìó, ïðè òàêîì ïîäõîäå íèêàêîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà
êðèâûõ â îáùåì ñëó÷àå íåäîñòàòî÷íî: íà ðèñ. 3 ñëåâà ïðèâåä¼í ïðèìåð
óçëà K â äîïîëíåíèè ñòàíäàðòíîãî âëîæåíèÿ H ñôåðû ñ äâóìÿ ðó÷êà-
ìè è äûðîé, êîòîðûé íå çàöåïëåí çà êðàé ∂H, íî çàöåïëåí çà êàæäóþ
èç ñòàíäàðòíûõ êðèâûõ íà H. Àëüòåðíàòèâíûé âàðèàíò îáîáùåíèÿ,
èçâåñòíûé àâòîðàì, ïðåäïîëàãàåò ñåðòèôèöèðóåìîñòü íåðàçâîäèìîñòè
ìíîãîêîìïîíåíòíûõ çàöåïëåíèé, êîòîðûå ïåðåñåêàþò ïîâåðõíîñòü H
(áåç êðàÿ èëè ñ êðàåì) ïî íàáîðó ïðîñòûõ çàìêíóòûõ êðèâûõ, ðàçáè-
âàþùèõ å¼ íà äîñòàòî÷íî ïðîñòûå ñîñòàâëÿþùèå (ñì. ðèñ. 3 ñïðàâà è
çàìå÷àíèå 13).

Ðèñ. 3. Ñëåâà: óçåë â äîïîëíåíèè ñòàíäàðòíî âëîæåí-
íîé ïîâåðõíîñòè êðåíäåëÿ ñ äûðîé. Ñïðàâà: ïîâåðõ-
íîñòü, ñâèäåòåëüñòâóþùàÿ î íåðàçâîäèìîñòè çàöåïëå-
íèÿ Áîððîìåî (ñì. çàìå÷àíèå 13).

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà äâóì ñåðèÿì îáîáùåíèé òîìñêîãî ñåð-
òèôèêàòà: î òîðàõ ñ äûðîé (ðó÷êàõ) è î áóòûëêàõ Êëåéíà ñ äûðîé
(ïåðåêð¼ñòíûõ ðó÷êàõ). Â ïåðâîì íàïðàâëåíèè íàì óäà¼òñÿ ñôîðìó-
ëèðîâàòü íàèáîëåå îáùèé ðåçóëüòàò (òåîðåìà 6), èç êîòîðîãî ñëåäóþò
âñå ïðåäûäóùèå. Âî âòîðîì íàïðàâëåíèè íàì óäà¼òñÿ ïîëó÷èòü àíàëîã
òîìñêîãî ñåðòèôèêàòà â òåðìèíàõ ïåðåêð¼ñòíûõ ðó÷åê (òåîðåìà 7).
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1.1. Ïðèçíàêè íåðàçâîäèìîñòè â òåðìèíàõ ðó÷åê. Îáîçíà÷èì
ñèìâîëàìè m′

H è l′H ðåçóëüòàòû òàêîãî âûòàëêèâàíèÿ ìåðèäèàíà mH

è ïàðàëëåëè lH òîðà ñ äûðîé H ⊂ S3 â ïðîòèâîïîëîæíûå îò íåãî ñòî-
ðîíû, ÷òî êðèâàÿm′

H îãðàíè÷èâàåò äèñê â S3\H, íå ïåðåñåêàþùèé l′H .
Íàïðèìåð, äëÿ êîíôèãóðàöèè íà ðèñ. 2 ñëåâà çàöåïëåíèå (l′H ,m

′
H ,K)

ÿâëÿåòñÿ çàöåïëåíèåì Áîððîìåî.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü K ⊂ S3 � óçåë è H ⊂ S3 � íåçàóçëåííûé òîð ñ

íåçàóçëåííîé äûðîé, íå ïåðåñåêàþùèé K. Åñëè òð¼õêîìïîíåíòíîå çà-

öåïëåíèå (l′H ,m
′
H ,K) íåðàçâîäèìî, òî êðàé ∂H òîðà ñ äûðîé çàöåïëåí

çà K.

Òàêèì îáðàçîì, äàííûé ðåçóëüòàò, óñèëèâàþùèé òîìñêèé ñåðòèôè-
êàò, ñâîäèò âîïðîñ î íåðàçâîäèìîñòè äâóõêîìïîíåíòíîãî çàöåïëåíèÿ ê
âîïðîñó î íåðàçâîäèìîñòè îïðåäåë¼ííîãî òð¼õêîìïîíåíòíîãî çàöåïëå-
íèÿ. Ê ïîëó÷åííîìó çàöåïëåíþ, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæåò áûòü ïðèìåíèì
äàëüíåéøèé ãåîìåòðè÷åñêèé àíàëèç.

Àâòîðàì íåèçâåñòíî, ñóùåñòâóþò ëè ïðèìåðû òàêèõ êîíôèãóðàöèé
èç óçëà è òîðà ñ äûðîé, ÷òî êðàé ∂H çàöåïëåí çà K, íî çàöåïëå-
íèå (K,m′

H , l
′
H) ðàçâîäèìî.

Ãèïîòåçà 3. Ïóñòü K ⊂ S3 � óçåë è H ⊂ S3 � íåçàóçëåííûé òîð ñ

íåçàóçëåííîé äûðîé, íå ïåðåñåêàþùèé K. Òîãäà íåðàçâîäèìîñòè çà-

öåïëåíèé (K,m′
H , l

′
H) è (K, ∂H) ýêâèâàëåíòíû.

Ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû îòíîñÿòñÿ ê ñëó÷àþ, ïðè êîòîðîì òîð ñ äû-
ðîé íå îáÿçàòåëüíî íåçàóçëåí.

Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî òîìñêèé ñåðòèôèêàò íå îáîáùàåòñÿ íà
çàóçëåííûé ñëó÷àé íàïðÿìóþ. Íàïðèìåð, ëþáîé òîð ñ äûðîé H, ïî-
ëó÷àþùèéñÿ èç íåñæèìàåìîãî òîðà â äîïîëíåíèè íåòðèâèàëüíîãî óç-
ëà K ⊂ S3 âûðåçàíèåì îòêðûòîãî äèñêà, îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì,
÷òî mH è lH îáà çàöåïëåíû çà K, íî êðàé ∂H íå çàöåïëåí çà K.
Òåì íå ìåíåå, çàìå÷àíèå 12 ïîêàçûâàåò, ÷òî äàííûé ïðèìåð ÿâëÿåò-
ñÿ åäèíñòâåííûì ïðåïÿòñòâèåì ê ðàñøèðåíèþ òîìñêîãî ñåðòèôèêàòà
íà çàóçëåííûé ñëó÷àé. Òàê, äëÿ ëþáîãî âëîæåííîãî â S3\K òîðà ñ
íåçàóçëåííîé äûðîé, ìåðèäèàí mH êîòîðîãî çàöåïëåí çà óçåë K, âû-
ïîëíÿåòñÿ: åñëè êðàé ∂H íå çàöåïëåí çà K, òî òàêîå âëîæåíèå ïðî-
äîëæàåòñÿ äî âëîæåíèÿ çàìêíóòîãî òîðà, ïðè÷¼ì åñëè ïàðàëëåëü lH
çàóçëåíà, òî ïîëó÷åííûé òîð íåñæèìàåì â S3\K.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè åù¼ îäíîãî âñïîìîãàòåëüíîãî ðåçóëüòàòà íàì
ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå îñëàáëåíèå îãðàíè÷èâàåìîñòè.



ÑÅÐÒÈÔÈÊÀÖÈß ÇÀÖÅÏËÅÍÍÎÑÒÈ ÊÐÈÂÛÌÈ ÍÀ ÐÓ×ÊÀÕ 31

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîìïîíåíòà çàöåïëåíèÿ íå çàöåïëåíà ïî Çåé-

ôåðòó çà äðóãèå êîìïîíåíòû, åñëè ó íå¼ ñóùåñòâóåò ïîâåðõíîñòü Çåé-
ôåðòà, íå ïåðåñåêàþùàÿ íåêîòîðóþ ïîâåðõíîñòü Çåéôåðòà îáúåäèíå-
íèÿ ýòèõ êîìïîíåíò. Íàïðèìåð, åñëè çàöåïëåíèå � îãðàíè÷èâàþùåå,
òî ëþáàÿ åãî êîìïîíåíòà íå çàöåïëåíà ïî Çåéôåðòó íè çà êàêîé äðó-
ãîé íàáîð êîìïîíåíò, íî îáðàòíîå â îáùåì ñëó÷àå íåâåðíî. Îòìåòèì
òàêæå, ÷òî çàöåïëåííîñòü ïî Çåéôåðòó âëå÷¼ò îáûêíîâåííóþ çàöåï-
ëåííîñòü (ÇÇ ⇒ Ç).

Ïðîñòåéøèå ïðèçíàêè íåîãðàíè÷èâàåìîñòè è çàöåïëåííîñòè ïî Çåé-
ôåðòó ìîæíî èçâëå÷ü èç µ�èíâàðèàíòîâ Ìèëíîðà. Òàê, êàê óæå óïî-
ìèíàëîñü, åñëè õîòÿ áû îäèí µ�èíâàðèàíò çàöåïëåíèÿ íå ðàâåí íó-
ëþ (íàïðèìåð, êîýôôèöèåíò çàöåïëåíèÿ µ(ij)), òî òàêîå çàöåïëåíèå
íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷èâàþùèì. Áîëåå òîãî, êîìïîíåíòà Ki çàöåïëå-
íèÿ L = (K1, . . . ,Kn) çàöåïëåíà ïî Çåéôåðòó çà (Kj1 , . . . ,Kjm), åñ-
ëè µL(I) 6= 0 äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíäåêñîâ I, ñîäåðæà-
ùèõñÿ â {i, j1, . . . , jm} è ñîäåðæàùèõ èíäåêñ i.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü K ⊂ S3 � óçåë è H ⊂ S3 � òîð ñ íåçàóç-

ëåííîé äûðîé, íå ïåðåñåêàþùèé K. Åñëè ìåðèäèàí mH çàöåïëåí çà K
è ïàðàëëåëü lH çàöåïëåíà ïî Çåéôåðòó çà K, òî êðàé ∂H çàöåïëåí

çà K.

Â ñëó÷àå, êîãäà òîð ñ äûðîé íåçàóçëåí, çäåñü è äàëåå â ôîðìóëèðîâ-
êå ìû äîïóñêàåì ëþáóþ èç äâóõ èíòåðïðåòàöèé òîãî, êàêàÿ èç êðèâûõ
â {mH , lH} íàçûâàåòñÿ ìåðèäèàíîì, à êàêàÿ � ïàðàëëåëüþ. Åñëè æå
õîòÿ áû îäíà (ñëåäîâàòåëüíî, ðîâíî îäíà) èç ýòèõ êðèâûõ çàóçëåíà,
ìû íàçûâàåì å¼ ïàðàëëåëüþ lH è îòëè÷àåì îò ìåðèäèàíà mH .

Ðèñ. 4. Ñëåâà: ÷¼ðíûé óçåë è òîð ñ êðàñíîé äûðîé.
Ñïðàâà: ïàðàëëåëü òàêîãî òîðà ñ äûðîé íå çàöåïëåíà
ïî Çåéôåðó çà óçåë.
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Óêàæåì íà ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè äàííîãî ðåçóëüòàòà. Ê êîíôèãó-
ðàöèè íà ðèñ. 4 ñëåâà, ñîñòîÿùåé èç ÷¼ðíîãî óçëàK, êðàñíîé êîìïîíåí-
òû ∂H è çàòÿãèâàþùåãî å¼ íåçàóçëåííîãî òîðà ñ äûðîé H, ïðèìåíèì
òîìñêèé ñåðòèôèêàò (è ñëåäîâàòåëüíî, êðàé ∂H çàöåïëåí çà óçåë K).
Äåéñòâèòåëüíî, ïàðàëëåëü lH çàöåïëåíà çà K ïî òîìñêîìó ñåðòèôèêà-
òó, ïðèìåí¼ííîìó ê ñèíåìó òîðó ñ äûðîé (ðèñ. ñïðàâà), à ìåðèäèàímH

çàöåïëåí çàK, ïîñêîëüêó èçîòîïåí â S3\K ïàðàëëåëè lH . Òåì íå ìåíåå,
ïàðàëëåëü lH íå çàöåïëåíà ïî Çåéôåðòó çà K, è ñëåäîâàòåëüíî, ïðåä-
ëîæåíèå 4 íåïðèìåíèìî äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ íåðàçâîäèìîñòè â äàííîì
ñëó÷àå.

×òîáû îáîéòè äàííîå îãðàíè÷åíèå, ïðèâåä¼ì ðåçóëüòàò, êîòîðûé
îáîáùàåò îäíîâðåìåííî ïðåäëîæåíèå 4 è òîìñêèé ñåðòèôèêàò. Äëÿ
ýòîãî ââåä¼ì ñëåäóþùåå îñëàáëåíèå çàöåïëåííîñòè ïî Çåéôåðòó.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîìïîíåíòà çàöåïëåíèÿ íå êâàçèçàöåïëåíà ïî

Çåéôåðòó çà äðóãèå êîìïîíåíòû, åñëè ó íå¼ ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíàÿ
(ïî ðîäó) ïîâåðõíîñòü Çåéôåðòà, íå ïåðåñåêàþùàÿ íåêîòîðóþ ïîâåðõ-
íîñòü Çåéôåðòà îáúåäèíåíèÿ ýòèõ êîìïîíåíò. Îòìåòèì, ÷òî çàöåïëåí-
íîñòü ïî Çåéôåðòó âëå÷¼ò êâàçèçàöåïëåííîñòü ïî Çåéôåðòó (ÇÇ ⇒
ÊÇ), à êâàçèçàöåïëåííîñòü ïî Çåéôåðòó âëå÷¼ò îáûêíîâåííóþ çàöåï-
ëåííîñòü (ÊÇ ⇒ Ç). Ïðèìåð íà ðèñ. 4 ïîêàçûâàåò, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå
êâàçèçàöåïëåííîñòü ïî Çåéôåðòó íå âëå÷¼ò çàöåïëåííîñòü ïî Çåéôåð-
òó. Êðîìå òîãî, â ñëó÷àå, êîãäà èñõîäíàÿ êîìïîíåíòà íåçàóçëåíà, èç å¼
çàöåïëåííîñòè ñëåäóåò êâàçèçàöåïëåííîñòü ïî Çåéôåðòó.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü K ⊂ S3 � óçåë è H ⊂ S3 � òîð ñ íåçàóçëåííîé

äûðîé, íå ïåðåñåêàþùèé K. Åñëè ìåðèäèàí mH çàöåïëåí çà K è ïà-

ðàëëåëü lH êâàçèçàöåïëåíà ïî Çåéôåðòó çà K, òî êðàé ∂H çàöåïëåí

çà K.

Íàêîíåö, ïðèâåä¼ì ðåçóëüòàò, êîòîðûé îáîáùàåò îäíîâðåìåííî òåî-
ðåìó 2 è òåîðåìó 5.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü K ⊂ S3 � óçåë è H ⊂ S3 � òîð ñ íåçàóçëåííîé äû-

ðîé, íå ïåðåñåêàþùèé K. Åñëè âûòîëêíóòûé ìåðèäèàí m′
H çàöåïëåí

çà (l′H ,K) è âûòîëêíóòàÿ ïàðàëëåëü l′H êâàçèçàöåïëåíà ïî Çåéôåðòó

çà (m′
H ,K), òî êðàé ∂H çàöåïëåí çà K.

Èíûìè ñëîâàìè, òåîðåìà ãëàñèò, ÷òî åñëè âûòîëêíóòûé ìåðèäè-
àí m′

H çàöåïëåí çà (l′H ,K), íî êðàé ∂H òîðà ñ äûðîé íå çàöåïëåí
çà óçåë K, òî âûòîëêíóòàÿ ïàðàëëåëü l′H îãðàíè÷èâàåò ìèíèìàëüíóþ
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ïîâåðõíîñòü Çåéôåðòà, íå ïåðåñåêàþùóþ íåêîòîðóþ ïîâåðõíîñòü Çåé-
ôåðòà äëÿ (m′

H ,K).

1.2. Ïðèçíàêè íåðàçâîäèìîñòè â òåðìèíàõ ïåðåêð¼ñòíûõ ðó-

÷åê. Ïåðåéä¼ì ê íåîðèåíòèðóåìîé âåðñèè òîìñêîãî ñåðòèôèêàòà. Íà-
çîâ¼ì áóòûëêîé Êëåéíà ñ äûðîé (èëè ïåðåêð¼ñòíîé ðó÷êîé) âëîæåí-
íóþ êîìïàêòíóþ íåîðèåíòèðóåìóþ ïîâåðõíîñòü H ⊂ S3 ðîäà äâà ñ
îäíîêîìïîíåíòíûì êðàåì. Ìåðèäèàí mH ëþáîé áóòûëêè Êëåéíà ñ
äûðîé êîððåêòíî îïðåäåë¼í (ñì. îïðåäåëåíèå 11).

Òåîðåìà 7. Ïóñòü K ⊂ S3 � óçåë, à H ⊂ S3 � áóòûëêà Êëåéíà ñ

äûðîé, íå ïåðåñåêàþùàÿ K. Åñëè å¼ ìåðèäèàí mH çàöåïëåí çà K, òî

è êðàé ∂H çàöåïëåí çà K.

Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò òîìñêîãî ñåðòèôèêàòà, â äàííîì ðåçóëü-
òàòå íå ïðåäïîëàãàåòñÿ íè íåçàóçëåííîñòü ïîâåðõíîñòè H, íè íåçàóç-
ëåííîñòü äûðû ∂H.

Íàïðèìåð, ïóñòü ÷¼ðíûé óçåë K ñîäåðæèò òýíãë íà ðèñ. 5 ñëåâà.
Â òàêîì ñëó÷àå êðàñíàÿ êîìïîíåíòà ∂H îãðàíè÷èâàåò â ýòîì òýíãëå
áóòûëêó Êëåéíà ñ äûðîé H (ñì. ðèñ. 5 ñïðàâà). Ïîñêîëüêó ìåðèäè-
àí mH çàöåïëåí çà K, êðàé ∂H òàêæå çàöåïëåí çà óçåë K. Òàêèì
îáðàçîì, óêàçàííûé òýíãë ñëóæèò ñâèäåòåëåì çàöåïëåííîñòè êðàñíîé
êîìïîíåíòû çà óçåë (ñð. ñ [9]).

Ðèñ. 5. Ñëåâà: äâóíèòî÷íûé òýíãë, íàëè÷èå êîòîðî-
ãî ãàðàíòèðóåò çàöåïëåííîñòü êðàñíîé êîìïîíåíòû çà
÷¼ðíûé óçåë. Ñïðàâà: ïåðåêð¼ñòíàÿ ðó÷êà.

�2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

2.1. Òîðû ñ íåçàóçëåííîé äûðîé.
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Ëåììà 8. Ïóñòü H ⊂ S3 � òîð ñ íåçàóçëåííîé äûðîé. Òîãäà ñóùå-

ñòâóåò òàêîé äèñê RH ⊂ S3, ÷òî H ∪ RH � âëîæåííûé òîð. Ýòîò

òîð ðàçáèâàåò ñôåðó S3 íà äâå êîìïîíåíòû, õîòÿ áû îäíà èç êîòîðûõ

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëíîòîðèé.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðåçóëüòàòà ïðèâåäåíî íèæå.
Ïóñòü VH ⊂ S3 � ïîëíîòîðèé, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî ãàðàíòèðî-

âàíî ëåììîé 8. Ìû èìååì:

∂VH = H ∪RH .

Îïðåäåëåíèå 9. Ìåðèäèàíîì mH è ïàðàëëåëüþ lH îãðàíè÷åííîãî

òîðà ñ íåçàóçëåííîé äûðîé H íàçûâàþòñÿ òàêèå ìåðèäèàí è ïàðàë-

ëåëü òîðà ∂VH , ÷òî mH , lH ⊂ H.

Êàê óïîìèíàëîñü âî ââåäåíèè, â ñëó÷àå, êîãäà òîð ∂VH íåçàóçëåí,
êðèâûå èç ìíîæåñòâà {mH , lH} ðàâíîïðàâíû; åñëè æå òîð çàóçëåí, ìû
îáîçíà÷àåì ñèìâîëîì lH òó èç ýòèõ êðèâûõ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ çàóçëåí-
íîé.

2.2. Áóòûëêè Êëåéíà ñ äûðîé. Ïóñòü H � áóòûëêà Êëåéíà ñ äû-
ðîé.

Çàìå÷àíèå 10. Ñîãëàñíî [11, Proposition A.3] è [10, Proposition 21],
íà H èìååòñÿ ðîâíî ÷åòûðå èçîòîïè÷åñêèõ êëàññà äâóñòîðîííèõ ïðî-
ñòûõ çàìêíóòûõ êðèâûõ. Òðè èç íèõ: êëàññ íåñóùåñòâåííîé (òî åñòü
îãðàíè÷èâàþùåé äèñê) êðèâîé, êëàññ êðèâîé, îãðàíè÷èâàþùåé ëåíòó
Ì¼áèóñà, è êëàññ êðèâîé, ïàðàëëåëüíîé êðàþ.

Ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ íà H íàçûâàåòñÿ îáùåé, åñëè îíà ñóùå-
ñòâåííà, íå îãðàíè÷èâàåò ëåíòû Ì¼áèóñà è íå ïàðàëëåëüíà êðàþ.

Îïðåäåëåíèå 11. Ìåðèäèàíîì mH áóòûëêè Êëåéíà ñ äûðîé H íàçû-

âàåòñÿ ëþáàÿ îáùàÿ äâóñòîðîííÿÿ ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ íà H.

Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 10, ëþáûå äâà ìåðèäèàíà èçîòîï-
íû.

�3. Äîêàçàòåëüñòâà

3.1. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 8. Ïóñòü H ⊂ S3 � òîð ñ íåçàóçëåííîé
äûðîé. Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé äèñê RH ⊂ S3, ÷òî H ∪ RH �
âëîæåííûé òîð, ïðè÷¼ì ýòîò òîð ðàçáèâàåò ñôåðó S3 íà äâå êîìïîíåí-
òû, õîòÿ áû îäíà èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëíîòîðèé.



ÑÅÐÒÈÔÈÊÀÖÈß ÇÀÖÅÏËÅÍÍÎÑÒÈ ÊÐÈÂÛÌÈ ÍÀ ÐÓ×ÊÀÕ 35

Âûáåðåì äèñê E ⊂ S3, îãðàíè÷èâàþùèé êðàé ∂H òîðà ñ äûðîé H
è ïåðåñåêàþùèé H â îáùåì ïîëîæåíèè. Óñòðàíèì âñå îêðóæíîñòè ïå-
ðåñå÷åíèÿ E ∩H ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Âûáåðåì íà E ñàìûé âíóòðåííèé äèñê, òî åñòü äèñêD ⊂ E, êîòîðûé
îãðàíè÷èâàåò îäíó èç îêðóæíîñòåé ïåðåñå÷åíèÿ E ∩H è íå ñîäåðæèò
äðóãèõ òàêèõ îêðóæíîñòåé. Ïîñëå ïåðåñòðîéêè (õèðóðãèè) òîðà ñ äû-
ðîé H ïî äèñêó D ïîëó÷àåòñÿ ïîâåðõíîñòü èç äâóõ êîìïîíåíò: ïåðâàÿ
êîìïîíåíòà íå èìååò êðàÿ, à ó âòîðîé åñòü ãðàíè÷íàÿ îêðóæíîñòü.
Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàê ðàñïðåäåëèëñÿ ðîä
(÷èñëî ðó÷åê) ìåæäó äâóìÿ êîìïîíåíòàìè.

Ïóñòü ñíà÷àëà ïîâåðõíîñòü áåç êðàÿ � ýòî òîð, à ñ êðàåì � äèñê. Â
ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷åííûé äèñê RH ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì: îí îãðàíè÷èâàåò
êðàé ∂H òîðà ñ äûðîé H, à åãî âíóòðåííîñòü íå ïåðåñåêàåò H.

Òåïåðü ïóñòü ïîâåðõíîñòü áåç êðàÿ � ýòî ñôåðà, à ñ êðàåì � òîð ñ
äûðîé. Â ýòîì ñëó÷àå êðèâàÿ ∂D îãðàíè÷èâàåò äèñê Q ⊂ H íà òîðå
ñ äûðîé. Óñòðàíèì âñå îêðóæíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ E ∩ Q ñëåäóþùèì
îáðàçîì.

Âûáåðåì íà Q ñàìûé âíóòðåííèé äèñê, òî åñòü äèñê P ⊂ Q, êîòîðûé
îãðàíè÷èâàåò îäíó èç îêðóæíîñòåé ïåðåñå÷åíèÿ E ∩Q è íå ñîäåðæèò
äðóãèõ òàêèõ îêðóæíîñòåé. Ïîñëå ïåðåñòðîéêè (õèðóðãèè) äèñêà E ïî
äèñêó P ïîëó÷àåòñÿ ïîâåðõíîñòü èç äâóõ êîìïîíåíò, ïðåäñòàâëÿþùèõ
ñîáîé ñôåðó è äèñê. Ïîëó÷åííûé äèñê îãðàíè÷èâàåò ∂H è ïåðåñåêàåò
òîð ñ äûðîé H â ìåíüøåì ÷èñëå îêðóæíîñòåé. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî E íå ïåðåñåêàåò Q.

Ïóñòü E′ ⊂ S3 � âëîæåííûé äèñê, ïîëó÷àþùèéñÿ èç E çàìåíîé
ïîääèñêà D ⊂ E íà ïàðàëëåëüíóþ êîïèþ äèñêà Q. Òîãäà E′ îãðàíè÷è-
âàåò ∂H è ïåðåñåêàåò òîð ñ äûðîé H â ìåíüøåì ÷èñëå îêðóæíîñòåé.

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî âñå îêðóæíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ E∩H ìî-
ãóò áûòü óñòðàíåíû, è ñóùåñòâîâàíèå äèñêà RH äîêàçàíî. Îñòàâøàÿñÿ
÷àñòü óòâåðæäåíèÿ ëåììû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òåîðåìó Àëåêñàíäåðà î
òîðå.

3.2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6. Ïóñòü K ⊂ S3 � óçåë è H ⊂ S3 �
òîð ñ íåçàóçëåííîé äûðîé, íå ïåðåñåêàþùèé K. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè
êðàé ∂H íå çàöåïëåí çà K, òî ëèáî âûòîëêíóòûé ìåðèäèàí m′

H òîðà
ñ äûðîé íå çàöåïëåí çà (l′H ,K), ëèáî âûòîëêíóòàÿ ïàðàëëåëü l′H íå
êâàçèçàöåïëåíà ïî Çåéôåðòó çà (m′

H ,K).
Âûáåðåì âëîæåííóþ ñôåðó S ⊂ S3, îòäåëÿþùóþ êðàé ∂H îò óç-

ëà K è ïåðåñåêàþùóþ òîð ñ äûðîé H â îáùåì ïîëîæåíèè. Ïðîâåä¼ì
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ðàññóæäåíèå èíäóêöèåé ïî ÷èñëó îêðóæíîñòåé ïåðåñå÷åíèÿ. Ñëó÷àé,
ïðè êîòîðîì ïåðåñå÷åíèÿ îòñóòñòâóþò, î÷åâèäåí5, òàê ÷òî äîêàæåì
èíäóêöèîííûé ïåðåõîä.

Âûáåðåì â ñôåðå S ñàìûé âíóòðåííèé äèñê, òî åñòü äèñê E ⊂ S,
êîòîðûé îãðàíè÷èâàåò îäíó èç îêðóæíîñòåé ïåðåñå÷åíèÿ S ∩ H è íå
ñîäåðæèò äðóãèõ òàêèõ îêðóæíîñòåé.

Ïóñòü RH := ∂VH\Int(H) � äèñê, êîòîðûé äîïîëíÿåò òîð ñ äûðîé
äî âëîæåííîãî òîðà ∂VH , ãäå VH ⊂ S3 � ïîëíîòîðèé (ñì. ëåììó 8).

Ñòàíäàðòíûì ðàññóæäåíèåì ìîæíî óñòðàíèòü âñå îêðóæíîñòè ïå-
ðåñå÷åíèÿ äèñêîâ E è RH . Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äèñê E
ëåæèò â äîïîëíåíèè òîðà ∂VH äî ñôåðû S3. Ïóñòü W îáîçíà÷àåò òî
èç ïðîñòðàíñòâ VH èëè S3\Int(VH), êîòîðîå ñîäåðæèò äèñê E.
Ñëó÷àé 1. Êðàé ∂E äèñêà âûñåêàåò íà òîðå ñ äûðîéH íåðàçäåëÿþùóþ

êðèâóþ.
Â ýòîì ñëó÷àå êðèâàÿ ∂E íà òîðå ñ äûðîéH èçîòîïíà ëèáî ìåðèäèà-

íó mH , åñëè E ⊂ VH , ëèáî ïàðàëëåëè lH , åñëè E ⊂ S3\Int(VH)6. Â ïåð-
âîì âàðèàíòå ìåðèäèàí mH (ñëåäîâàòåëüíî, è âûòîëêíóòûé ìåðèäè-
àím′

H) íå çàöåïëåí çà (l
′
H ,K). Âî âòîðîì âàðèàíòå7 ïàðàëëåëü lH (ñëå-

äîâàòåëüíî, è âûòîëêíóòàÿ ïàðàëëåëü l′H) íå çàöåïëåíà çà (m′
H ,K), à

çíà÷èò, îíà è íå êâàçèçàöåïëåíà ïî Çåéôåðòó çà (m′
H ,K).

Ñëó÷àé 2. Êðàé ∂E äèñêà âûñåêàåò íà òîðå ñ äûðîé H ðàçäåëÿþùóþ

êðèâóþ.
Â ýòîì ñëó÷àå ïîñëå ïåðåñòðîéêè (õèðóðãèè) òîðà ñ äûðîéH ïî äèñ-

êó E ïîëó÷àåòñÿ ïîâåðõíîñòü èç äâóõ êîìïîíåíò: ïåðâàÿ êîìïîíåíòà íå
èìååò êðàÿ, à ó âòîðîé åñòü ãðàíè÷íàÿ îêðóæíîñòü. Ðàññìîòðèì äâà
ñëó÷àÿ â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàê ðàñïðåäåëèëñÿ ðîä (÷èñëî ðó÷åê)
ìåæäó äâóìÿ êîìïîíåíòàìè.

Ïóñòü ñíà÷àëà ïîâåðõíîñòü áåç êðàÿ � ýòî ñôåðà, à ñ êðàåì � òîð ñ
äûðîé. Òîãäà îêðóæíîñòü ∂E ïåðåñå÷åíèÿ S∩H ñôåðû è òîðà ñ äûðîé
ìîæåò áûòü óñòðàíåíà, ÷òî âëå÷¼ò íóæíûé ðåçóëüòàò ïî ïðåäïîëîæå-
íèþ èíäóêöèè.

5Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ñæàòü â òî÷êó ñîäåðæàùèé óçåë K
øàð, îãðàíè÷åííûé ñôåðîé S.

6Äåéñòâèòåëüíî, ýòî � åäèíñòâåííûé ñ òî÷íîñòüþ äî èçîòîïèè âàðèàíò íåðàç-
äåëÿþùåé êðèâîé íà òîðè÷åñêîì êðàå ìíîãîîáðàçèÿ W , ãîìîëîãè÷íîé íóëþ â ñà-
ìîì W .

7Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå òîð ñ äûðîé H ÿâëÿåòñÿ íåçàóçëåííûì.



ÑÅÐÒÈÔÈÊÀÖÈß ÇÀÖÅÏËÅÍÍÎÑÒÈ ÊÐÈÂÛÌÈ ÍÀ ÐÓ×ÊÀÕ 37

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîâåðõíîñòü áåç êðàÿ � ýòî òîð, à ñ êðà-
åì � äèñê. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷åííûé äèñê ìîæíî ïåðåâåñòè â äèñê RH

èçîòîïèåé â ïðîñòðàíñòâå W 8. Â ðåçóëüòàòå òàêîé èçîòîïèè óçåë K
ïîêèíåò ïðîñòðàíñòâî W è ïîïàä¼ò öåëèêîì ëèáî â S3\Int(VH), ëèáî
â VH . Â ïåðâîì âàðèàíòå, êàê è òðåáîâàëîñü, âûòîëêíóòûé ìåðèäè-
àí m′

H ïîëíîòîðèÿ VH çàòÿãèâàåòñÿ äèñêîì, íå ïåðåñåêàþùèì óçëà K
è âûòîëêíóòîé ïàðàëëåëè l′H . Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî âî âòîðîì âàðè-
àíòå âûòîëêíóòàÿ ïàðàëëåëü l′H îãðàíè÷èâàåò ìèíèìàëüíóþ ïîâåðõ-
íîñòü Çåéôåðòà, íå ïåðåñåêàþùóþ íåêîòîðóþ ïîâåðõíîñòü Çåéôåðòà
äëÿ (m′

H ,K).

Çàìå÷àíèå 12. Âûøåîïèñàííûå ðàññóæäåíèÿ òàêæå äîêàçûâàþò ñëå-
äóþùåå óòâåðæäåíèå, óïîìèíàâøååñÿ âî ââåäåíèè. Ïóñòü K ⊂ S3 �
óçåë è H ⊂ S3 � òîð ñ íåçàóçëåííîé äûðîé, íå ïåðåñåêàþùèé K. Åñëè
êðàé ∂H íå çàöåïëåí çà K, à ìåðèäèàí mH çàöåïëåí çà K, òî ñóùå-
ñòâóåò òàêîé äèñê D ⊂ S3\K, ÷òî H∪D � âëîæåííûé òîð. Êðîìå òîãî,
åñëè ïàðàëëåëü lH çàóçëåíà, òî òîð H ∪D íåñæèìàåì â S3\K.

Çàìå÷àíèå 13. Àíàëîãè÷íûìè ìåòîäàìè ìîæåò áûòü äîêàçàíî ñëå-
äóþùåå óòâåðæäåíèå (ñì. ðèñ. 3 ñïðàâà äëÿ èëëþñòðàöèè). Ïóñòü L =
(K1,K2) � äâóõêîìïîíåíòíîå çàöåïëåíèå â S3 è H ⊂ S3\L � ïîâåðõ-
íîñòü, ïîëó÷àþùàÿñÿ â ðåçóëüòàòå ñêëåéêè äâóõ íåçàóçëåííûõ òîðîâ ñ
äûðîé ïî èõ îáùåé ãðàíèöå C, çàòÿãèâàþùåé äèñê â S3\H. Åñëè ìåðè-
äèàíû9 îáîèõ òîðîâ ñ äûðîé çàöåïëåíû çàK1, à ïàðàëëåëè îáîèõ òîðîâ
ñ äûðîé çàöåïëåíû çà K2, òî çàöåïëåíèå (K1,K2, C) íåðàçâîäèìî.

Âûáåðåì ìèíèìàëüíóþ ïîâåðõíîñòü Çåéôåðòà F äëÿ ïàðàëëåëè lH ,
ñîäåðæàùóþñÿ â äîïîëíåíèè S3\Int(VH). Îðèåíòèðóåì ýòó ïîâåðõíîñòü
è èíäóöèðóåì îðèåíòàöèþ íà ∂F = lH .

Ïóñòü l1, . . . , lm ⊂ ∂VH � òàêèå ïàðàëëåëüíûå êîïèè êðèâîé lH , ÷òî
â ïîëíîòîðèè VH óçåë K ãîìîëîãè÷åí öèêëó −(l1 + . . . + lm). Òîãäà
çàöåïëåíèå (m′

H ,K, l1, . . . , lm) ãîìîëîãè÷íî íóëþ â VH , è ñëåäîâàòåëü-
íî, îãðàíè÷èâàåò ïîâåðõíîñòü Çåéôåðòà F ′ ⊂ VH . Ïóñòü F1, . . . , Fm �
ïàðàëëåëüíûå êîïèè ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà F , îãðàíè÷èâàþùèå óç-
ëû l1, . . . , lm. Òîãäà îáúåäèíåíèå F ′ ∪ F1 ∪ . . . ∪ Fm ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé

8Äåéñòâèòåëüíî, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñôåðó D ∪ RH ⊂ W , ãäå D � ïîëó-
÷åííûé äèñê. Ýòà ñôåðà ðàçäåëÿåò S3 íà äâà øàðà, è èçîòîïèþ ñëåäóåò ïðîâåñòè
âäîëü òîãî èç íèõ, êîòîðûé ñîäåðæèòñÿ â W .

9À èìåííî, êðèâûå, îãðàíè÷èâàþùèå äèñêè â êîìïîíåíòå äîïîëíåíèÿ S3\H,
ñîäåðæàùåé K1.
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ïîâåðõíîñòüþ Çåéôåðòà äëÿ çàöåïëåíèÿ (m′
H ,K), íå ïåðåñåêàþùåé ïî-

âåðõíîñòü F . Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî âûòîëêíóòàÿ ïàðàëëåëü l′H êâàçèçà-
öåïëåíà ïî Çåéôåðòó çà (m′

H ,K).

3.3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5. Ïóñòü K ⊂ S3 � óçåë è H ⊂ S3 �
òîð ñ íåçàóçëåííîé äûðîé, íå ïåðåñåêàþùèé K. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ìåðèäèàí mH çàöåïëåí çà K è ïàðàëëåëü lH êâàçèçàöåïëåíà ïî Çåé-
ôåðòó çà K. Òîãäà âûòîëêíóòûé ìåðèäèàí m′

H , êàê è èñõîäíûé ìå-
ðèäèàí mH , çàöåïëåí çà (l′H ,K), à âûòîëêíóòàÿ ïàðàëëåëü l′H , êàê è
èñõîäíàÿ ïàðàëëåëü lH , êâàçèçàöåïëåíà ïî Çåéôåðòó çà (m

′
H ,K). Â òà-

êîì ñëó÷àå ïðèìåíèìà òåîðåìà 6, èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî êðàé ∂H
òîðà ñ äûðîé çàöåïëåí çà óçåë K.

3.4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ïóñòü K ⊂ S3 � óçåë è H ⊂ S3 �
íåçàóçëåííûé òîð ñ íåçàóçëåííîé äûðîé, íå ïåðåñåêàþùèé K. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî òð¼õêîìïîíåíòíîå çàöåïëåíèå (l′H ,m

′
H ,K) íåðàçâîäèìî.

Òîãäà âûòîëêíóòûé ìåðèäèàí m′
H çàöåïëåí çà (l′H ,K), à âûòîëêíóòàÿ

ïàðàëëåëü l′H çàöåïëåíà çà (m′
H ,K). Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó l′H íåçàó-

çëåíà, îíà êâàçèçàöåïëåíà ïî Çåéôåðòó çà (m′
H ,K). Â òàêîì ñëó÷àå

ïðèìåíèìà òåîðåìà 6, èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî êðàé ∂H òîðà ñ äûðîé
çàöåïëåí çà óçåë K.

3.5. Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 4. Ïóñòü K ⊂ S3 � óçåë è H ⊂
S3 � òîð ñ íåçàóçëåííîé äûðîé, íå ïåðåñåêàþùèé K. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ìåðèäèàí mH òîðà ñ äûðîé çàöåïëåí çà K, à ïàðàëëåëü lH çàöåï-
ëåíà ïî Çåéôåðòó çà K. Òîãäà lH è êâàçèçàöåïëåíà ïî Çåéôåðòó çà K.
Â òàêîì ñëó÷àå ïðèìåíèìà òåîðåìà 5, èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî êðàé ∂H
òîðà ñ äûðîé çàöåïëåí çà óçåë K.

3.6. Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1. Ïóñòü K ⊂ S3 � óçåë è H ⊂
S3 � íåçàóçëåííûé òîð ñ íåçàóçëåííîé äûðîé, íå ïåðåñåêàþùèé K.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìåðèäèàí mH è ïàðàëëåëü lH òîðà ñ äûðîé îáà
çàöåïëåíû çàK. Òîãäà, ïîñêîëüêó lH íåçàóçëåíà, îíà è êâàçèçàöåïëåíà
ïî Çåéôåðòó çà K. Â òàêîì ñëó÷àå ïðèìåíèìà òåîðåìà 5, èç êîòîðîé
ñëåäóåò, ÷òî êðàé ∂H òîðà ñ äûðîé çàöåïëåí çà óçåë K.

3.7. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7. Ïóñòü K ⊂ S3 � óçåë è H ⊂ S3 �
áóòûëêà Êëåéíà ñ äûðîé, íå ïåðåñåêàþùàÿ K. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè
êðàé ∂H íå çàöåïëåí çà K, òî è ìåðèäèàí mH íå çàöåïëåí çà K.

Âûáåðåì âëîæåííóþ ñôåðó S ⊂ S3, îòäåëÿþùóþ êðàé ∂H îò óç-
ëàK è ïåðåñåêàþùóþ áóòûëêó Êëåéíà ñ äûðîéH â îáùåì ïîëîæåíèè.



ÑÅÐÒÈÔÈÊÀÖÈß ÇÀÖÅÏËÅÍÍÎÑÒÈ ÊÐÈÂÛÌÈ ÍÀ ÐÓ×ÊÀÕ 39

Ïðîâåä¼ì ðàññóæäåíèå èíäóêöèåé ïî ÷èñëó îêðóæíîñòåé ïåðåñå÷åíèÿ.
Ñëó÷àé, ïðè êîòîðîì ïåðåñå÷åíèÿ îòñóòñòâóþò, î÷åâèäåí, òàê ÷òî äî-
êàæåì èíäóêöèîííûé ïåðåõîä.

Âûáåðåì â ñôåðå S ñàìûé âíóòðåííèé äèñê, òî åñòü äèñê E ⊂ S,
êîòîðûé îãðàíè÷èâàåò îäíó èç îêðóæíîñòåé ïåðåñå÷åíèÿ S ∩ H è íå
ñîäåðæèò äðóãèõ òàêèõ îêðóæíîñòåé.

Åñëè êðèâàÿ ∂E ⊂ H íåñóùåñòâåííà (òî åñòü îãðàíè÷èâàåò íà H
äèñê), òî îêðóæíîñòü ∂E ïåðåñå÷åíèÿ S ∩H ñôåðû è áóòûëêè Êëåé-
íà ñ äûðîé ìîæåò áûòü óñòðàíåíà, ÷òî âëå÷¼ò íóæíûé ðåçóëüòàò ïî
ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè. Äàëåå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî êðèâàÿ ∂E ⊂ H
ñóùåñòâåííà.

Ïîñêîëüêó äèñê E îðèåíòèðóåì, êðèâàÿ ∂E ⊂ H ÿâëÿåòñÿ äâóñòî-
ðîííåé. Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 10, íà H èìååòñÿ ðîâíî òðè èçîòîïè÷å-
ñêèõ êëàññà ñóùåñòâåííûõ äâóñòîðîííèõ ïðîñòûõ çàìêíóòûõ êðèâûõ:
êëàññ ìåðèäèàíà mH , êëàññ êðèâîé, îãðàíè÷èâàþùåé íà H ëåíòó Ì¼-
áèóñà M ⊂ H, è êëàññ ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòè ∂H.

Ñëó÷àé, â êîòîðîì êðèâàÿ ∂E îòíîñèòñÿ ê îäíîìó èç äâóõ ïîñëåäíèõ
êëàññîâ, íåâîçìîæåí, ïîñêîëüêó ïðèâîäèò ê âëîæåíèþ â ñôåðó S3 çà-
ìêíóòîé íåîðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè: ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòèM ∪E
èëè áóòûëêè Êëåéíà ∂H ∪ E. Ñëåäîâàòåëüíî, êðèâàÿ ∂E èçîòîïíà
ìåðèäèàíó mH . Â ýòîì ñëó÷àå ìåðèäèàí mH îãðàíè÷èâàåò äèñê E â
äîïîëíåíèè óçëà K, à çíà÷èò, êàê è òðåáîâàëîñü, íå çàöåïëåí çà K.
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Alekseev I. S., Malova A. A. Certi�cation of linkedness by curves on
handles.

This work develops geometric certi�cates for detecting non-splittability
of links in the three-sphere. We establish su�cient conditions for the non-
splittability of two-component links in which one component bounds a
handle (a punctured torus) or a cross-handle (a punctured Klein bottle) in
the complement of the other. These conditions are expressed in terms of the
linking behavior of curves on these surfaces with the other component. This
lays the foundation for a geometric framework to certify non-splittability,
an approach conceptually akin to Cochran's calculus and Milnor invariants.
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