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§1. Введение

Теория случайных блужданий, как одно из классических направ-
лений перечислительной комбинаторики [1], успешно применяется в
квантовых вычислениях [2], в анализе колебаний цен [3], в биологии [4]
и психологии [5], в теории самоорганизованной критичности [6]. Слу-
чайные блуждания имеют тесные связи с теорией вероятности и ста-
тистической физикой, а также с задачами о плоских разбиениях, с
теорией случайных матриц и с симметрическими функциями [7–14].

В работе [15] была продемонстрирована связь квантовой интегри-
руемой модели бозонного типа с плоскими разбиениями в ящике. В
[16, 17] было предложено интерпретировать случайные шаги в моде-
ли со случайными поворотами как переходы между состояниями спин
“вверх” и спин “вниз”, описываемыми периодической XX спиновой мо-
делью Гейзенберга.

В свою очередь, XX спиновая модель Гейзенберга [18, 19] связана с
рядом задач теоретической физики, такими как низкоэнергетическая
квантовая хромодинамика [20] и возможность фазового перехода тре-
тьего рода в спиновых цепочках [21]. Она также связана с симметриче-
скими функциями и плоскими разбиениями (трёхмерными диаграмма-
миЮнга), которые имеют отношение к широкому кругу задач, [22–26].

Ключевые слова: производящая функция, квантовые спины, плоские разбие-
ния, случайные блуждания.

192



ОТ КВАНТОВЫХ СПИНОВ К ПРОИЗВОДЯЩИМ ФУНКЦИЯМ 193

Проявления в перечислительной комбинаторике таких температур-
ных корреляционных функций, как выживание ферромагнитной стру-
ны и доменной стенки, были рассмотрены в [27] для случая XX мо-
дели на периодической цепочке. Перечисление случайных блужданий
недружественных пешеходов было изучено в [28]. Связь между XX
спиновой цепочкой Гейзенберга и некоторыми аспектами перечисли-
тельной комбинаторики рассмотрена в [29]: проведен комбинаторный
вывод динамических автокорреляционных функций совместно с их ви-
зуализацией в терминах пучков (nests) самоизбегающих решеточных
путей. Асимптотики автокорреляционных функций получены в двой-
ном скейлинговом пределе. В работе [30] изучается связь между XX
моделью Гейзенберга на полубесконечной цепочке и моделированием
случайных блужданий, ограниченных непроницаемой стенкой.

Настоящая работа следует [26] и [27]. Она посвящена исследованию
асимптотического поведения выживания ферромагнитной струны при
низких температурах и производящей функции пучков самоизбегаю-
щих решёточных путей для блужданий при большом числе шагов. По-
казана связь с производящей функцией строгих по столбцам плоских
разбиений в ящике, а также приведены соответствующие предельные
выражения как при низких температурах, так и при большом числе
шагов.

Организация работы следующая. После вводного §1, в §2 кратко
представлена XX модель Гейзенберга на периодической цепочке. В §3
вводится корреляционная функция выживания ферромагнитной стру-
ны и производящая функция пучков самоизбегающих решёточных пу-
тей. В §4 исследуется асимптотическое поведение выживания ферро-
магнитной струны при низких температурах и производящей функции
пучков самоизбегающих решёточных путей случайных блужданий при
большом числе шагов. Показана связь с q-параметризованной произ-
водящей функцией строгих по столбцам плоских разбиений в ящике,
а также получены соответствующие предельные выражения как при
низких температурах, так и при большом числе шагов. §5 завершает
статью.
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§2. XX Модель Гейзенберга

2.1. Алгебраические замечания. Напомним, что строгое разбие-
ние µ = (µ1, µ2, . . . , µN ) состоит из элементов µk, 1 6 k 6 N , называ-
емых частями, которые удовлетворяют

M > µ1 > µ2 > . . . > µN > 0 . (1)

Частным случаем (1) оказывается “лестничное” разбиение

δN ≡ (N − 1, N − 2, . . . , 1, 0) . (2)

Определение (2) позволяет ввести разбиение λ = (λ1, λ2, . . . , λN ), со-
стоящее из невозрастающих неотрицательных целых чисел:

M > λ1 > λ2 > . . . > λN > 0 , M≡M −N + 1 . (3)

Связь между частями λ и µ выражается как λ = µ − δN , где δN
задаётся в (2), то есть

λj = µj + j −N , 1 6 j 6 N . (4)

Объёмом разбиения, например λ, называется сумма его частей: |λ| ≡∑N
i=1 λi. Объёмы µ и λ связаны соотношением: |µ| = |λ|+ N

2 (N − 1).

2.2. Состояния. Рассмотрим квантовую цепочку взаимодействую-
щих полуцелых спинов, состоящую изM+1 узла. Спиновые состояния,
спин “вверх” |↑〉n и спин “вниз” |↓〉n, определены на n-ом узле, n ∈
M ≡ {0, 1, . . . ,M}. Пусть два оператора qn и q̄n представляют собой
локальные проекторы, удовлетворяющие условиям:

qn |↓〉n = |↓〉n , qn |↑〉n = 0 , q̄n |↑〉n = |↑〉n , q̄n |↓〉n = 0 . (5)

Введём локальные спиновые операторы σ±n = 1
2 (σxn±iσyn) и σzn, зави-

сящие от решёточного аргумента n ∈M и действующие в пространстве
состояний HM+1 ≡ (C2)⊗(M+1). Спиновые операторы удовлетворяют
перестановочным соотношениям:

[σ+
k , σ

−
l ] = δkl σ

z
l , [σzk, σ

±
l ] = ±2δkl σ

±
l .

Благодаря определению состояний спин “вверх”, |↑〉n ≡
(1

0

)
n
, и спин

“вниз”, |↓〉n ≡
(0

1

)
n
, операторы σ±n действуют как повыщающий/пони-

жающий операторы:

σ+
n |↓〉n = |↑〉n , σ−n |↑〉n = |↓〉n , σ−n |↓〉n = σ+

n |↑〉n = 0 . (6)
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Из (6) следует, что соотношения (5) выполняются в силу определений

qn ≡ σ−n σ+
n =

1

2
(1− σzn) , q̄n ≡ σ+

n σ
−
n =

1

2
(1 + σzn) . (7)

Произвольное состояние |µ〉, соответствующее N опрокинутым спи-
нам, и сопряжённое состояние 〈ν| определяются как

|µ〉 ≡
(

N∏
k=1

σ−µk

)
|⇑〉 , 〈ν| ≡ 〈⇑|

(
N∏
k=1

σ+
νk

)
, (8)

где |⇑〉 ≡
⊗M

n=0 |↑〉n, а операторы σ±n действуют на |↑〉n и |↓〉n в со-
ответствии с (6). Строгое разбиение µ = (µ1, µ2, . . . , µN ) (1) отвечает
цепочке спинов, характеризуемой N опрокинутыми спинами на узлах,
заданных частями µk, 1 6 k 6 N . Состояния (8) образуют полный
ортогональный базис:

〈ν|µ〉 = δνµ ≡
N∏
n=1

δνnµn
. (9)

Будем рассматривать N -частичные векторы состояний как линей-
ные комбинации векторов |µ〉 (8), [25, 27]:

|Ψ(uN )〉 ≡
∑

λ⊆{MN}

Sλ(u2
N ) |λ + δN 〉 , (10)

где суммирование идет по разбиениям λ = µ− δN , удовлетворяющим
(3). Коэффициенты в (10) выражаются через многочлены Шура Sλ,
определённые соотношением [1]:

Sλ(xN ) ≡ Sλ(x1, x2, . . . , xN ) ≡
det
(
xλk+N−k
j

)
16j,k6N

V(xN )
, (11)

где V(xN ) — определитель Вандермонда:

V(xN ) ≡ det(xN−kj )16j,k6N =
∏

16m<l6N

(xm − xl) . (12)

Жирным шрифтом в (10) (и далее) обозначены N -наборы типа u2 ≡
(u21, u

2
2, . . . , u

2
N ) (или u2

N , чтобы указать число элементов).
Векторы состояния сопряжённые к (10) опредедяются как

〈Ψ(vN )| =
∑

λ⊆{MN}

〈λ + δN |Sλ(v−2N ) , (13)
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и скалярное произведение (10) и (13) имеет вид:

〈Ψ(vN ) |Ψ(uN )〉 =
∑

λ⊆{MN}

Sλ(v−2N )Sλ(u2
N ) . (14)

Правая часть (14) вычисляется с помощью формулы Бине–Коши, за-
писанной через многочлены Шура [31]:

PL/n(yN ,xN ) ≡
∑

λ⊆{(L/n)N}

Sλ(yN )Sλ(xN )

=

(
N∏
l=1

ynl x
n
l

)
det(Tkj)16k,j6N
V(yN )V(xN )

,

(15)

где суммирование проводится по всем разбиениям λ вида

L > λ1 > λ2 > . . . > λN > n . (16)

Определитель Вандермонда (12) используется в (15), а матричные эле-
менты Tkj имеют вид:

Tkj =
1− (xkyj)

N+L−n

1− xkyj
. (17)

Выражение для скалярного произведения (14) следует из (15) и (16):

〈Ψ(vN ) |Ψ(uN )〉= 1

V(v−2N )V(u2
N )

det
(1−(ui/vj)

2(M+1)

1−(ui/vj)2

)
16i,j6N

. (18)

2.3. Гамильтониан XX модели. Гамильтониан XX спиновой моде-
ли Гейзенберга имеет вид:

H ≡ − 1

2

M∑
n,m=0

∆nmσ
+
n σ
−
m , (19)

где коэффициенты ∆nm задаются как

∆nm ≡ δ|n−m|,1 + δ|n−m|,M , (20)

а δn,l(≡ δnl) есть символ Кронекера. Число узловM+1 = 0 (mod 2), и
наложены периодические граничные условия σ±,zn+(M+1) =σ±,zn , ∀n∈M.

Если параметры u2j ≡ eiθj (1 6 j 6 N) удовлетворяют уравнениям
Бете,

ei(M+1)θj = (−1)N−1 , 1 6 j 6 N , (21)
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то векторы состояний (10) становятся собственными состояниямиH (19):

H |Ψ(eiθN/2)〉 = EN (θN ) |Ψ(eiθN/2)〉 . (22)

Векторы состояния (10) и (13), параметризованные произвольными па-
раметрами u2

N , образуют состояния off-shell, в терминологии [32, 33]
(иными словами, “вне массовой поверхности”).

Обозначение θN для N -набора (θ1, θ2, . . . , θN ) используется для ре-
шений уравнений Бете (21), а также eiθN ≡ (eθ1 , eθ2 , . . . , eθN ). Решения
θj уравнений Бете (21) можно параметризовать следующим образом:

θj =
2π

M + 1

(
Ij −

N − 1

2

)
, 1 6 j 6 N , (23)

где Ij — целые или полуцелые числа в зависимости от того, нечётно
или чётно N . Достаточно рассматривать набор из N различных чисел
Ij , удовлетворяющих M > I1 > I2 > · · · > IN > 0.

Собственные значения энергии в (22) равны

EN (θN ) = −
N∑
j=1

cos θj = −
N∑
j=1

cos

(
2π

M + 1

(
Ij −

N − 1

2

))
. (24)

Основное состояние модели – это собственное состояние, соответству-
ющее наименьшей собственной энергии EN (θ g

N ). Оно определяется ре-
шением уравнений Бете (23) при Ij = N − j:

θ g
j ≡

2π

M + 1

(
N + 1

2
− j
)
, 1 6 j 6 N . (25)

§3. Выживание ферромагнитной струны и амплитуда
дискретного перехода

3.1. Выживание ферромагнитной струны. Рассмотрим темпера-
турную корреляционную функцию состояний, в которых отсутствуют
возбуждения на n последовательных узлах. Эта величина называется
выживанием ферромагнитной струны:

T (θ g
N , n, β) ≡ 〈Ψ(eiθ

g
N/2) | Π̄n e

−βH Π̄n |Ψ(eiθ
g
N/2)〉

〈Ψ(eiθ
g
N/2) | e−βH |Ψ(eiθ

g
N/2)〉

. (26)

Проектор

Π̄n ≡
n−1∏
j=0

q̄j (27)
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в выражении (26) запрещает состояния со спином “вниз” на n после-
довательных узлах. Кроме того, q̄n, H и θ g

N определены в (5), (19)
и (25), соответственно, а β ∈ C. Некоторые результаты, касающиеся
корреляционной функции (26), приведены в [27].

Напомним, что выживание ферромагнитной струны связано с моде-
лью недружественных пешеходов в модели блужданий со случайны-
ми поворотами [6,7] (см. также [25]). Задача перечисления блужданий
недружественных пешеходов активно исследуется (см. ссылки в [27]).
Случайные блуждания по одномерной периодической решётке тесно
связаны с корреляционными функциями XX-магнетика [16,17,34].

Учитывая (10), (13), (27), получаем выражение для off-shell мат-
ричного элемента, который параметризуется произвольными uN и vN ,
[25, 34]:

〈Ψ(vN ) | Π̄n e
−βH Π̄n |Ψ(uN )〉

=
∑

λL,λR⊆{(M/n)N}
SλL(v−2N )SλR(u2

N )GµL;µR(β) .
(28)

Область двух независимых суммирований по λL и λR определяется в
(16), а µL,R = λL,R+δN обозначают соответствующие строгие разбие-
ния. Матричный элемент (28) выражается через амплитуду перехода
GµL;µR(β) между состояниями (8):

GµL;µR(β) ≡ 〈µL | e−βH | µR〉 , (29)

которая удовлетворяет уравнению

d

dβ
GµL;µR(β) =

N∑
k=1

(
GµL;µR+ek

(β) +GµL;µR−ek
(β)
)
, (30)

где ek, 1 6 k 6 N , это N -наборы, состоящие из нулей, за исключением
единицы на k-ом месте (допустим, слева). Амплитуда (29) связана с пе-
речислением блужданий N недружественных пешеходов, движущихся
по узлам одномерной решётки [16,17,26,34].

Амплитуда перехода (29), как решение уравнения (30), выражается
через функции Шура (11) и определитель Вандермонда (12), [25]:

GµL;µR(β) =
1

(M + 1)N

∑
{φN}

e−βEN (φN )

× |V(eiφN )|2 SλL(eiφN )SλR(e−iφN ) ,

(31)
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где суммирование проводится по N -наборам φN ≡ (φk1 , φk2 , . . . , φkN ),
индексируемым целыми ki, 1 6 i 6 N , удовлетворяющими M > k1 >
k2 > · · · > kN > 0. Энергия EN (φN ) определяется выражением (24).
Различные детерминантные представления для GµL;µR(β) (29) обсуж-
даются в [28,29]. Детерминантные формулы для вероятностей перехо-
да N частиц уже давно известны в теории вероятностей и комбинато-
рике [35,36] и продолжают вызывать интерес.

Представление (28) позволяет выразить (26) в терминах GµL;µR(β):

T (θ g
N , n, β) =

eβEN (θ g
N )

N 2(θ g
N )

∑
λL,λR⊆{(M/n)N}

× SλL(e−iθ
g
N )SλR(eiθ

g
N )GµL;µR(β) ,

(32)

где N 2(θ g
N ) ≡ 〈Ψ(eiθ

g
N ) | Ψ(eiθ

g
N )〉 это норма основного состояния в

параметризации (25).
Подставляя (31) в (28) и используя (15), получаем [27,34]:

〈Ψ(vN ) | Π̄n e
−βH Π̄n |Ψ(uN )〉 =

1

(M + 1)N

∑
{φN}

e−βEN (φN )

× |V(eiφN )|2 PM/n(v−2N , eiφN )PM/n(e−iφN ,u2
N ) . (33)

Следовательно, (33) приводит к другому представлению T (θ g
N , n, β)

(26), эквивалентному (32):

T (θ g
N , n, β) =

1

N 2(θ g
N )(M + 1)N

∑
{θN}

e−β(EN (θN )−EN (θ g
N ))

×
∣∣V(eiθN )PM/n(e−iθN , eiθ

g
N )
∣∣2 , (34)

где PM/n(e−iθN , eiθ
g
N ) это выражение (15) на решениях (21) и (25), [25].

3.2. Амплитуда дискретного перехода. Рассмотрим также нор-
мированный матричный элемент производящего экспоненциального
оператора над бетовскими состояниями, параметризованными реше-
нием для основного состояния (25):

〈Π̄n e
−βH Π̄n〉N ≡

〈Ψ(eiθ
g
N/2) | Π̄n e

−βH Π̄n |Ψ(eiθ
g
N/2)〉

N 2(eiθ
g
N/2)

, (35)

где N -набор eiθ
g
N/2 = (eiθ

g
1 /2, eiθ

g
2 /2, . . . , eiθ

g
N/2) определяется подста-

новкой vj = uj ≡ eiθ
g
j /2 (1 6 j 6 N). Нормированный форм-фактор
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ферромагнитной струны (то есть форм-фактор Π̄n (27)) возникает из
(35) при β → 0, и его детерминантное представление обсуждается
в [27].

Обратимся к амплитуде дискретного перехода 〈Π̄n

(
−2H

)K
Π̄n〉N ,

〈Π̄n

(
−2H

)K
Π̄n〉N = DKβ/2 〈Π̄n e

−βH Π̄n〉N , (36)

где DK` обозначает дифференцирование K-ого порядка по ` при ` = 0.
В явном виде:

〈Π̄n

(
−2H

)K
Π̄n〉N =

1

N 2(θ g
N )(M + 1)N

∑
{θN}

(
2 cos(θN )

)K
×
∣∣V(eiθN )PM/n(e−iθN , eiθ

g
N )
∣∣2 . (37)

Амплитуда перехода (37) может быть записана в обозначениях ра-
боты [26]:

〈Π̄n

(
−2H

)K
Π̄n〉N =

P(eiθ
g
N/2; eiθ

g
N/2 |K)

N 2(eiθ
g
N/2)

, (38)

где

P(eiθ
g
N/2; eiθ

g
N/2 |K) =

∑
λL,λR⊆{(M/n)N}

SλL(e−iθ
g
N/2)

×SλR(eiθ
g
N/2)G(µL;µR |K) . (39)

В свою очередь, G(µL;µR |K) получается следующим образом. Дей-
ствуя оператором DKβ/2 на GµL;µR(β) (29), получаем матричный эле-
мент K-ой степени гамильтониана:

G(µL;µR |K) ≡ DKβ/2GµL;µR(β) = 〈µL| (−2H)K |µR〉 , (40)

то есть в явном виде

G(µL;µR |K) =
1

(M + 1)N

∑
{φN}

(
2

N∑
m=1

cosφm

)K
× |V(eiφN )|2 SλL(eiφN )SλR(e−iφN ) . (41)

Представление (41) удовлетворяет рекуррентному соотношению

G(µL;µR |K + 1) =

N∑
k=1

(
G(µL;µR + ek |K) +G(µL;µR − ek |K)

)
, (42)
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где N -наборы ek, 1 6 k 6 N , состоят из нулей, кроме единицы на k-ой
позиции. Уравнение (42) снабжено начальными условиямиG(µL;µR |0)
= δµLµR , а также условиями периодичности и отсутствия самопересе-
чения.

Рассмотрим теперь решёточные пути блужданий со случайными по-
воротами N недружественных пешеходов с начальными и конечными
положениями, заданными строгими разбиениями µL и µR, соответ-
ственно. Пусть |PK(µL → µR)| есть соответствующее количество пуч-
ков путей для числа шагов K.

С учетом параметризации (25), замена eiθ
g
N 7−→ 1 допустима при

M � N , и из (39) получаем:

P(1N ; 1N |K)=
∑

λL,λR⊆{(M/n)N}

SλL(1N )SλR(1N )|PK(µL → µR)|, (43)

где |PK(µL → µR)| характеризуется следующим предложением.

Предложение 1: Амплитуда G(µL;µR |K) (41), являющаяся реше-
нием (42), и число пучков решёточных путей без самопересечений N
недружественных пешеходов со случайными поворотами |PK(µL →
µR)| связаны посредством обобщённого тождества Рамуса, [26]:

G(µL;µR|K) = |PK(µL → µR)|

=
∑
|n|=K

P (n) det
(
(∆nj )µL

i ;µR
j

)
16i,j6N

, (44)

где K число шагов, n = (n1, n2, . . . , nN ), |n| =
∑N
i=1 ni и P (n) — муль-

тиномиальный коэффициент

P (n) ≡ (n1 + n2 + . . .+ nN )!

n1!n2! . . . nN !
.

Кроме того, элемент (∆K)jm определяется как

G(j,m|K) = 〈⇑| σ+
j (−2H)Kσ−m |⇑〉 =

(
∆K

)
jm
,

где
(
∆K

)
jm

это матричный элемент матрицы ∆ в степени K, удо-
влетворяющей (

∆K+1
)
jm

=
(
∆K

)
j,m+1

+
(
∆K

)
j,m−1 .

Начальное условие выполняется, поскольку G(j,m|0) есть символ Кро-
некера δjm. Периодичность также согласуется с циркулянтной матри-
цей (20), и (∆0)jm = δjm.
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Амплитуда P(1N ; 1N |K) (43) перечисляет составные пути, показан-
ные на Рисунке 1. Действительно, множитель SλL(1N ) в (43) соответ-

С1

С2

С3

С4
0

1

8

9
B1

B2

B3

B4

L R

K

Рис. 1. Пучок N = 4 путей для K = 6 шагов как эле-
мент 〈Ψ(1N )|Π̄1(−2H)KΠ̄1|Ψ(1N )〉.

ствует пучкам C путей блужданий с ограниченными поворотами из
точек Ci, 1 6 i 6 N , в узлы, пронумерованные частями µL. В со-
отношении (43) вклад |PK(µL → µR)| соответствует блужданиям N
пешеходов со случайными поворотами между узлами, пронумерован-
ными частями разбиений µL и µR. Множитель SλR(1N ) отвечает со-
пряжённому пучку B блужданий из µR в Bi, 1 6 i 6 N (см. [25]
для описания C и B). Таким образом, (43) показывает, что матричный
элемент P(eiθ

g
N/2; eiθ

g
N/2 |K), (39), над бетовским состоянием on-shell

является производящей функцией пучков самоизбегающих путей ти-
па, представленного на рис. 1.

Следовательно, представление (38) для амплитуды дискретного пе-
рехода 〈Π̄n

(
−2H

)K
Π̄n〉N (37) связано сP(1N ; 1N |K), то есть с числом

самоизбегающих решёточных траекторий (см. рис. 1) блужданий из K
шагов на цепочке изM+1 узлов. Возбуждения на n последовательных
узлах запрещены благодаря проекторам Π̄n.

В частном случае µL = µR = δN , где δN определяется форму-
лой (2), представление в виде ряда для числа пучков |PK(δN → δN )|
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(41) имеет вид

G(δN ; δN |K) =
1

(M + 1)N

∑
{φN}

(
2

N∑
m=1

cosφm

)K
|V(eiφN )|2 , (45)

так как λL = λR = (0, 0, . . . , 0) и, следовательно,

S(0,0,...,0)(e
iφN ) = S(0,0,...,0)(e

−iφN ) = 1 .

При условии M � N , уравнения (44) и (45) (см. Предложение 1)
дают число траекторий без самопересечений N пешеходов блужда-
ющих со случайными поворотами, которые изначально находятся в
точках δN и возвращаются в исходное положение после K шагов на
достаточно длинной цепи (M � 1), [26]:∑

|n|=K

P (n) det

((
nj

nj+j−i
2

))
16i,j6N

= 2KJ (K,N) , (46)

где элементы матрицы в (46) равны нулю, если nj и |i − j| имеют
разную чётность. Более того, если nj обращается в нуль при некотором
j, то соответствующий элемент матрицы равен символу Кронекера δij .
Интеграл J (K,N) в (46) имеет вид

J (K,N) ≡ 1

N !

π∫
−π

π∫
−π

· · ·
π∫
−π

( N∑
m=1

cosφm

)K
× |V(eiφN )|2 dφ1dφ2 . . . dφN

(2π)N
,

(47)

Интеграл J (K,N) (47) обращается в нуль при нечётных K (то же
справедливо для ряда в левой части (45)), тогда как при чётных K ве-
личина J (K,N) связана с числом случайных перестановок множества
{1, . . . , K2 }, содержащих не более N возрастающих подпоследователь-
ностей [37, 38], а также с распределением длин наибольших возрас-
тающих подпоследовательностей случайных перестановок множества
{1, . . . , K2 } [39, 40]. Задача о наибольшей возрастающей подпоследова-
тельности случайных перестановок связана со случайными унитарны-
ми матрицами [38], а более подробное обсуждение связи этой задачи
с различными областями математики можно найти в [41]. Ряд (45)
превращается в статистическую сумму Гросса—Виттена [42].
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§4. Асимптотические оценки

4.1. Выживание ферромагнитной струны. Решение (31) может
быть представлено в виде [43]:

Gµ; ν(β) =
1

(M + 1)N

M∑
s1,...,sN=0

× e
β

N∑
m=1

cosφsm
det
(
ei(µr−νs)φsr

)
16r,s6N

, (48)

где параметризация как в (31). Благодаря антисимметричности при
перестановках φ1, . . . , φN , суммируемое выражение в (48) преобразу-
ется в произведение функций Шура (11), [17,43]. Таким образом, при-
ходим к (31).

Если суммирование заменить интегрированием при M � N � 1,
то уравнение (48) имеет приближенный вид:

Gµ; ν(β) = eβN
π∫
−π

π∫
−π

· · ·
π∫
−π

e
β

N∑
m=1

(cosφsm
−1)

× det
(
ei(µr−νs)φr

)
16r,s6N

dφ1dφ2 . . . dφN
(2π)N

.

(49)

Благодаря замене при β � 1,

e
β

N∑
m=1

(cosφsm−1) 7−→ e
(−β/2)

N∑
m=1

φ2
m
,

справедлива оценка интеграла в правой части (49):

Gµ; ν(β) ' eβN e(|µ|
2+|ν|2)/(2β)

(2πβ)N/2
det
(
exp(

µrνs
β

)
)
16r,s6N

. (50)

Зависимость (50) от частей µ и ν имеет сходство с зависимостью веро-
ятности перехода между положениями, задаваемыми частями µ и ν,
при броуновском движении N частиц, [44].

Введем сумму, параметризованную (M + 1)-набором
aM+1 ≡ (α0, α1, . . . , αM ),

PM/n(v−2N ,u2
N ,aM+1)

≡
∑

λ⊆{(M/n)N}

Sλ(v−2N )Sλ(u2
N ) exp

( N∑
i=1

αµi

)
, (51)
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где части λ и µ связаны согласно (4). Кроме того, существует тожде-
ство:

det
(
qµ

L
r µ

R
s
)
16r,s6N

≡ det
(
q(λ

L
r +δr)(λ

R
s +δs)

)
16r,s6N

= SλR(x)SλL(qN/q)V(qN−1, qN−2, . . . , 1) ,
(52)

где
xN = (x1, x2, . . . , xN ) ≡ (qµ

L
1 , qµ

L
2 , . . . , qµ

L
N ) , (53)

qN/q ≡ (1, q, . . . , qN−1) , q ∈ R . (54)
Конкретизируем q в (53), (54):

q = eα , α =
1

β
. (55)

Положим в (51), eαn ≡ qn
2

, n > 0, где q определяется (55). Тогда
получаем из (51) для aqM+1 ≡ α(0, 12, 22, . . . ,M2), α = log q:

PM/n(v−2N ,u2
N ,a

q
M+1) ≡

∑
λ⊆{(M/n)N}

q|µ|
2

Sλ(v−2N )Sλ(u2
N ) . (56)

Опираясь на PM/n (56), преобразуем (32) с использованием (50) и (52):

T (θ g
N , n, β) =

eβ(N+EN (θ g
N ))

N 2(θ g
N )

× V(qN−1, qN−2, . . . , 1)

(2πβ)N/2

× Z(θ g
N ,qN/q) . (57)

В представлении (57) введена сумма

Z(θ g
N ,qN/q) ≡

∑
λ⊆{(M/n)N}

(
q|µ|

2/2Sλ(qN/q)Sλ(e−iθ
g
N )

× PM/n(eiθ
g
N , qµ,aqM+1/2)

)
,

(58)

где qµ ≡ (qµ1 , qµ2 , . . . , qµN ). Для Z(θ g
N ,qN/q) (58) имеет место предел

lim
q→1
Z(θ g

N ,qN/q) = |PM/n(eiθ
g
N ,1N )|2 , (59)

где исползуется PM/n( · , · ) (15) (например, β →∞ в случае (55)).
Напомним интерпретацию форм-фактора ферромагнитной струны

[25]. Определим ящик B(L,N, P ) размера L × N × P как множество
узлов целочисленной решётки:

B(L,N, P ) =
{

(i, j, k) ∈ N3
∣∣ 0 6 i 6 L, 0 6 j 6 N, 0 6 k 6 P

}
.
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Производящая функция Zcspp
q (N,N,M − n) плоских разбиений стро-

гих по столбцам в ящике B(N,N,M − n) с квадратным основанием
N ×N и высотойM −n задается форм-фактором в q-параметризации:

〈Ψ(q
− 1

2

N ) | Π̄n |Ψ((qN/q)
1
2 )〉 = PM/n(qN ,qN/q)

= qnN
2
N∏
k=1

N∏
j=1

1− qM−n+1+j−k

1− qj+k−1

= q
N2

2 (2n+1−N)Zcspp
q (N,N,M − n).

(60)

Соответствующее число плоских разбиений строгих по столбцам воз-
никает при q → 1, [25]:

lim
q→1
PM/n(qN ,qN/q) = PM/n(1N ,1N ) = Acspp(N,N,M − n) , (61)

где

Acspp(N,N,P ) =

N∏
k=1

N∏
j=1

P + 1 + j − k
j + k − 1

.

Согласно (59) и (61), представление Z(θ g
N ,qN/q) (58) в термодинами-

ческом пределе является производящей функцией чисел (Acspp(N,N,
M − n))2, то есть квадратов чисел строгих по столбцам плоских раз-
биений в ящике.

Введем q-деформированную G-функцию Барнса:

Gq(N + 1) ≡
N∏
k=1

Γq(k) , (62)

где Γq(k) это q-гамма функция [45],

Γq(k) ≡ [1] [2] · · · [k − 1] , [k] ≡ 1− qk

1− q
, k ∈ Z+ .

С исползованием (62) получаем:

V(qN−1, qN−2, . . . , 1) = q
N−1

2 (N−2)

× (q − 1)
N
2 (N−1)Gq(N + 1) .

(63)

Окончательно, приходим к T (θ g
N , n, β) (57) при α = β−1 � 1 (см.

(55)):

T (θ g
N , n, β)

∣∣
β�1
' G(N + 1)

N 2(θ g
N )(2π)N/2

|PM/n(eiθ
g
N ,1N )|2

βN2/2
. (64)
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В (64) используется оценка для (63):

V(qN−1, qN−2, . . . , 1)
∣∣
β�1

' G(N + 1)

βN(N−1)/2 , G(N + 1) ≡
N∏
k=1

Γ(k) (65)

(G(N + 1) – функция Барнса [46]). Соотношение (64) согласуется с
результатами [27].

4.2. Амплитуда дискретного перехода. Чтобы оценить (38), (39),
перепишем (41) аналогично (48):

G(µL;µR |K) =
1

(M + 1)N

M∑
s1,...,sN=0

(
2

N∑
m=1

cosφm

)K
× det

(
ei(µ

L
r −µ

R
s )φsr

)
16r,s6N

. (66)

Представление (66) согласуется с (45) при условии µL = µR = δN , где
δN определяется (2).

При больших K � 1 в (66) допустима замена(
2

N∑
m=1

cos θm

)K
7−→ (2N)K exp

(
− K

2N

N∑
m=1

θ2m

)
,

и можно приближённо получить:

G(µL;µR |K) ' exp
( N

2K
(|µL|2 + |µR|2)

)
× (2N)K

(2π)N/2

(N
K

)N/2
det
(
exp(

N

K
µLr µ

R
s )
)
16r,s6N

.

(67)

Если использовать (52), то оценка (67) принимает вид:

G(µL;µR |K) ' q(|µ
L|2+|µR|2)/2 (2N)K

( N

2πK

)N/2
× SλR(x)SλL(qN/q)V(qN−1, qN−2, . . . , 1) , (68)

где xN и qN/q определены в (53) и (54) соответственно, при

q = eα , α =
N

K
. (69)

Соотношение (68) даёт поведение чисел |PK(µL → µR)| (44) при
большихK (см. Предложение 1 выше). При µL = µR = δN получаем
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для (68):

G(δN ; δN |K) ' q
N
6 (N−1)(2N−1) (2N)K

( N

2πK

)N/2
× V(qN−1, qN−2, . . . , 1) , (70)

а предельное выражение имеет вид

G(δN ; δN |K)
∣∣
N/K�1

' G(N + 1) (2N)K

(2π)N/2

(N
K

)N2/2

. (71)

Иными словами, оценка (71) описывает поведение (46) (где использу-
ется J (K,N) (47)) при достаточно больших K:

|PK(δN → δN )| =
∑
|n|=K

P (n) det

((
nj

nj+j−i
2

))
16i,j6N

'
K�1

G(N + 1) (2N)K

(2π)N/2

(N
K

)N2/2

.

С использованием (68), производящая функция (39) преобразуется
к виду:

P(eiθ
g
N/2; eiθ

g
N/2 |K) ' Z(θ g

N ,qN/q)

× V(qN−1, qN−2, . . . , 1) (2N)K
( N

2πK

)N/2
,

(72)

где используется Z(θ g
N ,qN/q) (58) и q (69). Представление (72) свя-

зано с производящей функцией, которая приводит к квадратам чисел
(Acspp(N,N,M − n))2 строгих по столбцам плоских разбиений в пре-
деле длины цепочки, стремящейся к бесконечности.

В итоге, предельное выражение для дискретной амплитуды перехо-
да (38) при K � 1 получается с использованием (59), (65) и (72):

〈Π̄n

(
−2H

)K
Π̄n〉N '

G(N + 1) (2N)K

N 2(θ g
N )(2π)N/2

(N
K

)N2/2

× |PM/n(eiθ
g
N ,1N )|2.
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§5. Обсуждение

Получена вероятность выживания ферромагнитной струны при ма-
лых температурах, а также амплитуды дискретного перехода при боль-
шом числе шагов. Амплитуда дискретных переходов интерпретирует-
ся как производящая функция пучков решёточных самоизбегающих
путей для блужданий недружественных пешеходов. Получены про-
изводящие функции квадратов чисел плоских разбиений строгих по
столбцам, а также соответствующие предельные выражения при боль-
ших значениях обратной температуры (для выживания ферромагнит-
ной струны) или числа шагов (для непересекающихся решёточных пу-
тей недружественных пешеходов). Результаты представляют интерес
с точки зрения комбинаторики квантовых интегрируемых моделей.
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