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§1. Введение

В этой статье G(Φ, A) обозначает либо группу Шевалле типа Φ над
коммутативным кольцом A с единицей; либо полную линейную груп-
пу, построенную по ассоциативному кольцу A с полным семейством
полных ортогональных идемпотентов (а Φ имеет тип A`); либо нечёт-
ную унитарную группу, построенную по нечётному форменному коль-
цу A = (R,∆) с сильным ортогональным гиперболическим семейством
в смысле [1, §3.3], [2, §2] и [19, §4] (а Φ имеет тип BC`).

Для любой такой группы G(Φ, A) определена соответствующая
группа Стейнберга St(Φ, A), она порождена корневыми образующи-
ми G(Φ, A), но только с “очевидными” соотношениями между ними.
Если ранг Φ не меньше 3 и A локально конечно над основным ком-
мутативным кольцом K с единицей, то канонический гомоморфизм
St(Φ, A) → G(Φ, A) имеет центральное ядро. В некоторых случаях (в
том числе для групп Шевалле типов A,C,D,E) это доказано в [4, 5, 9,
12, 13, 17, 18]. Общие случаи рассмотрены в [14, 19, 20] с использовани-
ем про-групп Стейнберга. Если ранг Φ равен 2, то для групп Шевалле
имеются контрпримеры [22]. Относительная версия в некоторых слу-
чаях доказана при помощи подходящего «другого представления» ван
дер Каллена [5, 11, 17].

Подход с использованием про-групп основан на следующем наблю-
дении. Для любого k ∈ K можно построить локализацию Ak и соот-
ветствующую группу G(Φ, Ak). Эта группа чуть проще, чем исходная
G(Φ, A), так как копредел всех таких групп по k не из простого иде-
ала p 6 K является группой G(Φ, Ap) с разложением Гаусса. С дру-
гой стороны, G(Φ,−) является пучком в топологии Зарисского, то есть
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G(Φ, A) можно восстановить поG(Φ, Ak) с достаточно большими k. На-
помним, что в случаях линейных групп и групп Шевалле Ak является
K-модулем lim−→(A

k−→ A
k−→ . . .) с подходящей операцией умножения.

Локализация не работает для групп Стейнберга, поэтому вместо
этого мы рассмотрим “колокализацию” A(∞,k), это некоторая про-ал-
гебра. Для линейных групп и групп Шевалле A(∞,k) является про-
K-модулем как формальный проективный предел lim←−

Pro(. . .
k−→ A

k−→
A) с подходящим умножением. На пределе про-групп Стейнберга
St(Φ, A(∞,k)) при k не из простого идеала p 6 K имеется естествен-
ное действие группы G(Φ, Ap) благодаря наличию в ней разложения
Гаусса. Наконец, морфизмы из St(Φ, A(∞,k)) в исходную St(Φ, A) поз-
воляют построить действие G(Φ, A) на St(Φ, A). Это действие зада-
ёт структуру скрещенного модуля, в частности, ядро гомоморфизма
St(Φ, A)→ G(Φ, A) центрально.

В этой статье мы докажем следующие результаты:

• Про-группы Стейнберга St(Φ, A(∞,k)), изначально определён-
ные как формальные проективные пределы нерелятивизован-
ных групп Стейнберга, на самом деле являются формальными
проективными пределами относительных групп Стейнберга. В
частности, они являются скрещенными модулями над St(Φ, A).

• Для каждого скрещенного модуля δ : X → A (например, идеа-
ла) имеется скрещенный квадрат

St(Φ, A,X) //

��

St(Φ, A)

��

G(Φ, X) // G(Φ, A),

содержащий относительную группу Стейнберга. Это обобще-
ние хорошо известных стандартных коммутационных формул
для относительных элементарных групп [7, §8]

[E(Φ, A, I), G(Φ, A)] = [E(Φ, A), G(Φ, I)] = E(Φ, A, I).

• Про-группы Стейнберга St(Φ, A(∞,k)) образуют копучок скре-
щенных про-модулей над St(Φ, A) и G(Φ, A) в топологии Зарис-
ского на сайте из главных открытых подмножеств Spec(K). Из
этого следует, что про-группы Стейнберга можно доопределить
на всех открытых квазикомпактных подмножествах Spec(K).
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Кроме того, каждая такая про-группа имеет естественные за-
дания образующими и соотношениями (в смысле про-групп) в
терминах про-групп Стейнберга, соответствующих элементам
покрытия Spec(Kk).

• Для любого мультипликативного подмножества S ⊆ K имеет-
ся естественное действие G(Φ, S−1A) на St(Φ, A(∞,S)). Случай
S = K \ p для простого идеала p используется в локализацион-
ных доказательствах центральности K2, это обобщение основ-
ной идеи из доказательства нормальности элементарной под-
группы методом локализации и склейки [7, §4]. Мы докажем
общее утверждение при помощи копучков.

§2. Группы с коммутационными соотношениями

Мы используем обозначения [g, h] = ghg−1h−1 и gh = ghg−1 для
групповых операций. Действие группы G на группе H также обыч-
но обозначается через (g, h) 7→ gh. Системой корней мы называем
конечную кристаллографическую неприводимую систему корней, не
обязательно редуцированную (то есть допускается тип BC`). Напом-
ним, что подмножество Σ ⊆ Φ системы корней называется специаль-
ным замкнутым, если Σ содержится в открытом полупространстве
и (Σ + Σ) ∩ Φ ⊆ Σ. Насыщенной подсистемой корней Φ будем назы-
вать пересечение Φ с подпространством. Если X ⊆ Φ содержится в от-
крытом полупространстве, то 〈X〉 обозначает наименьшее специальное
замкнутое подмножество Φ, содержащее X. Размерностью подмноже-
ства Φ будем называть размерность его линейной оболочки. Элементы
стандартного ортонормированного базиса Rn обозначаются прямым
шрифтом через ei, в то время как похожее обозначение ei относится к
идемпотентам в кольце (эти обозначения всегда встречаются в разных
контекстах).

Рассмотрим группу G с набором гомоморфизмов tα : Pα → G из
нильпотентных групп Pα, где α пробегает систему корней Φ ранга
` > 3. Предположим, что

• для любого специального замкнутого подмножества Σ ⊆ Φ опе-
рация умножения

∏
α∈Σ\2Σ

Pα → G, (pα)α 7→
∏
α
tα(pα) инъективна;

• если α, 2α ∈ Φ (то есть Φ типа BC` и α ультракороткий), то
P2α 6 Pα и t2α(p) = tα(p) при p ∈ P2α;
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• если α и β не противоположно направлены, то выполнена ком-
мутационная формула Шевалле

[tα(p), tβ(q)] =
∏

iα+jβ∈Φ
i,j>0

tiα+jβ(fαβij(p, q)),

где fαβij : Pα × Pβ → Piα+jβ – это некоторые фиксированные
отображения.

В таком случае мы говорим, что G является группой с коммутацион-
ными соотношениями типа Φ, это изменённое определение из [16, §3].
Групповые операции на Pα обозначаются через u. Ясно, что Pα абеле-
вы кроме случая, когда α ультракороткий и Φ имеет тип BC`. В этом
исключительном случае Pα нильпотентна класса 2, Pα, Pα]· 6 P2α и
[Pα, P2α]· = 0̇.

Зафиксируем коммутативное кольцо K с единицей. В этой статье
мы изучаем следующие три класса групп G(Φ, A) с коммутационными
соотношениями типа Φ, построенных по различным алгебраическим
объектам A:

• Пусть A – целая коммутативная K-алгебра с единицей и Φ
– редуцированная система корней. Тогда G(Φ, A) = Gsc(Φ, A)
обозначает группу A-точек односвязной групповой схемы Ше-
валле с системой корней Φ. Здесь Pα(A) = A для всех α ∈ Φ.

• Пусть Φ имеет тип A`, а A – локально конечная обобщённая
матричная алгебра над K, то есть ассоциативная K-алгебра
с единицей и полным набором ортогональных идемпотентов
e1, . . . , e`+1, причём ei полны в смысле A = AeiA и все конечно
порождённые подалгебры A конечны над K. Мы свяжем с A
группу G(A`, A) = GL(A) = A∗ с корневыми гомоморфизмами

tei−ej = tij : Pei−ej (A) = eiAej → G(A`, A), p 7→ 1 + p

при i 6= j. В случае матричной алгебры A = M(n,K) получа-
ется группа G(A`−1,K) из первого класса.

• Пусть Φ имеет тип BC`, а A = (R,∆) – локально конечная
нечётная форменная K-алгебра с сильным ортогональным ги-
перболическим семейством ранга ` в смысле [19, §4] и [1, §3.3].
Напомним, что нечётная форменная K-алгебра (R,∆) состоит
из ассоциативной K-алгебры R без единицы, инволюции a 7→ a
на R, группы ∆ с групповой операцией u, групповых гомо-
морфизмов φ : R → ∆ и π : ∆ → R, отображения ρ : ∆ → R и
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правого действия (−) ·(=) мультипликативного моноида RoK
на ∆ групповыми эндоморфизмами таких, что

π(φ(a)) = 0, φ(a+ a) = φ(aak) = 0̇,

ρ(φ(a)) = a− a, v u u = uu φ(π(u)π(v))u v,

φ(a) · b = φ( b ab), ρ(uu v) = ρ(u)− π(u)π(v) + ρ(v),

π(u · b) = π(u)b, 0 = ρ(u) + π(u)π(u) + ρ(u),

ρ(u · b) = b ρ(u)b, u · (b+ b′) = u · bu φ(b′ρ(u)b)u u · b′

при u, v ∈ ∆, a ∈ R, b, b′ ∈ R o K, k ∈ K (инволюция на
R o K продолжается по формуле ao k = a o k). Она на-
зывается локально конечной, если любая конечно порождён-
ная K-подалгебра R конечна над K. Сильное ортогональное
гиперболическое семейство состоит из идемпотентов ei ∈ R и
элементов qi ∈ ∆ при i ∈ {−`, . . . ,−1, 1, . . . , `} таких, что

eiej = 0, ei = e−i, ei ∈ RejR,
π(qi) = ei, ρ(qi) = 0, qi = qi · ei

при i 6= j. Имеется естественная унитарная группа G(Φ, A) =
U(R,∆) с гомоморфизмами

tej−ei = Tij : Pej−ei(A) = eiRej → G(Φ, A) for i+ j > 0 and i 6= j;

tej = Tj : Pej (A) = {u ∈ ∆ · ej | ekπ(u) = 0 for all k} → G for j 6= 0;

также t2ej – это сужения tej на P2ej (A) = φ(e−jRej) 6 Pej (A).
Унитарные группы из третьего класса обобщают, в том числе, орто-
гональные и симплектические группы, см. [19, §2] или [1, §1.1]. Во
всех случаях отображения fαβij можно выразить в терминах опера-
ций на A.

Для любой такой группы G(Φ, A) мы можем определить группу
Стейнберга St(Φ, A) как группу, порождённую элементами xα(p) при
α ∈ Φ, p ∈ Pα(A), удовлетворяющими соотношениям Стейнберга

• xα(p)xα(q) = xα(pu q);
• если α, 2α ∈ Φ и p ∈ P2α(A), то x2α(p) = xα(p);
• если α и β не противоположно направлены, то

[xα(p), xβ(q)] =
∏

iα+jβ∈Φ
i,j>0

xiα+jβ(fαβij(p, q)).
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Ясно, что St(Φ, A) с отображениями xα тоже является группой с ком-
мутационными соотношениями типа Φ. Имеется канонический гомо-
морфизм st : St(Φ, A)→ G(Φ, A), xα(p) 7→ tα(p). Для любого специаль-
ного замкнутого подмножества Σ ⊆ Φ группа St(Σ, A) = 〈xα(Pα(A))〉 6
St(Φ, A) по определению инъективно отображается в G(Φ, A).

Нам также понадобятся относительные группы Стейнберга. Есте-
ственным контекстом для изучения относительных объектов являются
алгебраически когерентные полуабелевы категории [6]. В любой полу-
абелевой категории A есть понятия внутренних действий и скрещен-
ных модулей. Действия объекта A из A на объекте X – это то же
самое, что и классы изоморфизма расщеплённых справа точных по-
следовательностей 0̇ → X → X o A � A → 0̇, средний член называ-
ется полупрямым произведением (он задаётся действием с точностью
до единственного изоморфизма). Предскрещенным модулем в A назы-
вается морфизм δ : X → A вместе с действием A на X таким, что δ
эквивариантно относительно этого действия (A действует на самом се-
бе естественным образом). Скрещенный модуль – это предскрещенный
модуль, в котором естественное действие X на себе является обратным
образом действия A на X.

Морфизм (f, g) из скрещенного модуля δ : X → A в скрещенный
модуль δ : Y → B состоит из морфизмов f : X → Y и g : A→ B таких,
что δ ◦ f = g ◦ δ и f является A-эквивариантным, где действие A на Y
индуцируется через g.

Есть взаимно однозначное соответствие между классами изомор-
физма предскрещенных модулей и рефлексивных графов в A, то есть
наборов (A,B, p1, p2, d), где pi : B → A – это морфизмы с общим сече-
нием d. А именно, X соответствует Ker(p2) и δ индуцируется p1. Клас-
сы изоморфизма скрещенных модулей соответствуют классам изомор-
физма внутренних категорий (или внутренних группоидов), то есть
рефлексивных графов с морфизмами композиции lim(B

p2−→ A
p1←−

B) → B, превращающих (A(T,A),A(T,B)) в категории для любого
объекта T . Такой морфизм композиции обязательно единственен.

Например, в категории групп гомоморфизм δ : X → G является
скрещенным модулем, если G действует на X, δ(gx) = gδ(x) и тожде-
ство Пайффера xy = δ(x)y выполнено для всех x, y ∈ X.

С этого момента A обозначает одну из следующих алгебраически
когерентных полуабелевых категорий:
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• В случае групп Шевалле A – это категория всех коммута-
тивных K-алгебр, не обязательно с единицей. В этой катего-
рии действия A на X задаются биаддитивными умножениями
A × X → X, превращающими X в A-алгебру. Гомоморфизм
δ : X → A является скрещенным модулем, если A действует на
X, δ(ax) = aδ(x) и xy = δ(x)y для всех x, y ∈ X and a ∈ A.

• В линейном случае A – это категория всех ассоциативных K-
алгебр. Здесь действия A на X задаются парами умножений
A×X → X и X × A → X, превращающих X в A-A-бимодуль
и удовлетворяющих тождествам (ax)y = a(xy), (xa)y = x(ay),
(xy)a = x(ya) при x, y ∈ X и a ∈ A. Гомоморфизм δ : X → A
является скрещенным модулем, если A действует наX, δ(ax) =
aδ(x), δ(xa) = δ(x)a и xy = δ(x)y = xδ(y) для всех x, y ∈ X и
a ∈ A.

• В унитарном случае A – это категория нечётных форменных
K-алгебр. Действия и скрещенные модули в этой категории
описаны в [19, §2], [1, §1.4] и [2, §2].

Объекты A категории A из определений G(Φ, A) выше будем назы-
вать абсолютными (то есть если A локально конечно и имеет единицу,
семейство идемпотентов или сильное ортогональное гиперболическое
семейство). Группы Pα(−), G(Φ,−) и St(Φ,−) являются функторами,
заданными на подкатегории абсолютных объектов A, в которой мор-
физмы – это гомоморфизмы, сохраняющие единицу, идемпотенты или
сильное ортогональное гиперболическое семейство соответственно. Все
эти функторы перестановочны с прямыми пределами, Pα(−) и G(Φ,−)
перестановочны с конечными пределами, Pα(−) и St(Φ,−) перестано-
вочны с сюръективными гомоморфизмами.

Пусть δ : X → A – скрещенный модуль над абсолютным объек-
том в A, тогда X o A тоже абсолютен. Так как G(Φ,−) сохраняет
конечные пределы, мы определим G(Φ, X) как ядро G(Φ, X o A) →
G(Φ, A), это скрещенный модуль над G(Φ, A) естественным образом.
Ясно, что G(Φ, X) имеет коммутационные соотношения типа Φ с кор-
невыми гомоморфизмами tα : Pα(X)→ G(Φ, X), где Pα(X) – это ядра
Pα(X oA)→ Pα(A). Определим нерелятивизованную группу Стейн-
берга St(Φ, X) так же, как St(Φ, A), то есть как группу с образующи-
ми xα(a) при α ∈ Φ, a ∈ Pα(X), удовлетворяющими соотношениям
Стейнберга. Она имеет подгруппы St(Σ, X) для специальных замкну-
тых подмножеств Σ ⊆ Φ.
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Напомним, что имеются естественные гомоморфизмы

p1 : X oA→ A, xo a 7→ a,

p2 : X oA→ A, xo a 7→ δ(x)u a,

d : A→ X oA, a 7→ 0̇ o a.

Они индуцируют гомоморфизмы групп pi∗ : St(Φ, XoA)→ St(Φ, A) и
d∗ : St(Φ, A)→ St(Φ, XoA), так что St(Φ, XoA) = Ker(p1∗)oSt(Φ, A).
Относительной группой Стейнберга [10, 15] называется

St(Φ, A,X) =
Ker(p1∗)

[Ker(p1∗),Ker(p2∗)]
.

Это скрещенный модуль над St(Φ, A) (поэтому мы профакторизова-
ли по коммутанту). Имеется естественный гомоморфизм St(Φ, X) →
St(Φ, A,X), поэтому относительные группы Стейнберга тоже имеют
коммутационные соотношения типа Φ.

Имеется следующее задание St(Φ, A,X) образующими и соотноше-
ниями как абстрактной группы. Для любого корня α ∈ Φ толстой
α-серией будем называть множество вида Φ ∩ (R>0β + Rα) для корня
β ∈ Φ, линейно независимого с α. Ясно, что Φ\Rα является дизъюнкт-
ным объединением толстых α-серий, все они являются специальными
замкнутыми множествами. Толстая α-серия Σ имеет размерность 1
или 2, в первом случае Σ = 〈β〉, где (α, β) является базисом насыщен-
ной подсистемы корней типа A1 × A1 (или, возможно, A1 × BC1, если
Φ имела тип BC`). В двумерном случае прямая Rα однозначно восста-
навливается по Σ. Для любой толстой α-серии Σ группы St(〈±α〉, A)
нормализуют St(Σ, X).

Лемма 1. Пусть X – скрещенный модуль над A. Тогда St(Φ, A,X)
порождается элементами zα(a, p) = x−α(p)xα(a), где a ∈ Pα(X) и
p ∈ P−α(A), α ∈ Φ \ 2Φ и элементами zΣ(g, h) = hg, где g ∈ St(Σ, X),
h ∈ St(−Σ, A) и Σ ⊆ Φ является двумерной толстой α-серией. Соот-
ношения между образующими имеют вид

• zα(au b, p) = zα(a, p) zα(b, p);
• zΣ(gg′, h) = zΣ(g, h) zΣ(g′, h);
• zΣ(xα(a), x−α(p)) = zα(a, p) при α ∈ Σ;
• [zα(a, p), zβ(b, q)] = 1 для толстой α-серии R>0β;
• zα(a,p)zΣ(g, h) = zΣ

(
t−α(p) tα(δ(a)) t−α(−̇p)g, t−α(p) tα(δ(a)) t−α(−̇p)h

)
для толстой α-серии Σ;
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• z〈α,β〉\Rα
(
tα(p)g, tα(p)(hxβ(q))

)
= z〈α,β〉\Rβ

(
tβ(q)g, xα(p)h

)
для ба-

зиса (α, β) двумерной неприводимой насыщенной подсистемы
корней в Φ, g ∈ St(〈α, β〉 \ (Rα ∪ Rβ), X), h ∈ St(〈α, β〉 \ (Rα ∪
Rβ), A);

• zα(a, pu δ(b)) = z−α(b,0̇)zα(a, p).

Доказательство. Это [21, теорема 1] для полных линейных групп,
[21, теорема 2] для групп Шевалле с простыми связями, [2, теорема 2]
для нечётных унитарных групп и [2, теорема 3] для групп Шевалле с
двойными связями. �

§3. Про-группы Стейнберга

Группы G(Φ, A) образуют пучки в топологии Зарисского в следую-
щем смысле. Возьмём элементы k1, . . . , kn ∈ K, порождающие единич-
ный идеал, то есть покрытие Spec(K) главными открытыми подсхема-
ми Spec(Kki). Любой абсолютный объект A из A имеет естественные
локализации Aki , для нечётных форменных алгебр подробности мож-
но найти в [19, §3] или [1, §2.2]. Тогда G(Φ, A) является пределом диа-
граммы G(Φ, Aki) ⇒ G(Φ, Akikj ) в категории групп. Аналогично, все
Pα(A) также образуют пучки в топологии Зарисского. К сожалению,
группы Стейнберга St(Φ, A) в общем случае пучки не образуют.

Напомним, что у любой категории C есть про-пополнение Pro(C).
Объекты Pro(C) – это формальные проективные пределы lim←−

Pro

i
Xi про-

ективных систем (Xi)i в C, то есть контравариантных функторов из
малых фильтрованных категорий, таких как N = (0 → 1 → . . .), в C.
Морфизмы в Pro(C) задаются формулой

Pro(C)
(
lim←−

Pro

i
Xi, lim←−

Pro

j
Yj
)

= lim←−j lim−→i
C(Xi, Yj),

где предел и копредел справа берутся в категории множеств. ЕслиX =
lim←−

Pro

i
Xi является про-объектом с категорией индексов I, а u : J → I

– кофинальный функтор, то естественный морфизм X → lim←−
Pro

j
Xu(j)

будет изоморфизмом в Pro(C). Категория C вкладывается в Pro(C)
естественным образом, то есть функтор C → Pro(C), X 7→ X вполне
строг.

Так как категория про-множеств Pro(Set) декартова, удобно обо-
значать составные морфизмы в Pro(Set) при помощи термов первого
порядка. Например, [x, y] обозначает коммутатор G×G→ G для любо-
го группового объекта G (или аддитивный коммутатор для кольцевого
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объекта в зависимости от контекста), а f(g(x), h(y)) = f(h(x), g(y)) для
морфизмов g, h : X → Y , f : Y × Y → Z означает, что составные мор-
физмы f ◦ (g × h) и f ◦ (h× g) равны. Мы будем писать x ∈ X, когда
формальная переменная x из терма первого порядка имеет в качестве
области про-множество X.

Есть канонический “забывающий” функтор из Pro(Grp) в катего-
рию групповых объектов в категории про-множеств, он вполне стро-
гий: морфизм f : G → H про-групп, рассматриваемых как про-мно-
жества, является морфизмом про-групп тогда и только тогда, когда
f(xy) = f(x) f(y) при x, y ∈ G (то есть выполнено равенство меж-
ду соответствующими морфизмами G × G → H в категории про-
множеств). Аналогично, «забывающий» функтор из Pro(A) в катего-
рию A-объектов в Pro(Set) является вполне строгим.

Категории Pro(A) и Pro(Grp) являются алгебраически когерент-
ными полуабелевыми в силу [8, §1.9]. Действия в них такие же, как
и «обычные» действия соответствующих алгебраических объектов в
Pro(Set) согласно [3, теоремы 1, 5, 6] и [1, теорема 4], то есть дей-
ствия про-объекта G на про-объекте X задаются семейством действий
Pro(Set)(T,G) на Pro(Set)(T,X), естественному по про-множеству T .
Объект G из A может действовать на объекте X из Pro(A) двумя спо-
собами: как про-объект (внутри Pro(A)) или через семейство действий
G на Pro(Set)(T,X), естественное по T . В первом случае будем назы-
вать действие сильным, а во втором – слабым. Каждое сильное дей-
ствие индуцирует соответствующее слабое действие. Например, силь-
ное действие группы G на про-группе X – это морфизм a : G×X → X
про-множеств такой, что a(gh, x) = a(g, a(h, x)), a(1, x) = x и a(g, xy) =
a(g, x) a(g, y) при g, h ∈ G и x, y ∈ X. С другой стороны, слабое дей-
ствие G на X – это просто гомоморфизм групп G→ Aut(X).

Обозначим через K следующую категорию. Объектами будут эле-
менты K, морфизмы из k в k′ – это элементы k′′ такие, что k′ = kk′′,
тождественные морфизмы задаются элементом 1, а композиция совпа-
дает с умножением. Ясно, что локализация K по морфизмам kt : k →
kt+1 антиэквивалентна упорядоченному множеству главных открытых
подмножеств Spec(K), а класс таких морфизмов удовлетворяет подхо-
дящему условию Оре. Для любого k ∈ K имеется функтор

k(−) : N→ K, n 7→ kn,

(n 6 m) 7→ (km−n : kn → km).
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Для каждого s ∈ K и объекта A из A мы построим s-гомотоп
δ : A(s) → A (как скрещенный модуль в A) следующим образом:

• Для линейных групп и групп Шевалле A(s) = {a(s) | a ∈ A} с
операциями a(s) + b(s) = (a + b)(s), δ

(
a(s)
)

= as, ab(s) = a(s)b =

(ab)(s), a(s)b(s) = (abs)(s).
• В унитарном случае конструкция приведена в [1, §3.2]. А имен-

но, если A = (R,∆), то R(s) – это соответствующий гомотоп R
как K-алгебры, а ∆(s) – это абстрактная группа с образую-
щими φ(a(s)) и u(s) при a ∈ R, u ∈ ∆ со следующими соот-
ношениями: φ : R(s) → ∆(s) является гомоморфизмом с цен-
тральным образом, (uu v)(s) = u(s) u v(s), φ(r)(s) = φ

(
(rs)(s)

)
,

φ
(
(r+ r)(s)

)
= φ

(
(rrk)(s)

)
= 0̇. Операции задаются формулами

r(s) = r
(s)
, π

(
u(s)

)
= π(u)(s), ρ

(
u(s)

)
=
(
ρ(u)s

)(s)
,

u(s) · r(s) = (u · rs)(s), δ
(
u(s)

)
= δ(u) · s, u · r(s) = u(s) · r = (u · r)(s).

Конструкция гомотопов является контравариантным функтором из
K в категорию скрещенных модулей над A. А именно, если s′′ : s→ s′

является морфизмом K, то соответствующий гомоморфизм A(s′) →
A(s) задаётся формулами a(s′) 7→ (as′′)(s) и u(s′) 7→ (u · s′′)(s).

Колокализацией объекта A из A относительно мультипликативного
множества S ⊆ K будем называть формальный проективный предел
A(∞,S) = lim←−s∈S A

(s) в Pro(A) (или в про-пополнении категории скре-
щенных модулей над A), где объекты S ⊆ K – это элементы S, а
морфизмы s → s′ – это s′′ ∈ S со свойством s′ = ss′′. Для каждого
k ∈ K также определим колокализацию A(∞,k) = lim←−n∈NA

(kn). Легко
видеть, что:

• Если S = {1, k, k2, . . .}, то канонический морфизм A(∞,S) →
A(∞,k) является изоморфизмом, даже если не все kn различны.
Действительно, он задаётся предкомпозицией с кофинальным
функтором k(−) : N→ S.

• Для любого мультипликативного множества S ⊆ K выпол-
няется A(∞,S) ∼= lim←−s∈S A

(∞,s), где проективный предел бе-
рётся в Pro(A). Здесь правую часть можно представить как
lim←−

Pro

(s,n)∈S×NA
(sn), изоморфизм задаётся предкомпозицией с ко-

финальным функтором (−)(=) : S × N→ S.
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• Для любых k ∈ K и n > 0 естественный морфизм A(∞,kn) →
A(∞,k), индуцированный kn−1 : k → kn, является изоморфиз-
мом. Обратный к нему задаётся предкомпозицией с умноже-
нием на n в категории индексов N.

Про-группы G
(
Φ, A(∞,k)

)
и G

(
Φ, A(∞,S)

)
для абсолютного A кор-

ректно определены как формальные проективные пределы соответ-
ствующих относительных групп. Для них есть корневые морфизмы
tα : Pα

(
A(∞,k)

)
→ G

(
Φ, A(∞,k)

)
и tα : Pα

(
A(∞,S)

)
→ G

(
Φ, A(∞,S)

)
про-

групп, удовлетворяющие определению группы с коммутационными со-
отношениями, в котором инъективные гомоморфизмы заменены на
мономорфизмы. Напомним, что мономорфизмы в Pro(Grp) – это в
точности формальные проективные пределы инъективных гомомор-
физмов групп.

Определим соответствующие про-группы Стейнберга St
(
Φ, A(∞,k)

)
и St

(
Φ, A(∞,S)

)
как в [14, §2.4], [19, §5], [20, §4], то есть как формаль-

ные проективные пределы нерелятивизованных групп Стейнберга над
гомотопами A. Можно также задать их «образующими и соотноше-
ниями» в следующем смысле. Пусть у нас есть про-множества X, Y1,
. . . , Ym и морфизмы gij : Yi → X между ними при 1 6 j 6 ni. Бу-
дем говорить, что про-группа G вместе с морфизмом про-множеств

f : X → G задана образующими X и соотношениями
ni∏
j=1

gij(y)εij = 1

при 1 6 i 6 m и некоторых εij ∈ {−1, 1}, если

• эти соотношения выполнены в G, то есть
ni∏
j=1

f(gij(y))εij = 1

как соответствующие морфизмы Y nii → G про-множеств;
• пара (G, f) обладает следующим универсальным свойством:

для любого про-множества P и морфизма f ′ : P × X → G′

про-множеств, удовлетворяющего
ni∏
j=1

f ′(p, gij(y))εij = 1 для

всех i, существует единственный h : P × G → G′ такой, что
h(p, xy) = h(p, x)h(p, y) и f ′(p, x) = h(p, f(x)).

Сомножитель P из второго условия нужен, потому что Pro(Set) не
замкнута. Следующая простая лемма доказана в [1, §3.1].

Лемма 2. Пусть X, Y1, . . . , Ym – про-множества, gij : Yi → X –
морфизмы между ними при 1 6 j 6 ni, а εij ∈ {−1, 1} – целые чис-
ла. Тогда существует про-группа, порождённая X с соотношениями
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ni∏
j=1

gij(y)εij = 1, она единственна с точностью до единственного изо-

морфизма. Кроме того, если диаграмма из X, Yi, gij является фор-
мальным проективным пределом соответствующих диаграмм в Set,
то требуемая про-группа является формальным проективным пре-
делом обычных групп с соответствующими представлениями.

Следовательно, St
(
Φ, A(∞,k)

)
и St

(
Φ, A(∞,S)

)
можно определить как

про-группы, порождённые Pα
(
A(∞,k)

)
и Pα

(
A(∞,S)

)
(то есть их копро-

изведением в Pro(Set)), удовлетворяющими соотношениям Стейнбер-
га. В силу универсального свойства существуют морфизмы
st : St

(
Φ, A(∞,k)

)
→ G

(
Φ, A(∞,k)

)
про-групп такие, что st(xα(p)) =

tα(p).
Ясно, что A(∞,k), Pα

(
A(∞,k)

)
, G

(
Φ, A(∞,k)

)
и St

(
Φ, A(∞,k)

)
обра-

зуют копредпучки про-A-объектов или про-групп на сайте из глав-
ных открытых подмножеств Spec(K) с топологией Зарисского. Если
p E K – простой идеал, то мы будем писать (∞, p) вместо (∞,K \ p) в
верхних индексах. Кослои этих предпучков – это A(∞,p), Pα

(
A(∞,p)

)
,

G
(
Φ, A(∞,p)

)
и St

(
Φ, A(∞,p)

)
соответственно.

Лемма 3. Пусть α ∈ Φ, S ⊆ K – мультипликативное подмноже-
ство, St

(
Φ\α,A(∞,S)

)
– про-группа с теми же образующими и соот-

ношениями, что и St
(
Φ, A(∞,S)

)
, но без образующих xβ(p) при β ‖ α

и соотношений
• xβ(pu q) = xβ(p)xβ(q) при β ‖ α;
• x2β(p) = xβ(p) при β ‖ α;
• [xβ(p), xγ(q)] =

∏
iβ+jγ∈Φ
i,j>0

xiβ+jγ(fβγij(p, q)), α ∈ R>0β + R>0γ.

Тогда канонический гомоморфизм St
(
Φ \ α,A(∞,S)

)
→ St

(
Φ, A(∞,S)

)
является изоморфизмом. Если α, β ∈ Φ линейно независимы, то
St
(
Φ, A(∞,S)

)
как про-группа порождается множеством объектов

xγ
(
Pγ
(
A(∞,S)

))
при γ /∈ Rα+ Rβ.

Доказательство. Для полных линейных групп это [20, предложе-
ние 1], для нечётных унитарных групп это доказано в [19, предло-
жения 1, 2] или [1, теорема 5]. Для исключительных групп Шевалле
почти такой же результат доказан в [14, теорема 1], но там исключа-
ются только образующие xα(a). Такое же доказательство проходит и
для нашего утверждения.
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С другой стороны, для данной статьи более слабого результата из
[14] достаточно, если в случае группШевалле определитьDα(Φ, A) как
подгруппу, порождённую максимальным тором и tα(Pα(A)) (вместо
определения, данного в следующем разделе). �

Естественно рассмотреть другое возможное определение про-групп
Стейнберга, использующее релятивизацию. Так как A(∞,k) является
формальным проективным пределом скрещенных модулей над A с
точностью до изоморфизма, мы определим St′(Φ, A(∞,k)) как формаль-
ный проективный предел соответствующих относительных групп
Стейнберга. У него есть задание образующими и соотношениями из
леммы 1 в смысле про-групп. Имеется естественный морфизм про-
групп St

(
Φ, A(∞,k)

)
→ St′

(
Φ, A(∞,k)

)
.

Теорема 1. Пусть k ∈ K, а A – абсолютный объект из A. Тогда
морфизм St

(
Φ, A(∞,k)

)
→ St′

(
Φ, A(∞,k)

)
про-групп является изомор-

физмом.

Доказательство. Построим сильное действие каждого St(〈α〉, A) на
St
(
Φ, A(∞,k)

)
при помощи формулы

xα(p)g = Fα
(
xα(p)F−1

α (g)
)
,

где Fα : St
(
Φ\α,A(∞,k)

)
→ St

(
Φ, A(∞,k)

)
– это изоморфизм из леммы 3.

Действие St
(
Φ \ α,A(∞,k)

)
на правой части задаётся коммутационной

формулой Шевалле. Так как все соотношения Стейнберга используют
только корни из насыщенных подсистем корней ранга не больше 2, то
из второго утверждения леммы 3 вытекает, что эти сильные действия
удовлетворяют соотношениям Стейнберга.

Это ещё не даёт нам сильного действия St(Φ, A) на St
(
Φ, A(∞,k)

)
.

Но мы можем построить морфизмы про-множеств

zα : Pα
(
A(∞,k)

)
× P−α(A)→ St

(
Φ, A(∞,k)

)
,

zΣ : St
(
Σ, A(∞,k)

)
× St(−Σ, A)→ St

(
Φ, A(∞,k)

)
из леммы 1, используя сильные действия Pα(A). Легко проверить, что
они удовлетворяют соотношениями, так что морфизм f из условия
имеет ретракцию.
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Наконец, остаётся проверить, что все образующие St′
(
Φ, A(∞,k)

)
пропускаются через f . Действительно,

zα(a, p) = x−α(p)f(Fα(F−1
α (xα(a))))

= f
(
Fα
(
x−α(p)F−1

α (xα(a))
))

= f(zα(a, p))

со значениям в St′
(
Φ, A(∞,k)

)
. Образующие zΣ(g, h) можно выразить в

терминах zα(a, p), используя соотношения из леммы 1. �

Если теперь взять проективные пределы в Pro(Grp), то из теоре-
мы 1 следует, что St

(
Φ, A(∞,S)

)
является формальным проективным

пределом относительных групп Стейнберга для любого мультиплика-
тивного подмножества S ⊆ K.

§4. Стандартные коммутационные формулы

В этом разделе мы докажем аналоги стандартных коммутационных
формул. Напомним абсолютный случай:

Лемма 4. Гомоморфизм St(Φ, A) → G(Φ, A) является скрещенным
модулем единственным образом. Эта структура скрещенного модуля
естественна по A.

Доказательство. Существование и единственность доказаны в [14,
теорема 3], [19, теорема 3], [20, теорема 2] и [1, теорема 7]. Теперь
возьмём морфизм f : A → B абсолютных объектов. Так как St(Φ, A)
совершенна, достаточно доказать, что

[f∗(g)f∗(x), f∗(g)f∗(y)] = [f∗(
gx), f∗(

gy)]

для всех x, y ∈ St(Φ, A) и g ∈ G(Φ, A). Но f∗(g)f∗(x) ≡ f∗(gx) по модулю
K2(Φ, B) = Ker(St(Φ, B)→ G(Φ, B)) и K2(Φ, B) центральна в St(Φ, B),
откуда и следует утверждение. �

Для всех α ∈ Φ существуют подгруппы Dα(Φ, A) 6 G(Φ, A), норма-
лизующие St(Σ, A) 6 G(Φ, A) для всех толстых α-серий Σ и содержа-
щие как максимальный тор (в подходящем смысле), так и корневые
подгруппы t±α(P±α(A)). А именно,

• В случае группШеваллеDα(Φ, A) порождается максимальным
тором и корневыми подгруппами t±α(P±α(A)) как групповая
подсхема. Как абстрактная группа она порождена максималь-
ным тором и подгруппой, изоморфной SL(2, A) либо PGL(2, A).
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• В линейном случае Dα(Φ, A) – это диагональная подгруппа
относительного нового семейства идемпотентов, полученного
«исключением» α [20, §2]. Локально по Зарисскому она порож-
дена обычной диагональной подгруппой и корневыми подгруп-
пами t±α(P±α(A)).

• В унитарном случае Dα(Φ, A) – это диагональная подгруп-
па относительного нового ортогонального гиперболического се-
мейства, полученного «исключением» α, см. [19, §5] или [1,
§1.7].

Эти подгруппы естественны по A, они образуют подпучки Зарисско-
го в G(Φ, A) и перестановочны с прямыми пределами и конечными
пределами по A.

Для любого мультипликативного подмножества S ⊆ K объект S−1A
слабо действует на A(∞,S), так что группа G(Φ, S−1A) слабо действует
на про-группе G

(
Φ, A(∞,S)

)
. Эти слабые действия естественны по A

и суперъестественны по S в следующем смысле: для любых мульти-
пликативных подмножеств S ⊆ S′ ⊆ K морфизм A(∞,S′) → A(∞,S)

является S−1A-эквивариантным, а G
(
Φ, A(∞,S′)) → G

(
Φ, A(∞,S)

)
–

G(Φ, S−1A)-эквивариантным.

Лемма 5. Возьмём простой идеал p E K. Тогда группа G(Φ, Ap) по-
рождается подобъектами Dα(Φ, Ap) при α ∈ Φ. Имеется единствен-
ное слабое действие G(Φ, Ap) на St

(
Φ, A(∞,p)

)
, делающее диаграмму

St
(
Σ, A(∞,p)

)
// //
**

**

St
(
Φ, A(∞,p)

)
st��

G
(
Φ, A(∞,p)

)
Dα(Φ, Ap)-эквивариантной для любого корня α и толстой α-серии Σ.
Это слабое действие естественно по A. Морфизм St(Φ, A(∞,p)) →
St(Φ, A) является G(Φ, A)-эквивариантным, где G(Φ, A) слабо дей-
ствует на про-группе Стейнберга через G(Φ, Ap).

Доказательство. Это [14, предложение 4.3], [19, теорема 1], [20, пред-
ложение 3] и [1, лемма 26]. �

Копредпучки k 7→ A(∞,k) и k 7→ St
(
Φ, A(∞,k)

)
являются “коотдели-

мыми”:
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Лемма 6. Пусть S ⊆ K – мультипликативное подмножество. То-
гда семейство мофризмов A(∞,p) → A(∞,S) является совместно эпи-
морфным в Pro(Grp), где p пробегает все простые идеалы K, не пере-
секающие S. То же самое верно для семейств Pα

(
A(∞,p)

)
→Pα

(
A(∞,S)

)
и St

(
Φ, A(∞,p)

)
→ St

(
Φ, A(∞,S)

)
.

Доказательство. Унитарный случай доказан в [1, лемма 27]. Для
других случаев возьмём морфизмы про-групп f, g : A(∞,S) → B, у ко-
торых совпадают сужения на все A(∞,p) при p ∩ S = ∅. Не умаляя
общности, B является абстрактной группой, а f и g заданы гомомор-
физмами A(s) → B для некоторого s ∈ S. Положим

a =
{
k ∈ K | f

(
ka(s)

)
= g
(
ka(s)

)
for all a ∈ A

}
,

это идеалK. По предположению, он не содержится ни в одном простом
идеале, не пересекающем S, поэтому a пересекает S. Другими словами,
f = g как морфизмы про-групп. Отсюда легко следуют утверждения
про Pα

(
A(∞,S)

)
и St

(
Φ, A(∞,S)

)
. �

Напомним, что скрещенный квадрат групп состоит из коммутатив-
ной диаграммы

L
ν̂ //

µ̂
��

N

ν
��

M
µ
// P

в категории групп вместе с действиями P на M , N , L и отображением
h : M ×N → L такими, что

• L, M и N являются скрещенными модулями над P ;
• µ̂, ν̂ и h являются P -эквивариантными;
• h(mm′, n) = µ(m)h(m′, n)h(m,n),
h(m,nn′) = h(m,n) ν(n)h(m,n′);

• µ̂(h(m,n)) = m ν(n)m−1, ν̂(h(m,n)) = µ(m)nn−1;
• h(m, ν̂(l)) = µ(m)l l−1, h(µ̂(l), n) = l ν(n)l−1.

Отображение h называется скрещенным спариванием. Ясно, что оно
удовлетворяет соотношениям

h(m, 1) = h(1, n) = 1,

h(m−1, n) = µ(m)−1

h(m,n)−1,

h(m,n−1) = ν(n)−1

h(m,n)−1.
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Коммутативная диаграмма

L
f

&&

ν̂ //

µ̂

��

N
f

&&

ν
��

L′
ν̂ //

µ̂

��

N ′

ν

��

M
f

&&

µ
// P

f

&&
M ′

µ
// P ′

называется морфизмом скрещенных квадратов, если передняя и зад-
няя грани являются скрещенными квадратами, f(pl) = f(p)f(l), f(pn) =
f(p)f(n), f(pm) = f(p)f(m) (то есть диаграмма индуцирует морфизмы
скрещенных модулей) и f(h(m,n)) = h(f(m), f(n)).

Мы собираемся построить скрещенный квадрат по диаграмме

St(Φ, A,X)
δ //

st
��

St(Φ, A)

st
��

G(Φ, X)
δ // G(Φ, A).

(*)

для любого скрещенного модуля δ : X → A над абсолютным объ-
ектом в A. Легко видеть, используя лемму 4, что имеется действие
G(Φ, XoA) = G(Φ, X)oG(Φ, A) на St(Φ, XoA) = Ker(p1∗)oSt(Φ, A),
задаваемое формулой

(gou)(xo a) =
(
g(ux) 〈g, ua〉

)
o ua

для некоторых действий G(Φ, A) и G(Φ, X) на Ker(p1∗) и отображения
〈−,=〉 : G(Φ, X)× St(Φ, A)→ Ker(p1∗) таких, что

u(ax) =
ua(ux), δ(gx) = δ(g)δ(x), st(gx) = gst(x),

u(gx) =
ug(ux), δ(ux) = uδ(x), st(ux) = ust(x),

〈g, ab〉 = 〈g, a〉 a〈g, b〉, δ(〈g, a〉) = δ(g)a a−1, st(〈g, a〉) = g st(a)g−1,

〈gh, a〉 = g〈h, a〉 〈g, a〉, 〈st(x), a〉 = x ax−1, xy = st(x)y,

u〈g, a〉 = 〈ug, ua〉, 〈g, a〉 a(gx) = g(ax) 〈g, a〉, ax = st(a)x

при x, y ∈ Ker(p1∗), a, b ∈ St(Φ, A), g, h ∈ G(Φ, X), u, v ∈ G(Φ, A).
В силу леммы 5 для каждого простого идеала p E K группы

G(Φ, Xp) и G(Φ, Ap) слабо действуют на Ker
(
p

(∞,p)
1∗

)
и для каждого
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g ∈ G(Φ, Xp) существует морфизм 〈g,−〉 : St
(
Φ, A(∞,p)

)
→ Ker

(
p

(∞,p)
1∗

)
про-множеств, удовлетворяющий тем же 15 тождествам. Так же,

gcan(x) = can(gx), ucan(x) = can(ux), 〈g, can(a)〉 = can(〈g, a〉)

для всех g ∈ G(Φ, X) и u ∈ G(Φ, A), где can: Ker
(
p

(∞,p)
1∗

)
→ Ker(p1∗) и

can: St
(
Φ, A(∞,p)

)
→ St(Φ, A) – это канонические морфизмы.

Теорема 2. Пусть δ : X → A – это скрещенный модуль над абсо-
лютным объектом в A. Тогда существуют единственное действие
G(Φ, A) на St(Φ, A,X) и единственное скрещенное спаривание

〈−,=〉 : G(Φ, X)× St(Φ, A)→ St(Φ, A,X)

такие, что действие St(Φ, A) на St(Φ, A,X) пропускается через дей-
ствие G(Φ, A) и (*) является скрещенным квадратом. Этот скре-
щенный квадрат естественен по δ : X → A.

Доказательство. Мы покажем, что структура скрещенного квадра-
та задаётся действием G(Φ, A) на Ker(p1∗) и отображением 〈−,=〉 :
G(Φ, X) × St(Φ, A) → Ker(p1∗) (так что она автоматически естествен-
на по δ : X → A). Положим N = [Ker(p1∗),Ker(p2∗)] 6 Ker(p1∗), так
что St(Φ, A,X) = Ker(p1∗)/N . Легко видеть, что N порождается эле-
ментами вида xy δ(x)y−1 при x, y ∈ Ker(p1∗), а также сохраняется под
действием G(Φ, A).

Чтобы показать, что N также G(Φ, X)-инвариантно, проверим, что
δ(g)x ≡ gx (mod N)

при g ∈ G(Φ, X) и x ∈ Ker(p1∗). Так как обе части являются гомомор-
физмами по x, по лемме 6 достаточно проверить, что

δ(g)x ≡ gx (mod N (∞,p))

для любого простого идеала p E K, любого элемента g ∈ G(Φ, Xp) и
формальной переменной x ∈ Ker

(
p

(∞,p)
1∗

)
. Здесь N (∞,p) 6 Ker

(
p

(∞,p)
1∗

)
– это под-про-группа, порождённая xy δ(x)y−1 при x, y ∈ Ker(p

(∞,p)
1∗ ),

она очевидно St
(
Φ, A(∞,p)

)
-инвариантна (и, в частности, нормальна).

Достаточно проверить тождество для образующих g ∈ G(Φ, Xp). Ис-
пользуя тождества

ugx = u
(
g
(
u−1

x
))
,
uδ(g)x = u

(
δ(g)
(
u−1

x
))

и лемму 5,
применённую к X oA и A, можем считать, что g ∈ Dα(Φ, Xp), где

Dα(Φ, (X oA)p) = Dα(Φ, Xp) oDα(Φ, Ap).
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Используя тождества
g
(
ax
)
≡ δ(〈g,a〉) a(gx) (mod N (∞,p)),

δ(g)
(
ax
)

= δ(〈g,a〉) a(δ(g)x)
и лемму 3, применённую к XoA и к A, мы также можем считать, что
x имеет область St

(
Σ, X(∞,p)

)
для толстой α-серии Σ. Но теперь обе

части совпадают в St
(
Σ, X(∞,p)

)
6 Ker

(
p

(∞,p)
1∗

)
, так как их образы под

действием st одинаковы.
Тем же способом мы проверим, что

〈g, δ(x)〉x ≡ gx (mod N)

при g ∈ G(Φ, X) и x ∈ Ker(p1∗). Легко видеть, что обе части являют-
ся гомоморфизмами по x по модулю N . В силу леммы 6 достаточно
проверить, что

〈g, δ(x)〉x ≡ gx (mod N (∞,p))

для простого идеала p E K, g ∈ G(Φ, Xp) и формальной переменной
x ∈ Ker

(
p

(∞,p)
1∗

)
. Здесь обе части являются также морфизмами про-

групп Ker
(
p

(∞,p)
1∗

)
→ Ker

(
p

(∞,p)
1∗

)
/N (∞,p) для любого g. Так как

〈gh, δ(x)〉x = g
(
〈h, δ(x)〉x

)
gx−1 〈g, δ(x)〉x,

то N (∞,p) является G(Φ, Xp)-инвариантной. Кроме того,

〈ug, δ(x)〉x = u
(〈
g, δ
(
u−1

x
)〉

u−1

x
)
,

поэтому мы можем применить лемму 5 и считать, что g ∈ Dα(Xp). Ис-
пользуя тождество 〈g, δ(ax)〉 ax ≡ δ(〈g,a〉) a(〈g, δ(x)〉x

)
(mod N (∞,p)), мы

также можем считать, что x ∈ St
(
Σ, X(∞,p)

)
для толстой α-серии Σ.

Теперь опять обе части совпадают в St
(
Σ, X(∞,p)

)
, так как их образы

под действием st одинаковы.
Теперь легко видеть, что все действия и отображение 〈−,=〉 в (*)

корректно определены и образуют скрещенный квадрат.
Докажем единственность. Действие G(Φ, A) на St(Φ, A,X) един-

ственно по модулю ядра st : St(Φ, A,X) → G(Φ, X), а St(Φ, A) цен-
трализует это ядро по аксиомам скрещенных квадратов. Кроме того,

St(Φ, A,X) = [St(Φ, A),St(Φ, A,X)]

в St(Φ, A,X) o St(Φ, A) (так как St(Φ, A o X) совершенна) и g[a, x] =
[ga, gx] для любых g ∈ G(Φ, A), a ∈ St(Φ, A), x ∈ St(Φ, A,X). Следова-
тельно, действие G(Φ, A) на St(Φ, A,X) единственно.
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Возьмём любые g ∈ G(Φ, X), a ∈ St(Φ, A), b ∈ St(Φ, A) и положим
u = 〈g, a〉, v = 〈g, b〉. Тогда

〈g, [a, b]〉 = u
(

st(a)v
)(

st(aba−1)u−1
)(

st([a,b])v−1
)
.

Как u, так и v однозначно определены по модулю ядра st : St(Φ, A,X)
→ G(Φ, X). Но отсюда следует, что 〈g, [a, b]〉 однозначно определено,
так как

w
(st(a)v)(st(aba−1)w−1) = w

(st(a)δ(g) st(b)δ(g)−1 st(a)−1

w−1)(st(a)v)
=
〈
st(w), st(a)δ(g)b

〉(st(a)v) = st(a)v,

w
(st(ba−1)u−1)(st(ba−1b−1)w−1) = w

(st(b)δ(g) st(a−1)δ(g)−1 st(b−1)w−1)(st(ba−1)u−1)
=
〈
st(w), st(b)δ(g)a−1〉(st(ba−1)u−1) = st(ba−1)u−1

для всех w ∈ St(Φ, A,X) из ядра st. Группа St(Φ, A) совершенна,
поэтому скрещенное спаривание единственно. �

§5. Копучки

Согласно теоремам 1 и 2 имеется скрещенный квадрат

St
(
Φ, A(∞,k)

) δ //

st ��

St(Φ, A)

st
��

G
(
Φ, A(∞,k)

) δ // G(Φ, A),

естественный по k ∈ K и A. В частности, St(Φ, A(∞,k)) являются скре-
щенными модулями над G(Φ, A) естественным образом.

Для каждого морфизма k → k′ в K обозначим морфизмы

A(∞,k′) → A(∞,k), G
(
Φ, A(∞,k′))→ G

(
Φ, A(∞,k)

)
,

Pα
(
A(∞,k′))→ Pα

(
A(∞,k)

)
, St

(
Φ, A(∞,k′))→ St

(
Φ, A(∞,k)

)
через cank

′

k . Следующий результат показывает, что Pα
(
A(∞,k)

)
явля-

ются копучками абелевых про-групп, кроме случая, когда 2α ∈ Φ.

Лемма 7. Пусть ki, ti и s – элементы K при 1 6 i 6 n такие, что

s ∈
n∑
i=1

kiK. Про-группа Pα
(
A(∞,s)) порождается canskis с соотноше-

ниями
•
[
canskis (a), can

skj
s (b)

]·
= 0 для всех i и j;

• canskis (a+ b) = canskis (a)u canskis (b);
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• canskis

(
can

skikj
ski

(a)
)

= can
skj
s

(
can

skikj
skj

(a)
)
при i 6= j;

если только не 2α ∈ Φ или α
2 ∈ Φ. В случае 2α ∈ Φ про-группа

Pα
(
A(∞,s)) порождается canskis с соотношениями

•
[
canskis (u), can

skj
s (v)

]·
= canskis

(
φ
(
can

skj
1 (π(v)) π(u)

))
для всех i

и j;
• canskis (uu v) = canski1 (u)u canskis (v);
• canskis

(
can

skikj
ski

(u)
)

= can
skj
s

(
can

skikj
skj

(u)
)
при i 6= j.

Доказательство. Напомним, что формальный проективный предел
отображений ui : Xi → Yi является изоморфизмом в Pro(Set) тогда
и только тогда, когда для каждого i существуют индекс i′, морфизм
m : i′ → i и отображение vi : Yi′ → Xi такие, что ui ◦ vi = Ym : Yi′ → Yi
и vi ◦ ui′ = Xm : Xi′ → Xi (тогда vi являются компонентами обратного
морфизма в Pro(Set)).

Теперь зафиксируем корень α. Определим G = lim←−m∈NGm как про-
группу с представлением из условия, построенную в лемме 2 как фор-
мальный проективный предел групп с данными представлениями.
Имеется очевидный морфизм G → Pα

(
A(∞,s)), обратный к нему со-

стоит из гомоморфизмов групп

a(sm
′+m) 7→

n∑
i=1

(atim)(smkmi )

за исключением случаев 2α ∈ Φ и α
2 ∈ Φ и из

u(sm
′+m) 7→

·∑
16i6n

(u · tim)(s
mkmi ) u

·∑
16i<j6n

φ
(
(ρ(u)smtimtjmk

m
j )(s

mkmi )),
φ
(
a(s

m′+m)) 7→ ·∑
16i6n

φ
(
(atim)(s

mkmi ))
при 2α ∈ Φ, где m′ = max(0, (m − 1)n + 1) и sm

′
=

n∑
i=1

kmi tim для

некоторых tim ∈ K. �

В частности, K(∞,k) образуют копучок абелевых про-групп. Если
K является областью целостности, то каждое K(∞,k) является под-
про-кольцом K (так как можно отождествить каждый K(s) с Ks) и
K/K(∞,k) = lim←−

Pro

n
K/Kkn является формальным про-пополнением



КОПУЧКИ ПРО-ГРУПП СТЕЙНБЕРГА 27

в k. Например, в случае K = C[x, y] продолжение этого копучка на
Spec(Kx)∪Spec(Ky) является под-про-группой K(∞,x) +K(∞,y) 6 K и

K/
(
K(∞,x) +K(∞,y)

)
= lim←−

Pro

n
K/(Kxn +Kyn)

является про-группой формальных степенных рядов от двух перемен-
ных. Напомним, что значение пучка локализаций (то есть структур-
ного пучка схемы Spec(K)) на этом подмножестве совпадает с K.

Легко видеть, что формальный проективный предел отображений
ui : Xi → Yi является эпиморфизмом в Pro(Set), если для каждого i
найдутся индекс i′ и морфизм m : i′ → i такие, что образ Ym : Yi′ →
Yi содержится в образе ui (на самом деле, это описание регулярных
эпиморфизмов).

Теорема 3. Пусть A – абсолютный объект в A, а ki, s – элементы K

при 1 6 i 6 n такие, что s ∈
n∑
i=1

kiK. Тогда про-группа St
(
Φ, A(∞,s))

порождается canskis : St
(
Φ, A(∞,ski)

)
→ St

(
Φ, A(∞,s)) с соотношения-

ми
• canskis (gh) = canskis (g) canskis (h);
• canskis (can

skikj
ski

(g)) = can
skj
s (can

skikj
skj

(g)) при i 6= j;

• can
ski
s (g)can

skj
s (h) = can

skj
s

(
can

ski
1 (g)h

)
при i 6= j;

в последнем соотношении группа St(Φ, A) сильно действует на
St
(
Φ, A(∞,skj)

)
каноническим образом.

Доказательство. В силу леммы 7 про-группа St
(
Φ, A(∞,s)) порож-

дается xiα = xα ◦ canskis при 1 6 i 6 n и α ∈ Φ с соотношениями
• xiα(au b) = xiα(a)xiα(b);
• xiα(a) = xi2α(a) при a ∈ P2α

(
A(∞,ski)

)
;

• xiα
(
can

skikj
ski

(a)
)

= xjα
(
can

skikj
skj

(a)
)
;

• [xiα(a), xjβ(b)] =
∏

iα+jβ∈Φ
i,j>0

xiiα+jβ

(
fαβij

(
a, can

skj
1 (b)

))
, если только

α и β не противоположно направлены.
Действительно, коммутационная формула Шевалле из стандартного
задания St

(
Φ, A(∞,s)) образующими и соотношениями легко сводится

к этим соотношениям, так как
n∏
i=1

Pα
(
A(∞,ski)

)
→ Pα

(
A(∞,s)), (ai)i 7→

·∑
i

canskis (ai)
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является эпиморфизмом про-множеств и выполнено теоретико-груп-
повое тождество[ n∏

i=1

gi,

m∏
j=1

hj
]

= g1...gn−1
(
[gn, h1] h1[gn, h2] . . . h1...hm−1[gn, hm]

)
g1...gn−2

(
[gn−1, h1] h1[gn−1, h2] . . . h1...hm−1[gn−1, hm]

)
. . .(
[g1, h1] h1[g1, h2] . . . h1...hm−1[g1, hm]

)
.

С другой стороны, это задание образующими и соотношениями экви-
валентно заданию из условия, так как соотношения из условия выпол-
нены для про-групп Стейнберга и влекут соотношения из доказатель-
ства. �

Теорема 4. Пусть A – это абсолютный объект в A. Тогда предко-
пучок k 7→ St

(
Φ, A(∞,k)

)
является копучком скрещенных про-модулей

над G(Φ, A) или St(Φ, A). Другими словами, для всех ki, s ∈ K при 1 6

i 6 n со свойством s ∈
n∑
i=1

kiK скрещенный про-модуль St
(
Φ, A(∞,s))

является универсальным скрещенным про-модулем с морфизмами

canskis : St
(
Φ, A(∞,ski)

)
→ St(

(
Φ, A(∞,s))

такими, что canskis ◦ can
skikj
ski

= can
skj
s ◦ can

skikj
skj

.

Доказательство. ПустьX – это скрещенный про-модуль над G(Φ, A)
или St(Φ, A), а fi : St

(
Φ, A(∞,ski)

)
→ X – морфизмы скрещенных про-

модулей, причём fi ◦ can
skikj
ski

= fj ◦ can
skikj
skj

. Согласно теореме 3, су-
ществует единственный морфизм про-групп g : St

(
Φ, A(∞,s)) → X та-

кой, что g ◦ canskis = fi. Остаётся проверить, что g является G(Φ, A)-
эквивариантным (или St(Φ, A)-эквивариантным). Но морфизм умно-
жения

G(Φ, A)×
n∏
i=1

St
(
Φ, A(∞,ski)

)
→ G(Φ, A)× St

(
Φ, A(∞,s))

является эпиморфизмом про-множеств (это легко следует из теоре-
мы 1), так что требуемая эквивариантность следует из эквивариант-
ности fi. �
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Наконец, мы обобщим лемму 5 на произвольные мультипликатив-
ные подмножества.

Теорема 5. Существуют единственные слабые действия всех
G(Φ, S−1A) на St

(
Φ, A(∞,S)

)
для мультипликативных S ⊆ K и аб-

солютных объектов A из A такие, что морфизмы St
(
Φ, A(∞,p)

)
→

St
(
Φ, A(∞,S)

)
являются G(Φ, S−1A)-эквивариантными для всех про-

стых идеалов p E K, не пересекающих S. Такие слабые действия
естественны по A и суперъестественные по S в следующем смыс-
ле: для любых мультипликативных подмножеств S ⊆ S′ морфизм
St
(
Φ, A(∞,S′))→St

(
Φ, A(∞,S)

)
является G(Φ, S−1A)-эквивариантным.

Доказательство. Единственность, естественность поA и суперъесте-
ственность по S следуют из леммы 6. Чтобы показать существование
достаточно рассмотреть только мультипликативные подмножества ви-
да S = {1, s, s2, . . .} при s ∈ K. Возьмём g ∈ G(Φ, As). По лемме 5 су-
ществует покрытие Зарисского Spec(As) = ∪ni=1 Spec(Aski) (мы можем
считать, что s ∈

∑
i

kiK) такое, что образ g в каждом G(Φ, Aski) лежит

в произведении некоторых Dα(Φ, Aski), так что по лемме 3 g инду-
цирует автоморфизмы St

(
Φ, A(∞,ski)

)
с требуемым свойством. Чтобы

получить индуцированный эндоморфизм St
(
Φ, A(∞,s)) мы применим

теорему 3 и тождества

canskis

(
g(hh′)

)
= canskis

(
gh gh′

)
= canskis

(
gh
)

canskis

(
gh′
)
;

canskis

(
gcan

skikj
ski

(h)
)

= canskis

(
can

skikj
ski

(
gh
))

= canskjs

(
can

skikj
skj

(
gh
))

= canskjs

(
gcan

skikj
skj

(h)
)
;

can
ski
s (gh)canskjs

(
gh′
)

= canskjs

(
g can

ski
1 (st(h))h′

)
.

Следовательно, g задаёт эндоморфизм St
(
Φ, A(∞,s)) с требуемым свой-

ством. Из единственности таких эндоморфизмов следует, что у нас
есть гомоморфизм моноидов G(Φ, As)→ End

(
St
(
Φ, A(∞,s))) с нужным

свойством, он обязательно принимает значения в Aut
(
St
(
Φ, A(∞,s))).

�
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Voronetsky E. Yu. Cosheaves of Steinberg pro-groups.
Steinberg pro-groups are certain pro-groups used to analyze ordinary

Steinberg groups locally in Zariski topology. In this paper we show that
Steinberg pro-groups associated with general linear groups, odd unitary
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groups, and Chevalley groups satisfy a Zariski cosheaf property as crossed
pro-modules over the base groups. Also, we prove an analogue of the
standard commutator formulae for relative Steinberg groups.
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