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Рассмотрим область D � C, ограниченную достаточно гладкой кри-
вой Γ. Точнее, подразумеваем, что Γptq : ra, bs Ñ C, Γ1 P Cpra, bsq,
Γ1paq � Γ1pbq, а также существуют постоянные δ0, c0, δ1>0 такие, что
выполнены условия: |Γ1ptq| ¥ δ0, | arg Γ1pt � sq � arg Γ1ptq| ¤ c0s

δ1 для
всех t P ra, bs, s ¡ 0. Обозначим через ΛαpDq при 0   α   1 про-
странство Гёльдера функций f , аналитичных в D и удовлетворяющих
условию |fpz1q � fpz2q| ¤ cf |z1 � z2|

α по всем z1, z2 P D.
Достаточно давно известно [1, 2], что для функции f P ΛαpDq при

любом n P N существует полином Pn, степени не выше n, такой, что
|fpzq � Pnpzq| ¤ rcfn�α, z P Γ.

Кроме того, согласно статье [3], функция f P ΛαpDq может быть
разложена в произведение внешней и внутренней в D функций, fpzq �
F pzqIpzq, z P D, где функция F задается значениями |f | на Γ, а |Ipzq|�1
п.в. по длине Γ при z P Γ. Оказывается, что мультипликативная струк-
тура функции f P ΛαpDq может быть отражена в структуре прибли-
жающего полинома Pn. Справедливо следующее утверждение.

Теорема. Пусть f P ΛαpDq, f � F � I, где I – внутренняя, а F –
внешняя функции в D. Для всякого n P N существуют полиномы Pn,
qn степени не выше n со следующими свойствами:

(1) найдутся постоянные cf,1 и cf,2 такие, что при z P BD спра-
ведливы соотношения

|fpzq � Pnpzqqnpzq| ¤ cf,1 � n
�α, |F pzq � Pnpzq| ¤ cf,2 � n

�α, (1)

(2) существует постоянная cD такая, что для всякого z P D
выполняется оценка

|qnpzq| ¤ cD, (2)

Ключевые слова: полиномы, аппроксимация, классы Гёльдера, области с глад-
кой границей.
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(3) и при z P D имеет место соотношение

qnpzq ÝÝÝÑ
nÑ8

Ipzq. (3)

§1. Приближающие полиномы.

Рассмотрим конформное отображение ϕ области CzD на CzD такое,
что ϕp8q � 8, ϕ1p8q ¡ 0. Пусть ψ – обратное к ϕ отображение. Для

n P N, R � 1�
1

n
, θ P p�π, πs, ξ P Γ положим

ξR,θ � ψpRe�iθϕpξqq.

Обозначим

Knpθq �

�
sin nθ

2

sin θ
2

�18

, θ P p�π, πs.

Выберем bn из соотношения

bn �

π»
�π

Knpθqdθ � 1.

При z P D полагаем

Pnpzq �
bn
2πi

π»
�π

Knpθq

�»
Γ

F pξq

�
1

ξR,θ � z
�

ξR,θ � ξ

pξR,θ � zq2



dξ

�
dθ, (4)

qnpzq �
bn
2πi

π»
�π

Knpθq

�»
Γ

Ipξq

�
1

ξR,θ � z
�

ξR,θ � ξ

pξR,θ � zq2



dξ

�
dθ. (5)

Введенные по этим формулам функции Pn и qn являются полиномами
степени не выше n (см. [2]).

Учитывая выбор постоянных bn, получаем следующую форму для
остатка F pzq � Pnpzq:
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F pzq � Pnpzq

�
bn
2πi

π»
�π

Knpθq

�»
Γ

F pξq

�
1

ξ � z
�

1

ξR,θ � z
�

ξR,θ � ξ

pξR,θ � zq2



dξ

�
dθ

�
bn
2πi

π»
�π

Knpθq

�»
Γ

F pξq
pξR,θ � ξq2

pξR,θ � zq2pξ � zq
dξ

�
dθ;

F pzq � Pnpzq

�
bn
2πi

π»
�π

Knpθq

�»
Γ

F pξq
pξR,θ � ξq2

pξR,θ � zq2pξ � zq
dξ

�
dθ.

(6)

Аналогично получаем

Ipzq � qnpzq �
bn
2πi

π»
�π

Knpθq

�»
Γ

Ipξq
pξR,θ � ξq2

pξR,θ � zq2pξ � zq
dξ

�
dθ. (7)

Функция ξR,θ аналитична по ξ в CzD, поэтому для всякой окружности
Sρ=tξ | |ξ| � ρu, содержащей D внутри, получаем равенство»

Γ

pξR,θ � ξq2

pξR,θ � zq2pξ � zq
dξ �

»
Sρ

pξR,θ � ξq2

pξR,θ � zq2pξ � zq
dξ. (8)

При ξ Ñ8 имеем соотношение

pξR,θ � ξq2

pξR,θ � zq2pξ � zq
�
pRe�iθ � 1q2

pRe�iθq2ξ
�
c1z

ξ2
� . . . (9)

Отсюда получаем формулу

µn �
bn
2πi

π»
�π

Knpθq

�»
Γ

pξR,θ � ξq2

pξR,θ � zq2pξ � zq
dξ

�
dθ

� bn

π»
�π

Knpθq

�
1�

1

R
eiθ

2

dθ.

(10)

Соотношение (10) дает оценку

|µn| ¤
c

n2
. (11)



160 А. Н. МЕДВЕДЕВ, Н. А. ШИРОКОВ

Рассмотрим z P D и пусть z Ñ z0 P Γ. Поскольку F P ΛαpDq, согласно
статье [3] из равенств (6), (10) получаем соотношение

F pz0q � Pnpz0q � µnF pz0q

�
bn
2πi

π»
�π

Knpθq

�»
Γ

pF pξq � F pz0qq
pξR,θ � ξq2

pξR,θ � z0q2pξ � z0q
dξ

�
dθ.

(12)

§2. Доказательство соотношений (2) и (3) основной
теоремы.

Далее будем использовать следующее утверждение (см [4, 5]) дока-
занное для любого континуума D.

Лемма. В рамках изложенной постановки, существует универсаль-
ная постоянная c0, для которой при любых n P N, ξ P Γ и z0 P Γ
справедливы оценки

|ξR,θ � ξ| ¤ c0pn|θ| � 1q4|ξR,0 � ξ|, (13)

|ξR,θ � z0| ¥
1

c0
pn|θ| � 1q�4|ξR,0 � z0|. (14)

Докажем вначале соотношение (3). Пусть z P D, distpz,Γq � δ ¡ 0,
z0 P Γ, |z � z0| � δ. Тогда |ξR,θ � z| ¥ δ, |ξ � z| ¥ δ при ξ P Γ, и из
соотношений (7) и (13), учитывая что |Ipzq| ¤ 1, получаем неравенство

|Ipzq � qnpzq| ¤
c

δ3
bn

π»
�π

Knpθqpn|θ| � 1q4
1

n
dθ ¤

c

δ3

1

n
. (15)

При выводе оценки (15) мы также учли выбор величин bn и то, что
для области D с условиями, наложенными на границу Γ, выполняется
соотношение |ξR,0 � ξ| ¤

c

n
(см. [2]). Неравенство (15) влечет (3).

Докажем соотношение (2). Будем его доказывать при n ¥ N0, гдеN0

выберем исходя из геометрических свойств области D. Неравенство (2)
при n   N0 выполнится за счет увеличения постоянной cD.

Пусть z0 P Γ, а точка z лежит в D и достаточно близка к z0. По-
ложим Sδ0pz0q � tξ | |ξ � z0| � δ0u. Условия, наложенные на границу
Γ, влекут, что существует δ0, не зависящее от z0 P Γ и такое, что мно-
жество Sδ0pz0q X D состоит из одной дуги. Выберем такое δ0. Кроме
того, при любом δ1, 0   δ1   δ0, и любом z0 P Γ множество Sδ1pz0q XD
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также будет состоять из одной дуги. Положим N0 �

�
1

δ0

�
� 1. Тогда

при любом n ¥ N0 и любом z0 P Γ множество S 1
n
pz0qXD состоит из од-

ной дуги. Положим pγnpz0q � S 1
n
pz0q XD; пусть γnpz0q � Γ – меньшая

дуга с концами S 1
n
pz0q X BD, Γnpz0q � Γzγnpz0q. Далее для сокраще-

ния записи будем использовать обозначения pγn � pγnpz0q, γn � γnpz0q,
Γn � Γnpz0q.

Пусть n ¥ N0, z P D, z0 P Γ, |z� z0| ¤
1

2n
. Тогда из соотношений (5)

и (7) получаем равенство

Ipzq � qnpzq

�
bn
2πi

π»
�π

Knpθq

� »
Γn

Ipξq
pξR,θ � ξq2

pξR,θ � zq2pξ � zq
dξ

�
dθ

�
bn
2πi

π»
�π

Knpθq

� »
γn

Ipξq

�
1

ξ � z
�

1

ξR,θ � z
�

ξR,θ � ξ

pξR,θ � zq2



dξ

�
dθ

�
bn
2πi

π»
�π

Knpθq

� »
Γn

Ipξq
pξR,θ � ξq2

pξR,θ � zq2pξ � zq
dξ

�
dθ (16)

�
bn
2πi

π»
�π

Knpθq

�
2πiIpzq �

»
pγn

Ipξq

ξ � z
dξ �

»
γn

Ipξq

�
1

ξR,θ�z
�

ξR,θ�ξ

pξR,θ�zq2



dξ

�
dθ.

При ξ P pγn, |z � z0| ¤
1

2n
, имеем |ξ � z| ¥

1

2n
, поэтому��������

»
pγn

Ipξq

ξ � z
dξ

������� ¤ 2n

»
pγn

|dξ| ¤ 4π. (17)

Тогда формулы (16) и (17) влекут оценку

| � qnpzq| ¤ 2�
bn
2π

π»
�π

Knpθq

� »
γn

|Ipξq|

|ξR,θ � z|
|dξ|

�
dθ

�
bn
2π

π»
�π

Knpθq

� »
γn

|Ipξq||ξR,θ � ξ|

|ξR,θ � z|2
|dξ|

�
dθ
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�
bn
2π

π»
�π

Knpθq

� »
Γn

|Ipξq||ξR,θ � ξ|2

|ξR,θ � z|2|ξ � z|
|dξ|

�
dθ

¤ 2�
bn
2π

π»
�π

Knpθq

� »
γn

|dξ|

|ξR,θ � z|

�
dθ (18)

�
bn
2π

π»
�π

Knpθq

� »
γn

|ξR,θ � ξ|

|ξR,θ � z|2
|dξ|

�
dθ

�
bn
2π

π»
�π

Knpθq

� »
Γn

|ξR,θ � ξ|2

|ξR,θ � z|2|ξ � z|
|dξ|

�
dθ.

Предполагаем, что z настолько близко к z0, что справедливо неравен-
ство

|ξR,θ � z| ¥
1

2
|ξR,θ � z0|, ξ P Γ, θ P p�π, πs. (19)

Такую близость z к z0 можно предполагать в силу того, что при z P D,
z0 P Γ, θ P p�π, πs, согласно свойствам гладкости границы Γ, имеем
оценки

|ξR,θ � z| ¥
c

n
, |ξR,θ � z0| ¥

c

n
.

Лемма и соотношение (19) влекут неравенства

bn

π»
�π

Knpθq

|ξR,θ � z|
dθ

¤ c
1

|ξR,0 � z0|
bn

π»
�π

Knpθqp1� n|θ|q4dθ ¤ c
1

|ξR,0 � z0|
. (20)

Для последнего слагаемого в (18) получаем оценку

bn

π»
�π

Knpθq
|ξR,θ � ξ|2

|ξR,θ � z|2
dθ ¤ c

|ξR,0 � ξ|2

|ξR,0 � z0|2
bn

π»
�π

Knpθqp1� n|θ|q16dθ

¤ c
|ξR,0 � ξ|2

|ξR,0 � z0|2
.

(21)
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Аналогично, для последнего слагаемого в (18) получаем оценку вы-
ражением

c
|ξR,0 � ξ|

|ξR,0 � z0|2
.

Как следует из результатов статьи [2], для кривой Γ с предполагаемой
гладкостью имеются оценки

|ξR,0 � ξ| ¤
c

n
, |ξR,0 � z0| ¥

c

n
,

а при ξ P Γn имеем |ξR,0 � z0| � |ξ � z0|. Применяя соотношения (20),
(21) и приведенные неравенства, из неравенства (18) получаем оценку

|qnpzq| ¤ 2� cn

»
γn

|dξ| � c
1

n
n2

»
γn

|dξ| �
1

n2

»
Γn

|dξ|

|ξ � z0|3
¤ c. (22)

Устремляя в (22) z к z0, z0 P Γ, получаем оценку (2).

§3. Свойства факторизации f � IF .

Пусть A P D – произвольная фиксированная точка, функция Φ кон-
формно отображает область D на D так, что ΦpAq � 0, Φ1pAq ¡ 0, Ψ
– обратное отображение. Положим Jpξq � IpΨpξqq. Тогда J – внутрен-
няя функция в единичном круге D. Пусть Upξq � F pΨpξqq. Тогда U –
внешняя функция в D. Предполагаем, что Up0q � F pAq ¡ 0. Тогда для
функции J справедливо разложение Jpξq � λBpξqSpξq, где |λ| � 1,

Bpξq �
¹

α: Jpαq�0

α

|α|

α� ξ

1� αξ
, Spξq � exp

�»
T

ξ � t

ξ � t
dµptq

�
,

µ – сингулярная мера на T � BD. Определим suppsI � Ψpsuppµq,
Zpfq � tz P D | fpzq � 0u, suppiI � suppsI Y closZpfq.
Если f P ΛαpDq, то, как получено в [3], mes1psuppiI X Γq � 0, где mes1

– одномерная мера Лебега на кривой Γ. Пусть dpzq � distpz, suppiIq.
Для z P Γ положим

apzq � max

�
1

dpzq
, |I 1pzq|

�
. (23)

Проводя рассуждения в [3] для области D, ограниченной кривой Γ с
рассматриваемыми требованиями гладкости, для 0   α   1, а не для
0   α   1{2, как это было в [3], и для z P Γ, получаем следующее
утверждение.
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Теорема (A). Пусть f P ΛαpDq, f � 0, 0   α   1, f � IF , F pAq ¡ 0,
I – внутренняя функция в D, F – внешняя функция в D, величина
apzq определена в (23). Тогда при z P Γ с некоторой постоянной cf,3
справедлива оценка

|fpzq| ¤ cf,3papzqq
�α, z P Γ. (24)

Пусть

ZpJq � ΦpZpfqq, suppiJ � suppµYclosZpJq, dDpξq � distpξ, suppiJq.

Для ξ P T справедлива формула

|J 1pξq| � |pBSq1pξq| �
¸

α:Jpαq�0

1� |α|2

|ξ � α|2
� 2

»
T

dµptq

|ξ � t|2
. (25)

Из равенства (25) следует, что при ξ1 P T, |ξ1 � ξ| ¤ 1
2dDpξq справед-

лива оценка |J 1pξ1q| ¤ 4|J 1pξq|. Пусть c1 � max
zPD

|Φ1pzq|. Тогда, учиты-

вая равенство J 1pξq � I 1pΨpξqqΨ1pξq и то, что для Φ1pzq имеет место
оценка |Φ1pzq| ¥ c2 ¡ 0 при z P D, для точек z1, z P Γ таких, что

dpz1q ¤
1

2pc1 � 1q
dpzq, с постоянной c3 выполняется неравенство

|I 1pz1q| ¤ c3|I
1pzq|. (26)

§4. Доказательство оценок (1)

Пусть z0 P Γ. Так как F P ΛαpDq (см. [3]), то, применяя равенство
(12) и оценки (13) и (14) из леммы, получаем соотношение

|F pz0q � Pnpz0q � µnF pz0q|

¤
bn
2π

π»
�π

Knpθq

�»
Γ

|F pξq � F pz0q|

|ξ � z0|

|ξR,0 � ξ|2

|ξR,0 � z0|2
|dξ|

�
p1� n|θ|q16dθ

¤ c

»
Γ

|ξ � z0|
α�1 1

n2

1�
1
n � |ξ � z0|

�2 |dξ| ¤
c

nα
. (27)

В оценках (27) мы воспользовались тем, что для области D выполня-
ется соотношения |ξR,0 � ξ| � 1

n , |ξR,θ � z0| � |ξ � z0| �
1
n (см. [2]), и
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стандартной оценкой сингулярного интеграла по Γ. Учитывая форму-
лу (11), из (27) получаем оценку

|F pz0q � Pnpz0q| ¤
c

nα
,

это вторая оценка в (1). Далее,

|fpz0q � Pnpz0qqnpz0q|

� |pF pz0q � Pnpz0qqqnpz0q � F pz0qpIpz0q � qnpz0qq|

¤ |F pz0q � Pnpz0q||qnpz0q| � |F pz0q||Ipz0q � qnpz0q|

¤ c
1

nα
� |F pz0q||Ipz0q � qnpz0q|.

(28)

В соотношениях (28) мы воспользовались оценкой (2) и уже дока-
занной второй оценкой в (1). Пусть dpz0q ¡ 0. Тогда для выражения
Ipz0q � qnpz0q � µnIpz0q можно применить формулу, аналогичную со-
отношениям (12), получаем равенство

Ipz0q � qnpz0q � µnIpz0q

�
bn
2πi

π»
�π

Knpθq

�»
Γ

pIpξq � Ipz0qq
pξR,θ � ξq2

pξR,θ � z0q2pξ � z0q
dξ

�
dθ.

(29)

Рассмотрим два случая. Пусть n   4pc1 � 1qapz0q. Тогда соотношения
(24), (3) и (28) влекут оценку

|fpz0q � Pnpz0qqnpz0q| ¤
c

nα
� ca�αpz0q ¤

c

n�α
. (30)

Для случая n ¥ 4pc1 � 1qapz0q рассмотрим

γn �

"
z P Γ : |z � z0| ¤

1

n

*
,

γa �

"
z P Γ :

1

n
  |z � z0| ¤

1

2pc1 � 1qapz0q

*
, Γa � Γzγa.

Из соотношения (26) следует, что при z P γn Y γa выполняется нера-
венство

|I 1pzq| ¤ c3|I
1pz0q| ¤ c3apz0q. (31)
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Применяя равенство (29) и оценки (13), (14) и (31), получаем соотно-
шение
|Ipz0q � qnpz0q � µnIpz0q|

¤
bn
2π

π»
�π

Knpθq

�»
Γ

|Ipξq � Ipz0q|

|ξ � z0|

|ξR,0 � ξ|2

|ξR,0 � z0|2
|dξ|

�
p1� n|θ|q16dθ

¤ c

»
γn

|Ipξq � Ipz0q|

|ξ � z0|
|dξ| � c

»
γa

|Ipξq � Ipz0q|

|ξ � z0|

1

n2

1�
1
n � |ξ � z0|

�2 |dξ|

� c

»
Γa

|Ipξq � Ipz0q|

|ξ � z0|

1

n2

1�
1
n � |ξ � z0|

�2 |dξ|

¤ c
1

n
apz0q � c

1

n
apz0q � c

1

n2
a2pz0q ¤ c

apz0q

n
.

(32)

В оценках (32) мы воспользовались соотношением (31), поскольку при
ξ P γa Y γn имеем

|Ipξq � Ipz0q| �

������
ξ»
z0

I 1psqds

������ ¤ c3|

hkkkkj
ξ, z0 |apz0q ¤ c4apz0q|ξ � z0|,

где |
hkkkkj
ξ, z0 | – длина дуги Γ между ξ и z0, и тем, что»

Γa

1

n2

1

|ξ � z0|2
|dξ| ¤

c

n
,

»
Γa

1

n2

1

|ξ � z0|3
|dξ| ¤

c

n2
a2pz0q.

Применяя к оценке (32) соотношение (24), получаем неравенство

|F pz0q||Ipz0q � qnpz0q| ¤ cpapz0qq
�α apz0q

n
¤

c

nα
(33)

в силу рассматриваемого случая. Из оценок (33), (30) получаем первое
неравенство в соотношении (1). Теорема доказана.
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Medvedev A. N., Shirokov N. A. Multiplicative polynomial approxima-
tion.

Let D be a bounded domain on the complex plain C with sufficiently
smooth boundary. We denote by ΛαpDq, 0   α   1, the class of analytic
functions in D satisfying the α-Hölder condition in D .

Each function f P ΛαpDq can be factored as f � FI with F an outer
function defined in terms of the boundary values of |f |, and with I an
inner function such that |Ipzq| � 1 a.e. in BD.

The following result was obtained.

Theorem. Let f P ΛαpDq, f � F � I. Then for every n P N there exist
polynomials Pn, qn of degrees at most n such that the following properties
hold.

There exist constants cf,1 и cf,2 such that for any z P BD
|fpzq � Pnpzqqnpzq| ¤ cf,1 � n

�α, |F pzq � Pnpzq| ¤ cf,2 � n
�α.

There is constant cD such that for any z P D
|qnpzq| ¤ cD.

Finally, for any z P D
qnpzq ÝÝÝÑ

nÑ8
Ipzq.
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