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�13. Åù¼ ðàç î ãîðèçîíòàëüíûõ ¼ëêàõ

Ìû óæå äîâîëüíî ìíîãî çíàåì î ãîðèçîíòàëüíûõ ¼ëêàõ. Îáùàÿ òåî-
ðèÿ áûëà îïèñàíà â ðàçäåëå 4 ñòàòüè [4], ïîòîì ïðèëàãàëàñü ê ÷àñòíûì
ñëó÷àÿì â ðàçäåëàõ 5 è 6 òîé æå ñòàòüè è â ðàçäåëå 8 ñëåäóþùåé ñòà-
òüè [5]. Íàøè çíàíèÿ îáîãàòèëèñü ðàçáîðîì ïðèìåðîâ ñ ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè â âèäå ïîëèíîìîâ òðåòüåé ñòåïåíè. Òåïåðü, íà÷èíàÿ òðåòüþ
ñòàòüþ èç ñåðèè ýòèõ ðàáîò, ìû ïîïðîáóåì âûäåëèòü åù¼ íåêîòîðûå
îáùèå ñâîéñòâà ãîðèçîíòàëüíûõ ¼ëîê, êîòîðûå ïîçâîëÿò íàì ñ îäíîé
ñòîðîíû íå ïîâòîðÿòü îäíè è òå æå àðãóìåíòû ïðè ðàññìîòðåíèè êîí-
êðåòíûõ ïðèìåðîâ, à ñ äðóãîé � ïîíÿòü, êàêèå ïàðàìåòðû ãðàíè÷íûõ
çíà÷åíèé îïðåäåëÿþò ôîëèàöèþ â îáùåì ñëó÷àå.

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì âîïðîñ î òîì, â êàêèõ òî÷êàõ ãðà-
íèöû ìîãóò çàêàí÷èâàòüñÿ ãîðèçîíòàëüíûå ¼ëêè. Ïîíÿòíî, ÷òî åñòü ÷å-
òûðå ñèììåòðè÷íûõ ñëó÷àÿ: 1) ëåâàÿ ¼ëêà çàêàí÷èâàåòñÿ íà âåðõíåé
ãðàíèöå, 2) ëåâàÿ ¼ëêà çàêàí÷èâàåòñÿ íà íèæíåé ãðàíèöå, 3) ïðàâàÿ
¼ëêà çàêàí÷èâàåòñÿ íà âåðõíåé ãðàíèöå è 4) ïðàâàÿ ¼ëêà çàêàí÷èâà-
åòñÿ íà íèæíåé ãðàíèöå. Ìû ïîäðîáíî èçó÷èì, êîíå÷íî, òîëüêî îäèí
ñëó÷àé, ïåðâûé èç ïåðå÷èñëåííûõ, îäíàêî äëÿ óäîáñòâà ïðèâåä¼ì ôîð-
ìóëèðîâêè óòâåðæäåíèé äëÿ âñåõ ÷åòûð¼õ ñëó÷àåâ, êàê, íàïðèìåð, ýòî
ñäåëàíî â ïðåäëîæåíèÿõ 6.1�6.4.1

Òåîðåìà 13.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû òî÷êà (u+ ε, ε) ìîãëà áûòü âåðøè-
íîé ëåâîé ¼ëêè â ïîëîñå Ωε, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ óñëî-

âèé:

(1) D+(u, ε) = 0;
(2) f ′′+(u+ ε)− f ′′−(u− ε)− 2εf ′′′+ (u+ ε) > 0;

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ôóíêöèÿ Áåëëìàíà, ìàðòèíãàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå, äèàãî-
íàëüíî âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà, ãðàíò íîìåð
24-71-10011 (https://rscf.ru/project/24-71-10011/).

1Çäåñü, âîçìîæíî, óìåñòíî îòìåòèòü íåïðèÿòíóþ îïå÷àòêó â ôîðìóëèðîâêå
ïðåäëîæåíèÿ 6.4. Òàì äîëæíî áûòü óñëîâèå f ′′′− (u0) < 0, à íå f ′′′+ (u0) < 0.
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(3) f ′′′+ (u+ ε) > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê îáû÷íî, äëÿ èññëåäîâàíèÿ ëåâûõ ¼ëîê ìû ðàñ-
ñìàòðèâàåì ïîëå (5.3), îäíà èç èíòåãðàëüíûõ ëèíèé êîòîðîãî, áóäó÷è
ñäâèíóòà âïðàâî íà ε, äà¼ò ñòâîë ¼ëêè. Ïîñêîëüêó â ëþáîé íåîñîáîé
òî÷êå ïîëÿ (5.3) èíòåãðàëüíàÿ ëèíèÿ ïåðåñåêàåò âåðõíþþ ãðàíèöó ïî-
ëîñû ñ íàêëîíîì −1, à ñòâîë ëþáîé ëåâîé ãîðèçîíòàëüíîé ¼ëêè, ïå-
ðåñåêàþùåé âåðõíþþ ãðàíèöó, äîëæåí èìåòü íàêëîí â ïðîìåæóòêå
îò íóëÿ äî åäèíèöû, ìû äåëàåì âûâîä, ÷òî òî÷êà (u, ε) îáÿçàíà áûòü
ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé ïîëÿ (5.3), òî åñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (1).

Ìàòðèöà ßêîáè â òàêîé òî÷êå áûëà èññëåäîâàíà åù¼ â ðàçäåëå 5
(ñì. [4]). Ïîâòîðèì äëÿ óäîáñòâà ôîðìóëû (5.17) è (5.18), èñïîëüçóÿ
îáîçíà÷åíèå, ââåä¼ííîå â ôîðìóëå (8.20) ([5]):

J(u, ε) = ε
(
f ′′+(u+ ε)− f ′′−(u− ε)− 2εf ′′′+ (u+ ε)

)( 1 1− 3s
−1 s− 1

)
, (13.1)

ãäå s = 1 + εκL
+ è

κL

+ =
2f ′′′+ (u+ ε)

f ′′+(u+ ε)− f ′′−(u− ε)− 2εf ′′′+ (u+ ε)
. (13.2)

Íàïîìíèì, ÷òî çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òî÷êà (u, ε) ëåæèò íà êðèâîé
D+ = 0.

Ìû óæå íåîäíîêðàòíî ñ÷èòàëè ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå
âåêòîðû ìàòðèöû â (13.1), ýòî � êîðíè ìíîãî÷ëåíà λ2−sλ−2s, òî åñòü

λ=
s±
√
s2+8s

2
è ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðû ñóòü

(
s−1−λ

1

)
. (13.3)

Íàñ íå èíòåðåñóþò íåâåùåñòâåííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ïîñêîëüêó
â ýòîì ñëó÷àå (u, ε) � ñïèðàëüíàÿ ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà, è ê íåé íè îäíà
èíòåãðàëüíàÿ ëèíèÿ íå ïîäõîäèò ìîíîòîííî âîçðàñòàÿ ñ íàêëîíîì â
èíòåðâàëå [0, 1], êîòîðûå íàñ òîëüêî è èíòåðåñóþò. Äàëåå, íàñ íå èíòå-
ðåñóåò ñîáñòâåííîå ÷èñëî, â êîòîðîì êîðåíü áåð¼òñÿ ñî çíàêîì ïëþñ,
òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå s−λ = 1

2 (s−
√
s2 + 8s) 6 0, è s− 1−λ 6 −1. Òî

åñòü ó ýòîãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà íàêëîí îòðèöàòåëüíûé.
Èòàê, ìû áóäåì ñðàâíèâàòü èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ, ïðèõîäÿùóþ â

òî÷êó (u, ε) ñ íàêëîíîì

1

s− 1− λ
=

2

s− 2 +
√
s2 + 8s

, (13.4)
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è êðèâóþ D+ = 0, íàêëîí êîòîðîé â ýòîé òî÷êå ðàâåí

1

2s− 1
. (13.5)

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ìû íåîäíîêðàòíî ïðîâåðÿëè, íî ïîâòîðèì ýòî
åù¼ ðàç. Îíî ñëåäóåò èç äèôôåðåíöèðîâàíèÿ òîæäåñòâà 2x2D+ =0:[

f ′′+ − f ′′− − 2x2f
′′′
+

]
dx1 −

[
f ′′+ − f ′′− + 2x2f

′′′
+

]
dx2 = 0. (13.6)

Êàê óæå óïîìèíàëîñü, íàêëîí íàøåé èíòåãðàëüíîé ëèíèè äîëæåí
ëåæàòü â ïðîìåæóòêå [0, 1], ÷òî, ãëÿäÿ íà ôîðìóëó (13.4), ïåðåïèñû-
âàåòñÿ â âèäå

s− 2 +
√
s2 + 8s > 2 .

À ýòî óñëîâèå ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó s > 1 èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,
κL
+ > 0.
Òåïåðü åù¼ îòìåòèì, ÷òî ïðè s > 1 âûïîëíÿåòñÿ ñòðîãîå íåðàâåí-

ñòâî
2

s− 2 +
√
s2 + 8s

>
1

2s− 1
,

òî åñòü íàêëîí èíòåðåñóþùåé íàñ èíòåãðàëüíîé ëèíèè â òî÷êå (u, ε)
ñòðîãî áîëüøå íàêëîíà êðèâîé D+ = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàøà èí-
òåãðàëüíàÿ êðèâàÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè (u, ε) èä¼ò âíóòðü ïîëîñû Ωε

ïðàâåå êðèâîé D+ = 0.
Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê îñòàâëåííûì íà âðåìÿ óñëîâèÿì (2) è (3). Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî óñëîâèå (2) íå âûïîëíåíî, òî åñòü ñïðàâåäëèâî ñòðîãîå
íåðàâåíñòâî

∂D+

∂x1
(u, ε) < 0 . (13.7)

Ýòî â ÷àñòíîñòè îçíà÷àåò, âî-ïåðâûõ, ÷òî âåëè÷èíû κL
+ è s êîððåêòíî

îïðåäåëåíû, à âî-âòîðûõ, ÷òî ñïðàâà îò êðèâîé D+ = 0 ó íàñ ðàñïî-
ëîæåíà îáëàñòü, ãäå D+ < 0. Òàêèì îáðàçîì, èíòåðåñóþùàÿ íàñ ïðî-
õîäÿùàÿ òàì èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ íå ìîæåò ïîðîæäàòü ñòâîë ëåâîé
¼ëêè. Ïîýòîìó óñëîâèå (2) îáÿçàíî âûïîëíÿòüñÿ.

Åñëè íåðàâåíñòâî â (2) ñòðîãîå, òî êîððåêòíî îïðåäåëåíà âåëè÷èíà
κL
+ ôîðìóëîé (13.2), è òîãäà äîêàçàííîå íåðàâåíñòâî κL

+ > 0 ðàâíî-
ñèëüíî óñëîâèþ (3).

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü âûðîæäåííûé ñëó÷àé

f ′′+(u+ ε)− f ′′−(u− ε)− 2εf ′′′+ (u+ ε) = 0 . (13.8)
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèå (3) íå âûïîëíåíî, òî åñòü f ′′′+ (u+ ε) < 0. Â
ýòîì ñëó÷àå ðàâåíñòâî (13.8) âëå÷¼ò ñîîòíîøåíèå

f ′′+(u+ ε) < f ′′−(u− ε) , (13.9)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

2εD−(u, ε) = f ′+(u+ ε)− f ′−(u− ε)− 2εf ′′−(u− ε)
< f ′+(u+ ε)− f ′−(u− ε)− 2εf ′′+(u+ ε) = 2εD+(u, ε) = 0 .

Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìîå óñëîâèå D−(u, ε) > 0 íå âûïîëíÿåòñÿ, à
ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà (u + ε, ε) íå ìîæåò áûòü âåðøèíîé ¼ëêè. Òåì
ñàìûì ìû ïðîâåðèëè íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ (3). �

Òåïåðü, êàê è îáåùàëè, ñôîðìóëèðóåì áåç äîêàçàòåëüñòâà òðè ñèì-
ìåòðè÷íûõ óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 13.2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû òî÷êà (u+ε, −ε) ìîãëà áûòü âåðøè-
íîé ëåâîé ¼ëêè â ïîëîñå Ωε, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ óñëî-

âèé:

(1) D−(u,−ε) = 0;
(2) f ′′+(u− ε)− f ′′−(u+ ε) + 2εf ′′′− (u+ ε) 6 0;
(3) f ′′′− (u+ ε) > 0.

Òåîðåìà 13.3. Äëÿ òîãî, ÷òîáû òî÷êà (u − ε, ε) ìîãëà áûòü âåð-

øèíîé ïðàâîé ¼ëêè â ïîëîñå Ωε, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ

óñëîâèé:

(1) D+(u,−ε) = 0;
(2) f ′′+(u− ε)− f ′′−(u+ ε) + 2εf ′′′+ (u− ε) > 0;
(3) f ′′′+ (u− ε) 6 0.

Òåîðåìà 13.4. Äëÿ òîãî, ÷òîáû òî÷êà (u − ε, −ε) ìîãëà áûòü âåð-

øèíîé ïðàâîé ¼ëêè â ïîëîñå Ωε, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ

óñëîâèé:

(1) D−(u, ε) = 0;
(2) f ′′+(u+ ε)− f ′′−(u− ε)− 2εf ′′′− (u− ε) 6 0;
(3) f ′′′− (u− ε) 6 0.

Ïåðåéä¼ì ê àíàëîãè÷íûì äîñòàòî÷íûì óñëîâèÿì ïîñòðîåíèÿ ãîðè-
çîíòàëüíîé ¼ëêè ñ âåðøèíîé íà ãðàíèöå. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè ìû â
óñëîâèÿõ (2) è (3) ïðåäûäóùèõ óòâåðæäåíèé çàìåíèì íåñòðîãèå íåðà-
âåíñòâà ñòðîãèìè, òî ïîëó÷èì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âîçìîæíîñòè ïî-
ñòðîåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ãîðèçîíòàëüíûõ ¼ëîê.
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Òåîðåìà 13.5. Äëÿ òîãî, ÷òîáû â ïîëîñå Ωε ìîæíî áûëî ïîñòðîèòü

ëåâóþ ¼ëêó ñ âåðøèíîé â òî÷êå (u + ε, ε), äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ

ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

(1) D+(u, ε) = 0;
(2) f ′′+(u+ ε)− f ′′−(u− ε)− 2εf ′′′+ (u+ ε) > 0;
(3) f ′′′+ (u+ ε) > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàøà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òîáû ïîêàçàòü ñó-
ùåñòâîâàíèå èíòåãðàëüíîé êðèâîé `ε ïîëÿ (5.3), êîòîðàÿ âõîäèò â ïî-
ëîñó Ωε ÷åðåç òî÷êó (u, ε) è â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ïðî-
õîäèò â òîé îáëàñòè, ãäå âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà D+ > 0 è D− > 0.
Ïî÷òè âåñü òåõíè÷åñêèé ìàòåðèàë ó íàñ óæå ïîäãîòîâëåí â äîêàçàòåëü-
ñòâå òåîðåìû 13.1. Òàê, ìû çíàåì, ÷òî ëèíèÿ `ε âûõîäèò èç òî÷êè (u, ε)
ñ íàêëîíîì (13.4), êîòîðûé áîëüøå íàêëîíà (13.5) êðèâîéD+ = 0, åñëè
κL
+ > 0, ÷òî ãàðàíòèðóåòñÿ óñëîâèÿìè (2) è (3). Ñëåäîâàòåëüíî, êðèâàÿ
`ε èä¼ò ïðàâåå êðèâîé D+ = 0, à ñïðàâà îò êðèâîé D+ = 0 ðàñïîëàãàåò-
ñÿ îáëàñòü, ãäå D+ > 0, ÷òî òîæå âûòåêàåò èç óñëîâèÿ (2). Íåðàâåíñòâî
D− > 0 ãàðàíòèðóåòñÿ ñî÷åòàíèåì óñëîâèé (2) è (3). Äåéñòâèòåëüíî,

D−(u, ε) = D+(u, ε) +
[
f ′′+(u+ ε)− f ′′−(u− ε)

]
=

=
[
f ′′+(u+ ε)− f ′′−(u− ε)− 2εf ′′′+ (u+ ε)

]
+ 2εf ′′′+ (u+ ε) > 0 .

Ïî íåïðåðûâíîñòè ïîëîæèòåëüíîñòü ôóíêöèè D− ñîõðàíÿåòñÿ è â íå-
êîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (u, ε). Ýòî ðàññóæäåíèå çàâåðøàåò äîêàçà-
òåëüñòâî. �

Ôîðìóëèðîâêà ñèììåòðè÷íûõ óòâåðæäåíèé î÷åâèäíà.

Òåîðåìà 13.6. Äëÿ òîãî, ÷òîáû â ïîëîñå Ωε ìîæíî áûëî ïîñòðîèòü

ëåâóþ ¼ëêó ñ âåðøèíîé â òî÷êå (u + ε, −ε), äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ

ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

(1) D−(u,−ε) = 0;
(2) f ′′+(u− ε)− f ′′−(u+ ε) + 2εf ′′′− (u+ ε) < 0;
(3) f ′′′− (u+ ε) > 0.

Òåîðåìà 13.7. Äëÿ òîãî, ÷òîáû â ïîëîñå Ωε ìîæíî áûëî ïîñòðîèòü

ïðàâóþ ¼ëêó ñ âåðøèíîé â òî÷êå (u − ε, ε), äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ

ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

(1) D+(u,−ε) = 0;
(2) f ′′+(u− ε)− f ′′−(u+ ε) + 2εf ′′′+ (u− ε) > 0;
(3) f ′′′+ (u− ε) < 0.
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Òåîðåìà 13.8. Äëÿ òîãî, ÷òîáû â ïîëîñå Ωε ìîæíî áûëî ïîñòðîèòü

ïðàâóþ ¼ëêó ñ âåðøèíîé â òî÷êå (u− ε, −ε), äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ
ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

(1) D−(u, ε) = 0;
(2) f ′′+(u+ ε)− f ′′−(u− ε)− 2εf ′′′− (u− ε) < 0;
(3) f ′′′− (u− ε) < 0.

�14. Áîëüøèå êàðìàíû

Íàøà áëèæàéøàÿ çàäà÷à � îïèñàòü ýâîëþöèþ äâóõ îäíîíàïðàâëåí-
íûõ ïðîáîåâ. Áóäåì äëÿ êîíêðåòíîñòè ðàññìàòðèâàòü ëåâûå ïðîáîè è
äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 14.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå çíà÷åíèå ε0
ïàðàìåòðà ε, ÷òî

• â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ÷èñëà ε0 ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ u =
u+(ε), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì òåîðåìû 13.5, è ïðè ε 6 ε0
ïîðîæäàþùàÿ SW-ïðîáîé íà îáëàñòè ΩSW

ε (v−, u+);
• â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ÷èñëà ε0 ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ u =
u−(ε), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì òåîðåìû 13.6, ïîðîæäàþ-

ùàÿ NW-ïðîáîé íà îáëàñòè ΩNW

ε (v+, u−);
• ïðè ε < ε0 ïåðâàÿ ¼ëêà ðàñïîëàãàåòñÿ ïðàâåå âòîðîé (òî åñòü
u−(ε) < v−(ε)), ìåæäó íèìè ðàñïîëàãàåòñÿ îáëàñòü ñ ïðî-

ñòîé ëåâîé ôîëèàöèåé ΩL

ε(u−, v−), è çíà÷åíèå ε0 îïðåäåëÿåòñÿ
óðàâíåíèåì v−(ε0) = u−(ε0).

Òîãäà â íåêîòîðîé ïðàâîé îêðåñòíîñòè ÷èñëà ε0 äâå îïèñàííûå ¼ëêè

�ñêëåèâàþòñÿ� â îäíó â òîì ñìûñëå, ÷òî âîçíèêàåò íîâàÿ ëåâàÿ ¼ë-

êà, âåðøèíà êîòîðîé íàõîäèòñÿ â òî÷êå (u+(ε) + ε, ε), è ïðè ε ↘ ε0
ñòâîëîâàÿ ôóíêöèÿ T (u) ýòîé íîâîé ¼ëêè ñòðåìèòñÿ ê ñòâîëîâîé

ôóíêöèè ïåðâîé ¼ëêè, åñëè u > u−(ε0) + ε0, è ê ñòâîëîâîé ôóíêöèè

âòîðîé ¼ëêè, åñëè u 6 u−(ε0) + ε0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, îòìåòèì, ÷òî âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ
óïîìÿíóòûõ â ôîðìóëèðîâêå ïðîáîåâ âëå÷¼ò ñóùåñòâîâàíèå òî÷åê ñ
êîîðäèíàòàìè u01 è u02, íà îñè x2 = 0, â êîòîðûõ èíòåãðàëüíûå ëè-
íèè íàøåãî ïîëÿ ïåðåñåêàþò ýòó îñü. Ñì. ðèñóíîê 25. (Ïðîáîè áóäóò
ïåðåñåêàòü îñü x2 = 0, ñîîòâåòñòâåííî, â òî÷êàõ u01 + ε è u02 + ε.)
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Ðèñ. 25. Èíòåãðàëüíûå êðèâûå ïðè ε0 è ïðè ε > ε0.

Èòàê, ïðè ε 6 ε0 íàøà ëîêàëüíàÿ ôîëèàöèÿ èìååò âèä:2

ΩR

ε (∗, v+) ∪ ΩHB

ε

(
(v+ + ε, ε), (u− + ε, ε)

)
∪ ΩL

ε(u−, v−)∪
∪ΩHB

ε

(
(v− + ε, ε), (u+ + ε, ε)

)
∪ ΩR

ε (u+, ∗) .
(14.1)

Ïðè ε = ε0 îáëàñòü ΩL

ε(u−, v−) ñõëîïûâàåòñÿ â îòðåçîê, è äàëåå òàêàÿ
ôîëèàöèÿ ñóùåñòâîâàòü íå ìîæåò. È óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåìîé òåî-
ðåìû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè ε > ε0 ëîêàëüíàÿ ôîëèàöèÿ ïðèìåò
âèä:

ΩR

ε (∗, v+) ∪ ΩHB

ε

(
(v+ + ε, ε), (u+ + ε, ε)

)
∪ ΩR

ε (u+, ∗) . (14.2)

Çàìåòèì, ÷òî ïî óñëîâèÿì òåîðåìû ïðè ε > ε0 ìû ìîãëè áû ïðîäîë-
æàòü ñòðîèòü ïðîáîé èç òî÷êè (u−+ε,−ε), íî ìû íå ñìîæåì åãî íèêàê
ñîåäèíèòü ñ ôîëèàöèåé, ïðèõîäÿùåé ñïðàâà. À òà ¼ëêà, âåðøèíà êîòî-
ðîé íàõîäèòñÿ â òî÷êå (u+ + ε, ε), ïðè ε > ε0 óæå íå áóäåò ïîðîæäàòü
ïðîáîÿ. Îíà áóäåò, òàê ñêàçàòü, �íàñëåäíèöåé� îáîèõ ïðîáîåâ.

Ðàññìîòðèì áîëåå äåòàëüíî èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ `ε, êîòîðàÿ âõî-
äèò â ïîëîñó Ωε ñ ïîëîæèòåëüíûì íàêëîíîì â ñåäëîâîé òî÷êå (u+(ε), ε).
Åñëè ε < ε0, òî ïî òåîðåìå 13.5 êðèâàÿ `ε ïîðîæäàåò ¼ëêó, êîòîðàÿ ïî
óñëîâèÿì òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ ïðîáîåì. Òåïåðü ñëåãêà óâåëè÷èì ε. Òî-
ãäà ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 8.8 êðèâûå áóäóò ñ ðîñòîì ε ðàñïîëàãàòüñÿ
ïîä êðèâîé `ε0 â âåðõíåé ïîëîâèíå ïîëîñû, îïóñêàÿñü ê îñè x2 = 0 ñ
ðîñòîì ε. Ïðè âñåõ ε êðèâûå `ε ïåðåñåêàþò ñåðåäèíó ïîëîñû â òî÷êå
u02. Ïîñëå ïåðåñå÷åíèÿ ñåðåäèíû ïîëîñû êðèâûå `ε, ñîîòâåòñòâåííî,
ðàñïîëàãàþòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíîì ïîðÿäêå: ÷åì áîëüøå ε, òåì âûøå

2Íàïîìíèì, ÷òî â ðàçäåëå 11 ìû ââåëè äëÿ îáëàñòåé, çàìåòàåìûõ ãîðèçîíòàëü-
íûìè ¼ëêàìè, îáîçíà÷åíèå ΩHB

ε (A,C), åñëè ñòâîë ¼ëêè íà÷èíàåòñÿ â òî÷êå A è çà-
êàí÷èâàåòñÿ â òî÷êå C. Â äàííîì ñëó÷àå ΩSW

ε (v−, u+) = ΩHB

ε

(
(v−+ε, ε), (u+ +ε, ε)

)
è ΩNW

ε (v+, u−) = ΩHB

ε

(
(v+ + ε, ε), (u− + ε, ε)

)
.
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èä¼ò êðèâàÿ (ñì. çàìå÷àíèå 8.12 è èëëþñòðàöèþ íà ðèñóíêå 25). Òà-
êèì îáðàçîì, ïðè ε > ε0 êðèâàÿ `ε ïðîõîäèò íàä òî÷êîé (u−(ε0),−ε0).
Áîëåå òîãî, åñëè ìû ðàññìîòðèì êðèâóþ `−ε , âûõîäÿùóþ èç ñåäëîâîé
òî÷êè (u−(ε),−ε) (ýòî òà êðèâàÿ, êîòîðàÿ ïîðîæäàëà áû ïðîáîé, íî
ìû òåïåðü åãî íå ñòðîèì), òî óâèäèì, ÷òî îíà îòäåëÿåò êðèâóþ `ε
îò íèæíåé ãðàíèöû ïîëîñû íà èíòåðâàëå x1 ∈ (u01, u−(ε0)). Â óçëå
(u01, 0) ýòè êðèâûå ïåðåñåêàþòñÿ, è â âåðõíåé ïîëîâèíå ïîëîñû êðèâàÿ
`−ε ðàñïîëîæåíà óæå íàä êðèâîé `ε (ñì. ðèñ. 25).

À òîò ôàêò, ÷òî êðèâàÿ `ε áëèçêà ê êðèâûì `ε0 è `
−
ε0 , êîãäà ε áëèçêî

ê ε0, âûòåêàåò èç äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé. �

�15. Ïðèìåðû. Ïîëèíîìû òðåòüåé ñòåïåíè:

ñëèÿíèå äâóõ ïðîáîåâ

Äîêàçàííóþ òîëüêî ÷òî òåîðåìó ìû ïðèìåíèì ê ñèòóàöèè, îïèñàí-
íîé íà ðèñ. 14 (ñì. [4]). Íàïîìíèì, ÷òî òàì ìû ðàçáèðàëè ñëó÷àé ìíî-
ãî÷ëåíîâ òðåòüåé ñòåïåíè f±, êîãäà a

±
3 > 0, è äèñêðèìèíàíò êâàäðà-

òè÷íîãî ïîëèíîìà f ′+ − f ′− ïîëîæèòåëåí, òî åñòü

d2
def
= (a+2 − a

−
2 )2 − 3(a+3 − a

−
3 )(a+1 − a

−
1 ) > 0 . (15.1)

Ïîýòîìó óðàâíåíèå f ′+(u) = f ′−(u) èìååò äâà ðàçíûõ âåùåñòâåííûõ
êîðíÿ u01 è u02. Òîãäà ìû âûÿñíèëè, ÷òî ïðè ìàëûõ ε ôîëèàöèÿ èìååò
âèä

Ωε = ΩR

ε (−∞, v+1) ∪ ΩNW

ε (v+1, u−1) ∪ ΩL

ε(u−1, v−2)∪
∪ΩSW

ε (v−2, u+2) ∪ ΩR

ε (u+2,+∞) ,
(15.2)

è îáëàñòü ΩL

ε(u−1, v−2) ñæèìàåòñÿ ñ ðîñòîì ε.
Íàïîìíèì, ÷òî u+2 � ýòî áîëüøèé êîðåíü óðàâíåíèÿ D+(u, ε) = 0,

òî åñòü

u+2 = −ε+
−(a+2 − a

−
2 ) +

√
d2 + 36(a+3 − a

−
3 )a+3 ε

2

3(a+3 − a
−
3 )

, (15.3)

à u−1 � ýòî ìåíüøèé êîðåíü óðàâíåíèÿ D−(u,−ε) = 0, òî åñòü

u−1 = ε+
−(a+2 − a

−
2 )−

√
d2 − 36(a+3 − a

−
3 )a−3 ε

2

3(a+3 − a
−
3 )

. (15.4)

Çíà÷åíèÿ u+2 è u−1 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ñîîòâåòñòâåííî òåîðå-
ìû 13.5 è òåîðåìû 13.6. Ñîãëàñíî ýòèì òåîðåìàì ìû ìîæåì ïîñòðîèòü
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ëåâûå ¼ëêè ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ (u+2+ε, ε) è (u−1+ε,−ε). Ïðè ìàëûõ
ε ýòè ¼ëêè ïðîäîëæàþòñÿ äî ïðîòèâîïîëîæíîé ãðàíèöû è èõ îñíîâà-
íèÿ ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç (v−2 + ε,−ε) è (v+1 + ε, ε). ×òîáû íàéòè çíà-
÷åíèÿ v−2 è v+1, íóæíî ðåøèòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (4.32) ñ
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, ñîîòâåòñòâåííî, ïðè u = u+2 +ε è u = u−1 +ε.
ßâíî ýòî óðàâíåíèå ìû ðåøèòü íå ìîæåì, ïîýòîìó ïðèä¼òñÿ ïîëüçî-
âàòüñÿ êîñâåííûìè ñîîáðàæåíèÿìè.

Âåëè÷èíà v+1 íàñ íå èíòåðåñóåò, íàì äîñòàòî÷íî ïðîñòîãî ôàêòà,
÷òî ëåâåå òî÷êè (v+1 + ε, ε) ìû ïðè âñåõ ε ìîæåì ïîñòðîèòü ïðàâóþ
ïðîñòóþ ôîëèàöèþ. Î âåëè÷èíå v−2 ìû äîëæíû çíàòü ãîðàçäî áîëü-
øåå. Íàì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ¼ëêè âàæíî, ÷òîáû ñîîòâåòñòâóþùàÿ èíòå-
ãðàëüíàÿ êðèâàÿ `ε ïðîõîäèëà â îáëàñòè, ãäå D+ > 0 è D− > 0. Òàêèì
îáðàçîì, çíà÷åíèå v−2(ε) äîëæíî íàõîäèòüñÿ ìåæäó êîðíÿìè êâàäðà-
òè÷íûõ ïîëèíîìîâ D+(u,−ε) è D−(u,−ε). Åñëè ñ ïåðâûì óñëîâèåì ó
íàñ ïðîáëåì íå áóäåò, òî âòîðîå ïðîñòî íå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ ïðè âñåõ
ε. Êðèâàÿ D− = 0 � ýòî ýëëèïñ, è îòðåçîê (u−1, u−2) ìåæäó êîðíÿìè
ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ñæèìàåòñÿ â òî÷êó ïðè

εmax =
d

6
√
a−3 (a+3 − a

−
3 )

. (15.5)

Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå v−2(ε), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíê-
öèåé îò ε, îáÿçàíî ïðè êàêîì-òî çíà÷åíèè ε (ε 6 εmax) ñîâïàñòü ëèáî
ñ ëåâûì, ëèáî ñ ïðàâûì êîíöîì èíòåðâàëà (u−1, u−2). Íàøà çàäà÷à �
ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáûõ ðàññìàòðèâàåìûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ
ãðàíè÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ ýòî áóäåò ëåâûé êîíåö, òî åñòü ìû äîêàæåì,
÷òî ñóùåñòâóåò ε0 (ε0 < εmax), ðåøàþùåå óðàâíåíèå v−2(ε) = u−1(ε),
è ïðè âñåõ ε < ε0 âûïîëíåíî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî u−1 < v−2 < u−2.
Ïîñëå ýòîãî ìû ñìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 14.1 è çàêëþ÷èòü,
÷òî ó íàñ èç äâóõ ïðîáîåâ îáðàçóåòñÿ áîëüøîé êàðìàí, è ïðè ε > ε0
ôîëèàöèÿ ïðèíèìàåò âèä

Ωε = ΩR

ε (−∞, v+1)∪ΩHB

ε

(
(v+1+ε, ε), (u+2+ε, ε)

)
∪ΩR

ε (u+2,+∞) . (15.6)

Äî ñèõ ïîð íàì áûëî äîñòàòî÷íî îöåíêè v−2 < u02 − ε, êîòîðàÿ âû-
òåêàëà èç òîãî ôàêòà, ÷òî ïîëîæèòåëüíûé íàêëîí ñòâîëà (êðèâîé `ε)
íå ïðåâîñõîäèë åäèíèöû. Ïîêàæåì, ÷òî òåïåðü ýòîãî áóäåò äîñòàòî÷íî
òîëüêî ïðè óñëîâèè

a+3 > 2a−3 . (15.7)
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Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìû áóäåì ïûòàòüñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè ε 6
εmax âûïîëíåíî óñëîâèå u02 − ε 6 u−2(ε) (êîòîðîå ãàðàíòèðóåò íåðà-
âåíñòâî v−2(ε) < u−1(ε)), òî íàì íóæíî áóäåò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

d− 6(a+3 − a
−
3 )ε 6

√
d2 − 36(a+3 − a

−
3 )a−3 ε

2 .

ïðè âñåõ ε 6 εmax. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ε = εmax ïîëó÷àåì

d 6 6(a+3 − a
−
3 )εmax = d

√
a+3 − a

−
3

a−3
,

÷òî ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ (15.7). Ïðè îñòàâøèõñÿ çíà÷åíèÿõ êîýôôè-
öèåíòîâ (òî åñòü, êîãäà a−3 6 a+3 < 2a−3 ) íàì ïðèä¼òñÿ èñêàòü äðóãèå
àðãóìåíòû.

Ìû áîëåå äåòàëüíî ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå èíòåãðàëüíûõ ëèíèé íà-
øåãî ïîëÿ, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî òî÷êà (v−2(ε),−ε) íèêîãäà íå
ìîæåò ëåæàòü ïðàâåå òî÷êè (u−2(ε),−ε).

Â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè ó íàñ ìîãóò áûòü òðè ñòàöèîíàðíûå òî÷-
êè � ýòî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé D− = 0 ñ ãðàíèöåé x2 = −ε è
íå çàâèñÿùàÿ îò ε òî÷êà x∗ ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ D+ = 0 è D− = 0.
Ïðè èññëåäóåìûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ ãðàíè÷íûõ ïîëèíîìîâ
(0 < a−3 6 a+3 ) êðèâàÿ D+ = 0 � ýòî äâå âåòâè ãèïåðáîëû (âìåñòå ñ
ãðàíèöåé x2 = −ε îíè îáðàçóþò èçîêëèíó X1, â òî÷êàõ êîòîðîé èíòå-
ãðàëüíûå êðèâûå èìåþò íàêëîí 1), à êðèâàÿ D− = 0 � ýòî ýëëèïñ (âìå-
ñòå ñ ãðàíèöåé x2 = ε îíè îáðàçóþò èçîêëèíó X−1, â òî÷êàõ êîòîðîé
èíòåãðàëüíûå êðèâûå èìåþò íàêëîí −1). Èõ âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå
ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 26. Â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè ðåøåíèå ñèñòåìû

Ðèñ. 26. Êðèâûå D+ = 0 è D− = 0.
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D+ = D− = 0 èìååò âèä

x∗ = (x∗1, x∗2) =
(
u0 +

a+3 + a−3
a+3 − a

−
3

ε∗, −ε∗
)
, (15.8)

ãäå

ε∗
def
=

d

6
√
a+3 a

−
3

. (15.9)

Íàïîìíèì, ÷òî

u0 = − a+2 − a
−
2

3(a+3 − a
−
3 )

. (15.10)

Ïðè ε 6 ε∗ ó íàñ ïðîáëåì íåò, ïîñêîëüêó, êàê ìû çíàåì, êðèâàÿ
`ε ìîæåò ïåðåñå÷ü êðèâóþ D+ = 0 òîëüêî â ñòàöèîíàðíûõ òî÷êàõ (à
òóò ýòî âäîáàâîê î÷åâèäíî: â íèæíåé ïîëîâèíå ïîëîñû êðèâûå `ε è
D+ = 0 ðàñõîäÿòñÿ). Ïîýòîìó ïðàâàÿ âåòâü ãèïåðáîëû D+ = 0 îòäå-
ëÿåò â íèæíåé ïîëîâèíå ïîëîñû êðèâóþ `ε îò ïðàâîé ÷àñòè ãðàíèöû
ýëëèïñà D− = 0, òî åñòü `ε íå ìîæåò óõîäèòü èç ïîëîñû ÷åðåç òî÷êó
(u−2,−ε). Ñëåäîâàòåëüíî, íàì íàäî ïîíÿòü ïîâåäåíèå èíòåãðàëüíûõ
ëèíèé èññëåäóåìîãî ïîëÿ (5.3) ïðè ε ∈ (ε∗, εmax).

Ìàòðèöà ßêîáè äëÿ íàøåãî ïîëÿ áûëà â îáùåì âèäå âûïèñàíà â
ðàáîòå [4] (ôîðìóëà (5.5)). Áîëåå òîãî, òàì æå áûë ïðèâåä¼í âèä ìàò-
ðèöû ßêîáè â òî÷êàõ u−, ãäå êðèâàÿ D− = 0 ïåðåñåêàåòñÿ ñ ãðàíèöåé
x2 = −ε:

J(u−,−ε) = ε
(
f ′′+(u− − ε)− f ′′−(u− + ε)

+ 2εf ′′′− (u− + ε)
)(1 2 + 3εκ−

1 εκ−

)
,

(15.11)

ãäå

κ− =
2f ′′′− (u− + ε)

f ′′−(u− + ε)− f ′′+(u− − ε)− 2εf ′′′− (u− + ε)
. (15.12)

Â íàøåì ñëó÷àå ìíîãî÷ëåíîâ òðåòüåé ñòåïåíè ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå
âûðàæåíèå:

κ− = − 2a−3
(a+3 − a

−
3 )(u− − ε− u0)

= ± 6a−3√
d2 − 36(a+3 − a

−
3 )a−3 ε

2

. (15.13)

Çíàê ïëþñ â ïîñëåäíåé ôîðìóëå ñîîòâåòñòâóåò κ−1, òî åñòü êîðíþ u−1.
Ñîîòâåòñòâåííî, çíàê ìèíóñ ñîîòâåòñòâóåò κ−2, òî åñòü êîðíþ u−2.



ÝÊÑÒÐÅÌÀËÜÍÛÅ ÇÀÄÀ×È ÄËß ÌÀÐÒÈÍÃÀËÜÍÛÕ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÉ 47

Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèå s = 1 + εκ−, òî ìàòðèöà â ôîðìóëå (15.11)
ïðèìåò âèä (

1 3s− 1
1 s− 1

)
, (15.14)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì ýòîé ìàòðèöû ðàâåí λ2 − sλ − 2s, ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàâíû 1

2 (s±
√
s2 + 8s), à ñîáñòâåííûå âåêòîðû ýòîé

ìàòðèöû èìåþò âèä (
λ− s+ 1

1

)
. (15.15)

Ïîñêîëüêó κ−1 > 0, ìàòðèöà (15.14) èìååò ïðè âñåõ ε < εmax äâà
âåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ, à ñëåäîâàòåëüíî,
ëåâàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé D− = 0 ñ ãðàíèöåé x2 = −ε, òî åñòü
òî÷êà (u−1,−ε), âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé. Îíà óäîâëåòâîðÿåò
òåîðåìå 13.6, è ïðè âñåõ ε < εmax ìû áóäåì ñòðîèòü ïðîáîé, à èìåííî,
ëåâóþ ãîðèçîíòàëüíóþ ¼ëêó, âåðøèíà êîòîðîé ðàñïîëîæåíà â òî÷êå
(u−1 + ε,−ε).

Õàðàêòåð ñòàöèîíàðíîé òî÷êè (u−2,−ε) ìåíÿåòñÿ ñ ðîñòîì ε. Åñëè

ε∗ < ε < ε1
def
=

3d

2
√

(81a+3 − 80a−3 )a−3

, (15.16)

òî −8 < s < 0, è ó õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöû ßêî-
áè êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûå êîðíè, òî åñòü òî÷êà (u−2,−ε) ÿâëÿåòñÿ
ôîêóñîì. Íàì âàæíî, ÷òî íèêàêàÿ èíòåãðàëüíàÿ ëèíèÿ íå ìîæåò âû-
õîäèòü èç ïîëîñû ÷åðåç ýòó òî÷êó.

Åñëè

ε1 < ε < εmax , (15.17)

òî s < −8, è ìàòðèöà ßêîáè èìååò äâà ðàçëè÷íûõ îòðèöàòåëüíûõ ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèÿ, òî åñòü òî÷êà (u−2,−ε) ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì
óçëîì.

Òåïåðü ïîñìîòðèì íà ìàòðèöó ßêîáè â òî÷êå x∗

J(x∗)=−6ε∗

(
−(ε+ε∗)a

−
3 −(ε−ε∗)a+3 (ε+ε∗)a

−
3 −(ε−ε∗)a+3

−(ε+ε∗)a
−
3 +(ε−ε∗)a+3 (ε+ε∗)a

−
3 +(ε−ε∗)a+3

)
. (15.18)

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýòîé ìàòðèöû ðàâíû

λ = ±12ε∗

√
(ε2 − ε2∗)a+3 a

−
3 . (15.19)
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Ïðè ε > ε∗ ìû èìååì äâà âåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ðàç-
íûõ çíàêîâ, òî åñòü x∗ � ñåäëîâàÿ òî÷êà. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ýòîé
ìàòðèöû ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:√(ε+ε∗)a

−
3 +
√

(ε−ε∗)a+3√
(ε+ε∗)a

−
3 −
√

(ε−ε∗)a+3

 è

√(ε+ε∗)a
−
3 −
√

(ε−ε∗)a+3√
(ε+ε∗)a

−
3 +
√

(ε−ε∗)a+3

 . (15.20)

Ïîñêîëüêó (ε+ε∗)a
−
3 > (ε−ε∗)a+3 ïðè ε < εmax, óãëû íàêëîíà ýòèõ âåê-

òîðîâ ïîëîæèòåëüíû è ÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûìè, è êðèâàÿ D− = 0,
êîòîðàÿ èìååò íàêëîí 1 â òî÷êå x∗, ïðîõîäèò â óçêîì óãëå ìåæäó ýòè-
ìè âåêòîðàìè, êîãäà ε ñëåãêà ïðåâûñèëî çíà÷åíèå ε∗. Ïîýòîìó òî÷êà
(u−2,−ε), ÿâëÿÿñü òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ýëëèïñà D− = 0 ñ ãðàíèöåé ïî-
ëîñû, ðàñïîëîæåíà ìåæäó èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè, âûõîäÿùèìè èç
òî÷êè x∗ âäîëü âåêòîðîâ (15.20). Íàì âàæíî, ÷òî ñåïàðàòðèñà (íàçîâ¼ì
å¼ L), âûõîäÿùàÿ èç òî÷êè x∗ âäîëü ëåâîãî âåêòîðà èç (15.20) (âåêòî-
ðà ñ ìåíüøèì óãëîì íàêëîíà), íå ìîæåò ïåðåñåêàòü ãðàíèöó ïîëîñû
ïðàâåå òî÷êè (u−2,−ε), ïðè÷¼ì íå òîëüêî ïðè ε ñëåãêà ïðåâîñõîäÿùèõ
âåëè÷èíó ε∗, íî ïðè âñåõ ε 6 εmax. Äëÿ ýòîãî ìû ðàññìîòðèì èçîêëèíó
X0, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, â êîòîðûõ
èíòåãðàëüíûå êðèâûå íàøåãî ïîëÿ èäóò ãîðèçîíòàëüíî, òî åñòü

ẋ2 = x2(f ′− − f ′+)− x2(ε− x2)f ′′− + x2(ε+ x2)f ′′+ = 0 (15.21)

(ñì. ôîðìóëó (5.3)). Ãîðèçîíòàëüíàÿ îñü x2 = 0 íàñ ñåé÷àñ íå èí-
òåðåñóåò, à èíòåðåñóåò òà âåòâü ãèïåðáîëû, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç
òî÷êó x∗, äàæå áîëåå óçêî � òà å¼ ÷àñòü, ÷òî ñîåäèíÿåò òî÷êè x∗ è
(u−2,−ε). Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå êðèâûõ X0, X−1 (òî÷êè, ãäå íàêëîí
èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ðàâåí -1, òî åñòü çäåñü D− = 0) è X∞ (òî÷êè,
ãäå èíòåãðàëüíûå êðèâûå èäóò âåðòèêàëüíî, òî åñòü, ẋ1 = 0) ïîêàçàíî
íà ðèñóíêå 27. Òàêîå ðàñïîëîæåíèå äàííûõ êðèâûõ ìîæíî áûëî áû
îáúÿñíèòü êà÷åñòâåííî òåì, ÷òî èíòåãðàëüíûå êðèâûå äîëæíû êðóòî
çàâîðà÷èâàòü â îêðåñòíîñòè ñåäëîâîé òî÷êè x∗, íî äàâàéòå ïðîâåðèì
ýòî àíàëèòè÷åñêè, êàê è òî, ÷òî âñå ýòè êðèâûå ðàñïîëîæåíû ìåæäó
äâóìÿ ñåïàðàòðèñàìè íàøåãî ïîëÿ, âûõîäÿùèìè èç òî÷êè x∗ âäîëü
âåêòîðîâ (15.20).

Ïåðåïèñûâàÿ óðàâíåíèå (15.21) â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíî-
ìîâ f+ è f−, ìû ïîëó÷èì

3(a+3 − a
−
3 )(x22 − x21) + 6ε[a+3 (x1 + x2)− a−3 (x1 − x2)]

+ 2(a+2 − a
−
2 )(ε− x1)− (a+1 − a

−
1 ) = 0 .

(15.22)
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Ðèñ. 27. Èçîêëèíû X0, X−1 è X∞ ìåæäó òî÷êàìè x∗ è (u−2,−ε).

Äèôôåðåíöèðóÿ, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ íàêëîíà êðèâîé X0:

x1 − ε− u0
x2 +

a+
3 +a−3

a+
3 −a

−
3

ε
, (15.23)

ãäå u0, íàïîìíèì, çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé (15.10). Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà êîîð-
äèíàòû òî÷êè x∗ (ñì. (15.20)), ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

a−3 (ε+ ε∗)− a+3 (ε− ε∗)
a−3 (ε+ ε∗) + a+3 (ε− ε∗)

. (15.24)

Êàê ìû óæå îòìå÷àëè, ýòîò íàêëîí ïîëîæèòåëåí, òî åñòü

a−3 (ε+ ε∗) > a+3 (ε− ε∗) (15.25)

ïðè âñåõ ε < εmax. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåïèñàâ óñëîâèå (15.25) â âèäå

ε < −a
+
3 + a−3
a+3 − a

−
3

x∗2 , (15.26)

íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî ýòà ãðàíèöà áîëüøå, ÷åì εmax. Äåéñòâèòåëüíî,

εmax
(15.5)

=
d

6
√
a−3 (a+3 − a

−
3 )

(15.9)
= ε∗

√
a+3

a+3 − a
−
3

< ε∗
a+3

a+3 − a
−
3

< ε∗
a+3 + a−3
a+3 − a

−
3

.
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Çàìåòèì, ÷òî ïîëîæèòåëüíûé íàêëîí ïåðâîãî âåêòîðà èç (15.20)
ìåíüøå íàêëîíà êðèâîé X0 â òî÷êå x∗:√

(ε+ ε∗)a
−
3 −

√
(ε− ε∗)a+3√

(ε+ ε∗)a
−
3 +

√
(ε− ε∗)a+3

=
(ε+ ε∗)a

−
3 − (ε− ε∗)a+3(√

(ε+ ε∗)a
−
3 +

√
(ε− ε∗)a+3

)2
<

(ε+ ε∗)a
−
3 − (ε− ε∗)a+3

(ε+ ε∗)a
−
3 + (ε− ε∗)a+3

.

Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ L âûõîäèò ïîä ìåíüøèì ïî-
ëîæèòåëüíûì óãëîì, ÷åì èçîêëèíà X0, à çíà÷èò íèæå òî÷êè x∗ îíà
ðàñïîëîæåíà íàä X0 (ëåâåå X0). È òàêîå èõ âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå
îñòà¼òñÿ íà âñåì ïðîìåæóòêå x1 ∈ (u−2, x∗1), ïîñêîëüêó íà ýòîì ïðî-
ìåæóòêå, ãäå íåò îñîáûõ òî÷åê, îíà íå ìîæåò ïåðåñå÷ü êðèâóþ X0.
Íàì âàæíî, ÷òî ýòà èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ íå ìîæåò ïåðåñå÷ü ãðàíèöó
îáëàñòè ïðàâåå òî÷êè (u−2,−ε).

Òåïåðü âñïîìíèì, ÷òî íàì íóæíî áûëî òàêîå æå óòâåðæäåíèå, íî
î äðóãîé èíòåãðàëüíîé êðèâîé íàøåãî ïîëÿ, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷à-
ëè ñèìâîëîì `ε. Âåðí¼ìñÿ ê íåé. Íàì íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè ýòà
êðèâàÿ äîõîäèò äî íèæíåé ãðàíèöû ïîëîñû (áóäåì â äàëüíåéøåì ýòî
ïðåäïîëàãàòü), òî å¼ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñ ýòîé ãðàíèöåé íå ìîæåò ëå-
æàòü ïðàâåå òî÷êè (u−2,−ε).

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, êðèâàÿ `ε èìååò äâå îáùèå òî÷êè ñ êðèâîé X1

(òî åñòü D+ = 0) � ýòî òî÷êà íà âåðõíåé ãðàíèöå, èç êîòîðîé ìû íà÷è-
íàåì ýòó ëèíèþ, è òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñ ñåðåäèíîé ïîëîñû. Â âåðõíåé
ïîëîâèíå ïîëîñû îíà èä¼ò ïðàâåå ãèïåðáîëû X1, à â íèæíåé � ëåâåå
(òî÷íåå, ìåæäó âåòâÿìè ãèïåðáîëû, òî åñòü ëåâåå ïðàâîé âåòêè). Òà-
êèì îáðàçîì, êðèâàÿ `ε ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ x2 = −ε∗ ëåâåå òî÷êè x∗, è,
ñëåäîâàòåëüíî, âåñü ñâîé ïóòü äî íèæíåé ãðàíèöû îíà ïðîõîäèò ëåâåå
èíòåãðàëüíîé êðèâîé L, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Íà ñàìîì äåëå ìû õîòåëè ÷óòü áîëüøåãî, ìû õîòåëè âûïîëíåíèÿ
ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà ε0 < εmax. Õîòÿ ÿ äóìàþ, ÷òî êðèâàÿ `ε íè ïðè
êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ íå ïåðåñåêàåò íèæíþþ ãðàíèöó â òî÷êå
(u−2,−ε), íî äàæå åñëè ýòî ñëó÷àåòñÿ, íè÷òî íå ìåøàåò ïîñòðîåíèþ çà-
ÿâëåííîé ôîëèàöèè. ×òîáû ïðèìåíèòü òåîðåìó 14.1, íàì íóæíî ñòðî-
ãîå íåðàâåíñòâî (2) èç òåîðåìû 13.6, êîòîðîå íå âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî â
ñëó÷àå ε0 = εmax, òî åñòü åñëè v(ε0) = u−1(ε0) = u−2(ε0) = u0 + ε0.

Ïðè ε = εmax, ïðîèñõîäèò òàê íàçûâàåìàÿ ñåäëîóçëîâàÿ áèôóðêà-
öèÿ: äâå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè � ñåäëî (u−1(ε),−ε) è óçåë (u−2(ε),−ε) �
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ñëèâàþòñÿ â îäíó, (u0+εmax,−εmax), êîòîðóþ íàçûâàþò ñåäëîóçëîâîé,
ïîñëå ÷åãî èñ÷åçàþò.

Â ñåäëîóçëîâîé òî÷êå (u0 + εmax,−εmax) ìàòðèöà ßêîáè ðàâíà

J(u0 + εmax,−εmax) = −2ε2maxf
′′′
− (u0)

(
0 3
0 1

)
= −12ε2maxa

−
3

(
0 3
0 1

)
.

(15.27)

Ó íå¼ íóëåâîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ñîîòâåòñòâóåò ãîðèçîíòàëü-
íûé ñîáñòâåííûé âåêòîð, à ñîáñòâåííûé âåêòîð ñ íàêëîíîì 1

3 îòâå÷àåò
âòîðîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ. Íàñ èíòåðåñóåò ñåïàðàòðèñà, èäóùàÿ
âäîëü ãîðèçîíòàëüíîãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà. Â îáîèõ íàïðàâëåíèÿõ
îíà ïðîõîäèò âíóòðè ïîëîñû, íî ñïðàâà îíà èä¼ò íàä èçîêëèíîé X0, à
ñëåâà � ïîä íåé, íî íàä èçîêëèíîé X−1, òî åñòü â îáëàñòè D− > 0. Ïî-
ýòîìó, õîòÿ ìû è íå ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 13.6 èç-çà òîãî,
÷òî íå âûïîëíåíî ñòðîãîå óñëîâèå (2), òåì íå ìåíåå ìû ìîæåì ïî-
ñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ¼ëêó, îñîáåííîñòüþ êîòîðîé áóäåò êàñàíèå
âåðøèíîé íèæíåé ãðàíèöû. Ïîñëå ýòîãî ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ
ðàññóæäåíèÿìè òåîðåìû 14.1, ÷òîáû ïðè ε > εmax ïîñòðîèòü áîëüøîé
êàðìàí.

Äî ñèõ ïîð ìû ñëåäèëè çà êðèâîé `ε äî ìîìåíòà ε = ε0, êîãäà ïðî-
èñõîäèò ñëèÿíèå äâóõ ïðîáîåâ. Òåïåðü, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü âîçìîæ-
íîñòü ïîñòðîåíèÿ ¼ëêè, íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîñëå ýòîãî ìîìåíòà ïðè
âñåõ ε êðèâàÿ `ε áóäåò ïðîõîäèòü â îáëàñòè, ãäå D+ > 0 è D− > 0.
Âïðî÷åì, è ïðè ìåíüøèõ ε íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî âòîðîé ïðîáîé ïðî-
õîäèò â ýòîé îáëàñòè. Äàâàéòå íà÷í¼ì èìåííî ñ ýòîãî ïðîáîÿ (áóäåì
îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâóþùóþ èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ ñèìâîëîì `−ε ). Òî
æå ñàìîå ðàññóæäåíèå, êîòîðîå ïîêàçûâàëî, ÷òî êðèâàÿ `ε, ñòàðòóþ-
ùàÿ èç òî÷êè íà âåðõíåé ãðàíèöå, ãäå D+ = 0, ïîòîì â âåðõíåé ïîëó-
ïîëîñå âïëîòü äî ñòàöèîíàðíîé òî÷êè (u02, 0) èä¼ò ïîä èçîêëèíîé X1

(D+ = 0), òî åñòü â îáëàñòè, ãäå D+ > 0, òî÷íî òàê æå ïîêàçûâàåò, ÷òî
êðèâàÿ `−ε , ñòàðòóþùàÿ èç òî÷êè íà íèæíåé ãðàíèöå, ãäå D− = 0, ïî-
òîì â íèæíåé ïîëóïîëîñå âïëîòü äî ñòàöèîíàðíîé òî÷êè (u01, 0) èä¼ò
íàä èçîêëèíîé X−1 (D− = 0), òî åñòü â îáëàñòè, ãäå D− > 0. Ñî-
îòâåòñòâåííî, èç ñòàöèîíàðíîé òî÷êè (u01, 0) êðèâàÿ `−ε âûõîäèò ïîä
èçîêëèíîé X−1 (èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, ñëåâà îò íå¼) è ðàñõîäèòñÿ ñ
íåé, óäàëÿÿñü âëåâî, òî åñòü îñòàâàÿñü â îáëàñòè, ãäå D− > 0. Òî,
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÷òî êðèâàÿ `−ε â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè ïðîõîäèò ìåæäó âåòâÿìè ãè-
ïåðáîëû X1 (òî åñòü â îáëàñòè, ãäå D+ > 0), î÷åâèäíî. Òî æå ñàìîå
ñïðàâåäëèâî è ïðè ε > ε0, òî åñòü ïîñëå ñëèÿíèÿ ïðîáîåâ `ε è `−ε , êîãäà
ó íàñ îñòà¼òñÿ ëèøü îäíà êðèâàÿ `ε, êîòîðàÿ, íå äîõîäÿ äî íèæíåé ãðà-
íèöû, ïåðåñåêàåò èçîêëèíó X0 è ïîâîðà÷èâàåò ââåðõ. Òàêèì îáðàçîì,
å¼ ó÷àñòîê ìåæäó ñòàöèîíàðíûìè òî÷êàìè (u02, 0) è (u01, 0) ïðîõîäèò
â íèæíåé ïîëîñå â îáëàñòè, ãäå D+ > 0 è D− > 0.

Òåïåðü ïðîñëåäèì çà ïîâåäåíèåì èíòåðåñóþùåé íàñ èíòåãðàëüíîé
êðèâîé â âåðõíåé ïîëîâèíå ïîëîñû ëåâåå òî÷êè (u01, 0). Òóò íå èìååò
çíà÷åíèÿ, áóäåò ëè ε > ε0 èëè ε < ε0, òî åñòü áóäåò ëè ýòî äóãà êðèâîé
`−ε èëè óæå äóãà `ε. Íàì òóò âàæíî, ÷òî èç òî÷êè (u01, 0) îíà âûõîäèò ñ
îòðèöàòåëüíûì íàêëîíîì, ñòðîãî áîëüøèì −1, â òî âðåìÿ êàê ýëëèïñ
X−1 èìååò â ýòîé òî÷êå íàêëîí â òî÷íîñòè −1, è äàëüøå â âåðõíåé ïî-
ëîñå åãî íàêëîí óáûâàåò äî −∞, ïîñëå ÷åãî êðèâàÿ X−1 ïîâîðà÷èâàåò
íàïðàâî. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîé îáëàñòè íàøà èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ
ðàñõîäèòñÿ ñ èçîêëèíîé X−1 è òàêèì îáðàçîì âñ¼ âðåìÿ îñòà¼òñÿ â
îáëàñòè D− > 0.

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî íàøà èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ïðîõîäèò â îá-
ëàñòè D+>0. Îíà ïåðåñåêàåòñÿ ñ ëåâîé âåòâüþ ãèïåðáîëû X1 (D+ =0)
â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå (u01, 0) ïðè âõîäå â âåðõíþþ ïîëîâèíó ïîëîñû.
Ãèïåðáîëà X1 âûõîäèò èç òî÷êè (u01, 0) ñ íàêëîíîì 1 è óõîäèò âïðàâî,
òî åñòü ðàñõîäèòñÿ ñ íàøåé èíòåãðàëüíîé êðèâîé, êîòîðàÿ ïðîäîëæàåò
èäòè â îáëàñòè D+ > 0. Òàêèì îáðàçîì, åäèíñòâåííîå, â ÷¼ì íàì íàäî
óáåäèòüñÿ, ýòî â òîì, ÷òî íàøà èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ íå èìååò äðó-
ãèõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñ èçîêëèíîé X1 âíóòðè ïîëîñû ñëåâà îò òî÷êè
(u01, 0). Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèå î íåâîçìîæíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé
`ε ñ èçîêëèíîé X−1, ìû ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: ε 6 ε∗ è ε > ε∗. Â
ïåðâîì ñëó÷àå íàøó èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ îòäåëÿåò îò ãèïåðáîëû X1

èçîêëèíà X−1. Âî âòîðîì ñëó÷àå ó íàñ âíóòðè ïîëîñû ïîÿâëÿåòñÿ åù¼
îäíà ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà,(

u0 −
a+3 + a−3
a+3 − a

−
3

ε∗, ε∗

)
, (15.28)

ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êå x∗ îòíîñèòåëüíî öåíòðà ñèììåòðèè (u0, 0). Òåïåðü
ïðè x2 6 ε∗ íàñ ïî-ïðåæíåìó îò ãèïåðáîëû X1 îòäåëÿåò èçîêëèíà
X−1, à ïðè x2 > ε∗ ýòó ðîëü áåð¼ò íà ñåáÿ èçîêëèíà X0, êîòîðàÿ,
êàê è èçîêëèíà X1, ñîåäèíÿåò ñòàöèîíàðíûå òî÷êè (15.28) è (u+1, ε).
Íàïîìíèì, ÷òî u+1 � ýòî ìåíüøèé êîðåíü óðàâíåíèÿ D+(u, ε) = 0, òî
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åñòü

u+1 = −ε+ u0 −
(a+2 − a

−
2 ) +

√
d2 + 36(a+3 − a

−
3 )a+3 ε

2

3(a+3 − a
−
3 )

. (15.29)

Íà ðèñóíêå 28 ïîêàçàíî, êàê âåäóò ñåáÿ èçîêëèíû â ïðåäïîëîæå-
íèè ε∗ < ε < εmax. Òóò æå èçîáðàæåíî ïîâåäåíèå èíòåðåñóþùåé íàñ
èíòåãðàëüíîé êðèâîé `ε, åñëè ε > ε0.

Ðèñ. 28. Èçîêëèíû X0, X±1, X∞ ïðè ε∗ < ε < εmax.

Ïîâåäåíèå èçîêëèí ïðè ε > εmax ïî÷òè òàêîå æå. Åäèíñòâåííîå îò-
ëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî òåïåðü ýëëèïñ X−1 öåëèêîì ëåæèò âíóòðè
ïîëîñû è ïîýòîìó ñòàöèîíàðíûå òî÷êè íà íèæíåé ãðàíèöå èñ÷åçàþò.
Íà ðèñóíêå 29 ïîêàçàíî, êàê âåäóò ñåáÿ èçîêëèíû è êðèâàÿ `ε â ýòîì
ñëó÷àå.

Ðèñ. 29. Èçîêëèíû X0, X±1, X∞ ïðè ε > εmax.
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�16. Âûðîæäåííûå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè. Ñðåäíèå
êàðìàíû

Â ýòîì ðàçäåëå ìû èññëåäóåì ñèòóàöèþ, êîãäà êîðåíü ðàçíîñòè ïðî-
èçâîäíûõ f ′+ − f ′− èìååò êðàòíîñòü äâà. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì
ëèáî èçâåñòíóþ óæå ôîëèàöèþ ñ êâàäðàòîì áèëèíåéíîñòè,3 èç óãëîâ
êîòîðîãî ðàñòóò ðàçíîíàïðàâëåííûå ãîðèçîíòàëüíûå ¼ëêè, ëèáî íîâóþ
ôîëèàöèþ, êîòîðóþ ìû íàçîâ¼ì ñðåäíèì êàðìàíîì. Ñðåäíèå êàðìàíû
ìîæíî ñ÷èòàòü ïðîìåæóòî÷íîé ôîëèàöèåé ìåæäó ìàëûìè è áîëüøè-
ìè êàðìàíàìè. Êàê è â òåõ ñëó÷àÿõ, ýòî � ãîðèçîíòàëüíàÿ ¼ëêà, îáà
êîíöà êîòîðîé ëåæàò íà îäíîé ãðàíèöå ïîëîñû, òîëüêî òåïåðü ñòâîë
ýòîé ¼ëêè áóäåò êàñàòüñÿ ñðåäíåé ëèíèè ïîëîñû. Òî åñòü, åñëè ñòâîë ¼ë-
êè, îáðàçóþùèé ìàëûé êàðìàí, íå èìååò îáùèõ òî÷åê ñ îñüþ x2 = 0, à
â ñëó÷àå áîëüøèõ êàðìàíîâ òàêèõ òî÷åê äâå, òî äëÿ ñðåäíèõ êàðìàíîâ
� îäíà.

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîå óòâåðæäåíèå ýòîãî ðàçäåëà.

Òåîðåìà 16.1. Ïóñòü u0 � êîðåíü ðàçíîñòè f ′+ − f ′− êðàòíîñòè äâà,
òî åñòü f ′+(u0) = f ′−(u0), f ′′+(u0) = f ′′−(u0), è f ′′′+ (u0) 6= f ′′′− (u0). Êðîìå
òîãî ïóñòü f ′′′+ (u0) 6= 0 è f ′′′− (u0) 6= 0.

Òîãäà ïðè ìàëûõ ε â îêðåñòíîñòè òî÷êè (u0, 0) âîçíèêàåò ëèáî

êâàäðàò áèëèíåéíîñòè ñ äâóìÿ ðàçíîíàïðàâëåííûìè ãîðèçîíòàëüíû-

ìè ¼ëêàìè, åñëè çíà÷åíèÿ f ′′′± (u0) èìåþò ðàçíûå çíàêè, ëèáî ñðåäíèé
êàðìàí, åñëè çíàêè ÷èñåë f ′′′± (u0) îäèíàêîâû.

Ñôîðìóëèðóåì ñåðèþ óòâåðæäåíèé, äåòàëèçèðóþùèõ ïðèâåä¼ííóþ
òåîðåìó äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé çíàêîâ òðåòüèõ ïðîèçâîäíûõ f ′′′± (u0). Âî
âñåõ ýòèõ ïðåäëîæåíèÿõ áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ âûïîëíåííûìè óñëîâèÿ
òåîðåìû, òî åñòü u0 � ýòî áóäåò êðàòíûé êîðåíü ðàçíîñòè f ′+ − f ′−.

Ïðåäëîæåíèå 16.2. Åñëè f ′′′+ (u0) > 0 è f ′′′− (u0) < 0, òî ïðè ìàëûõ ε
âáëèçè òî÷êè x1 = u0 ìîæíî ïîñòðîèòü ñëåäóþùóþ ôîëèàöèþ:

ΩR

ε (u1, u
l
−) ∪ ΩHB

ε

(
(u0 − ε, 0), (ul− − ε,−ε)

)
∪ ΩRect

ε (u0 + ε, 0)

∪ ΩHB

ε

(
(u0 + ε, 0), (ur+ + ε, ε)

)
∪ ΩR

ε (ur+, u2)
(16.1)

• êâàäðàò ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ (u0,±ε) è (u0 ± ε, 0), íà êîòî-
ðîì ôóíêöèÿ áèëèíåéíà (ΩRect

ε (u0 + ε, 0));

3Íàïîìíèì, ÷òî ìû íàçûâàåì ôóíêöèþ áèëèíåéíîé (õîòÿ áûëî áû êîððåêòíåå
íàçûâàòü å¼ äèàãîíàëüíî ëèíåéíîé), åñëè îíà ëèíåéíà âäîëü íàïðàâëåíèé x1±x2 =

const.
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• èç ïðàâîãî êîíöà êâàäðàòà ðàñò¼ò ëåâàÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ¼ëêà

ñ âåðøèíîé íà âåðõíåé ãðàíèöå â òî÷êå (ur+ + ε, ε), ãäå ur+ �

ýòî áëèæàéøèé ê u0 ñïðàâà êîðåíü óðàâíåíèÿ D+(u, ε) = 0;
ýòà ¼ëêà çàìåòàåò îáëàñòü ΩHB

ε

(
(u0 + ε, 0), (ur+ + ε, ε)

)
;

• èç ëåâîãî êîíöà êâàäðàòà ðàñò¼ò ïðàâàÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ¼ëêà

ñ âåðøèíîé íà íèæíåé ãðàíèöå â òî÷êå (ul− − ε,−ε), ãäå ul−
� ýòî áëèæàéøèé ê u0 ñëåâà êîðåíü óðàâíåíèÿ D−(u, ε) = 0;
ýòà ¼ëêà çàìåòàåò îáëàñòü ΩHB

ε

(
(u0 − ε, 0), (ul− − ε,−ε)

)
;

• ñëåâà îò òî÷êè (ul−, 0) � ïðàâàÿ ïðîñòàÿ ôîëèàöèÿ, ΩR

ε (u1, u
l
−);

• ñïðàâà îò òî÷êè (ur+,0) � ïðàâàÿ ïðîñòàÿ ôîëèàöèÿ, ΩR

ε (ur+,u2).

Ðèñ. 30. Ôîëèàöèÿ â ïðeäëîæåíèè 16.2.

Ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ëþáîé èç îñåé ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó
óòâåðæäåíèþ.

Ïðåäëîæåíèå 16.3. Åñëè f ′′′+ (u0) < 0 è f ′′′− (u0) > 0, òî ïðè ìàëûõ ε
âáëèçè òî÷êè x1 = u0 ìîæíî ïîñòðîèòü ñëåäóþùóþ ôîëèàöèþ:

ΩL

ε(u1, u
l
+) ∪ ΩHB

ε

(
(u0−ε, 0), (ul+−ε, ε)

)
∪ ΩRect

ε (u0+ε, 0)

∪ ΩHB

ε

(
(u0+ε, 0), (ur−+ε,−ε)

)
∪ ΩL

ε(ur−, u2)
(16.2)

• êâàäðàò ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ (u0,±ε) è (u0 ± ε, 0), íà êîòî-
ðîì ôóíêöèÿ áèëèíåéíà (ΩRect

ε (u0 + ε, 0));
• èç ïðàâîãî êîíöà êâàäðàòà ðàñò¼ò ëåâàÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ¼ëêà

ñ âåðøèíîé íà íèæíåé ãðàíèöå â òî÷êå (ur−+ ε,−ε), ãäå ur− �

ýòî áëèæàéøèé ê u0 ñïðàâà êîðåíü óðàâíåíèÿ D−(u,−ε) = 0;
ýòà ¼ëêà çàìåòàåò îáëàñòü ΩHB

ε

(
(u0 + ε, 0), (ur−+ ε,−ε)

)
;

• èç ëåâîãî êîíöà êâàäðàòà ðàñò¼ò ïðàâàÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ¼ëêà

ñ âåðøèíîé íà âåðõíåé ãðàíèöå â òî÷êå (ul+ + ε, ε), ãäå ul+ �
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ýòî áëèæàéøèé ê u0 ñëåâà êîðåíü óðàâíåíèÿ D+(u,−ε) = 0;
ýòà ¼ëêà çàìåòàåò îáëàñòü ΩHB

ε

(
(u0 − ε, 0), (ul+ − ε, ε)

)
;

• ñëåâà îò òî÷êè (ul+, 0) � ëåâàÿ ïðîñòàÿ ôîëèàöèÿ, ΩL

ε(u1, u
l
+);

• ñïðàâà îò òî÷êè (ur−, 0) � ëåâàÿ ïðîñòàÿ ôîëèàöèÿ, ΩL

ε(ur−, u2).

Ðèñ. 31. Ôîëèàöèÿ â ïðeäëîæåíèè 16.3.

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì ïðåäëîæåíèÿ, îïèñûâàþùèå ôîëèàöèþ â òåõ
ñëó÷àÿõ, êîãäà â òî÷êå u0 òðåòüè ïðîèçâîäíûå ãðàíè÷íûõ ôóíêöèé
èìåþò îäèíàêîâûå çíàêè.

Ïðåäëîæåíèå 16.4. Åñëè f ′′′+ (u0) > f ′′′− (u0) > 0, òî ïðè ìàëûõ ε

èç íåêîòîðîé òî÷êè âåðõíåé ãðàíèöû (vl+ + ε, ε) ðàñò¼ò ëåâàÿ ¼ëêà,
ïðîõîäÿùàÿ â âåðõíåé ïîëîâèíå ïîëîñû, êàñàþùàÿñÿ îñè x1 â òî÷êå

(u0 + ε, 0) è çàêàí÷èâàþùàÿñÿ íà âåðõíåé ãðàíèöå â òî÷êå (ur+ + ε, ε),
ãäå ur+ � ýòî áëèæàéøèé ê u0 ñïðàâà êîðåíü óðàâíåíèÿ D+(u, ε) = 0.
Òàêèì îáðàçîì, ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ñëåäóþùàÿ ôîëèàöèÿ:

ΩR

ε (u1, v
l
+) ∪ ΩHB

ε

(
(vl++ε, ε), (ur++ε, ε)

)
∪ ΩR

ε (ur+, u2). (16.3)

Ðèñ. 32. Ôîëèàöèÿ â ïðeäëîæåíèè 16.4.

Ñèììåòðè÷íîå îòíîñèòåëüíî îñè x1 = 0 ïðåäëîæåíèå èìååò ñëåäó-
þùèé âèä.
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Ïðåäëîæåíèå 16.5. Åñëè f ′′′+ (u0) < f ′′′− (u0) < 0, òî ïðè ìàëûõ ε èç
íåêîòîðîé òî÷êè âåðõíåé ãðàíèöû (vr+−ε, ε) ðàñò¼ò ïðàâàÿ ¼ëêà, ïðî-
õîäÿùàÿ â âåðõíåé ïîëîâèíå ïîëîñû, êàñàþùàÿñÿ îñè x2 = 0 â òî÷êå

(u0 − ε, 0) è çàêàí÷èâàþùàÿñÿ íà âåðõíåé ãðàíèöå â òî÷êå (ul+ − ε, ε),
ãäå ul+ � ýòî áëèæàéøèé ê u0 ñëåâà êîðåíü óðàâíåíèÿ D+(u,−ε) = 0.
Òàêèì îáðàçîì, ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ñëåäóþùàÿ ôîëèàöèÿ:

ΩL

ε(u1, u
l
+) ∪ ΩHB

ε

(
(vr+−ε, ε), (ul+−ε, ε)

)
∪ ΩL

ε(vr+, u2). (16.4)

Ðèñ. 33. Ôîëèàöèÿ â ïðåäëîæåíèè 16.5.

Ïàðà óòâåðæäåíèé, ïîëó÷àþùèõñÿ îòðàæåíèåì îòíîñèòåëüíî îñè
x2 = 0, ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùèõ äâóõ ïðåäëîæåíèÿõ.

Ïðåäëîæåíèå 16.6. Åñëè f ′′′− (u0) > f ′′′+ (u0) > 0, òî ïðè ìàëûõ ε

èç íåêîòîðîé òî÷êè íèæíåé ãðàíèöû (vl−+ ε,−ε) ðàñò¼ò ëåâàÿ ¼ë-

êà, ïðîõîäÿùàÿ â íèæíåé ïîëîâèíå ïîëîñû, êàñàþùàÿñÿ îñè x2 = 0
â òî÷êå (u0 + ε, 0) è çàêàí÷èâàþùàÿñÿ íà íèæíåé ãðàíèöå â òî÷êå

(ur−+ ε,−ε), ãäå ur− � ýòî áëèæàéøèé ê u0 ñïðàâà êîðåíü óðàâíåíèÿ

D−(u,−ε) = 0. Òàêèì îáðàçîì, ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ñëåäóþùàÿ

ôîëèàöèÿ:

ΩL

ε(u1, v
l
−) ∪ ΩHB

ε

(
(vl−+ε,−ε), (ur−+ε,−ε)

)
∪ ΩL

ε(ur−, u2). (16.5)

Ðèñ. 34. Ôîëèàöèÿ â ïðeäëîæåíèè 16.6.
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Ïðåäëîæåíèå 16.7. Åñëè f ′′′− (u0) < f ′′′+ (u0) < 0, òî ïðè ìàëûõ ε
èç íåêîòîðîé òî÷êè íèæíåé ãðàíèöû (vr−− ε,−ε) ðàñò¼ò ïðàâàÿ ¼ë-

êà, ïðîõîäÿùàÿ â íèæíåé ïîëîâèíå ïîëîñû, êàñàþùàÿñÿ îñè x2 = 0
â òî÷êå (u0 − ε, 0) è çàêàí÷èâàþùàÿñÿ íà íèæíåé ãðàíèöå â òî÷êå

(ul−− ε,−ε), ãäå ul− � ýòî áëèæàéøèé ê u0 ñëåâà êîðåíü óðàâíåíèÿ

D−(u, ε) = 0. Òàêèì îáðàçîì, ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ñëåäóþùàÿ ôî-

ëèàöèÿ:

ΩR

ε (u1, v
l
−) ∪ ΩHB

ε

(
(vl−+ε,−ε), (ur−+ε,−ε)

)
∪ ΩR

ε (ur−, u2). (16.6)

Ðèñ. 35. Ôîëèàöèÿ â ïðåäëîæåíèè 16.7.

Ïðåæäå ÷åì äîêàçûâàòü ñôîðìóëèðîâàííûå óòâåðæäåíèÿ, äîêàæåì
ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 16.8. Ïóñòü f ′+(u0) = f ′−(u0), f ′′+(u0) = f ′′−(u0), f ′′′+ (u0) > 0 è

f ′′′+ (u0) > f ′′′− (u0). Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε ñóùåñòâóåò òàêîé

êîðåíü u+ óðàâíåíèÿ D+(u, ε) = 0, ÷òî ìîæíî ïîñòðîèòü ëåâóþ ¼ëêó,
ðàñòóùóþ èç òî÷êè (u0 + ε, 0) â òî÷êó (u++ ε, ε).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ôóíêöèè D+ â îêðåñòíîñòè
òî÷êè (u0, 0). Äëÿ ýòîãî çàïèøåì x1 = u0 + (α + 1)x2, è ðàçëîæèì
ïîëó÷èâøóþñÿ ôóíêöèþ ïî ñòåïåíÿì x2, ñ÷èòàÿ α ôèêñèðîâàííûì
ïàðàìåòðîì:

2x2D+(x1, x2) = f ′+(u0 + (α+ 2)x2)

− f ′−(u0 + αx2)− 2x2f
′′
+(u0 + (α+ 2)x2)

=
[
1
2α

2
(
f ′′′+ (u0)−f ′′′− (u0)

)
−2f ′′′+ (u0)

]
x22+O(x32).

(16.7)

Ìû âèäèì, ÷òî èçîêëèíà X1 (D+ = 0) èìååò äâå âåòâè â îêðåñòíîñòè
òî÷êè (u0, 0). Îíè ïåðåñåêàþòñÿ â ýòîé òî÷êå è èìåþò íàêëîíû



ÝÊÑÒÐÅÌÀËÜÍÛÅ ÇÀÄÀ×È ÄËß ÌÀÐÒÈÍÃÀËÜÍÛÕ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÉ 59

1

1± α0
, ãäå α0 = 2

√
f ′′′+ (u0)

f ′′′+ (u0)− f ′′′− (u0)
, (16.8)

Òàêèì îáðàçîì, íà ãðàíèöå x2 = ε ôóíêöèÿ D+ èìååò äâà êîðíÿ â
îêðåñòíîñòè òî÷êè u0. Âûáåðåì áîëüøèé èç íèõ

u+ = u0 + (α0 + 1)ε+O(ε2) , (16.9)

è ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèé òåîðåìû 13.5 äëÿ òî÷êè u = u+. Óñëî-
âèå (1) âûïîëíåíî ïî îïðåäåëåíèþ âåëè÷èíû u+. Óñëîâèå (3) âûïîë-
íÿåòñÿ ïðè ìàëûõ ε, ïîñêîëüêó f ′′′+ (u0) > 0. Íàêîíåö, óñëîâèå (2) �
ýòî óñëîâèå ∂

∂x1
D+(u+, ε) > 0, êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó ôóíê-

öèÿ D+(x1, ε) îòðèöàòåëüíà ëåâåå ïðîñòîãî êîðíÿ u+ è ïîëîæèòåëüíà
ïðàâåå íåãî.

Íàì îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ¼ëêà ìîæåò ïðîäîëæàòüñÿ
âïëîòü äî òî÷êè (u0 + ε, 0). Äðóãèìè ñëîâàìè, íàì íàäî ïðîñëåäèòü,
÷òî èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ `ε, çàäàþùàÿ ñòâîë ¼ëêè, ïðîõîäèò â îáëàñòè,
ãäå D+ > 0 è D− > 0, è óïèðàåòñÿ â òî÷êó (u0, 0). Ìû ðàññìîòðèì, êàê
è ðàíüøå, ïîäîáëàñòü ω â âåðõíåé ïîëóïîëîñå, îãðàíè÷åííóþ ïðÿìîé
x1 = u+ è òîé ÷àñòüþ èçîêëèíû D+ = 0, êîòîðàÿ ñîåäèíÿåò òî÷êè
(u0, 0) è (u+, ε).

Ìû ôàêòè÷åñêè ïîâòîðèì ðàññóæäåíèÿ, èñïîëüçîâàííûå â äîêàçà-
òåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 6.1 (ñì. [4]). Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî ïðè ìàëûõ
ε íàêëîí âûáðàííîé âåòâè èçîêëèíû áëèçîê ê çíà÷åíèþ 1/(1 + α0),
à èíòåãðàëüíûå êðèâûå â òî÷êàõ èçîêëèíû èìåþò íàêëîí, ðàâíûé
åäèíèöå. Ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåìàÿ êðèâàÿ `ε, ñòàðòóÿ âíèç èç òî÷-
êè (u+, ε) ñïðàâà îò èçîêëèíû, íå ìîæåò å¼ ïåðåñå÷ü íè â êàêîé òî÷-
êå âåðõíåé ïîëóïîëîñû. Íå ìîæåò êðèâàÿ `ε âûéòè èç îáëàñòè ω è
÷åðåç ïðÿìóþ x2 = 0 èíà÷å, ÷åì ÷åðåç ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó (u0, 0).
Âî-âòîðûõ, â îáëàñòè ω ó íàñ D+ > 0 è D− > 0. Ïåðâîå íåðàâåí-
ñòâî âûïîëíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó ïî ïîñòðîåíèþ ω ëåæèò ñïðàâà îò âû-
áðàííîãî îòðåçêà èçîêëèíû D+ = 0, íà êîòîðîì ïðè äâèæåíèè ñëåâà
íàïðàâî ôóíêöèÿ D+ ìåíÿåò çíàê ñ ìèíóñà íà ïëþñ. À âòîðîå íåðàâåí-
ñòâî ìû ñåé÷àñ ïðîâåðèì, ðàññìîòðåâ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè D− íà ëó÷àõ
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x1 = u0 + (α+ 1)x2.

2x2D−(x1, x2) = f ′+(u0 + (α+ 2)x2)

− f ′−(u0 + αx2)− 2x2f
′′
−(u0 + αx2)

=
[
( 1
2α

2 + 2α)
(
f ′′′+ (u0)− f ′′′− (u0)

)
+ 2f ′′′+ (u0)

]
x22 +O(x32) .

(16.10)

Ïîñêîëüêó α > 0 äëÿ òî÷åê èç ω, ýòî âûðàæåíèå ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî
â ω. Òåì ñàìûì ìû ïðîâåðèëè, ÷òî êðèâàÿ `ε èç òî÷êè (u+, ε) äâè-
æåòñÿ íàëåâî âíèç âíóòðè îáëàñòè, ãäå D+ > 0 è D− > 0, ïîïàäàÿ
â ðåçóëüòàòå â òî÷êó (u0, 0). Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïîñòðîèòü ëåâóþ
¼ëêó, ðàñòóùóþ èç òî÷êè (u0 + ε, 0) â òî÷êó (u+ + ε, ε), ÷òî è òðåáîâà-
ëîñü. �

×òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü ññûëàòüñÿ íà ñèììåòðè÷íûå âàðèàíòû
äîêàçàííîé ëåììû, ñôîðìóëèðóåì èõ îòäåëüíî.

Ëåììà 16.9. Ïóñòü f ′+(u0) = f ′−(u0), f ′′+(u0) = f ′′−(u0), f ′′′− (u0) > 0 è

f ′′′+ (u0) < f ′′′− (u0). Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε ñóùåñòâóåò òàêîé

êîðåíü u− óðàâíåíèÿ D−(u,−ε) = 0, ÷òî ìîæíî ïîñòðîèòü ëåâóþ

¼ëêó, ðàñòóùóþ èç òî÷êè (u0 + ε, 0) â òî÷êó (u−+ ε,−ε).

Ëåììà 16.10. Ïóñòü f ′+(u0) = f ′−(u0), f ′′+(u0) = f ′′−(u0), f ′′′+ (u0) < 0 è

f ′′′+ (u0) < f ′′′− (u0). Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε ñóùåñòâóåò òàêîé

êîðåíü u− óðàâíåíèÿ D+(u,−ε) = 0, ÷òî ìîæíî ïîñòðîèòü ïðàâóþ

¼ëêó, ðàñòóùóþ èç òî÷êè (u0 − ε, 0) â òî÷êó (u−− ε, ε).

Ëåììà 16.11. Ïóñòü f ′+(u0) = f ′−(u0), f ′′+(u0) = f ′′−(u0), f ′′′− (u0) < 0 è

f ′′′+ (u0) > f ′′′− (u0). Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε ñóùåñòâóåò òàêîé

êîðåíü u+ óðàâíåíèÿ D−(u, ε) = 0, ÷òî ìîæíî ïîñòðîèòü ïðàâóþ

¼ëêó, ðàñòóùóþ èç òî÷êè (u0 − ε, 0) â òî÷êó (u+− ε,−ε).

Òåïåðü ìû ãîòîâû äîêàçûâàòü ïðåäëîæåíèÿ 16.2�16.7. Ïîñêîëüêó
ïðåäëîæåíèÿ 16.2 è 16.3 ñèììåòðè÷íû, ïðèâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî òîëü-
êî ïåðâîãî èç íèõ.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 16.2. Ïîñêîëüêó f ′′′+ (u0) > 0 è
f ′′′− (u0) < 0, ó íàñ îäíîâðåìåííî âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåìì 16.8 è 16.11,
òàê ÷òî ìû ìîæåì ñðàçó ïîñòðîèòü äâå ¼ëêè: ëåâóþ èç òî÷êè (u0+ε, 0)
è ïðàâóþ èç òî÷êè (u0−ε, 0). Çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçîâàíèå
ïðåäëîæåíèÿ 11.1 (ñì. [5]), óñëîâèÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû ñ C = (u0, 0).
Òî åñòü ïîñòðîåííûå äâå ¼ëêè ìû ìîæåì ñîåäèíèòü ïðÿìîóãîëüíèêîì,
êîòîðûé â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì. �



ÝÊÑÒÐÅÌÀËÜÍÛÅ ÇÀÄÀ×È ÄËß ÌÀÐÒÈÍÃÀËÜÍÛÕ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÉ 61

Òåïåðü äîêàæåì îäíî èç ñèììåòðè÷íûõ ïðåäëîæåíèé 16.4�16.7.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 16.4. Òàê æå êàê è â ïðåäûäóùåì
äîêàçàòåëüñòâå, èñïîëüçóÿ ëåììó 16.8, ìû ïîñòðîèì ëåâóþ ¼ëêó èç
òî÷êè (u0 + ε, 0) â òî÷êó (u++ ε, ε). Òåïåðü íàì íàäî ïðîäîëæèòü å¼
âëåâî äî âòîðîãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ âåðõíåé ãðàíèöåé. Äðóãèìè ñëîâàìè,
íàì íàäî ïðîäîëæèòü êðèâóþ `ε âëåâî îò òî÷êè (u0, 0) òàê, ÷òîáû îíà
øëà â âåðõíåé ïîëóïîëîñå âïëîòü äî âåðõíåé ãðàíèöû, îñòàâàÿñü â
îáëàñòè, ãäå D+ > 0 è D− > 0. Äëÿ ýòîãî íàì íàäî ïîäðîáíåå èçó÷èòü
ïîâåäåíèå èçîêëèí èíòåãðàëüíûõ ëèíèé â îêðåñòíîñòè òî÷êè (u0, 0).

Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå

x2 = k(x1 − u0) +O(x22) (16.11)

â óðàâíåíèÿ íàøåãî ïîëÿ (íàïðèìåð, â ôîðìóëó (5.3)), ìû ïîëó÷àåì
ñëåäóþùåå óðàâíåíèå íà êîýôôèöèåíò íàêëîíà k:

k =
2k

1− k2
·

(1 + k)f ′′′+ (u0)− (1− k)f ′′′− (u0)

f ′′′+ (u0)− f ′′′− (u0)
. (16.12)

Âñå èíòåãðàëüíûå êðèâûå, êðîìå äâóõ, îòâå÷àþò çíà÷åíèþ k = 0, òî
åñòü êàñàþòñÿ îñè x1. Äâå âûäåëåííûå èíòåãðàëüíûå êðèâûå, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ ñåïàðàòðèñàìè, èìåþò íàêëîíû

k± = −
√
f ′′′+ (u0)±

√
f ′′′− (u0)√

f ′′′+ (u0)∓
√
f ′′′− (u0)

. (16.13)

Ñåêòîð ìåæäó ñåïàðàòðèñàìè çàìåòàåòñÿ èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè,
êîòîðûå íå ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó (u0, 0). Ïîâåäåíèå ýêñòðåìàëüíûõ
êðèâûõ â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 36.

Òàêèì îáðàçîì, íàøà èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ `ε êàñàåòñÿ ñïðàâà îñè
x1 â òî÷êå (u0, 0) è ìû å¼ ìîæåì ïðîäîëæèòü ëþáîé èíòåãðàëüíîé
êðèâîé, êàñàþùåéñÿ îñè x1 â òî÷êå (u0, 0) ñëåâà, ÷òîáû ïîëó÷èòü C1-
ãëàäêóþ êðèâóþ, ïîðîæäàþùóþ ñòâîë ¼ëêè, ëèøü áû îíà â ïîëîñå
ïðîõîäèëà â îáëàñòè, ãäå D+ > 0 è D− > 0. Î íåðàâåíñòâå D− > 0 íàì
âîîáùå çàáîòèòüñÿ íå íóæíî, ïîñêîëüêó îíî âûïîëíÿåòñÿ ïðè óñëîâè-
ÿõ, ñôîðìóëèðîâàííûõ â ïðåäëîæåíèè 16.4, â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè (u0, 0) â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. ×òîáû â ýòîì óáåäèòüñÿ, äîñòà-
òî÷íî ïåðåïèñàòü ðàâåíñòâî (16.10) â âèäå:

2x2D−(x1, x2)=
[
1
2 (α+2)2

(
f ′′′+ (u0)−f ′′′− (u0)

)
+2f ′′′− (u0)

]
x22

+O(x32).
(16.14)
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Ðèñ. 36. Èíòåãðàëüíûå êðèâûå ïîëÿ â îêðåñòíîñòè ñòà-
öèîíàðíîé òî÷êè (u0, 0).

Íàêîíåö, äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε ìû âñåãäà íàéä¼ì èíòåãðàëüíóþ
êðèâóþ, êàñàþùóþñÿ îñè x1 â òî÷êå (u0, 0) ñëåâà, íà êîòîðîé âûïîë-
íåíî óñëîâèå D+ > 0, ïðîñòî âûáðàâ íà÷àëüíóþ òî÷êó vl+ ýòîé êðèâîé
íà ãðàíèöå x2 = ε ñëåâà îò ëåâîãî êîðíÿ óðàâíåíèÿ D+(u, ε) = 0. �

Îòìåòèì, ÷òî ìû äîêàçàëè ïðåäëîæåíèå, ïîêàçàâ âîçìîæíîñòü ïî-
ñòðîåíèÿ ñðåäíåãî êàðìàíà â îïèñàííîé ñèòóàöèè, íî íå âïîëíå îïðå-
äåëèëè èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ, çàäàþùóþ ñòâîë ¼ëêè. Îêîí÷àòåëüíûé
âûáîð ýòîé êðèâîé òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ, êîòîðîå ìû
çäåñü ïðîâîäèòü íå áóäåì. Âûñêàæåì òîëüêî ãèïîòåçó: åñòåñòâåííûé
êàíäèäàò íà ïðîäîëæåíèå êðèâîé `ε îò òî÷êè (u0, 0) âëåâî ÿâëÿåòñÿ
êðèâàÿ, ñêëåèâàþùàÿñÿ â òî÷êå (u0, 0) C2-ãëàäêî.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó ïðîñòàÿ ôîëèàöèÿ äà¼ò ìèíèìàëü-
íî âîçìîæíîå çíà÷åíèå èñêîìîé äèàãîíàëüíî âîãíóòîé ôóíêöèè, æå-
ëàòåëüíî âçÿòü òî÷êó vl+ êàê ìîæíî ïðàâåå. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå
äîñòèãàåòñÿ íà ñåïàðàòðèñå, íî ìû íå ìîæåì å¼ âçÿòü äëÿ ïîñòðîå-
íèÿ ñòâîëà ¼ëêè, ïîñêîëüêó îíà èìååò îòðèöàòåëüíûé íàêëîí â òî÷êå
(u0, 0), òî åñòü íå ñêëåèâàåòñÿ ñ êðèâîé `ε C1-ãëàäêî, ÷òî íåîáõîäèìî
äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôîëèàöèè.
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�17. Ïðèìåðû. Ïîëèíîìû òðåòüåé ñòåïåíè:

âûðîæäåííûå ñëó÷àè

Â ýòîì ðàçäåëå ìû çàâåðøàåì èçó÷åíèå ôîëèàöèé, êîòîðûå âîçíè-
êàþò â òîì ñëó÷àå, êîãäà ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè ÿâëÿþòñÿ ìíîãî-
÷ëåíû òðåòüåé ñòåïåíè. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû íå ðàçáèðàòü
òå ñëó÷àè, ÷òî ïîëó÷àþòñÿ ñèììåòðèåé èç óæå ðàçîáðàííûõ, ìû ïðåä-
ïîëàãàåì, ÷òî

a+3 > |a
−
3 |. (17.1)

Íåâûðîæäåííûì ìû íàçûâàåì òîò ñëó÷àé, êîãäà äèñêðèìèíàíò ïîëè-
íîìà f ′+ − f ′− îòëè÷åí îò íóëÿ è a−3 6= 0. Äîáàâèì, ÷òî ó íàñ âñåãäà
a+3 > 0, ïîñêîëüêó èíà÷å óñëîâèå (17.1) âëå÷¼ò a+3 = a−3 = 0, òî åñòü
ãðàíè÷íûå ïîëèíîìû èìåþò ñòåïåíü ìåíüøóþ òð¼õ, ÷òî íå ÿâëÿåòñÿ
ïðåäìåòîì ðàññìîòðåíèÿ.

Íåâûðîæäåííûå ñëó÷àè áûëè ïîëíîñòüþ ðàçîáðàíû â ðàçäåëàõ 7, 9,
10, 12 è 15. Áîëåå òîãî, ÷àñòè÷íî óæå áûëè ðàçîáðàíû è âûðîæäåííûå
ñëó÷àè. Â íåêîòîðîì ñìûñëå âûðîæäåííûì ìîæíî ñ÷èòàòü ñëó÷àé,
êîãäà ôóíêöèÿ f ′+−f ′− ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé, òî åñòü a+3 = a−3 . Ýòîò ñëó-
÷àé èññëåäîâàí â ðàçäåëå 7 (ñì. [4]). Êðîìå òîãî, â ðàçäåëå 12 (ñì. [5])
áûë ðàçîáðàí ñëó÷àé, êîãäà äèñêðèìèíàíò êâàäðàòè÷íîãî ìíîãî÷ëå-
íà f ′+ − f ′− ðàâåí íóëþ, è a−3 < 0. Åñëè äèñêðèìèíàíò êâàäðàòè÷íî-
ãî ìíîãî÷ëåíà f ′+ − f ′− îòðèöàòåëåí, òî ñëó÷àé a−3 = 0 íå âûäåëÿëñÿ
íè÷åì, è â ðàçäåëå 9 ïðèâåäåíî îïèñàíèå ôîëèàöèè, îáùåå äëÿ âñåõ
íåîòðèöàòåëüíûõ a−3 . Òàêèì îáðàçîì, íàì îñòàëîñü ðàññìîòðåòü òðè
âûðîæäåííûõ ñëó÷àÿ:

• äèñêðèìèíàíò êâàäðàòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà f ′+−f ′− ïîëîæèòåëåí
è a−3 = 0;
• äèñêðèìèíàíò êâàäðàòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà f ′+ − f ′− ðàâåí íóëþ
è a−3 > 0;
• äèñêðèìèíàíò êâàäðàòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà f ′+ − f ′− ðàâåí íóëþ
è a−3 = 0.

Íà÷í¼ì ñ ïåðâîãî ñëó÷àÿ, êîãäà ó ìíîãî÷ëåíà f ′+− f ′− åñòü äâà ðàç-
ëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ êîðíÿ. Òîãäà ïðè íåíóëåâîì êîýôôèöèåíòå a−3
â îêðåñòíîñòè ýòèõ êîðíåé ïðè ìàëûõ ε ïîÿâëÿþòñÿ äâà ïðîáîÿ (ñì.
ðèñ. 14 è 15 â [4]). Ñïðàâà âñåãäà ðàñïîëàãàëñÿ SW-ïðîáîé, à íàïðàâëå-
íèå ïðîáîÿ, íàõîäÿùåãîñÿ ñëåâà, çàâèñèò îò çíàêà êîýôôèöèåíòà a−3 :
â ñëó÷àå a−3 > 0 ìû ïîëüçîâàëèñü ïðåäëîæåíèåì 6.3 è ñòðîèëè NW-
ïðîáîé, à ïðè a−3 < 0 ìû ïîëüçîâàëèñü ïðåäëîæåíèåì 6.4 è ñòðîèëè
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NE-ïðîáîé. Òåïåðü æå ïðè a−3 = 0 ìû íå ìîæåì ïîñòðîèòü íèêàêîé
ïðîáîé, ÷òîáû ñâÿçàòü îáëàñòè ïðàâûõ è ëåâûõ ïðîñòûõ ôîëèàöèé. Íî
áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî ãðàíè÷íàÿ ôóíêöèÿ íà íèæíåé ãðàíèöå ÿâëÿåòñÿ
êâàäðàòè÷íûì ïîëèíîìîì, ìû ìîæåì ýòè îáëàñòè ñâÿçàòü òðåóãîëü-
íèêîì áèëèíåéíîñòè ΩT

ε (u01),

ΩT

ε (u)
def
= {x ∈ Ωε : u+ x2 − ε 6 x1 6 u− x2 + ε}. (17.2)

Èòàê, ïðîâåðèì, ÷òî ïðè ìàëûõ ε ó íàñ áóäåò ôîëèàöèÿ

Ωε = ΩR

ε (−∞, u01 − ε) ∪ ΩT

ε (u01) ∪ ΩL

ε(u01 + ε, v−2)

∪ ΩHB

ε

(
(v−2+ ε,−ε), (u+2+ ε, ε)

)
∪ ΩR

ε (u+2,∞),
(17.3)

êîòîðàÿ èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 37.

Ðèñ. 37. Ôîëèàöèÿ (17.3).

Îòìåòèì, ÷òî â íàøèõ ñïåöèàëüíûõ îáîçíà÷åíèÿõ äëÿ ïðîáîåâ, ââå-
ä¼ííûõ â ðàçäåëå 6 (ñì. [4]), ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

ΩHB

ε

(
(v−2+ ε,−ε), (u+2+ ε, ε)

)
= ΩSW

ε (v−2, u+2),

íî ìû âîñïîëüçîâàëèñü îáùèì îáîçíà÷åíèåì äëÿ ãîðèçîíòàëüíûõ ¼ëîê,
ïîñêîëüêó, êàê ìû óâèäèì, â ïðîöåññå ýâîëþöèè (òî åñòü ñ ðîñòîì ε)
îñíîâàíèå ýòîé ¼ëêè îòîðâ¼òñÿ îò íèæíåé ãðàíèöû è îíà ïåðåñòàíåò
áûòü ïðîáîåì.

×òîáû äîêàçàòü, ÷òî äàííûì ãðàíè÷íûì çíà÷åíèÿì îòâå÷àåò îïè-
ñàííàÿ ôîëèàöèÿ, íàì íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà
D+ > 0 è D− > 0 íà âåðõíåé ãðàíèöå ïîëîñû ïðè x1 6 u01 − ε è
x1 > u+2, à òàêæå íà íèæíåé ãðàíèöå ïðè u01 +ε 6 x1 6 v−2. Âèçóàëü-
íî óáåäèòüñÿ â âûïîëíåíèè ýòèõ íåðàâåíñòâ ìîæíî, ãëÿäÿ íà ðèñ. 38,
ãäå èçîáðàæåíû òå êîìïîíåíòû èçîêëèí X1 è X−1, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
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ãðàôèêàìè êðèâûõ D+ = 0 è D− = 0. (Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ïîëÿ, çà-
äàþùåãî ïðàâóþ ¼ëêó, âåðõíÿÿ ãðàíèöà ïîëîñû âñåãäà ïðèíàäëåæèò
èçîêëèíå X−1, à íèæíÿÿ � èçîêëèíå X1.)

Ðèñ. 38. Ãðàôèêè êðèâûõ D+ = 0 è D− = 0.

Ïîñêîëüêó D+ è D− ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòè÷íûìè ìíîãî÷ëåíàìè ïî
ïåðåìåííîé x1, ÷òîáû îïðåäåëèòü èõ çíàê, äîñòàòî÷íî ïîñ÷èòàòü êîðíè
ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè (9.3)�(9.4) ([5]), ãäå áûëè
ñîñ÷èòàíû âûðàæåíèÿ D+ è D− äëÿ ïîëèíîìîâ òðåòüåé ñòåïåíè. Òàê
êàê a−3 = 0, òî

2x2D−(x) = 3a+3 (x1 + x2 − u0)2 − d2

3a+3

= 3a+3 (x1 + x2 − u01)(x1 + x2 − u02) ,

(17.4)

ãäå

u0 = −a
+
2 − a

−
2

3a+3
, d =

√
(a+2 − a

−
2 )2 − 3a+3 (a+1 − a

−
1 )

u01 = u0 −
d

3a+3
, u02 = u0 +

d

3a+3
.

(17.5)

Ïîýòîìó èçîêëèíà D− = 0 ðàñïàäàåòñÿ íà äâå ïðÿìûõ: x1 + x2 = u01
è x1 + x2 = u02. Íàì íóæíû êîðíè íà âåðõíåé ãðàíèöå:

u−1(ε) = u0 −
d

3a+3
− ε; u−2(ε) = u0 +

d

3a+3
− ε; (17.6)
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è íà íèæíåé ãðàíèöå:

u−1(−ε) = u0 −
d

3a+3
+ ε; u−2(−ε) = u0 +

d

3a+3
+ ε; (17.7)

Èçîêëèíà D+ = 0 ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëîé:

2x2D+(x) = 3a+3 (x1 − x2 − u0)2 − d2 + 36(a+3 x2)2

3a+3
. (17.8)

Ñîîòâåòñòâåííî, êîðíè ôóíêöèè D+ íà âåðõíåé ãðàíèöå âûðàæàþòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

u+1(ε) = u0 −

√
d2 + (6a+3 ε)

2

3a+3
+ ε;

u+2(ε) = u0 +

√
d2 + (6a+3 ε)

2

3a+3
+ ε;

(17.9)

è íà íèæíåé ãðàíèöå:

u+1(−ε) = u0 −

√
d2 + (6a+3 ε)

2

3a+3
− ε;

u+2(−ε) = u0 +

√
d2 + (6a+3 ε)

2

3a+3
− ε.

(17.10)

Î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî

d+ 6a+3 ε >
√
d2 + (6a+3 ε)

2

âëå÷¼ò ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

u−1(ε) 6 u+1(ε) è u−2(ε) 6 u+2(ε);

u+1(−ε) 6 u−1(−ε) è u+2(−ε) 6 u−2(−ε).
(17.11)

Ïîñêîëüêó ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíîâ D+(u, ε) è D−(u, ε)
ïîëîæèòåëåí, íåðàâåíñòâà D+(u, ε) > 0 è D−(u, ε) > 0 âûïîëíåíû
ñíàðóæè îò êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ, òî åñòü ïðè

u < u−1(ε) è u > u+2(ε), (17.12)

à íåðàâåíñòâà D+(u,−ε) > 0 è D−(u,−ε) > 0 âûïîëíåíû íà èíòåðâàëå
ìåæäó êîðíÿìè, ïîñêîëüêó ñòàðøèé êîýôôèöèåíò îòðèöàòåëåí:

u−1(−ε) < u < u+2(−ε). (17.13)
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ìîæåì ïîñòðîèòü îáëàñòè ñ ïðîñòîé ôîëèàöèåé

ΩR

ε (−∞, u−1(ε)), ΩL

ε(u−1(−ε), u+2(−ε)) è ΩR

ε (u+2(ε),∞).

×òîáû ñîåäèíèòü ïåðâûå äâå îáëàñòè, ìû ïîìåùàåì ìåæäó íèìè òðå-
óãîëüíèê áèëèíåéíîñòè

ΩT

ε (u01),

ãäå ôóíöèÿ Áåëëìàíà îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì íà âåðõíåé ãðàíèöå â
òî÷êå u01 = u−1(ε) + ε = u−1(−ε)− ε è êâàäðàòè÷íûì ìíîãî÷ëåíîì íà
íèæíåé ãðàíèöå ïî ôîðìóëå

B(x) = (x2 + ε)
f+(u01)− f−(u01)

2ε
+ f−(x1) + a−2 (ε2 − x22). (17.14)

À ìåæäó äâóìÿ äðóãèìè îáëàñòÿìè ìû âñòàâëÿåì ïðîáîé

ΩSW

ε (v−2, u+2),

äëÿ ÷åãî íóæíî áóäåò íåñêîëüêî ñóçèòü îáëàñòü ΩL

ε(u−1(−ε), u+2(−ε))
äî ΩL

ε(u−1(−ε), v−2), ÷òî ìîæíî ñäåëàòü, ïîñêîëüêó âñåãäà

v−2 < u02 − ε < u+2(−ε).
Ðåçóëüòèðóþùàÿ ôîëèàöèÿ (17.3) ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 37.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âñå ýòè ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû ïðè ìà-
ëûõ ε, à òî÷íåå ïðè ε 6 ε1, ãäå ε1 � ýòî êîðåíü óðàâíåíèÿ u−1(−ε) =
v−2(ε), òî åñòü ε1 � ýòî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ε, ïðè êîòîðîì îáëàñòü
ΩL

ε(u−1(−ε), v−2) ñæèìàåòñÿ äî îäíîãî îòðåçêà.
Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî áóäåò ïðîèñõîäèòü ïðè á�îëüøèõ ε. Òåïåðü

ãîðèçîíòàëüíàÿ ¼ëêà óæå íå áóäåò ðàñòè èç òî÷êè íà íèæíåé ãðàíè-
öå. ×òîáû íàéòè òî÷êó, îòêóäà îíà ìîæåò ðàñòè, íàäî ðàññìîòðåòü
èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ `ε íàøåãî ïîëÿ, âûõîäÿùóþ èç òî÷êè (u+2, ε),
ñäâèíóòü å¼ íà ε âïðàâî (ïîëó÷èì âîçìîæíûé ñòâîë ëåâîé ¼ëêè) è
íàéòè òî÷êó C, â êîòîðîé ïåðåñåêàåòñÿ ýòà êðèâàÿ ñ ïðàâîé ñòîðîíîé
òðåóãîëüíèêà ΩT

ε (u01). Òàêàÿ òî÷êà C âñåãäà íàéä¼òñÿ ïðè ε > ε1, è êî-
îðäèíàòà C2 = C2(ε), îñòàâàÿñü îòðèöàòåëüíîé, ìîíîòîííî âîçðàñòàåò
îò çíà÷åíèÿ C2(ε1) = −ε1.

Ýòè óòâåðæäåíèÿ ëåã÷å ïðîâåðèòü, åñëè ñäâèãàòü íå èíòåãðàëüíóþ
êðèâóþ `ε âïðàâî, à òðåóãîëüíèê ΩT

ε (u01) ñäâèãàòü âëåâî. Ïðåèìóùå-
ñòâî ðàññìîòðåíèÿ ýòîãî ñäâèãà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðÿìàÿ, íà
êîòîðîé ëåæèò ïðàâàÿ ñòîðîíà ñäâèíóòîãî òðåóãîëüíèêà, óæå íå çà-
âèñèò îò ε � ýòî ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó (u01, 0). Ýòî � íå
ïðîñòî ïðÿìàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò ε, ýòî � ïðÿìàÿ, íà êîòîðîé D− = 0,
òî åñòü îíà îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü, ãäå D− > 0. È åñëè èç èíòåãðàëüíîé
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êðèâîé `ε ìû õîòèì ñäåëàòü ñòâîë ¼ëêè, ìû íå ìîæåì å¼ ïðîäîëæàòü
çà ýòó ãðàíèöó. Îòìåòèì åù¼, ÷òî â ýòîé òî÷êå íàêëîí êðèâîé `ε ðàâåí
åäèíèöå.

Òàê êàê â íèæíåé ïîëîâèíå ïîëîñû êðèâûå `ε ìîíîòîííî âîçðàñòà-
þò ñ ðîñòîì ε, òî âîçðàñòàåò è âåðòèêàëüíàÿ êîîðäèíàòà òî÷êè ïåðå-
ñå÷åíèÿ êðèâîé `ε ñ ïðàâîé ñòîðîíîé ñäâèíóòîãî òðåóãîëüíèêà. Êðîìå
òîãî ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì, ÷òî ýòà òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðè âñåõ ε îñòà-
¼òñÿ â íèæíåé ïîëîâèíå ïîëîñû. Äåéñòâèòåëüíî, òà ÷àñòü ñäâèíóòîãî
òðåóãîëüíèêà, êîòîðàÿ ëåæèò â âåðõíåé ïîëîâèíå ïîëîñû, íàõîäèòñÿ
ñëåâà îò òî÷êè (u01, 0), à âåðõíÿÿ ïîëîâèíà êðèâîé `ε íàõîäèòñÿ ñïðà-
âà îò òî÷êè (u02, 0), â êîòîðîé êðèâàÿ `ε ïåðåñåêàåò ñåðåäèíó ïîëîñû.
Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ â âåðõíåé ïîëîâèíå ïîëîñû áûòü
íå ìîæåò. ×òîáû ïîëó÷èòü èñêîìóþ òî÷êó C, íàì íóæíî ïîëó÷åííóþ
òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ñäâèíóòü íà ε âïðàâî, òî åñòü êîîðäèíàòû òî÷êè C
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ C1 + C2 = u01 + ε.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäíÿÿ íèæíÿÿ âåòâü ¼ëêè (ýêñòðåìàëüíûé îò-
ðåçîê, èäóùèé îò òî÷êè C ê íèæíåé ãðàíèöå) C1-ãëàäêî êàê áû ïðî-
äîëæàåò ñòâîë ¼ëêè, ïîñêîëüêó ìû çíàåì, ÷òî â íèæíåé òî÷êå (òî÷êå
C) ñòâîë èìååò íàêëîí 1. Îíà îòðåçàåò îò òðåóãîëüíèêà ΩT

ε (u01) òðå-
óãîëüíèê îêîëî ïðàâîé âåðøèíû, îñòàþùàÿñÿ îáëàñòü áèëèíåéíîñòè
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîóãîëüíóþ òðàïåöèþ (ñì. ðèñ. 39). Â èòîãå

Ðèñ. 39. Ôîëèàöèÿ (17.15).

ïðè ε > ε1 ìû ïîëó÷àåì ôîëèàöèþ

Ωε = ΩR

ε (−∞, u01 − ε) ∪ ΩTz

ε (u01, C)

∪ ΩHB

ε

(
C, (u+2+ ε, ε)

)
∪ ΩR

ε (u+2,∞),
(17.15)
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ãäå

ΩTz

ε (u01, C)
def
= {x ∈ Ωε : u01 − ε 6 x1 − x2
6 C1 − C2, x1 + x2 6 C1 + C2},

(17.16)

è ôóíêöèÿ B â ýòîé îáëàñòè çàäàíà ôîðìóëîé (17.14). Ïîëíàÿ ôîëè-
àöèÿ èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 39.

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà d = 0 è a−3 > 0. Ëîêàëüíóþ
ôîëèàöèþ (16.3) ïðè ìàëûõ ε äà¼ò ïðåäëîæåíèå 16.4. Îíà èçîáðàæåíà
íà ðèñóíêå 32. Çäåñü ìû ïîêàæåì, ÷òî íà ñàìîì äåëå ýòà ôîëèàöèÿ
ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñþ ïîëîñó (òî åñòü u1 = −∞ è u2 = +∞) è
îñòà¼òñÿ òàêîé ïðè âñåõ ε:

Ωε = ΩR

ε (−∞, vl+) ∪ ΩHB

ε

(
(vl++ε, ε), (ur++ε, ε)

)
∪ ΩR

ε (ur+,+∞). (17.17)

Òîò ôàêò, ÷òî ôóíêöèÿ 2x2D+ ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíûì ìíîãî÷ëåíîì
ïî ïåðâîé ïåðåìåííîé, ãàðàíòèðóåò íàì ñóùåñòâîâàíèå òîëüêî äâóõ
êîðíåé ul,r+ óðàâíåíèÿ D+(u, ε) = 0, à òàêæå òî, ÷òî D+(u, ε) > 0 ïðè
u < ul+ è u > ur+. Íåðàâåíñòâî D−(u, ε) > 0 âûïîëíåíî âñþäó â âåðõíåé
ïîëóïîëîñå â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ

2x2D−(x) = 3(a+3 − a
−
3 )(x1 + x2 − u0)2 + 12a−3 x

2
2. (17.18)

Òàêèì îáðàçîì, åäèíñòâåííîå, ÷òî íàì îñòà¼òñÿ ïðîâåðèòü, ýòî òî,
÷òî èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ `ε öåëèêîì ðàñïîëàãàåòñÿ â îáëàñòè D+ > 0,
òî åñòü ñëåâà âûõîäèò íà âåðõíþþ ãðàíèöó ïðè vl+ 6 ul+. Ýòî, íàïðè-
ìåð, âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî, åñëè ìû äâèãàåìñÿ ïî íàøåé èíòåãðàëüíîé
êðèâîé îò òî÷êè (u0, 0) âëåâî ê âåðõíåé ãðàíèöå, òî ìû íå ìîæåì ïå-
ðåñå÷ü èçîêëèíó X0, êîòîðàÿ íà èíòåðâàëå ìåæäó (u0, 0) è (ul+, ε) ïðî-
õîäèò ïîä èçîêëèíîé X1, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå ëåãêî ïðîâåðèòü íåïî-
ñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì, ïîñêîëüêó X1 � ýòî ïðÿìàÿ

x1 − u0 =

(
1− 2

√
a+3

a+3 − a
−
3

)
x2 , (17.19)

à X0 � ýòî âåðõíÿÿ âåòâü ãèïåðáîëû(
x2 +

a+3 + a−3
a+3 − a

−
3

)2
−
(
x1 − u0 − ε

)2
=

4a+3 a
−
3

(a+3 − a
−
3 )2

. (17.20)

È, íàêîíåö, ïîñëåäíèé âûðîæäåííûé ñëó÷àé: d = 0 è a−3 = 0. Êàê
è ðàíüøå, ïîäõîäÿùàÿ íàì èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ `ε ñîåäèíÿåò òî÷êè
(ur+, ε) è (u0, 0). Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ¼ëêó, ðàñòóùóþ
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èç òî÷êè (u0+ε, 0) â òî÷êó (ur++ε, ε). Êñòàòè, îòìåòèì, ÷òî ïðè óñëîâè-
ÿõ d = 0 è a−3 = 0 ó íàñ ur+ +ε = 3ε è ul+ +ε = −ε. Ïîñêîëüêó 2x2D− =

3a+3 (x1 + x2 − u0)2, âñþäó â âåðõíåé ïîëóïîëîñå âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî D− > 0, à íåðàâåíñòâî D+(u, ε) > 0 ñïðàâåäëèâî âíå ïðîìåæóòêà
ìåæäó êîðíÿìè, òî åñòü ïðè u < −ε è ïðè u > 3ε. Òàêèì îáðàçîì, ìîæ-
íî ïîñòðîèòü äâå îáëàñòè ñ ïðîñòîé ïðàâîé ôîëèàöèåé ΩR

ε (−∞, u0− ε)
è ΩR

ε (u0+3ε,+∞). �ëêà ΩHB

ε

(
(u0+ε, 0), (u0+4ε, ε)

)
çàìåòàåò ÷àñòü ïðî-

ñòðàíñòâà ìåæäó íèìè, è îñòà¼òñÿ òðàïåöèÿ ΩTz

ε

(
u0, (u0, 0)

)
(îïðåäåëå-

íèå îáëàñòè ïðèâåäåíî â ôîðìóëå (17.16)), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ
áèëèíåéíîñòè. Èòîãî, ïðè âñåõ ε ìû ïîëó÷àåì ôîëèàöèþ

Ωε =ΩR

ε (−∞, u0 − ε) ∪ ΩTz

ε

(
u0, (u0, 0)

)
∪ ΩHB

ε

(
(u0 + ε, 0), (u0 + 4ε, ε)

)
∪ ΩR

ε (u0 + 3ε,∞).
(17.21)

Ýòà ôîëèàöèÿ èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 40.

Ðèñ. 40. Ôîëèàöèÿ (17.21).

�18. Îáçîð ôîëèàöèé
äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëüøå òð¼õ

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ñîáåð¼ì âìåñòå âñå ðåçóëüòàòû, îïèñûâàþùèå
ôîëèàöèè, êîòîðûå âîçíèêàþò â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ãðàíè÷íûå ôóíê-
öèè èìåþò âèä

f±(t) = a±3 t
3 + a±2 t

2 + a±1 t+ a±0 .

×òîáû áåç íåîáõîäèìîñòè íå óâåëè÷èâàòü êîëè÷åñòâî ðàññìàòðèâàå-
ìûõ âàðèàíòîâ, ìû íå áóäåì îïèñûâàòü òå âàðèàíòû, êîòîðûå ïîëó÷à-
þòñÿ ñ ïîìîùüþ ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîé èëè/è ãîðè-
çîíòàëüíîé îñè. Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî |a+3 | < |a

−
3 |, òî ìû ïîìåíÿåì çíàê ó
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x2, òî åñòü ïîìåíÿåì ìåñòàìè f+ è f−. Åñëè â ðåçóëüòàòå îêàæåòñÿ, ÷òî
a+3 < 0, òî ìû ïîìåíÿåì çíàê ó x1. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü,
÷òî a+3 > |a

−
3 |.

18.1. a+3 = a−3 = 0.
Íà÷í¼ì ðàçáîð ñ òîãî ñëó÷àÿ, êîãäà îáà ìíîãî÷ëåíà èìåþò ñòåïåíü

ìåíüøå òð¼õ. Âñå âàðèàíòû áûëè îïèñàíû â ðàçäåëå 3 ñòàòüè [4].

18.1.1. a+2 = a−2 .
Â ýòîì ñëó÷àå ó íàñ ïðè âñåõ ε ðåàëèçóåòñÿ îäèí èç òð¼õ âàðèàíòîâ.

a) Åñëè a+1 > a−1 , òî ó íàñ ïðàâàÿ ïðîñòàÿ ôîëèàöèÿ ΩR

ε (−∞,+∞),
èçîáðàæ¼ííàÿ íà ðèñóíêå 41.

Ðèñ. 41. Ïðàâàÿ ïðîñòàÿ ôîëèàöèÿ.

b) Åñëè a+1 < a−1 , òî ó íàñ ëåâàÿ ïðîñòàÿ ôîëèàöèÿ ΩL

ε(−∞,+∞),
èçîáðàæ¼ííàÿ íà ðèñóíêå 42.

c) Åñëè a+1 = a−1 , òî âî âñåé ïîëîñå ôóíêöèÿ Áåëëìàíà áèëèíåéíà.

18.1.2. a+2 6= a−2 .
Ôóíêöèÿ f ′+ − f ′− ëèíåéíà ñ íåíóëåâûì íàêëîíîì ãðàôèêà, è ó íå¼

åñòü êîðåíü â òî÷êå

u0 =
a−1 − a

+
1

2(a+2 − a
−
2 )
. (18.1)

a) Åñëè a+2 < a−2 , òî ôîëèàöèÿ èìååò âèä

ΩR

ε (−∞, u0 − ε) ∪ ΩT

ε (u0) ∪ ΩL

ε(u0 + ε,+∞). (18.2)

Îíà èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 43.
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Ðèñ. 42. Ëåâàÿ ïðîñòàÿ ôîëèàöèÿ.

Ðèñ. 43. Ôîëèàöèÿ (18.2).

b) Åñëè a+2 > a−2 , òî ôîëèàöèÿ èìååò âèä

ΩL

ε(−∞, u0 − ε) ∪ ΩT

ε (u0) ∪ ΩR

ε (u0 + ε,+∞). (18.3)

Îíà èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 44.

18.2. a+3 = a−3 6= 0.
Ýòîò ñëó÷àé áûë ðàçîáðàí â ðàçäåëå 7 ñòàòüè [4].

18.2.1. a+2 = a−2 .
Ïîëîæèì

ε0 =

√
|a+1 − a

−
1 |

12a3
. (18.4)
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Ðèñ. 44. Ôîëèàöèÿ (18.3).

a) Åñëè ε 6 ε0 è a
+
1 > a−1 , òî ìû èìååì ïðàâóþ ïðîñòóþ ôîëèàöèþ

ΩR

ε (−∞,+∞), èçîáðàæ¼ííóþ íà ðèñóíêå 41.
b) Åñëè ε 6 ε0 è a

+
1 < a−1 , òî ìû èìååì ëåâóþ ïðîñòóþ ôîëèàöèþ

ΩL

ε(−∞,+∞), èçîáðàæ¼ííóþ íà ðèñóíêå 42.
c) Åñëè ε > ε0, òî ó íàñ áåñêîíå÷íàÿ ëåâàÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ¼ëêà,

ñòâîëîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ

x2 = sign(a+1 − a
−
1 )ε0

(ñì. ðèñ. 45).

Ðèñ. 45. Áåñêîíå÷íàÿ ëåâàÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ¼ëêà.

18.2.2. a+2 6= a−2 .
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Â ýòîì ñëó÷àå ó íàñ åñòü îäèí êîðåíü u0 óðàâíåíèÿ f ′+ = f ′−
(ñì. (18.1)), è ïðè âñåõ ε ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ïðîáîé, ïåðåñåêàþùèé
ñåðåäèíó ïîëîñû â òî÷êå x1 = u0 + ε.

a) Åñëè a+2 > a−2 , òî ôîëèàöèÿ áóäåò èìåòü âèä

Ωε = ΩL

ε(−∞, v−)
⋃

ΩSW

ε (v−, u+)
⋃

ΩR

ε (u+,+∞) , (18.5)

ãäå u+ � êîðåíü óðàâíåíèÿ D+(u, ε) = 0, à v− � ýòî ïåðâàÿ êî-
îðäèíàòà òî÷êè, â êîòîðîé èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ `ε ïîëÿ (5.3),
âûõîäÿùàÿ èç òî÷êè (u+, ε), ïåðåñåêàåò íèæíþþ ãðàíèöó ïî-
ëîñû Ωε. Ýòà ôîëèàöèÿ èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 46.

Ðèñ. 46. Ôîëèàöèÿ ñ SW-ïðîáîåì (18.5).

b) Åñëè a+2 < a−2 , òî ôîëèàöèÿ áóäåò èìåòü âèä

Ωε = ΩR

ε (−∞, v+) ∪ ΩNW

ε (v+, u−) ∪ ΩL

ε(u−,+∞) , (18.6)

ãäå u− � êîðåíü óðàâíåíèÿ D−(u,−ε) = 0, à v+ � ýòî ïåðâàÿ êî-
îðäèíàòà òî÷êè, â êîòîðîé èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ `ε ïîëÿ (5.3),
âûõîäÿùàÿ èç òî÷êè (u−,−ε), ïåðåñåêàåò âåðõíþþ ãðàíèöó ïî-
ëîñû Ωε. Ýòà ôîëèàöèÿ èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 47.

18.3. a+3 6= a−3 , (a+2 − a
−
2 )2 > 3(a+3 − a

−
3 )(a+1 − a

−
1 ).
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Ðèñ. 47. Ôîëèàöèÿ ñ NW-ïðîáîåì (18.6).

18.3.1. a−3 > 0.
Ïðè ìàëûõ ε ôîëèàöèÿ áûëà îïèñàíà â ðàçäåëå 7 ([4]), à ïðè áîëü-

øèõ ε � â ðàçäåëå 15. Êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ε0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ u−1(ε) = v−2(ε).

a) Åñëè ε 6 ε0, òî ó íàñ äâà ïðîáîÿ (ñì. ðèñ. 48)

Ωε = ΩR

ε (−∞, v+1) ∪ ΩNW

ε (v+1, u−1) ∪ ΩL

ε(u−1, v−2)

∪ ΩSW

ε (v−2, u+2) ∪ ΩR

ε (u+2,+∞) ,
(18.7)

Ðèñ. 48. Ôîëèàöèÿ (18.7).

b) Åñëè ε > ε0, òî ïðîáîè ñîåäèíÿþòñÿ â áîëüøîé êàðìàí (ñì.
ðèñ. 49)

Ωε = ΩR

ε (−∞, v+1)∪ΩHB

ε

(
(v+1+ε, ε), (u+2+ε, ε)

)
∪ΩR

ε (u2+,+∞) . (18.8)
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Ðèñ. 49. Ôîëèàöèÿ (18.8).

18.3.2. a−3 = 0.
Ôîëèàöèÿ áûëà îïèñàíà â ðàçäåëå 17. Êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ε1 �

ýòî êîðåíü óðàâíåíèÿ u−1(−ε) = v−2(ε).

a) Åñëè ε 6 ε1, òî ó íàñ èìååòñÿ òðåóãîëüíèê áèëèíåéíîñòè è îäèí
ïðîáîé, îïèñàííûå â ðàâåíñòâå (17.3):

Ωε = ΩR

ε (−∞, u01 − ε) ∪ ΩT

ε (u01) ∪ ΩL

ε(u01 + ε, v−2)

∪ ΩHB

ε

(
(v−2+ ε,−ε), (u+2+ ε, ε)

)
∪ ΩR

ε (u+2,∞).

Ôîëèàöèÿ èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 37.
b) Åñëè ε > ε1, òî ïðîáîé �ñðåçàåò� óãîë òðåóãîëüíèêà, ïðåâðàùàÿ

åãî â òðàïåöèþ (ðàâåíñòâî (17.15)):

Ωε = ΩR

ε (−∞, u01 − ε) ∪ ΩTz

ε (u01, C) ∪ ΩHB

ε

(
C, (u+2+ ε, ε)

)
∪ ΩR

ε (u+2,∞).

Ôîëèàöèÿ èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 39.

18.3.3. a−3 < 0.
Ïðè ìàëûõ ε ôîëèàöèÿ áûëà îïèñàíà â ðàçäåëå 7 ([4]), à ïðè áîëü-

øèõ ε � â ðàçäåëå 12 ([5]). Êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ε2 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ v+1(ε) = v−2(ε).

a) Åñëè ε 6 ε2, òî ó íàñ äâà ïðîáîÿ (ñì. ôîðìóëó (12.2)4):

Ωε = ΩR

ε (−∞, u−1) ∪ ΩNE

ε (u−1, v+1) ∪ ΩL

ε(v+1, v−2)

∪ ΩSW

ε (v−2, u+2) ∪ ΩR

ε (u+2,+∞) .
(18.9)

4Çàìåòèì, ÷òî â ôîðìóëå (12.2) ïåðåïóòàíû èíäåêñû NE è SW ó ïðîáîåâ.
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Ôîëèàöèÿ èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 50.

JJ33

Ðèñ. 50. Ôîëèàöèÿ (18.9).

b) Åñëè ε > ε2, ìåæäó ïðîáîÿìè âîçíèêàåò ïðÿìîóãîëüíèê áèëè-
íåéíîñòè. Ôîëèàöèÿ îïèñàíà â ðàâåíñòâàõ (12.3) èëè (12.4):

Ωε = ΩR

ε (−∞, u−1) ∪ ΩHB

ε

(
(C1 − ε,−C2), (u−1− ε,−ε)

)
∪ ΩRect

ε (C) ∪ ΩHB

ε

(
(C1 + ε, C2), (u+2+ ε, ε)

)
∪ ΩR

ε (u+2,+∞),
(18.10)

Ôîëèàöèÿ èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 51.

Ðèñ. 51. Ôîëèàöèÿ (18.10).

Çäåñü C = C(ε) � ýòî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ `+ε è ¯̀−
ε , ãäå `

+
ε � ýòî

èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ïîëÿ (5.3), êîòîðàÿ ñòàðòóåò èç òî÷êè (u+2, ε) ñ
ïîëîæèòåëüíûì íàêëîíîì (òî åñòü ýòî òà êðèâàÿ, êîòîðàÿ ïîðîæäàåò
¼ëêó, ðàñïîëîæåííóþ ñïðàâà), à ¯̀−

ε � ýòî êðèâàÿ, ñèììåòðè÷íàÿ îòíî-
ñèòåëüíî îñè x1 èíòåãðàëüíîé êðèâîé `−ε ïîëÿ (8.22), êîòîðàÿ ñòàðòóåò
èç òî÷êè (u−1,−ε) ñ ïîëîæèòåëüíûì íàêëîíîì (òî åñòü, êîòîðàÿ ïî-
ðîæäàåò ¼ëêó, ðàñïîëîæåííóþ ñëåâà).
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18.4. a+3 6= a−3 , (a+2 − a
−
2 )2 < 3(a+3 − a

−
3 )(a+1 − a

−
1 ).

18.4.1. a−3 > 0.
Ýòîò ñëó÷àé áûë ðàçîáðàí â ðàçäåëå 9 (ñì. [5]). Ôîðìóëîé (9.2)

áûëî îïðåäåëåíî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ε+0 , ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò ïå-
ðåñòðîéêà ôîëèàöèè.

a) Åñëè ε 6 ε+0 , òî âñÿ ïîëîñà çàïîëíåíà ïðàâîé ïðîñòîé ôîëèà-
öèåé:

Ωε = ΩR

ε (−∞,+∞) . (18.11)

Ñì. ðèñ. 41.
b) Ïðè ε > ε+0 âîçíèêàåò ìàëûé êàðìàí íà âåðõíåé ãðàíèöå è

ôîëèàöèÿ ïðèíèìàåò âèä:

Ωε = ΩR

ε (−∞, v+) ∪ ΩHB

ε

(
(v+, ε), (u

r
+, ε)

)
∪ ΩR

ε (ur+,+∞) . (18.12)

Ôîëèàöèÿ èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 52.

Ðèñ. 52. Ôîëèàöèÿ (18.12).

18.4.2. a−3 < 0.
Ýòîò ñëó÷àé áûë ðàçîáðàí â ðàçäåëå 10 (ñì. [5]). Ôîðìóëîé (10.1)

áûëî îïðåäåëåíî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ε−0 , ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò åù¼
îäíà ïåðåñòðîéêà ôîëèàöèè. Îêîí÷àòåëüíàÿ ïåðåñòðîéêà ôîëèàöèè
ïðîèñõîäèò ïðè ε = ε2

Ïðè ìàëûõ ε ôîëèàöèÿ ðàçâèâàåòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ñëó-
÷àå.

a) Åñëè ε 6 ε+0 , òî âñÿ ïîëîñà çàïîëíåíà ïðàâîé ïðîñòîé ôîëèà-
öèåé (18.11). Ñì. ðèñ. 41.
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b) Åñëè ε+0 < ε 6 ε−0 , âîçíèêàåò ìàëûé êàðìàí íà âåðõíåé ãðàíèöå
è ôîëèàöèÿ èìååò âèä (18.12). Ñì. ðèñ. 52.

Äàëåå ñèòóàöèÿ ìîæåò ðàçâèâàòüñÿ ïî ðàçíîìó â çàâèñèìîñòè îò âçà-
èìíîãî ïîëîæåíèÿ âòîðîãî êîíöà v+(ε) ýêñòðåìàëè `+ε è ïîÿâëÿþùå-
ãîñÿ íà âåðõíåé ãðàíèöå êîðíÿ u−0 óðàâíåíèÿ D−(u, ε) = 0:

u−0 = −ε−0 −
a+2 − a

−
2

3(a+3 − a
−
3 )

. (18.13)

1. Åñëè v+(ε−0 ) > u−0 , òî
c1) äî ìîìåíòà ε2, çàäàâàåìîãî óñëîâèåì v+(ε2) = ul−(ε2), ñî-

õðàíÿåòñÿ ôîëèàöèÿ (18.12),
d1) à ïðè ε > ε2 ïîÿâëÿåòñÿ âòîðàÿ (óæå ïðàâàÿ) ¼ëêà è ðàç-

äåëÿþùèé äâå ¼ëêè ïðÿìîóãîëüíèê áèëèíåéíîñòè:

Ωε = ΩR

ε (−∞, ul−) ∪ ΩHB

ε

(
(C1 − ε,−C2), (ul− − ε,−ε)

)
∪ ΩRect

ε (C) ∪ ΩHB

ε

(
(C1 + ε, C2), (ur+ + ε, ε)

)
∪ ΩR

ε (ur+,+∞).
(18.14)

Ôîëèàöèÿ èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 53.

Ðèñ. 53. Ôîëèàöèÿ (18.14).

Çäåñü C = C(ε) � ýòî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ `+ε è ¯̀−
ε , ãäå

`+ε � ýòî èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ïîëÿ (5.3), êîòîðàÿ ñòàðòóåò èç
òî÷êè (ur+, ε) ñ ïîëîæèòåëüíûì íàêëîíîì (òî åñòü ýòî òà êðè-
âàÿ, êîòîðàÿ ïîðîæäàåò ïðîáîé, ðàñïîëîæåííûé ñïðàâà), à ¯̀−

ε

� ýòî êðèâàÿ, ñèììåòðè÷íàÿ îòíîñèòåëüíî îñè x1 èíòåãðàëüíîé
êðèâîé `−ε ïîëÿ (8.22), êîòîðàÿ ñòàðòóåò èç òî÷êè (ul−,−ε) ñ ïî-
ëîæèòåëüíûì íàêëîíîì (òî åñòü, êîòîðàÿ ïîðîæäàåò ïðîáîé,
ðàñïîëîæåííûé ñëåâà).

2. Åñëè v+(ε−0 ) < u−0 , òî
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c2) ïðè ε = ε−0 âîçíèêàåò íà íèæíåé ãðàíèöå ïðàâàÿ ¼ëêà, êî-
òîðàÿ ñóùåñòâóåò îäíîâðåìåííî ñ ëåâîé ¼ëêîé íà âåðõíåé
ãðàíèöå äî ìîìåíòà ε2, çàäàâàåìîãî óñëîâèåì
v+(ε2) = v−(ε2),

Ωε = ΩR

ε (−∞, ul−) ∪ ΩHB

ε

(
(v−− ε,−ε), (ul−− ε,−ε)

)
∪ ΩR

ε (v−, v+) ∪ ΩHB

ε

(
(v++ ε, ε), (ur++ ε, ε)

)
∪ ΩR

ε (ur+,+∞);
(18.15)

ôîëèàöèÿ èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 54;

Ðèñ. 54. Ôîëèàöèÿ (18.15).

d2) ïðè ε = ε2 îáëàñòü ΩR

ε (v−, v+) ñõëîïûâàåòñÿ, è ïðè ε > ε2
ïîÿâëÿåòñÿ ðàçäåëÿþùèé äâå ¼ëêè ïðÿìîóãîëüíèê áèëè-
íåéíîñòè, à ôîëèàöèÿ ïðèîáðåòàåò âèä (18.14) (ðèñ. 53).

18.5. a+3 6= a−3 , (a+2 − a
−
2 )2 = 3(a+3 − a

−
3 )(a+1 − a

−
1 ).

18.5.1. a−3 > 0.
Ïðè âñåõ ε èìååò ìåñòî ôîëèàöèÿ (17.17), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ñðåä-

íèì êàðìàíîì. Îíà èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 55.

Ðèñ. 55. Ôîëèàöèÿ (17.17).
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18.5.2. a−3 = 0.
Ïðè âñåõ ε èìååò ìåñòî ôîëèàöèÿ (17.21), êîòîðàÿ èçîáðàæåíà íà

ðèñóíêå 40.

18.5.3. a−3 < 0.
Ýòîò ñëó÷àé áûë ðàçîáðàí åù¼ â ðàçäåëå 12 (ñì. [5]), ãäå áûëî ïî-

êàçàíî, ÷òî ïðè âñåõ ε èìååò ìåñòî ôîëèàöèÿ

Ωε =ΩR

ε (−∞, u−1) ∪ ΩHB

ε

(
(u0−ε, 0), (u−1− ε,−ε)

)
∪ ΩRect

ε

(
(u0, 0)

)
∪ ΩHB

ε

(
(u0+ε, 0), (u+2+ε, ε)

)
∪ ΩR

ε (u+2,+∞).
(18.16)

Ýòà ôîëèàöèÿ èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 30.

Ôîðìóëû è óòâåðæäåíèÿ èç ðàáîò [4] è [5],
èñïîëüçóåìûå â íàñòîÿùåé ñòàòüå

T ′ =
(ε− T )DL

− − (ε+ T )DL

+

(ε− T )DL

− + (ε+ T )DL

+

; (4.32)

{
ẋ1 = ε(f ′+ − f ′−)− x2(ε− x2)f ′′− − x2(ε+ x2)f ′′+,

ẋ2 = x2(f ′− − f ′+)− x2(ε− x2)f ′′− + x2(ε+ x2)f ′′+;
(5.3)

J(x) =

(
J11 J12
J21 J21

)
. (5.5)

ãäå

J11 = ε(f ′′+ − f ′′−)− x2(ε− x2)f ′′′− − x2(ε+ x2)f ′′′+ ,

J12 = 2x2(f ′′− − f ′′+) + x2(ε− x2)f ′′′− − x2(ε+ x2)f ′′′+ ,

J21 = (f ′− − f ′+)− (ε− x2)(f ′′− − x2f ′′′− ) + (ε+ x2)(f ′′+ + x2f
′′′
+ ),

J22 = (f ′− − f ′+)− (ε− x2)(f ′′− − x2f ′′′− ) + (ε+ x2)(f ′′+ + x2f
′′′
+ ).

{
ẋ1 =(ε+x2)

[
1
2 (f ′−−f ′+)−x2f ′′+

]
+(ε−x2)

[
1
2 (f ′−−f ′+)−x2f ′′−

]
,

ẋ2 =(ε+x2)
[
1
2 (f ′−−f ′+)−x2f ′′+

]
−(ε−x2)

[
1
2 (f ′−−f ′+)−x2f ′′−

]
,

(8.22)
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Ïðåäëîæåíèå 8.8. Ïóñòü ôóíêöèÿ D+ îáðàùàåòñÿ â íîëü â òî÷êå

(u, ε). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

κL

+
def
=

2f ′′′+ (u+ ε)

f ′′+(u+ ε)− f ′′−(u− ε)− 2εf ′′′+ (u+ ε)
> 0 . (8.20)

Òîãäà äî òåõ ïîð, ïîêà êðèâàÿ `ε èä¼ò â îáëàñòè, ãäå x2D+D− > 0, å¼
íàêëîí íàõîäèòñÿ â ïðîìåæóòêå ìåæäó −1 è 1 (òî åñòü îíà ìîæåò

ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ãðàôèê ôóíêöèè îò àðãóìåíòà x1). Áîëåå òîãî,
ïðè ε′ < ε′′ êðèâàÿ `ε′ ðàñïîëàãàåòñÿ ñòðîãî âûøå êðèâîé `ε′′ , ïîêà îíè
íàõîäÿòñÿ â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè.

Çàìå÷àíèå 8.12.
Â òîëüêî ÷òî äîêàçàííîì ïðåäëîæåíèè ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ìû ðàñ-

ñìàòðèâàåì êðèâóþ `ε òîëüêî â âåðõíåé èëè íèæíåé ïîëîâèíå ïîëîñû.
Îäíàêî íåòðóäíî ðàñïðîñòðàíèòü óòâåðæäåíèå è íà äðóãóþ ïîëîâè-
íó, åñëè èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ `ε ïåðåñåêàåò ñåðåäèíó ïîëîñû â òî÷-
êå (u0, 0), ãäå u0 � ïðîñòîé êîðåíü óðàâíåíèÿ f ′+(u) = f ′−(u). Â ýòîì
ñëó÷àå ïðè ïåðåõîäå â äðóãóþ ïîëîâèíó ïîëîñû ñîîòíîøåíèÿ íèæå è
âûøå ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè. Îáùåå ïðàâèëî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê:
÷åì áîëüøå ε, òåì áëèæå êðèâàÿ `ε ê ñåðåäèíå ïîëîñû x2 = 0.

ε0 = ε+0
def
=

√
1

12a+3

[
a+1 − a

−
1 −

(a+2 − a
−
2 )2

3(a+3 − a
−
3 )

]
. (9.2)

2x2D+(x) = 3(a+3 − a
−
3 )(x1 − x2)2 + 2(a+2 − a

−
2 )(x1 − x2)

+ (a+1 − a
−
1 )− 12a+3 x

2
2; (9.3)

2x2D−(x) = 3(a+3 − a
−
3 )(x1 + x2)2 + 2(a+2 − a

−
2 )(x1 + x2)

+ (a+1 − a
−
1 ) + 12a−3 x

2
2; (9.4)

ε−0 =

√
1

12|a−3 |

[
a+1 − a

−
1 −

(a+2 − a
−
2 )2

3(a+3 − a
−
3 )

]
=

√
a+3
|a−3 |

ε+0 . (10.1)

Áëàãîäàðíîñòü

Àâòîð ïðèçíàòåëåí Ï. Á. Çàòèöêîìó, êðèòè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ êîòî-
ðîãî ïîìîãëè óëó÷øèòü äàííûé òåêñò.
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This paper is a direct continuation of two papers with the same title
published in the preceeding issues of this journal (vol. 527 (2023) and 537
(2024)). For this reason neither the introductory part of the paper nor the
list of references is duplicated. However for the reader's convenience, the
formulas from the preceding papers that are cited here are collected in a
special addendum at the end of the paper with their original numbers.

At this paper new local foliations are investigated: major and medium
pockets and some bilinear domains. The emergence of such local foliations
is illustrated by the further investigation of the examples where the boundary
functions are polynomials of the third degree. At the end of the paper
a survey is given, where all possible foliations are discribed, when the
boundary functions are polynomials of the third degree.
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