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�1. Ââåäåíèå

Áàçîâûì ïðèìåðîì ðàñïðåäåëåíèÿ, ðàññìàòðèâàåìîãî â äàííîé çà-
ìåòêå, ÿâëÿåòñÿ ìåðà Þâåíñà íà öåëî÷èñëåííûõ ðàçáèåíèÿõ. Íàïîì-
íèì, ÷òî ðàçáèåíèå λ íåîòðèöàòåëüíîãî öåëîãî ÷èñëà n � ýòî åãî ïðåä-
ñòàâëåíèå â âèäå ñóììû n = λ1 + · · ·+λK ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë.
Ïðåäñòàâëåíèÿ, îòëè÷àþùèåñÿ òîëüêî ïîðÿäêîì ñëàãàåìûõ (êîòîðûå
÷àñòî íàçûâàþò ÷àñòÿìè ðàçáèåíèÿ), ñ÷èòàþòñÿ îäíèì è òåì æå ðàç-
áèåíèåì, ïîýòîìó ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ÷àñòè λ1 > λ2 > · · · > 0;
çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî λi = 0 ïðè i > K. Êîëè÷åñòâî ïîëîæèòåëü-
íûõ ÷àñòåé K = K(λ) íàçûâàåòñÿ äëèíîé ðàçáèåíèÿ λ, à òîò ôàêò,
÷òî λ ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì n, îáîçíà÷àåòñÿ λ ` n èëè |λ| = n. Ìåðà
Þâåíñà ñ ïàðàìåòðîì θ > 0 � ýòî âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà Pn íà êîíå÷íîì
ìíîæåñòâå Pn âñåõ ðàçáèåíèé n, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì

Pn(λ) :=
θK(λ)n!

θn↑

n∏
j=1

1

jcj(λ)cj(λ)!
, λ ∈ Pn, (1)

ãäå θn↑ := θ(θ + 1) . . . (θ + n − 1) = Γ(θ + n)/Γ(θ) � âîçðàñòàþùàÿ
ôàêòîðèàëüíàÿ ñòåïåíü, à

cj(λ) := #{k : λk = j}
ñóòü ñ÷åò÷èêè, òî åñòü êîëè÷åñòâà ÷àñòåé j â ðàçáèåíèè λ. Ýòà ìåðà
èìååò åñòåñòâåííóþ èíòåðïðåòàöèþ â òåðìèíàõ ñëó÷àéíûõ ïåðåñòàíî-
âîê: ýòî ïðîåêöèÿ âåðîÿòíîñòíîé ìåðû íà ïåðåñòàíîâêàõ n-ýëåìåíòíîãî
ìíîæåñòâà, ïðîïîðöèîíàëüíîé θK(π), ãäå K(π) � ýòî êîëè÷åñòâî öèêëîâ

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñëó÷àéíîå ðàçáèåíèå öåëîãî ÷èñëà, ðàñïðåäåëåíèå Þâåíñà,
GEM-ðàñïðåäåëåíèå, ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà�Äèðèõëå, ñòîõàñòè÷åñêèé ïîðÿäîê.

Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ïðîåêòà, ðåàëèçóåìîãî â
ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîé ïðîãðàììû ôåäåðàëüíîé òåððèòîðèè �Ñèðèóñ� Íàó÷íî-
òåõíîëîãè÷åñêîå ðàçâèòèå ôåäåðàëüíîé òåððèòîðèè �Ñèðèóñ� (Ñîãëàøåíèå No. 3-03
îò 18.02.2025).
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â ïåðåñòàíîâêå π, à ïðîåêöèÿ íà ðàçáèåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ ðàññìîòðåíèåì
äëèí öèêëîâ ïåðåñòàíîâêè. Ïðè θ = 1 ýòî ïðîñòî ïðîåêöèÿ ðàâíîìåð-
íîé ìåðû íà ïåðåñòàíîâêàõ íà öåëî÷èñëåííûå ðàçáèåíèÿ. Ýòà ìåðà
ãëóáîêî èçó÷åíà, ñíà÷àëà Ãîí÷àðîâûì [16], à çàòåì ìíîãèìè äðóãèìè
àâòîðàìè. Óïîìÿíåì òîëüêî äâå ñòàòüè [11, 19]; âîîáùå ãîâîðÿ, èõ ãî-
ðàçäî áîëüøå. Äëÿ äðóãèõ çíà÷åíèé θ ìåðà Þâåíñà áûëà ââåäåíà â [10]
è âñòðå÷àåòñÿ â ðàçëè÷íûõ êîíòåêñòàõ, ñì. êíèãè [1,14] è íåäàâíèé îá-
çîð [6].

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ðàçáèåíèå ñ ìåðîéÞâåíñà íà Pn ìîæíî ïîëó-
÷èòü, îñóùåñòâëÿÿ âûáîðêó èç ñëó÷àéíîãî äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ,
êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîä÷èíÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèþ GEM (íàçâàí-
íîìó â ÷åñòü Ãðèôôèòñà, Ýíãåíà è Ìàêêëîñêè). Ïðîñòåéøèé ñïîñîá
ïîëó÷èòü òàêóþ âûáîðêó � èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ êîíñòðóêöèþ,
èçâåñòíóþ êàê �ïàëèòðà Êèíãìàíà�. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
(Wj)j=1,2,... ñ ðàñïðåäåëåíèåì beta(1, θ), òî åñòü ñ ïëîòíîñòüþ
θ(1 − w)θ−1 ïðè w ∈ (0, 1). Ïîëîæèì T0 = 0, è ïðè k = 1, 2, . . .

îïðåäåëèì Tk = 1 −
∏k
j=1(1 −Wj). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Tk ↑ 1 ï.í. ïðè

k →∞. Òî÷êè Tk ðàçáèâàþò èíòåðâàë [0, 1) íà ïîäûíòåðâàëû [Tk−1, Tk)
ñëó÷àéíûì îáðàçîì. Îáîçíà÷èì T ïîëó÷åííîå òàêèì îáðàçîì ñëó÷àé-
íîå ðàçáèåíèå [0, 1). Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå äëèí ýòèõ èíòåðâàëîâ
(Tk − Tk−1)k=1,2,... íàçûâàåòñÿ GEM-ðàñïðåäåëåíèåì GEM(θ) ñ ïàðà-
ìåòðîì θ íà áåñêîíå÷íîìåðíîì ñèìïëåêñå Σ := {(p1, p2, . . . ) : pi > 0
è
∑
i pi = 1}. Ðàñïðåäåëåíèå ýòèõ æå äëèí, óïîðÿäî÷åííûõ ïî íåâîç-

ðàñòàíèþ, íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì Ïóàññîíà�Äèðèõëå PD(θ). Ââå-
äåì òàêæå äðóãóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñ-
ïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (Ui)i=1,2,...,n, íå çàâèñÿùèõ îò (Wj).
Ýòè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ïîïàäàþò â íåêîòîðûå èíòåðâàëû ñëó÷àéíî-
ãî ðàçáèåíèÿ T . Èãíîðèðóÿ ïîðÿäîê èíòåðâàëîâ è ïîäñ÷èòûâàÿ ëèøü
êîëè÷åñòâî òî÷åê Ui â íåïóñòûõ èíòåðâàëàõ T , ïîëó÷àåì ñëó÷àéíîå
ðàçáèåíèå ÷èñëà n, êîòîðîå èìååò ðàñïðåäåëåíèå Þâåíñà íà Pn ñ ïà-
ðàìåòðîì θ, ñì. [14].

Ýòà êîíñòðóêöèÿ ïîçâîëÿåò ñâÿçàòü ðàñïðåäåëåíèÿ Þâåíñà Pn íà
Pn è Pn+1 íà Pn+1, èñïîëüçóÿ îäíî è òî æå ñëó÷àéíîå ðàçáèåíèå T
è ïðîñòî äîáàâëÿÿ íîâóþ íåçàâèñèìóþ òî÷êó Un+1 ê (Uj)j=1,...,n äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ñëó÷àéíîãî ðàçáèåíèÿ n+1. Îêàçûâàåòñÿ, âåðîÿòíîñòè ïå-
ðåõîäà ìîæíî îïèñàòü íàïðÿìóþ: åñëè ðàçáèåíèå λ = (λ1, . . . , λK) ∈ Pn
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ñîîòâåòñòâóåò T è (Uj)j=1,...,n, òî íîâîå ðàçáèåíèå n+1 ïîëó÷àåòñÿ ëè-
áî óâåëè÷åíèåì íåêîòîðîé ÷àñòè λi, i = 1, . . . ,K, íà 1 ñ âåðîÿòíîñòüþ
λi/(n+ θ), ëèáî äîáàâëåíèåì íîâîé ÷àñòè 1 ñ âåðîÿòíîñòüþ θ/(n+ θ),
ñ ïîñëåäóþùåé ïåðåñòàíîâêîé ÷àñòåé â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ ïðè íåîá-
õîäèìîñòè. Ýòî äàåò ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ðîñòà ñëó÷àéíûõ ðàçáèåíèé,
èçâåñòíûé êàê ïðîöåññ ¾êèòàéñêîãî ðåñòîðàíà¿: îí íà÷èíàåòñÿ ñ ïó-
ñòîãî ðàçáèåíèÿ ∅ ÷èñëà 0, è ýâîëþöèîíèðóåò ëèáî óâåëè÷åíèåì íåêî-
òîðîé ñóùåñòâóþùåé ÷àñòè íà 1, ëèáî äîáàâëåíèåì íîâîé ÷àñòè 1 ê
òåêóùåìó ðàçáèåíèþ. Áîëåå ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ñì. â [14].

Â ýòîé çàìåòêå ìû èññëåäóåì äðóãóþ ïðîöåäóðó ìàðêîâñêîãî ðî-
ñòà ñëó÷àéíûõ ðàçáèåíèé, ïðè êîòîðîé ðàçáèåíèÿ ðàñòóò ïóòåì äîáàâ-
ëåíèÿ ñëó÷àéíûõ ÷àñòåé ê òåêóùåìó ðàçáèåíèþ. Äîáàâëåííàÿ ÷àñòü
îñòàåòñÿ â ðàçáèåíèè íåèçìåííîé íàâñåãäà. Ïîñêîëüêó äîáàâëåííûå
÷àñòè îáû÷íî áîëüøå 1, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëó÷åííûõ òàêèì îáðà-
çîì ñëó÷àéíûõ ðàçáèåíèé íå îáÿçàòåëüíî ïîñåùàåò Pn. Îäíàêî, åñëè
îíà ïîñåùàåò Pn ïðè íåêîòîðîì n, ïîñåùåííîå ðàçáèåíèå ÷èñëà n èìå-
åò ðàñïðåäåëåíèå Þâåíñà. Êîíñòðóêöèÿ ýòîãî ïðîöåññà îñíîâàíà íà
íåçàâèñèìûõ ïóàññîíîâñêèõ ïðîöåññàõ è îïèñàíà â ðàçäåëå 2.

Ôàêòè÷åñêè ìû ðàññìàòðèâàåì îáîáùåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ Þâåí-
ñà, äîïóñêàÿ ðàçëè÷íûå âåñà äëÿ ÷àñòåé ðàçíûõ ðàçìåðîâ. Òàêèì îá-
ðàçîì, ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðèçóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íåîòðè-
öàòåëüíûõ âåñîâ (θj)j=1,2,.... Èçó÷àåìàÿ íàìè ìåðà íà Pn � ýòî ìåðà

Pn(λ) =
1

hn

∞∏
j=1

θ
cj(λ)
j

jcj(λ)cj(λ)!
, λ ∈ Pn, n ∈ N0 = {0, 1, 2, . . . }. (2)

(Çàìåòèì, ÷òî ïðè λ ∈ Pn è j > n âñåãäà cj(λ) = 0, òàê ÷òî íà ñà-
ìîì äåëå ýòî êîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå, êàê â (1), íî ìû ïðåäïî÷èòàåì
çàïèñûâàòü åãî â òàêîé ôîðìå.) Çäåñü êîýôôèöèåíò ìàñøòàáèðîâàíèÿ
(ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà)

hn =
∑
λ∈Pn

∞∏
j=1

θ
cj(λ)
j

jcj(λ)cj(λ)!
(3)

äåëàåò Pn âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé. Ïîñêîëüêó ìû äîïóñêàåì θj = 0 äëÿ
íåêîòîðûõ j, ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî hn = 0 äëÿ íåêîòîðûõ n; ìû ãîâî-
ðèì, ÷òî Pn íå îïðåäåëåíî äëÿ òàêèõ n. Äëÿ îñòàëüíûõ n ñëó÷àéíîå
ðàçáèåíèå ÷èñëà n ñ ðàñïðåäåëåíèåì (2) áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ Λ(n). Èç-
âåñòíî [12], ÷òî ïðîöåññ ¾êèòàéñêîãî ðåñòîðàíà¿ íå ïåðåíîñèòñÿ íà ýòî
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îáîáùåíèå, ïîýòîìó ââåäåíèå äðóãîãî ìåõàíèçìà ðîñòà ïðåäñòàâëÿåòñÿ
ðàçóìíûì.

Îáîáùåííîå ðàñïðåäåëåíèå Þâåíñà (2) áûëî ââåäåíî Èâ÷åíêî è
Ìåäâåäåâûì [17] è, ïî-âèäèìîìó, íåçàâèñèìî Áåöîì è Óýë÷è [2], à çà-
òåì èçó÷åíî â [3,9]. Ññûëêè íà îáøèðíóþ ëèòåðàòóðó îá ýòîì ðàñïðåäå-
ëåíèè ìîæíî íàéòè â íåäàâíåé ðàáîòå [8], ãäå îáñóæäàåòñÿ ñâÿçü ýòèõ
ìåð ñ íåêîòîðûìè àðèôìåòè÷åñêèìè ìåðàìè íà íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ,
ïðåäñòàâëÿþùèõ èíòåðåñ â òåîðèè ÷èñåë. ×àñòíûå ñëó÷àè îáîáùåííûõ
ìåð Þâåíñà, êîãäà θj = 1A(j) äëÿ íåêîòîðîãî A ⊂ N, ñîîòâåòñòâóþò
ðàâíîìåðíûì ìåðàì íà ïåðåñòàíîâêàõ ñ äëèíàìè öèêëîâ, ëåæàùèìè
â A (òàê íàçûâàåìûå A-ïåðåñòàíîâêè), òî÷íåå, èõ ïðîåêöèÿì íà ðàç-
áèåíèÿ öåëûõ ÷èñåë. Ýòè ìåðû áûëè ðàññìîòðåíû çíà÷èòåëüíî ðàíåå,
ñì. [21], ãäå åñòü ññûëêè íà ïðåäûäóùèå ðàáîòû. Çäåñü è äàëåå ìû
èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå 1A äëÿ ôóíêöèè (èëè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû),
ðàâíîé 1, êîãäà åå àðãóìåíò ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A, è 0 â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå.

Íàøà ïðåäûäóùàÿ ðàáîòà [20] ïîñâÿùåíà ñëó÷àþ, êîãäà âåñà ðàñòóò
ïîëèíîìèàëüíî, èëè, òî÷íåå, êîãäà ÷àñòè÷íûå ñóììû θ1 + · · ·+ θn ïðè
n→∞ ðàñòóò ðåãóëÿðíî ñ èíäåêñîì áîëüøå 1. Ýòîò ñëó÷àé ïðè áîëåå
ñòðîãèõ óñëîâèÿõ òàêæå ðàññìàòðèâàëñÿ ðàíåå, ñì. [3, 5]. Íàñòîÿùàÿ
ðàáîòà ïîñâÿùåíà ñëó÷àþ, êîãäà

sn := θ1 + · · ·+ θn ∼ θn ïðè n→∞, θ > 0 ôèêñèðîâàíî, (4)

÷òî íàïîìèíàåò êëàññè÷åñêèé ñëó÷àé Þâåíñà. Áîëåå îãðàíè÷èòåëüíîå
ïðåäïîëîæåíèå θn → θ > 0 ðàññìàòðèâàëîñü â [3] ñ äîïîëíèòåëüíûìè
óñëîâèÿìè íà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè, êîòîðûå áûëè çàòåì îòáðîøåíû
â [9]. Ìû ñòðåìèìñÿ ïîâòîðèòü ðåçóëüòàòû [9] ïðè ìåíåå îãðàíè÷è-
òåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè (4) î ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåñîâ
ïî ×åçàðî, à íå â îáû÷íîì ñìûñëå. Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî òî÷íàÿ
ñõîäèìîñòü íå òðåáóåòñÿ, èñõîäÿ èç áîëåå ðàííèõ ðåçóëüòàòîâ Ëóãî [13]
è ßêûìèâà [21]. Îäíàêî íàì íå óäàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå
ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (θj), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (4),

íåêîòîðûå èíòåðåñíûå ôóíêöèîíàëû îò Λ(n) èìåþò ïðåäåë ïî ðàñ-
ïðåäåëåíèþ (ïîñëå íàäëåæàùåãî ìàñøòàáèðîâàíèÿ). Íàïðîòèâ, åñòü
ñâèäåòåëüñòâà òîãî, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ ïðåäåëîâ òðåáóþò-
ñÿ íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà (θj). Äàæå â áîëåå ïðîñòîì
ñëó÷àå A-ïåðåñòàíîâîê, êîãäà θj ∈ {0, 1}, ëó÷øèå èçâåñòíûå ðåçóëü-
òàòû [21] íàêëàäûâàþò íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå àðèôìåòè÷åñêèå
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ïðåäïîëîæåíèÿ íà A. Ìû ñìîãëè äîêàçàòü òîëüêî, ÷òî åñëè ïðåäåë
ñóùåñòâóåò, òî îí òàêîé æå, êàê è â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå Þâåíñà ñ
ïàðàìåòðîì θ.

Êëàññè÷åñêóþ ìîäåëü Þâåíñà ñ ïàðàìåòðîì θ ãîðàçäî ïðîùå èçó-
÷àòü, â ÷àñòíîñòè, áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ ïðîöåññà ¾êèòàéñêîãî ðåñòî-
ðàíà¿. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòåé (ïåðå÷èñëåí-
íûõ â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ) ñëó÷àéíîãî ðàçáèåíèÿ ÷èñëà n ñ ðàñïðåäå-
ëåíèåì Þâåíñà(θ) ïîñëå äåëåíèÿ íà n ñõîäÿòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ,
ïðè n → ∞, ê ñëó÷àéíîìó ýëåìåíòó áåñêîíå÷íîìåðíîãî ñèìïëåêñà
Σ↓ := {(p1, p2, . . . ) : p1 > p2 > . . . è

∑
i pi = 1} ñ óïîìÿíóòûì âûøå

ðàñïðåäåëåíèåì Ïóàññîíà�Äèðèõëå PD(θ). Ýòî ýêâèâàëåíòíî óòâåð-
æäåíèþ, ÷òî ÷àñòè ïîñëå äåëåíèÿ íà n è ïåðåñòàíîâêè èõ â ïðîïîð-
öèîíàëüíîì ðàçìåðó ñòîõàñòè÷åñêîì (size-biased) ïîðÿäêå ñõîäÿòñÿ ê
ðàñïðåäåëåíèþ GEM(θ). Ýòîò ðåçóëüòàò î ñõîäèìîñòè ïî ðàñïðåäåëå-
íèþ áûë ðàñïðîñòðàíåí â [9] íà ñëó÷àé, êîãäà θn → θ, îäíàêî èñ-
ïîëüçîâàííûå òàì ìåòîäû, ïî-âèäèìîìó, íå ðàáîòàþò ïðè áîëåå ñëà-
áîì ïðåäïîëîæåíèè (4). Ðàçðàáîòàííûé çäåñü íîâûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò
ðàñïðîñòðàíèòü ýòîò ðåçóëüòàò è íà ñëó÷àé, êîãäà äëÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè âåñîâ (θj) âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî (4), ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ
ïðåäåëà, ñì. òåîðåìó 3.

Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìû îïèñûâàåì ïðîöåññ ðîñòà ðàçáèåíèé â
íåïðåðûâíîì âðåìåíè, èñïîëüçóÿ íåçàâèñèìûå íåîäíîðîäíûå ïóàññî-
íîâñêèå ïðîöåññû. Â �3 èçó÷àåòñÿ öåïü ñêà÷êîâ ýòîãî ïðîöåññà, êîòîðàÿ
îêàçûâàåòñÿ öåïüþ Ìàðêîâà ñî ñòàöèîíàðíûìè ïåðåõîäíûìè âåðîÿò-
íîñòÿìè. Ðåçóëüòàòû ��2 è 3 íîñÿò îáùèé õàðàêòåð è íå îñíîâàíû íà
ïðåäïîëîæåíèè î ðåãóëÿðíîñòè (4). Â �4 ìû íàêëàäûâàåì ïðåäïîëî-
æåíèå (4) è èññëåäóåì íåêîòîðûå åãî àíàëèòè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ. Ýòè
ðåçóëüòàòû çàòåì èñïîëüçóþòñÿ â �5 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàøåãî îñ-
íîâíîãî ðåçóëüòàòà � òåîðåìû 3.

�2. Ïîñòðîåíèå ñëó÷àéíûõ ðàçáèåíèé ïî

ïóàññîíîâñêèì ïðîöåññàì

Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (θj)j=1,2,..., ãäå θj > 0, ðàññìîòðèì íåçà-
âèñèìûå íåîäíîðîäíûå ïóàññîíîâñêèå ïðîöåññû ρj(x) ñ ìåðàìè èíòåí-
ñèâíîñòè θjx

j−1dx â òî÷êå x > 0, j = 1, 2, . . . . Âñþ íåîáõîäèìóþ èí-
ôîðìàöèþ î ïóàññîíîâñêèõ ïðîöåññàõ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [18].
Ïðè ôèêñèðîâàííîì x > 0 ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ρj(x) íåçàâèñèìû è
èìåþò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñî ñðåäíèì
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θjx
j/j =

x∫
0

θjz
j−1dz,

à èõ ñóììà

ρ(x) :=

∞∑
j=1

ρj(x), x ∈ [0, 1),

ñõîäèòñÿ ïî÷òè íàâåðíîå (ï.í.), åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä èç èõ îæèäàíèé

Θ(x) :=

∞∑
j=1

θj
j
xj

θ
= −θ log(1− x). (5)

Çäåñü è äàëåå ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå
θ
= äëÿ çíà÷åíèé â êëàññè-

÷åñêîì ñëó÷àå Þâåíñà θj ≡ θ > 0. Ïðè óñëîâèè (4) ðÿä (5) ñõîäèòñÿ
ïðè |x| < 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè x = 1. Â ýòîì è ñëåäóþùåì ïàðàãðà-
ôàõ ìû ïðåäïîëàãàåì ëèøü, ÷òî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè Θ( · ) ðàâåí 1 è

Θ(x)→∞ ïðè x ↑ 1.

Çàìå÷àíèå 1. Ïóñòü r � ðàäèóñ ñõîäèìîñòè Θ( · ). Ïðåäïîëîæåíèå,
÷òî r = 1, ìîæíî çàìåíèòü ïðåäïîëîæåíèåì, ÷òî r ïîëîæèòåëåí è
êîíå÷åí, ïîñêîëüêó ëèíåéíàÿ çàìåíà âðåìåíè x → xr ýêâèâàëåíòíà
èçìåíåíèþ θj → θjr

j , êîòîðîå íå ìåíÿåò ìåðû Pn, çàäàííûå ðàâåí-
ñòâîì (2).

Ïðîöåññ ρ(x), x ∈ [0, 1), òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåîäíîðîäíûì ïðîöåññîì
Ïóàññîíà ñ ìåðîé èíòåíñèâíîñòè θ(x) dx = Θ′(x) dx â òî÷êå x ∈ [0, 1),
ãäå

θ(x) :=

∞∑
j=1

θjx
j−1 θ

=
θ

1− x
. (6)

Ñëåãêà ïåðåãðóæàÿ îáîçíà÷åíèÿ, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ρj è ρ ñîîò-
âåòñòâóþùèå òî÷å÷íûå ïðîöåññû Ïóàññîíà, òî åñòü ñëó÷àéíûå ìíîæå-
ñòâà òî÷åê, â êîòîðûõ ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ñîâåðøàåò ñêà÷îê. Ìû
ìîæåì çàïèñàòü òî÷êè òî÷å÷íîãî ïðîöåññà ρ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ:
ρ = {ξ1, ξ2, . . . }, ãäå 0 = ξ0 < ξ1 < ξ2 < . . . . Åñëè Θ(x) → ∞ ïðè x ↑ 1,
ýòî ï.í. ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, è ξk ↑ 1 ïðè k →∞. Êàæäàÿ òî÷êà ξk ï.í.
ëåæèò ëèøü â îäíîì èç òî÷å÷íûõ ïðîöåññîâ ρj (j = 1, 2, . . . ). Îïðå-
äåëèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó Jk êàê èíäåêñ ïðîöåññà, ñîäåðæàùåãî ýòó



ÐÎÑÒ ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÐÀÇÁÈÅÍÈÉ 335

òî÷êó, òî åñòü Jk = j, åñëè ρj 3 ξk. Óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå Jk ïðè
çàäàííîì ξk ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ïëîòíîñòåé è íå çàâèñèò îò k:

P(Jk = j|ξk = x) =
θjx

j−1

θ(x)

θ
= xj−1(1− x), x ∈ (0, 1). (7)

Òàêèì îáðàçîì, Jk ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìåòêó òî÷êè ξk ∈ ρ
(ñì. [18, ãëàâà 5]); ìû íàçûâàåì ýòè ìåòêè ñêà÷ê�aìè ïî ïðè÷èíå, êî-
òîðàÿ ñòàíåò ÿñíà ïîçæå. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå Þâåíñà ñ ïàðàìåò-
ðîì θ ýòî ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå, êîòîðîå íå çàâèñèò òàêæå îò
θ, íî âñå åùå çàâèñèò îò ξk = x. Â îáùåì ñëó÷àå óñëîâíîå ðàñïðå-
äåëåíèå Jk ïðè ξk = x ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òàê íàçûâàåìîå ðàñïðåäå-

ëåíèå ñòåïåííîãî ðÿäà PS
ψ(·)
x ñ ψ(x) = x θ(x). Íàïîìíèì, ÷òî ñòåïåí-

íîìó ðÿäó ψ(x) =
∑∞
j=0 ψjx

j ñ ψj > 0 è ïîëîæèòåëüíûì ðàäèóñîì
ñõîäèìîñòè R ìîæíî ñîïîñòàâèòü ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíî-
ñòåé íà N0, èçâåñòíîå êàê ðàñïðåäåëåíèå ñòåïåííîãî ðÿäà, ñëåäóþùèì

îáðàçîì: PS
ψ(·)
x ({j}) = ψjx

j/ψ(x) äëÿ j ∈ N0, ãäå x ∈ (0, R) � ïàðà-
ìåòð. Àëüòåðíàòèâíî ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó

X ñ ðàñïðåäåëåíèåì PS
ψ(·)
x åå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé âåðîÿòíîñòåé

E zX = ψ(zx)/ψ(x). Ýòè ðàñïðåäåëåíèÿ èãðàþò âàæíóþ ðîëü â íàñòî-
ÿùåì èññëåäîâàíèè.

Äëÿ êàæäîãî x ∈ [0, 1) ïóñòü Λ(x) � (ñëó÷àéíîå) ðàçáèåíèå, äëÿ êî-
òîðîãî ñ÷åò÷èêè ÷àñòåé cj(Λ(x)) = ρj(x) ïðè âñåõ j = 1, 2, . . . . Òàêèì
îáðàçîì, ñ÷åò÷èêè ÷àñòåé cj(Λ(x)) � íåçàâèñèìûå ïóàññîíîâñêèå ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû ñî ñðåäíèìè θjx

j/j. Ïî ïîñòðîåíèþ, Λ(x) èìååò ρ(x)
÷àñòåé, êîòîðûå ðàâíû J1, . . . , Jρ(x). Ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ñåìåé-
ñòâî Λ(x)x∈[0,1) êàê ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñî çíà÷åíèÿìè íà ðàçáèåíèÿõ
öåëûõ ÷èñåë. Îí ñòàðòóåò ñ ïóñòîãî ðàçáèåíèÿ Λ(0) = ∅ è ðàçâèâàåòñÿ
ïî ìåðå ðîñòà x, äîáàâëÿÿ ê òåêóùåìó ðàçáèåíèþ íîâóþ ñëó÷àéíóþ
÷àñòü Jk â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ξk, k = 1, 2, . . . . Äîáàâëåííàÿ â ìî-
ìåíò âðåìåíè ξk ÷àñòü Jk îñòàåòñÿ â Λ(x) íà ïðîòÿæåíèè âñåãî âðåìåíè
ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîöåññà, òî åñòü ïðè x ∈ [ξk, 1).

Ïðîöåññ Λ(x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öåïü Ìàðêîâà ñ íåïðåðûâíûì âðå-
ìåíåì è ñ íåñòàöèîíàðíûìè èíòåíñèâíîñòÿìè ïåðåõîäîâ. Ìàðêîâñêîå
ñâîéñòâî ñëåäóåò èç ìàðêîâñêîãî ñâîéñòâà ïóàññîíîâñêèõ ïðîöåññîâ
ρj(x) è òîãî ôàêòà, ÷òî Λ(x) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ρj(x)) îïðåäåëÿþò
äðóã äðóãà. Îäíàêî ìû íå áóäåì îïèðàòüñÿ íà ìàðêîâñêóþ ñòðóêòóðó
ïðîöåññà Λ(x), à îáðàòèìñÿ ê ÿâíîìó ïîñòðîåíèþ ïóàññîíîâñêîãî ïðî-
öåññà è àíàëèçó åãî öåïè ñêà÷êîâ. Öåïü ñêà÷êîâ îêàçûâàåòñÿ öåïüþ
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Ìàðêîâà ñî ñòàöèîíàðíûìè âåðîÿòíîñòÿìè ïåðåõîäîâ, êàê ïîêàçûâà-
þò ðåçóëüòàòû �3. Íî ïåðåä ýòèì èññëåäóåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà Λ(x) è
óñòàíîâèì åãî ñâÿçü ñî ñëó÷àéíûìè ðàçáèåíèÿìè ÷èñëà n, íà êîòîðûõ
ðàññìàòðèâàåòñÿ îáîáùåííàÿ ìåðà Þâåíñà Pn.

Äëÿ ëþáîãî x ∈ [0, 1) âåñ ñëó÷àéíîãî ðàçáèåíèÿ Λ(x), òî åñòü ñóììà
åãî ÷àñòåé, ðàâåí

N(x) := |Λ(x)| =
ρ(x)∑
k=1

Jk =

∞∑
j=1

j ρj(x), x ∈ [0, 1). (8)

Ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ âåðîÿòíîñòåé äëÿ N(x) íåñëîæíî íàéòè:

E zN(x) =

∞∏
j=1

E zjρj(x) =

∞∏
j=1

eθjx
j(zj−1)/j

= eΘ(zx)−Θ(x) θ
=

(1− x)θ

(1− zx)θ
, |z| 6 1. (9)

Òàêèì îáðàçîì, N(x) èìååò ðàñïðåäåëåíèå ñòåïåííîãî ðÿäà PS
h( · )
x , ïî-

ñòðîåííîå ïî ðÿäó

h(x) := eΘ(x) θ
=

1

(1− x)θ
. (10)

Çàìå÷àíèå 2. Ðàññìîòðèì íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü d ìíîæåñòâà
{j : θj > 0}. Åñëè d = 1, òî ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî P(N(x) = n) > 0
äëÿ ëþáîãî x ∈ (0, 1) è âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n. Íàïðîòèâ, åñëè
d > 1, òî P(N(x) = n) = 0 ïðè âñåõ n, íå äåëÿùèõñÿ íà d, ïîñêîëü-
êó â ýòîì ñëó÷àå è Θ(x), è h(x) ôàêòè÷åñêè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè
îò xd. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ρj(x) ≡ 0 ïðè âñåõ j, íå äåëÿùèõñÿ íà d.
Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî èãíîðèðîâàòü ýòè íóëåâûå ïðîöåññû è ðàññìàò-
ðèâàòü òîëüêî ïðîöåññû ρd(x), ρ2d(x), . . . . Îäíîâðåìåííîå äåòåðìèíè-
ðîâàííîå èçìåíåíèå âðåìåíè xd 7→ x âî âñåõ ýòèõ ïðîöåññàõ ýêâèâà-
ëåíòíî ðàññìîòðåíèþ èñõîäíîãî ïîñòðîåíèÿ, íà÷àòîãî ñ ïðîðåæåííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (θd, θ2d, . . . ) âìåñòî (θj). Ñðåäíèå ïî ×åçàðî ýòîé
ïðîðåæåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäÿòñÿ ê θ/d, åñëè äëÿ èñõîäíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (4). Ïîýòîìó ìîæíî íå óìà-
ëÿÿ îáùíîñòè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî d = 1. Îäíàêî ïðèâåäåííûå íèæå
ðåçóëüòàòû ñïðàâåäëèâû è áåç ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, è ìû åãî íå äå-
ëàåì.
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Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî x ∈ (0, 1) è êàæäîãî n, òàêîãî ÷òî ìåðà Pn

îïðåäåëåíà (òî åñòü hn > 0), âûïîëíÿåòñÿ

P(Λ(x) = λ | N(x) = n) = Pn(λ)

Òàêèì îáðàçîì, ðàñïðåäåëåíèå Λ(x) ÿâëÿåòñÿ ñìåøàííûì ðàñïðåäå-

ëåíèåì PN(x), ãäå P(N(x) = n) = hnx
n/h(x), hn îïðåäåëåíî ðàâåí-

ñòâîì (3), à h(x) � ðàâåíñòâîì (10). Áîëåå òîãî, ïðè óñëîâèè ÷òî

Λ(x) ïîñåùàåò Pn â íåêîòîðîì ñëó÷àéíîì ðàçáèåíèè Λ(n), äëÿ ýòîãî

ðàçáèåíèÿ P(Λ(n) = λ) = Pn(λ) ïðè âñåõ λ ∈ Pn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü h0
n � êîýôôèöèåíò ïðè x

n â ðàçëîæåíèè ðÿ-
äà h(x) = eΘ(x). Òîãäà P(N(x) = n) = h0

nx
n/h(x) ñîãëàñíî (9). Äëÿ n,

òàêèõ ÷òî h0
n > 0, è äëÿ ëþáîãî λ ∈ Pn èìååì

P(Λ(x) = λ | N(x) = n) = P(ρj(x) = cj(λ) ∀j ∈ N | N(x) = n)

=
h(x)

h0
nx

n

∞∏
j=1

(θjx
j/j)cj(λ)

cj(λ)!
e−θjx

j/j =
hn
h0
n

Pn(λ) (11)

ãäå Pn(λ) îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (2). Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå x
∑
jcj(λ)

ñîêðàùàåòñÿ ñ xn, à h(x) ñîêðàùàåòñÿ ñ e−
∑
θjx

j/j ââèäó (10) è (5).
Ñóììèðóÿ ïî âñåì λ ∈ Pn, ïîëó÷àåì, ÷òî hn = h0

n, ïîñêîëüêó hn âûáðà-
íî òàêèì îáðàçîì, ÷òî Pn ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé. Äëÿ λ /∈ Pn
(11) òàêæå âûïîëíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó îáå ÷àñòè ðàâíû íóëþ. Ñëåäîâà-
òåëüíî, óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå Λ(x) ïðè óñëîâèè N(x) = n åñòü Pn

ïðè âñåõ n, äëÿ êîòîðûõ Pn îïðåäåëåíî, è äëÿ ëþáîãî x ∈ (0, 1). Íà
ýòîò æå ôàêò ìîæíî ïîñìîòðåòü ñ ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíû: ðàñïðå-
äåëåíèå Λ(x) ÿâëÿåòñÿ ñìåøàííûì ðàñïðåäåëåíèåì PN(x) ñî ñìåøè-

âàþùåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé N(x), ðàñïðåäåëåííîé ñîãëàñíî PS
h( · )
x .

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå
îäèíàêîâî äëÿ âñåõ x ∈ (0, 1). �

Òî, ÷òî îáîáùåííûå ìåðû Þâåíñà Pn ìîæíî ñìåøàòü òàê, ÷òî ñ÷åò-
÷èêè ÷àñòåé ñòàíîâÿòñÿ íåçàâèñèìûìè, õîðîøî èçâåñòíî. Ýòî ñâîéñòâî
ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ãîðàçäî áîëåå øèðîêèé êëàññ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð
íà öåëî÷èñëåííûõ ðàçáèåíèÿõ, ñì. [15], ãäå ðàññìîòðåí îáùèé ñëó÷àé.
Òåõíè÷åñêèé àíàëèç ýòèõ ìåð îáû÷íî ÿâíî èëè íåÿâíî áàçèðóåòñÿ íà
ýòîì ôàêòå. Òîãäà x îáû÷íî èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïàðàìåòð, êîòîðûé
ñëåäóåò íàñòðàèâàòü â ñîîòâåòñòâèè ñî çíà÷åíèåì n äëÿ àïïðîêñèìà-
öèè ìåðû Pn. Íàø ïîäõîä çäåñü èíîé: ìû ðàññìàòðèâàåì x ∈ [0, 1) êàê



338 Þ. Â. ßÊÓÁÎÂÈ×

¾âðåìÿ¿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà Λ(x) ñî çíà÷åíèåì íà ìíîæåñòâå ðàçáèå-
íèé öåëûõ ÷èñåë. Ñ èçìåíåíèåì âðåìåíè x ìåíÿåòñÿ ëèøü ñìåøèâàþ-
ùèé ïàðàìåòð N(x), êîòîðûé ïî ïîñòðîåíèþ ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùèì
ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì ñî çíà÷åíèÿìè â N0.

Ñìåøèâàþùèé ïðîöåññ N(x), x ∈ [0, 1), òàêæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
öåïü Ìàðêîâà ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, èíòåíñèâíîñòè ïåðåõîäà êî-
òîðîãî íåñòàöèîíàðíû: P(N(x + dx) = n + j | N(x) = n) = θjx

j−1dx
(n > 0, j > 1). Ýòî ñíîâà ëåãêî ñëåäóåò èç ñâîéñòâ íåçàâèñèìîñòè
òî÷å÷íîãî ïðîöåññà Ïóàññîíà ρ. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå
N(x) áåçãðàíè÷íî äåëèìî, è, ïîñêîëüêó îíî ñîñðåäîòî÷åíî íà öåëûõ
÷èñëàõ, N(x) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çíà÷åíèå ñëîæíîãî ïóàññîíîâ-
ñêîãî ïðîöåññà â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè. Îäíàêî âðåìÿ äëÿ
ýòîãî ñëîæíîãî ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà íå ðàâíî x. Âìåñòî ýòîãî, ïðè
ôèêñèðîâàííîì x ∈ [0, 1), ñëåäóåò ðàññìîòðåòü ïðîðåæåííûé ïóàññî-
íîâñêèé ïðîöåññ ρt(x), t ∈ [0, 1], êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ îòáðàñûâàíèåì
òî÷åê ρ íåçàâèñèìî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − t. Òî÷íåå, âñåì òî÷êàì ξk ∈ ρ
íàäî ñîïîñòàâèòü íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Uk ñ ðàâíîìåð-
íûì ðàñïðåäåëåíèåì íà [0, 1], è âêëþ÷àòü â ρt òîëüêî òå òî÷êè ξk, äëÿ
êîòîðûõ Uk 6 t. Òîãäà ρt(x), t ∈ [0, 1], òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâñêèì
ïðîöåññîì. Ñòðîÿ Nt(x) ïî ρt(x) è îðèãèíàëüíûì ìåòêàì Jk, ïîëó÷èì
ñëîæíûé ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ñî âðåìåíåì t ∈ [0, 1] è N(x) = N1(x)
ï.í. Ìû íå èñïîëüçóåì ýòî íàáëþäåíèå â äàííîé ñòàòüå, íî ïëàíèðóåì
èññëåäîâàòü ýòî äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå öåëî÷èñëåííîå ñëó÷àéíîå ïîëå
â äðóãîì ìåñòå.

Ïðîñòàÿ ñòðóêòóðà ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà ρ(x) äàåò âîçìîæíîñòü
íàéòè ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå åãî ïåðâûõ òî÷åê è èõ ìåòîê, à òàêæå
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî N(x) ïîñåùàåò Pn.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïðè âñåõ k ∈ N, ëþáûõ j1, . . . , jk ∈ N è ïðîèçâîëü-

íûõ 0 < x1 < · · · < xk < 1,

P(ξ1 ∈ [x1, x1 + dx1], . . . , ξk ∈ [xk, xk + dxk], J1 = j1, . . . , Jk = jk)

= e−Θ(xk)
k∏
r=1

θjrx
jr−1
r dxr. (12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì xk+1 =1 è âûáåðåì δ∈(0,min{xr+1−xr,
r = 1, . . . , k}). Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â [xr, xr + δ) ëåæèò òî÷êà ïðîöåñ-
ñà ρ, ýêâèâàëåíòíà θ(xr)δ ïðè δ ↓ 0, à âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòà òî÷êà
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ïîëó÷åíà èç ïðîöåññà ρj , ýêâèâàëåíòíà θjx
j−1
r /θ(xr) ïðè δ ↓ 0, ñîãëàñ-

íî (7). Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â èíòåðâàëå [xr+δ, xr+1) (r = 1, . . . , k−1)
íåò òî÷åê ρ, ðàâíà e−Θ(xr+1)+Θ(xr+δ). Â èíòåðâàëå [0, x1) òî÷åê ρ íåò ñ
âåðîÿòíîñòüþ e−Θ(x1). Ïîñêîëüêó âñå ýòè ñîáûòèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ïîâå-
äåíèåì ρ âíóòðè íåïåðåêðûâàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ, îíè íåçàâèñèìû, è
óòâåðæäåíèå ïîëó÷àåòñÿ ðàññìîòðåíèåì ïðåäåëà ïðè δ ↓ 0. �

Ïðåäëîæåíèå 2 (ñì. òàêæå [20, ïðåäëîæåíèå 1]). Âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî Λ(x) ïîñåùàåò Pn ïðè êàêîì-òî x ∈ [0, 1), ðàâíà

gn := P(∃x ∈ [0, 1) : N(x) = n) = P(χn ∈ (0, 1)) = hnun, (13)

ãäå hn � ýòî n-é êîýôôèöèåíò ðÿäà Òåéëîðà äëÿ h(x) = eΘ(x), ÿâíî

îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì (3), è

un =

1∫
0

xnθ(x) e−Θ(x)dx. (14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü χ(x) = min{ξj : ξj > x} � ìîìåíò ïåðâîãî
ñêà÷êà ρ( · ) ïîñëå âðåìåíè x. Òîãäà

P(N(x) = n, χ(x) ∈ (x, x+ δ]) ∼ hnx
n

h(x)
θ(x) δ, δ ↓ 0, (15)

ïîñêîëüêó ñîáûòèÿ {N(x) = n} è {χ(x) ∈ (x, x+ δ]} îïðåäåëÿþòñÿ ρ è
åãî ìåòêàìè Jk íà íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëàõ [0, x] è (x, x+δ] è, ñëå-
äîâàòåëüíî, íåçàâèñèìû. Íà ñîáûòèè {N(x) = n} ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
χ(x) ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì âðåìåíåì, êîãäà öåïü ïîêèäàåò óðîâåíü Pn.
Òàêèì îáðàçîì, (15), äåëåííîå íà δ, äàåò, â ïðåäåëå δ ↓ 0, ïëîòíîñòü
âðåìåíè âûõîäà èç Pn. Ïîñêîëüêó Λ(x) ïîñåùàåò (è âûõîäèò èç) Pn
íå áîëåå îäíîãî ðàçà, ìû ïîëó÷àåì âåðîÿòíîñòü (13), èíòåãðèðóÿ ýòó
ïëîòíîñòü ïî x ∈ (0, 1). �

Ïðèâåäåííûé âûøå ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ïðåäëîæåíèÿ 1 â [20],
ãäå òàêæå íàéäåíî ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè âõîäà è âûõîäà
äëÿ Pn.

�3. Öåïè ñêà÷êîâ

Ìû áóäåì èññëåäîâàòü äâå öåïè

Λk := Λ(ξk), Nk := N(ξk), k = 0, 1, 2, . . . . (16)
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Ïî ïîñòðîåíèþ Nk = |Λk| è ïðîöåññ (Nk)k∈N0
îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðîöåñ-

ñó (Λk)k∈N0 . Ìîæíî òàêæå âîññòàíîâèòü Λk èç òðàåêòîðèè (Ni)i=0,...,k.
Â äåéñòâèòåëüíîñòè ýòà òðàåêòîðèÿ òàêæå íåñåò äîïîëíèòåëüíóþ èí-
ôîðìàöèþ î ïîðÿäêå äîáàâëåíèÿ ÷àñòåé ê Λk, êîòîðàÿ òåðÿåòñÿ â ñà-
ìîì çíà÷åíèè Λk. Ïîýòîìó, âîçìîæíî, áûëî áû óìåñòíåå ãîâîðèòü î
ñëó÷àéíûõ êîìïîçèöèÿõ öåëûõ ÷èñåë, êîòîðûå íåñóò ýòó èíôîðìàöèþ
î ïîðÿäêå. Îäíàêî õîòÿ ìû íå ìîæåì âîññòàíîâèòü òî÷íûé ïîðÿäîê
äîáàâëåíèÿ ÷àñòåé ê Λk òîëüêî ïî çíà÷åíèþ Λk, ðàñïðåäåëåíèå ýòî-
ãî ïîðÿäêà çàøèòî â êîíñòðóêöèþ è ìîæåò áûòü ëåãêî îïèñàíî, ñì.
òåîðåìó 2 íèæå.

Ïðåäëîæåíèå 1 ïîçâîëÿåò íàéòè ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ïåðâûõ
ñêà÷êîâ J1, . . . , Jk.

Ïðåäëîæåíèå 3 (ñì. [20, ëåììà 2]). Ïðè ëþáûõ k ∈ N è j1, . . . , jk ∈ N
îáîçíà÷èì

nr := j1 + · · ·+ jr, 1 6 r 6 k,

÷àñòè÷íûå ñóììû ñêà÷êîâ jr. Òîãäà

P(J1 = j1, . . . , Jk = jk) = unk

k∏
r=1

θjr
nr

(17)

ãäå un îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (14).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì òðåáóåòñÿ ïðîèíòåãðèðîâàòü (12) ïî îáëàñòè
0 < x1 < · · · < xk < 1. Ýòî ëåãêî ñäåëàòü, âû÷èñëÿÿ ñïåðâà âíóòðåííèé
èíòåãðàë ïî x1 ∈ [0, x2], çàòåì ïî x2 ∈ [0, x3] è ò.ä. Òàêèì îáðàçîì ìû
ïîëó÷èì

P(J1 = j1, . . . , Jk = jk) =
(k−1∏
r=1

θjr
nr

)
θjk

1∫
0

xnk−1
k e−Θ(xk)dxk,

÷òî ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó (17) èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì. �

Ñëåäñòâèå 1. Îïðåäåëåííûå ðàâåíñòâîì (16) ïðîöåññû ñêà÷êîâ (Nk)
è (Λk) ñóòü ìàðêîâñêèå öåïè íà ìíîæåñòâàõ íåîòðèöàòåëüíûõ öå-

ëûõ è ðàçáèåíèé öåëûõ ÷èñåë, ñîîòâåòñòâåííî, íà÷èíàþùèåñÿ èç

N0 = 0 è Λ0 = ∅. Îíè èìåþò ñòàöèîíàðíûå ïåðåõîäíûå âåðîÿòíî-

ñòè

pn,m := P(Nk+1 = m | Nk = n) =
umθm−n
mun

, m > n > k > 0, (18)
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è, äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ λ ÷èñëà n íà k ÷àñòåé, òàêîãî ÷òî

P(Λk=λ) > 0,

P(Λk+1 = λ ∪ (m− n) | Λk = λ) = pn,m. (19)

(Çäåñü λ ∪ j � ýòî ðàçáèåíèå λ, ê êîòîðîìó äîáàâëåíà ÷àñòü j.)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïîñòðîåíèþ Λ0 = ∅ è N0 = 0. Ïðè k = 0 è
n = 0, (18) è (19) ÿâëÿþòñÿ ïðîñòî ÷àñòíûì ñëó÷àåì (17) ïðè k = 1.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî k > 1. Ïóñòü λ � ðàçáèåíèå ÷èñëà n ñ ÷à-
ñòÿìè j1, . . . , jk (ïåðå÷èñëåííûìè â íåêîòîðîì ïîðÿäêå, íå îáÿçàòåëüíî
ïî óáûâàíèþ), òî åñòü n = nk = j1 + · · · + jk. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
Λk = λ è ÷àñòè áûëè äîáàâëåíû â ýòîì ïîðÿäêå, îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâîé
÷àñòüþ (17) (êîòîðóþ ìû ïðåäïîëàãàåì ïîëîæèòåëüíîé, ÷òî îçíà÷àåò,
÷òî θjr > 0 äëÿ âñåõ r), è àíàëîãè÷íî äëÿ Λk+1 = λ ∪ jk+1. Ñëåäîâà-
òåëüíî,

P(Λk+1 = λ ∪ jk+1 | Λk = λ, J1 = j1, . . . , Jk = jk) =
un+jk+1

θjk+1

(n+ jk+1)un
.

Ýòà óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà äîáàâëåíèÿ ÷àñòåé,
ïîýòîìó (Λk) ÿâëÿåòñÿ öåïüþ Ìàðêîâà, è (19) ïîëó÷àåòñÿ ïåðåîáî-
çíà÷åíèåì m = n + jk+1. Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó ïåðåõîäíàÿ âåðîÿò-
íîñòü (19) çàâèñèò îò λ òîëüêî ÷åðåç |λ| = n è íå çàâèñèò ÿâíî îò
k = K(λ), îíà òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé ïåðåõîäíîé âåðîÿòíîñòüþ
äëÿ öåïè (Nk). �

Ïðè óñëîâèè, ÷òî NKn
= n äëÿ íåêîòîðîãî (ñëó÷àéíîãî) Kn (÷òî

âîçìîæíî òîëüêî åñëè hn > 0), ìîæíî ðàññìîòðåòü ìàðêîâñêóþ öåïü
(Nk) â îáðàòíîì âðåìåíè, íà÷èíàÿ ñ øàãà Kn:

N̂
(n)
k := NKn−k, k = 0, 1, . . . ,Kn. (20)

Ýòó öåïü òàêæå íåñëîæíî îïèñàòü íåïîñðåäñòâåííî.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü n òàêîâî, ÷òî hn > 0. Ïðîöåññ N̂
(n)
k � ýòî

ìàðêîâñêàÿ öåïü ñî çíà÷åíèÿìè â N0, êîòîðàÿ ñòàðòóåò â N̂
(n)
0 = n

è èìååò ñòàöèîíàðíûå ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè

P(N̂
(n)
k+1 = r | N̂ (n)

k = m) =
hrθm−r
mhm

, 0 6 r < m 6 n, hm > 0, (21)

êîòîðûå íå çàâèñÿò îò n. Îíà îñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè äîñòèæåíèè

ïîãëîùàþùåãî ñîñòîÿíèÿ 0. Åñëè hm = 0, òî öåïü íå ìîæåò ïîïàñòü

â ñîñòîÿíèå m.
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Ýòî íåìåäëåííî ñëåäóåò èç (18) ïðèìåíåíèåì ôîðìóëû Áàéåñà, ïî-

ñêîëüêó P(∃k : N̂
(n)
k = m) = gm = hmum ñîãëàñíî (13). �

Òî, ÷òî (21) äåéñòâèòåëüíî çàäàåò âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå íà
{0, 1, . . . ,m−1} ïðè ëþáîìm, ïðîâåðÿåòñÿ ìãíîâåííî, åñëè ïðèðàâíÿòü
êîýôôèöèåíòû Òåéëîðà â îáåèõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà h′(x) = (eΘ(x))′ =
θ(x) eΘ(s):

mhm =

m−1∑
r=0

θm−rhr, m = 1, 2, . . . ; h0 = 1. (22)

Ýòî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå ìîæåò ñëóæèòü àëüòåðíàòèâíûì îïðå-
äåëåíèåì äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (hn).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü λ � ðàçáèåíèå ÷èñëà n > 1 ñ ÷àñòÿìè j1, . . . , jk,
çàïèñàííûìè â êàêîì-òî ïîðÿäêå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî P(Λk = λ) > 0.
Òîãäà äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè σ ìíîæåñòâà {1, . . . , k}

P(J1 = jσ(1), . . . , Jk = jσ(k) | Λk = λ)

=
jσ(k)

n

jσ(k−1)

jσ(k−1) + · · ·+ jσ(1)
· · ·

jσ(2)

jσ(2) + jσ(1)

jσ(1)

jσ(1)
. (23)

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðîöåññ ðîñòà ðàçáèåíèÿ (Λk) äîáàâëÿåò ÷àñòè Λk
â ïîðÿäêå, îáðàòíîì ê ïðîïîðöèîíàëüíîìó ðàçìåðó ñòîõàñòè÷åñêî-

ìó, òî åñòü ïîñëåäíÿÿ ÷àñòü � ýòî ñëó÷àéíûé âûáîð èç âñåõ ÷àñòåé

ñ âåðîÿòíîñòüþ êàæäîé ÷àñòè, ïðîïîðöèîíàëüíîé åå ðàçìåðó, ïðåä-

ïîñëåäíÿÿ ÷àñòü � ýòî ñëó÷àéíûé âûáîð ñ òàê æå îïðåäåëåííûìè

âåðîÿòíîñòÿìè èç âñåõ ÷àñòåé, êðîìå ïîñëåäíåé, è ò.ä.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî âåðîÿòíîñòè â (23) äàþò 1 ïîñëå ñóììèðî-
âàíèÿ ïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì σ ìíîæåñòâà {1, . . . , k}, ñì., íàïðèìåð,
ïðåäëîæåíèå 2.1 â [7] äëÿ êîðîòêîãî äîêàçàòåëüñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1, äëÿ ðàçáèåíèÿ λ ∈ Pn ñ ÷àñòÿ-
ìè j1, . . . , jk

P(Λk = λ | ∃r : Λr ∈ Pn) = Pn(λ).

Åñëè Λr ∈ Pn äëÿ íåêîòîðîãî r > 1 è öåïü (Λr) ïîñåùàåò Pn â ðàç-
áèåíèè λ, òî λ = Λk ∈ Pn, ïîñêîëüêó Λk � åäèíñòâåííîå ðàçáèåíèå ñ
k ÷àñòÿìè âî âñåé öåïè (Λr). Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2



ÐÎÑÒ ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÐÀÇÁÈÅÍÈÉ 343

è (2),

P(Λk = λ) = P(∃r : Λr ∈ Pn)Pn(λ)

= hnun
1

hn

∞∏
j=1

θ
cj(λ)
j

jcj(λ)cj(λ)!
= un

( k∏
r=1

θjr
jr

) ∞∏
j=1

1

cj(λ)!
. (24)

Èìååòñÿ
∏∞
j=1 cj(λ)! ïåðåñòàíîâîê σ, êîòîðûå ïåðåñòàâëÿþò òîëüêî

ðàâíûå ÷àñòè â λ, ò.å. òàêèõ ÷òî (j1, . . . , jk) = (jσ(1), . . . , jσ(k)). Âñå
ýòè ïåðåñòàíîâêè äàþò îäèíàêîâóþ óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü â ëåâîé ÷à-
ñòè (23). Ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü óâèäåòü êîíêðåòíóþ ïåðåñòàíîâêó σ
ðàâíà äåëåííîìó íà

∏∞
j=1 cj(λ)! îòíîøåíèþ ïðàâîé ÷àñòè (17) (ãäå

j1 = jσ(1), . . . , jk = jσ(k) è ÷àñòè÷íûå ñóììû nr áåðóòñÿ â ýòîì ïî-
ðÿäêå) ê P(Λk = λ), çàäàííîìó (24). Ýòî è äàåò ïðàâóþ ÷àñòü (23)
ïîñëå ñîêðàùåíèé. �

�4. Íåêîòîðûå àíàëèòè÷åñêèå àñèìïòîòè÷åñêèå

ðåçóëüòàòû

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (θj) ñõîäèòñÿ ïî ×å-
çàðî ê θ > 0, ò.å. ÷òî èìååò ìåñòî (4). Ïðè ýòîì ïðåäïîëîæåíèè ìû
èçó÷àåì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå θ(x), Θ(x), h(x) ïðè x ↑ 1, è hn,
un ïðè n→∞. Èç àáåëåâîé ÷àñòè òåîðåìû Êàðàìàòû (ñì., íàïðèìåð,
ñëåäñòâèå 1.7.3 â [4]) ñëåäóåò, ÷òî

θ(x) ∼ θ

1− x
, x ↑ 1. (25)

Äëÿ óïðîùåíèÿ ññûëîê íà èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû î ïðàâèëüíî ìåíÿ-
þùèõñÿ ôóíêöèÿõ, êîòîðûå îáû÷íî ôîðìóëèðóþòñÿ äëÿ àðãóìåíòà,
ðàñòóùåãî ê ∞, ââåäåì äëÿ y > 1

θ̃(y) = θ(1− 1/y), Θ̃(y) = Θ(1− 1/y), h̃(y) = h(1− 1/y).

Ýòî ñîîòâåòñòâóåò çàìåíå ïåðåìåííîé y = 1/(1− x), òàê ÷òî (25) ïåðå-

ïèñûâàåòñÿ êàê θ̃(y) ∼ θy ïðè y →∞.

Ïîñêîëüêó Θ(x) =
x∫
0

θ(z) dz, ìîæíî çàïèñàòü

Θ̃(y) =

1−1/y∫
0

θ(z) dz =

y∫
1

θ̃(v) v−2 dv,
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ïîýòîìó ïðè ëþáîì t > 0

Θ̃(ty)− Θ̃(y) =

ty∫
y

θ̃(v)
dv

v2
=

t∫
1

θ̃(ys)
ds

ys2
→ θ

t∫
1

ds

s
= θ log t, y →∞.

Ñëåäîâàòåëüíî,

h̃(ty)

h̃(y)
= eΘ̃(ty)−Θ̃(y) → tθ, y →∞.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî h̃(y) ðåãóëÿðíî ìåíÿåòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ñ èíäåêñîì
θ è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

h̃(y) = `(y) yθ, (26)

ãäå ôóíêöèÿ `( · ) ìåäëåííî ìåíÿåòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Çíà÷èò,

Θ̃(y) = log h̃(y) = θ log y + θ log `(y) ∼ θ log y, y →∞,

ïîñêîëüêó (log `(y))/ log y → 0 ïðè y → ∞, ñì. ïðåäëîæåíèå 1.3.6(i)
â [4].

Ïîäûòîæèì ýòè ðåçóëüòàòû â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.

Ëåììà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (θj) óäîâëåòâî-

ðÿåò ïðåäïîëîæåíèþ (4) è θj > 0. Ïóñòü θ(x) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåí-

ñòâîì (6), Θ(x) � ðàâåíñòâîì (5), à h(x) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (10).
Òîãäà

θ(x) ∼ θ

1−x
, Θ(x) ∼ −θ log(1−x), h(x) ∼

`( 1
1−x )

(1−x)θ
, x ↑1, (27)

äëÿ íåêîòîðîé ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèè `( · ).
�

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê àñèìïòîòè÷åñêîìó ïîâåäåíèþ hn è un ïðè
n → ∞. Èç àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ h(x) ïðè x ↑ 1, íàéäåííîãî
â (27), ïî òåîðåìå Êàðàìàòû (ñì. ñëåäñòâèå 1.7.3 â [4]) ìîæíî âûâåñòè,
÷òî

h0 + h1 + · · ·+ hn ∼
`(n)nθ

Γ(θ + 1)
, n→∞. (28)

Â [2, ïðåäëîæåíèå 6.3] ïîêàçàíî, ÷òî åñëè θj → θ, òî hn òàêæå âåäóò
ñåáÿ ðåãóëÿðíî. Ìû ñòðåìèìñÿ îñëàáèòü óñëîâèå ñõîäèìîñòè ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè è ïðåäïîëàãàåì òîëüêî ñõîäèìîñòü ïî ×åçàðî, òî åñòü (4),
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íî ïðè ýòîì îñëàáëåííîì óñëîâèè hn ìîæåò êîëåáàòüñÿ, êàê ïîêàçû-
âàåò ñëåäóþùåå âû÷èñëåíèå.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü θ2j = 2 äëÿ âñåõ j ∈ N, θ1 = α > 0 è θ2j−1 = 0
äëÿ j > 2. Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (4) ñ θ = 1,
íî, î÷åâèäíî, θj 6→ 1. Ïðîñòîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå Θ(x) = αx− log(1− x2), è h(x) = eαx/(1− x2). Ïîýòîìó `(y) =
eα(1−1/y)/(2− 1/y) â (26), è `(y)→ eα/2 ïðè y →∞, òî åñòü ìåäëåííî
ìåíÿåòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå hn ìîæíî íàéòè ÿâíî: èç
ôîðìóëû ñâåðòêè äëÿ ðÿäîâ eαx è 1/(1 − x2) ëåãêî ïîëó÷èòü hn =∑n/2
j=0 α

n−2j/(n− 2j)!. Ýòè âûðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè
äëÿ ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà coshα, åñëè n ÷åòíî, è sinhα, åñëè n
íå÷åòíî, âïëîòü äî ñòåïåíè αn. Ñëåäîâàòåëüíî, h2n → coshα è h2n+1 →
sinhα ïðè n→∞.

Ñèòóàöèÿ îòëè÷àåòñÿ äëÿ un, êîòîðûå âåäóò ñåáÿ ðåãóëÿðíî.

Ëåììà 2. Ïóñòü θj óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (4) è un çàäàåòñÿ ðà-

âåíñòâîì (14). Òîãäà

un ∼
Γ(θ + 1)

nθ`(n)
, n→∞. (29)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì è çàìåíÿÿ ïåðåìåííóþ x =
e−z â èíòåãðàëå (14), ïîëó÷àåì

un = n

1∫
0

xn−1e−Θ(x)dx = n

∞∫
0

e−nz
dz

h(e−z)
,

îòêóäà âèäèì, ÷òî un � ýòî ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ôóíêöèè 1/h(e−z),
âû÷èñëåííîå â çíà÷åíèè n. Èç (27) ïîëó÷àåì h(e−z) ∼ `(1/z) z−θ ïðè
z ↓ 0. Òàêèì îáðàçîì, (29) ïîëó÷àåòñÿ ïðÿìûì ïðèìåíåíèåì òàóáåðî-
âîé òåîðåìû Êàðàìàòû äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé Ëàïëàñà, ñì., íàïðèìåð,
òåîðåìó 1.7.1′ â [4]. �

Íàì òàêæå ïîíàäîáèòñÿ àñèìïòîòèêà âçâåøåííûõ õâîñòîâûõ ñóìì
un. Îáîçíà÷èì bxc = max{m ∈ Z : m 6 x} öåëóþ ÷àñòü x.

Ëåììà 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ (4). Òîãäà, ðàâíîìåðíî
ïî t > 1,

∞∑
r=bntc+1

urθr−n
r

∼ Γ(θ + 1)

(nt)θ `(nt)
, n→∞. (30)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì â (14) è èçìåíåíèå ïî-
ðÿäêà ñóììèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ (âîçìîæíîñòü ÷åãî îïðàâäû-
âàåòñÿ òåîðåìîé Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè) äàåò

∞∑
r=bntc+1

urθr−n
r

=

1∫
0

∞∑
r=bntc+1

θr−n x
r−1 e−Θ(x) dx. (31)

Ïðåæäå âñåãî, îòìåòèì, ÷òî åñëè t = 1, òî ðÿä ïîä èíòåãðàëîì ðàâåí
xnθ(x), è âñå âûðàæåíèå (31) äàåò un, ïîýòîìó (30) âûïîëíÿåòñÿ ïî
ëåììå 2. Â äàëüíåéøåé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
t > 1. Âñïîìèíàÿ îáîçíà÷åíèå sn, ââåäåííîå â (4) äëÿ ÷àñòè÷íûõ ñóìì
(θj), è èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Àáåëÿ (ñóììèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì),
ïîëó÷àåì

∞∑
r=m+1

θr−n x
r−1 =

∞∑
r=m+1

(sr−n − sr−n−1)xr−1

= −sm−n xm + (1− x)

∞∑
r=m+1

sr−n x
r−1 (32)

ãäå ìû îáîçíà÷èëè m := bntc äëÿ êðàòêîñòè. Ìû õîòèì ñðàâíèòü ýòî
ñ àíàëîãè÷íîé ñóììîé äëÿ ïîñòîÿííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè θj ≡ θ, òî
åñòü ñ

θ

∞∑
r=m+1

xr−1 =
θ xm

1− x
= −θ·(m−n)xm+θ·(1−x)

∞∑
r=m+1

(r−n)xr−1. (33)

Äëÿ ïîñëåäíåé ñóììû íåòðóäíî íàéòè, òàê æå êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå
ëåììû 2 ðàíåå, ÷òî ïðè m→∞

1∫
0

θ xm

1− x
e−Θ(x) dx =

∞∫
0

e−mz
θ e−z

(1− e−z)h(e−z)
dz ∼ Γ(θ + 1)

mθ `(m)
. (34)

Ýòî äàåò îñíîâíîé âêëàä â (30) áëàãîäàðÿ î÷åâèäíûì ýêâèâàëåíòíî-

ñòÿì mθ = bntcθ ∼ (nt)θ, `(m) = `(bntc) ∼ `(nt) ïðè n → ∞. Çàìåòèì,
÷òî ýêâèâàëåíòíîñòü (34) ðàâíîìåðíà ïî t > 1. Ïîýòîìó îñòàåòñÿ íàé-
òè ðàâíîìåðíóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè, âíåñåííîé çàìåíîé (32) íà (33)
â (31).

Äëÿ ýòîãî çàôèêñèðóåì ε > 0 è âûáåðåì t0 > 1 òàê, ÷òîáû 1−t−θ0 < ε.
Äëÿ t > t0 ìû ìîæåì íàéòè n0 = n0(ε, t0), òàêîå ÷òî íåðàâåíñòâî
|sr−n − (r − n)θ| 6 ε(r − n) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ r > m = bntc è ïðè
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âñåõ n > n0, â ñèëó (4). Òàêèì îáðàçîì, ñíîâà èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèÿ
(32) è (33), ïîëó÷àåì∣∣∣ ∞∑
r=m+1

(θr−n − θ)xr−1
∣∣∣ 6 ε · (m− n)xm + ε · (1− x)

∞∑
r=m+1

(r − n)xr−1

= ε
(

2(m− n)xm +
xm

1− x

)
ðàâíîìåðíî ïî t > t0. Ïîâòîðÿÿ ïðåäûäóùåå ðàññóæäåíèå, âèäèì, ÷òî

∣∣∣ 1∫
0

∞∑
r=bntc+1

(θr−n − θ)xr−1e−Θ(x) dx
∣∣∣

6 ε

1∫
0

(
2 (nt− n) +

1

1− x

)
xbntce−Θ(x)dx

∼ ε2 (1− 1/t) Γ(θ + 1) + Γ(θ)

(nt)θ `(nt)
, n→∞.

Ýòî äàåò èñêîìóþ îöåíêó, ðàâíîìåðíóþ ïî t > t0, ïîñêîëüêó ε > 0
ïðîèçâîëüíî. Îñòàåòñÿ ðàñïðîñòðàíèòü åå ðàâíîìåðíî íà t ∈ [1, t0]. Íî
ýòî ñëåäóåò èç ìîíîòîííîñòè ñóììû ïî t, ïîñêîëüêó ýêâèâàëåíòíîñòü
âûïîëíÿåòñÿ äëÿ îáîèõ êîíöîâ èíòåðâàëà [1, t0], à îòíîøåíèå çíà÷åíèé
íà îáîèõ êîíöàõ áëèçêî ê 1 â ñèëó âûáîðà t0. �

�5. Ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå îáîáùåííûõ ðàçáèåíèé

Þâåíñà

Íà÷íåì ñ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñêà÷êà Jk+1 = Nk+1 − Nk
êîãäà çíà÷åíèå Nk âåëèêî. Ìû áóäåì ïèñàòü lim∗n→∞ äëÿ ïðåäåëà, êî-
òîðûé áåðåòñÿ ïî ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè nr → ∞, òàêîé ÷òî
hnr > 0 ïðè âñåõ r.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåñà θj óäîâëåòâîðÿþò óñëî-

âèþ (4). Òîãäà ðàâíîìåðíî ïî t > 1

lim∗
n→∞

P(Nk+1 > nt | Nk = n) = t−θ. (35)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1, ìîæíî çàïèñàòü P(Nk+1 =
m | Nk = n) = umθm−n/(mun), è âåðîÿòíîñòü â (35) � ýòî ñóììà òàêèõ
âûðàæåíèé. Ïîýòîìó (35) ïîëó÷àåòñÿ êàê êîìáèíàöèÿ ëåìì 2 è 3. �
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×òîáû èçó÷àòü ðàñïðåäåëåíèå Λ(n), íàì ïîíàäîáèòñÿ âûðàæåíèå,
ïîõîæåå íà (35), íî îòëè÷àþùååñÿ: P(Nk > ns | Nk+1 = n). Ïîñêîëüêó
âåðîÿòíîñòè ïîñåùåíèé gn ìîãóò âåñòè ñåáÿ íåðåãóëÿðíî ïðè ïðåäïîëî-
æåíèè (4), ìû íå ìîæåì ñäåëàòü íèêàêèõ âûâîäîâ, ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî
Áàéåñà. Èç ïðåäëîæåíèÿ 4 ìû ìîæåì âûâåñòè ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëå-
íèå Nk/Nk+1 ïðè k →∞. Îäíàêî, ïåðåõîä ê óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè ïðè
óñëîâèè òî÷íîãî çíà÷åíèÿ Nk+1 ìîæåò èçìåíèòü ýòî ðàñïðåäåëåíèå, è
íàì íåîáõîäèìî äîïîëíèòåëüíîå ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü óñëîâíûõ ðàñïðåäåëåíèé òàêæå ñõîäèòñÿ. Ê ñîæàëåíèþ, íàì íå
óäàëîñü íàéòè ïðîñòîãî äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ äëÿ ýòîãî â òåðìèíàõ
âåñîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (θj), çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ θj → θ, âû-
òåêàþùåãî èç ðàáîòû [9].

Òåîðåìà 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåñîâ (θj) óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ (4). Äëÿ öåëîãî ÷èñëà n, òàêîãî ÷òî Pn îïðåäå-

ëåíî (òî åñòü hn > 0), ïóñòü Λ(n) � ñëó÷àéíîå ðàçáèåíèå ñ ðàñïðå-

äåëåíèåì Pn. Çàïèøåì ÷àñòè λ
(n)
1 > λ

(n)
2 > · · · > λ

(n)

K(Λ)(n) > 0 ðàç-

áèåíèÿ Λ(n) â ïîðÿäêå íåâîçðàñòàíèÿ è ïðîäîëæèì ñïèñîê áåñêîíå÷-

íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íóëåé λ
(n)

K(Λ(n))+1
= λ

(n)
K(Λ)+2 = · · · = 0. Äî-

ïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óñëîâíûõ ðàñ-

ïðåäåëåíèé NKn−1/n ïðè óñëîâèè, ÷òî NKn
= n íà íåêîòîðîì ñëó-

÷àéíîì øàãå Kn, ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ïðè n → ∞ ê îäíîìó

è òîìó æå ïðåäåëó âäîëü ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïðè êîòîðîé

óñëîâèå èìååò ïîëîæèòåëüíóþ âåðîÿòíîñòü. Òîãäà ýòîò ïðåäåë �

áåòà-ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (1, θ):

lim∗
n→∞

P(NKn−1/n 6 s | NKn = n) = 1− (1− s)θ, 0 6 s 6 1; (36)

Áîëåå òîãî, ðàñïðåäåëåíèÿ (λ
(n)
1 /n, λ

(n)
2 /n, . . . ) ñõîäÿòñÿ ñëàáî ê ðàñ-

ïðåäåëåíèþ Ïóàññîíà�Äèðèõëå PD(θ) âäîëü ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè, òàêîé ÷òî hn > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäëîæåíèÿ 4 è íàáëþäåíèÿ, ÷òî Nk →∞ ï.í.
ïðè k → ∞ ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî limk→∞ P(Nk−1/Nk < s) = sθ ïðè
s ∈ (0, 1). Ïîñêîëüêó Nk = Nk−1 + Jk−1, ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî
limk→∞ P(Jk=1/Nk > s) = (1 − s)θ. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë óñëîâíûõ
âåðîÿòíîñòåé lim∗n→∞ P(JKn−1/NKn

> s | NKn
= n) âäîëü ëþáîé ïîä-

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òàêîé ÷òî hn > 0, îí òàêæå
äîëæåí ðàâíÿòüñÿ (1 − s)θ, ïîñêîëüêó Nk → ∞ ï.í. ïðè k → ∞. Ýòî
ðàññóæäåíèå äîêàçûâàåò (36).
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×òîáû äîêàçàòü óòâåðæäåíèå î ñõîäèìîñòè ê ðàñïðåäåëåíèþ Ïóàñ-
ñîíà�Äèðèõëå PD(θ), äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè ðàñïîëîæèòü
íîðìèðîâàííûå ÷àñòè â ïðîïîðöèîíàëüíîì ðàçìåðó ñòîõàñòè÷åñêîì
ïîðÿäêå, òî èõ ðàñïðåäåëåíèÿ ñõîäÿòñÿ ïðè ðîñòå ðàçáèåíèÿ ê ðàñ-
ïðåäåëåíèþ GEM(θ). Ñîãëàñíî òåîðåìàì 1 è 2, ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòåé
ðàçáèåíèÿ Λ(n) â ïðîïîðöèîíàëüíîì ðàçìåðó ñòîõàñòè÷åñêîì ïîðÿäêå
ñîâïàäàåò ïî ðàñïðåäåëåíèþ ñ îáðàòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñêà÷êîâ
(JKn

, JKn−1, . . . , J1), ïðè óñëîâèè ÷òî íà íåêîòîðîì ñëó÷àéíîì øàãå
Kn èìååì NKn

= n. Â ñèëó ñàìîïîäîáèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ GEM(θ), äëÿ
ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ñõîäèìîñòü ïîñëåäíåãî øàãà JKn/n ê ðàñ-
ïðåäåëåíèþ áåòà(1, θ), ÷òî ìû óæå ñäåëàëè. Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ýòî-
ãî ðàññóæäåíèÿ ìîæíî íàéòè â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 6.1 â [9]. �

Çàìå÷àíèå 3. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2, óñëîâèå ñõîäèìîñòè ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè óñëîâíûõ ðàñïðåäåëåíèé NKn−1/n ïðè óñëîâèè NKn = n,
êîãäà n→∞ âäîëü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, äëÿ êîòîðîé ýòè óñëîâíûå
ðàñïðåäåëåíèÿ îïðåäåëåíû, ìîæíî âûðàçèòü àíàëèòè÷åñêè êàê ñóùå-
ñòâîâàíèå ïðåäåëîâ

lim∗
n→∞

1

nhn

n∑
j=bnsc

θjhn−j , ∀s ∈ (0, 1). (37)

Â îáùåì ñëó÷àå íåëüçÿ îæèäàòü, ÷òî ïðåäåëû (37) ñóùåñòâóþò äëÿ
ïðîèçâîëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (θj) è (hn), äàæå óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ óñëîâèÿì ðåãóëÿðíîñòè (4) è (28), íî â íàøåì ñëó÷àå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü (hn) ñòðîèòñÿ ïî (θj) ñ ïîìîùüþ (3) èëè, ýêâèâàëåíòíî, (22).

Â [9] ïîêàçàíî, ÷òî åñëè θj → θ, òî ñ÷åò÷èêè ÷àñòåé cj(Λ
(n)) ñõîäÿò-

ñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ (â ïðåäåëå n → ∞) ê íåçàâèñèìûì ñëó÷àéíûì
âåëè÷èíàì ρj(1), êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñî
ñðåäíèì θj/j. Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî â ïðè îñëàáëåííîì
óñëîâèè (25) ýòî óæå íå òàê.

Ïðîäîëæåíèå ïðèìåðà 1. Â óñëîâèÿõ ïðèìåðà 1 ìîæíî ÿâíî íàéòè
ðàñïðåäåëåíèå c1(Λ(n)). Äëÿ ëþáîãî x ∈ (0, 1) ðàñïðåäåëåíèå N(x) −
c1(Λ(x)) =

∑∞
j=1 2jc2j(Λ(x)) ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì ñ âåðîÿòíîñòüþ

óñïåõà 1 − x2, ñîñðåäîòî÷åííûì íà ÷åòíûõ ÷èñëàõ {0, 2, 4, . . . }, êàê
ïîêàçûâàåò ñëåäóþùåå âû÷èñëåíèå ñ ïðîèçâîäÿùèìè ôóíêöèÿìè âå-
ðîÿòíîñòåé:
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E z
∑∞

j=1 2jc2j(Λ(x)) = exp
( ∞∑
j=1

x2jz2j − x2j

j

)
= exp

(
− log(1− x2z2) + log(1− x2)

)
=

1− x2

1− x2z2
,

ïîòîìó ÷òî c2j(Λ(x)) èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñî ñðåäíèì x2j/j.
Ïîñêîëüêó c1(Λ(x)) èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñî ñðåäíèì αx è íå
çàâèñèò îò N(x)− c1(Λ(x)), òî

P(N(x) = n) = (1− x2)xne−αx
n/2∑
m=0

αn−2m

(n− 2m)!
.

Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ âèäíî, ÷òî óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå c1(Λ(x)) ïðè
óñëîâèè N(x) = n îäèíàêîâî äëÿ âñåõ x ∈ (0, 1) è ìîæåò áûòü îïèñàíî
êàê ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì α, íà êîòîðîå íàëîæåíî
óñëîâèå, ÷òî çíà÷åíèå îäíîé ÷åòíîñòè ñ n è íå ïðåâîñõîäèò n. Îíî
íå çàâèñèò îò x, ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì c1(Λ(n)) è èìååò ïðåäåëû
òîëüêî ïî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì (nr), êîòîðûå íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî
ìåñòà íå ìåíÿþò ÷åòíîñòü.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. R. A. Arratia, A. D. Barbour, S. Tavar�e, Logarithmic Combinatorial Structures: a
Probabilistic Approach. EMS Monographs in Mathematics, European Mathematical
Society (EMS), Z�urich, 2003, 374 pp.

2. V. Betz, D. Ueltschi, Spatial random permutations with small cycle weights. �
Probab. Theory Relat. Fields 149, No. 1-2 (2011), 191�222.

3. V. Betz, D. Ueltschi, Y. Velenik, Random permutations with cycle weights. � Ann.
Appl. Probab. 21, No. 1 (2011), 312�331.

4. N. H. Bingham, C. M. Goldie, J. L. Teugels, Regular Variation. Encyclopedia
of Mathematics and its Applications, Vol. 27, Cambridge, Cambridge University
Press, 1987, 494+xix pp.

5. A. Cipriani, D. Zeindler, The limit shape of random permutations with polynomially

growing cycle weights. � ALEA Lat. Am. J. Probab. Math. Statist. 12, No. 2 (2015),
971�999.

6. H. Crane, The ubiquitous Ewens sampling formula. � Statist. Sci. 31, No. 1 (2016),
1�19.

7. P. Donnelly, S. Tavar�e, The ages of alleles and a coalescent. � Adv. Appl. Probab.
18, No. 1 (1986), 1�19.

8. D. Elboim, O. Gorodetsky, Multiplicative arithmetic functions and the generalized

Ewens measure. � Isr. J. Math. 262 (2024), 143�189.
9. N. M. Ercolani, D. Ueltschi, Cycle structure of random permutations with cycle

weights. � Random Struct. Algorithms 44 No. 1 (2014), 109�133.



ÐÎÑÒ ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÐÀÇÁÈÅÍÈÉ 351

10. W. J. Ewens, The sampling theory of selectively neutral alleles. � Theor. Population
Biol. 3 (1972), 87�112.

11. W. Feller, The fundamental limit theorems in probability. � Bull. Amer. Math. Soc.
51 (1945), 800�832.

12. S. V. Kerov, Coherent random allocations, and the Ewens�Pitman formula. � Çàï.
íàó÷í. ñåìèí. ÏÎÌÈ 325 (2005), 127�145.

13. M. Lugo, Pro�les of permutations. � Electron. J. Combin. 16, No. 1 (2009),
Research Paper 99, 20.

14. J. Pitman, Combinatorial Stochastic Processes, � Lect. Notes Math. 1875, Berlin,
Springer, 2006.

15. Yu. Yakubovich, Ergodicity of multiplicative statistics. � J. Combin. Theory, Ser. A
119, No. 6 (2012), 1250�1279.

16. Â. Ë. Ãîí÷àðîâ, Èç îáëàñòè êîìáèíàòîðèêè. � Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñåð. ìàòåì. 8,
No. 1 (1944), 3�48.

17. Ã. È. Èâ÷åíêî, Þ. È. Ìåäâåäåâ, Ñëó÷àéíûå ïîäñòàíîâêè: îáùàÿ ïàðàìåòðè-

÷åñêàÿ ìîäåëü. � Äèñêðåò. ìàòåì. 18, No. 4 (2006), 105�112.
18. Äæ. Êèíãìàí, Ïóàññîíîâñêèå ïðîöåññû, Ì., ÌÖÍÌÎ, 2007.
19. À. Ì. Âåðøèê, À. À. Øìèäò, Ïðåäåëüíûå ìåðû, âîçíèêàþùèå â àñèìïòîòè-

÷åñêîé òåîðèè ñèììåòðè÷åñêèõ ãðóïï. I. � Òåîðèÿ âåðîÿòí. è åå ïðèìåí. 22,
No. 1 (1977), 72�88.

20. Þ. Â. ßêóáîâè÷, Ðîñò ñëó÷àéíûõ ðàçáèåíèé ïóòåì äîáàâëåíèÿ ÷àñòåé: ñëó-

÷àé ñòåïåííûõ âåñîâ. � Çàï. íàó÷í. ñåìèí. ÏÎÌÈ 535 (2024), 277�306.
21. À. Ë. ßêûìèâ, Ðàñïðåäåëåíèå äëèíû m-ãî ìàêñèìàëüíîãî öèêëà ñëó÷àéíîé

A-ïîäñòàíîâêè. � Äèñêðåò. ìàòåì. 17, No. 4 (2005), 40�58.

Yakubovich Yu. V. Random partitions growth by appending parts: the Ces�aro

convergent weights case.

We investigate a generalized Ewens measure on integer partitions when weights

converge in Ces�aro mean to a constant θ > 0, thus resembling the classical

Ewens measure. We introduce a stochastic growth process on partitions which

evolves by adding random parts one by one to the current partition. If the

constructed process visits some partition of n in its evolution, this random

partition is distributed according to the generalized Ewens measure. The growth

process is explicitly described in terms of certain independent Poisson processes.

It has an interesting property that it produces parts in reversed size-biased

order. Using this construction we show that the only non-trivial limit of scaled

random partitions in this setting can be the Poisson�Dirichlet distribution with

parameter θ.
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