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§1. Введение

Пусть Λ – счетное подмножество вещественной прямой. Предполо-
жим, что в нашем распоряжении имеются независимые гауссовские
случайные величины

yu = a(u) + xu, u ∈ Λ, (1)

где a(u) – подлежащие оцениванию координаты вектора a = (a(u),
u ∈ Λ), а xu – гауссовские случайные величины со средним 0 и диспер-
сией σ2

u. Рассмотрим задачу оценивания неизвестного вектора a при
априорном предположении, что a ∈ Θ, где Θ – заданное центрально-
симметричное подмножество пространства l2(Λ). Наибольший интерес
для нас будет представлять случай когда при заданных положитель-
ных β > 1/2 и L∑

u∈Λ

|a(u)|2(|u|+ 1)2β 6 L при a ∈ Θ. (2)

Такое подмножество пространства l2(Λ) мы будем обозначать Θ(β;L).
При заданном векторе τ = (τu, u ∈ Λ) с положительными координа-
тами τu из Θ(β;L), ∑

u∈Λ

τ2
u(|u|+ 1)2β 6 L, (3)

будем обозначать Π(τ ) прямоугольник

Π(τ ) = {a : |a(u)| 6 τu, u ∈ Λ}. (4)

Очевидно, Π(τ ) ⊂ Θ(β;L).

Мы начнем с одномерной задачи оценки величины минимаксного
квадратичного риска R в задаче оценивания неизвестного среднего a,
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когда наблюдается гауссовская случайная величина y = a+ x со сред-
ним a и дисперсией σ2 при априорном предположении что |a| 6 τ ,

R = inf
â

sup
|a|6τ

E (â− a)2. (5)

Здесь â – измеримая функция от y. Подробное изложение истории
исследования этой задачи и некоторых ее бесконечномерных анало-
гов можно найти в [10]. Если мы ограничимся при вычислении ниж-
ней грани в (5) только линейными функциями â, то соответствующая
нижняя грань RL легко вычисляется,

RL =
τ2σ2

τ2 + σ2
. (6)

И. А. Ибрагимов и Р. З. Хасьминский [3] установили, что при некото-
ром c > 0

cRL < R < RL. (7)
Описание разнообразных бесконечномерных обобщений описанной
выше проблемы и способов их решения можно найти в книге [13].

Настоящая работа является продолжением работ [4,6] и [7]. Опишем
статистическую задачу, которая там рассматривалась. Предположим
(см. [7]), что на растущем отрезке [−T, T ] наблюдается гауссовсий про-
цесс y(t),

dy(t) = s(t) dt+ dx(t), t ∈ [−T, T ], T > 0. (8)

Здесь s(t) – неизвестная функция, лежащая в заданном выпуклом
центрально-симметричном компактном подмножестве L∗ банахова
пространства L локально квадратично суммируемых функций s, та-
ких что

‖s‖2L = sup
x

x+1∫
x

|s (t)|2 dt <∞, (9)

x(t) – гауссовский процесс со стационарными приращениями (см. по-
дробнее в [1, 2]) с нулевым средним и спектральной плотностью f ,

∞∫
−∞

f(u)

1 + u2
du <∞. (10)

Фактически f — спектральная плотность обобщенного процесса (см.
подробнее [1]), которым является производная процесса x(t).
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Выпуклое центрально-симметричное подмножество L∗ банахова
пространства L , в котором лежат подлежащие оцениванию функ-
ции s, выбирается из класса Степанова L (Λ) (подробнее см. [9]) псев-
до-периодических функций s,

s(t) =
∑
u∈Λ

a(u) eiut,
∑
u∈Λ

|a(u)|2 <∞, (11)

где Λ – заданное счетное множество, удовлетворяющее условию отде-
лимости

τ = τ (Λ) = inf
u,v∈Λ, u 6=v

|u− v| > 0. (12)

Компактное подмножество L∗ = L (Λ;β;L) выделяется при β > 1/2
из функционального класса L (Λ) условием∑

u∈Λ

|a(u)|2(|u|+ 1)2β 6 L. (13)

Здесь β, L — заданные положительные константы. А множество век-
торов a = (a(u)), u ∈ l2(λ), для которых выполнено (13), будем обо-
значать L(Λ;β;L).

Вместе с банаховой нормой ‖s‖L мы будем рассматривать две гиль-
бертовы нормы ‖s‖

T
и ‖s‖∗, где

‖s‖2
T

=
1

2T

T∫
T

|s(t)|2 dt, ‖s‖2∗ =
∑
u∈Λ

|a(u)|2. (14)

Как установлено в [9], при условии τ(Λ) > 0 и достаточно большом T
все три упомянутые нормы в надлежащем смысле топологически эк-
вивалентны в замкнутом линейном подпространстве L (Λ) простран-
ства L , порожденном функциями из L (Λ). Приведем точное утвер-
ждение.

Лемма 1. Пусть τ(Λ) > 0. Тогда найдутся такие положительные
константы c1 = c1(τ), c2 = c2(τ), C1 = C1(τ), C2 = C2(τ) и T0 =
T0(τ), зависящие только от τ , что

c1 ‖s‖L 6 ‖s‖∗ 6 C1 ‖s‖L , s ∈ L (Λ), (15)

и при T > T0

c2 ‖s‖T 6 ‖s‖∗ 6 C2 ‖s‖T , s ∈ L (Λ). (16)
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Описанная выше задача оценивания неизвестной функции из s ∈
L (Λ) по наблюдениям (8) схожа с задачей оценивания периодической
функции s известной гладкости, наблюдаемой на фоне “белого шума”

dy(t) = s(t) dt+ dw(t), t ∈ [−T, T ], w(t) — винеровский процесс.

Однако даже в этой задаче оценивания периодической функции замена
винеровского процесса на гауссовский процесс со стационарными при-
ращениями общего вида приводит к нетривиальным эффектам, если
не предполагать, что спектральная плотность f отделена от нуля и
бесконечности. Схожая задача исследована также M. С. Ермаковым
в [14].

Нам потребуются случайные величины вида

x[ϕ] =

∞∫
−∞

ϕ(t) dx(t),

определенные для индикаторных функций ϕ(t) = 1[a,b](t) конечных
интервалов соотношением

x[ϕ] := x(b)− x(a).

Они также корректно определены, например, для линейного множе-
ства D функций ϕ, удовлетворяющих условию

ϕ ∈ L2, |ϕ̂(u)|2 6
C(ϕ)

1 + u2
, где ϕ̂(u) =

∞∫
−∞

e−iutϕ(t) dt, (17)

при этом

Ex[ϕ]x[ψ] =

∞∫
−∞

ψ̂(u) ϕ̂(u) f(u) du, ϕ, ψ ∈ D . (18)

Примем обозначение

DT := {ϕ : ϕ ∈ D , suppϕ ⊂ [−T, T ]}. (19)

При фиксированном T > 0 cтатистику доступны наблюдения вида

(dy, ϕ)T :=
1

2T

T∫
−T

ϕ(t) dy(t), ϕ ∈ DT . (20)
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1

2T

T∫
−T

ϕ(t) dy(t) =
1

2T

T∫
−T

ϕ(t) s(t) dt+
1

2T

T∫
−T

ϕ(t) dx(t). (21)

Будем обозначать L2
T пространство L2 на отрезке [−T, T ], построен-

ное по нормировонной мере Лебега. Так что скалярное произведение
( · , · )T и норма ‖ · ‖T в L2

T определены соотношениями

(ϕ,ψ)T :=
1

2T

T∫
−T

ϕ(t)ψ(t) dt, ‖ϕ‖2T :=
1

2T

T∫
−T

|ϕ(t)|2 dt.

Пусть ϕu(t) = eiut. Будем обозначать ϕTu(t) := 1[−T,T ] (t) eiut. От-
метим, что, если τ(Λ) > 0, то при T > T0(τ) оператор умножения
на индикаторную функцию 1[−T,T ] (t) является ограниченным и огра-
ниченно обратимым оператором из L (Λ) (рассматриваемого как под-
пространство банахова пространства L ) в подпространство простран-
ства L2

T , определенное соотношением LT (Λ) = 1[−T,T ] L (Λ). В даль-
нейшем нам удобно будет считать, что функции из L2

T равны нулю вне
отрезка [−T, T ].

Из (15) и (16) следует (подробнее см. в [9]), что при условии (12),
если T достаточно велико, T > T0, то система {ϕTu, u ∈ Λ} являет-
ся базисом Рисса в LT (Λ) в метрике гильбертова пространства L2

T с
нормой ‖ · ‖

T
. Последнее означает, что найдутся такие положительные

константы 0 < c < C <∞, такие что для любой функции s(t) ∈ LT (Λ),

s(t) =
∑
u∈Λ

a(u)ϕTu(t),

выполнены неравенства

c
∑
u∈Λ

|a(u)|2 6
∥∥∥∑
u∈Λ

a(u)ϕTu

∥∥∥2

T

6 C
∑
u∈Λ

|a(u)|2. (22)

При этом константы T0, c, C зависят только от τ . Стало быть, в LT (Λ)
существует сопряженная (в метрике гильбертова пространств с нор-
мой ‖ · ‖

T
) система {ψTu , u ∈ Λ}, такая что(
ϕTu, ψ

T

v

)
T

= δu, v, где δu, v – символ Кронекера. (23)

А потому
s =

∑
u∈Λ

(
s, ψTu

)
T
ϕu s ∈ LT (Λ). (24)
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Система {ψTu , u ∈ Λ} также является базисом Рисса в LT (Λ). Точнее,
найдутся положительные константы 0 < c1 < C1 < ∞, такие что для
любой функции s(t) ∈ LT (Λ),

s(t) =
∑
u∈Λ

a(u)ψTu(t),

выполнены неравенства

c1
∑
u∈Λ

|a(u)|2 6
∥∥∥∑
u∈Λ

a(u)ψTu

∥∥∥2

T

6 C1

∑
u∈Λ

|a(u)|2. (25)

При этом константы T0, c1, C1 зависят только от τ .

В дальнейшем сопряженной мы будем называть любую (не обяза-
тельно лежащую в L (Λ)) систему локально квадратично суммиру-
емых функций {ψTu , u ∈ Λ}, удовлетворяющую (23). При r > T0 и
T > r + T0 обозначим

g(t) =

∞∫
−∞

ψru(t− s)ϕ(T−r)
u (s) ds, (26)

gTu(t) =
T

2r(T − r)

∞∫
−∞

ψru(t− s)ϕ(T−r)
u (s) ds, (27)

Напомним, что по нашему соглашению ψru=1[−r,r] ψ
r
u, а ϕTu=1[−T,T ] ϕ

T
u.

Следующие два утверждения установлены в [16].

Лемма 2. При u ∈ Λ функции gTu лежат в L2
T , причем

1

2T

T∫
−T

gTu(t) e−ivt dt = δu,v, если v ∈ Λ. (28)

Лемма 3. Пусть τ = τ(Λ) > 0, λ(f) < ∞. Тогда найдутся такие
константы 0 < c(τ, λ) 6 C(τ, λ) < ∞, зависящие только от λ и τ ,
что при T > T0(τ) для преобразования Фурье ĝTu функции gTu при ε =
1/T справедливы оценки

c(τ, λ)T fε(u) 6

∞∫
−∞

|ĝTu(x)|2 f(x) dx 6 C(τ, λ)T fε(u). (29)
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Здесь u ∈ Λ,

fε(u) =
1

2ε

u+ε∫
u−ε

f(x) dx,

λ = λ(f) := sup
I

1

|I|

∫
I

f(t) dt
1

|I|

∫
I

1

f(t)
dt <∞, (30)

где I – конечный интервал, |I| — длина I.
Условие (30), называемое условием Макенхаупта, будет подробно

обсуждено позже. Из леммы 3 вытекает следующее утверждение.

Лемма 4. Пусть τ = τ(Λ) > 0, λ(f) < ∞. Тогда найдутся такие
константы 0 < c(τ, λ) 6 C(τ, λ) < ∞, зависящие только от λ и τ ,
что при T > T0(τ) для преобразования Фурье ψ̂Tu функции ψTu при
ε = 1/T справедлива оценка

c(τ, λ)T fε(u) 6

∞∫
−∞

|ψ̂Tu(x)|2 f(x) dx 6 C(τ, λ)T fε(u). (31)

Здесь u ∈ Λ.

Обозначим через ŝT оценку неизвестной функции s ∈ L∗, постро-
енную по наблюдениям (8). Риск от использования оценки ŝT ∈ L∗
будем измерять величиной

RT (ŝT ; L∗; ‖ · ‖L ) = sup
s∈L∗

Es,f ‖ŝT − s‖2L . (32)

Обозначим RT – минимаксный риск,

RT (L∗; ‖ · ‖L ) = inf
ŝT

RT (ŝT ; L∗; ‖ · ‖L ) . (33)

Когда нам это потребуется, мы можем переходить в определении (33)
без серьезной потери точности в оценке скорости убывания минимакс-
ного риска от банаховой нормы ‖s‖2L к любой из гильбертовых норм
‖s‖

T
или ‖s‖∗, определенных в (14), поскольку, как установлено в [9],

при условии τ(Λ) > 0 и достаточно большом T все три упомянутые
нормы в надлежащем смысле топологически эквивалентны в замкну-
том линейном подпространстве L (Λ) пространства L .
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Лемма 5. Пусть τ(Λ) > 0. Тогда найдутся такие положительные
константы c1 = c1(τ), c2 = c2(τ), C1 = C1(τ), C2 = C2(τ) и T0 =
T0(τ), зависящие только от τ , что при T > T0

c1 RT (ŝT ; L∗; ‖ · ‖L ) 6 RT (ŝT ; L∗; ‖ · ‖∗) 6 C1 RT (ŝT ; L∗; ‖ · ‖L ) (34)

и

c1 RT (ŝT ; L∗; ‖ · ‖T ) 6 RT (ŝT ; L∗; ‖ · ‖∗) 6 C1 RT (ŝT ; L∗; ‖ · ‖T ) . (35)

Здесь L∗ = L (Λ;β;L).

Приведем аналогичное утверждение, касающееся минимаксного
риска.

Лемма 6. Пусть τ(Λ) > 0. Тогда найдутся такие положительные
константы c1 = c1(τ), c2 = c2(τ), C1 = C1(τ), C2 = C2(τ) и T0 =
T0(τ), зависящие только от τ , что при T > T0

c1 RT (L∗; ‖ · ‖L ) 6 RT (L∗; ‖ · ‖∗) 6 C1 RT (L∗; ‖ · ‖L ) (36)

и
c1 RT (L∗; ‖ · ‖T ) 6 RT (L∗; ‖ · ‖∗) 6 C1 RT (L∗; ‖ · ‖T ) . (37)

Здесь L∗ = L (Λ;β;L).

Задача состоит в исследовании асимптотического поведения при
T →∞ величины минимаксного риска.

Мы исследуем асимптотическое поведение при T → ∞ минимакс-
ного риска при надлежащих условиях на спектральное множество Λ
и спектральную плотность f , относительно которой предполагается,
в частности, что она удовлетворяет условию Макенхаупта (30). Отме-
тим, что при названных условиях (см. подробнее в [12])

∞∫
−∞

1

f(u)(1 + u2)
du <∞. (38)

Дополнительно налагается условие на поведение спектральной плот-
ности f в малой окрестности Λε спектрального множества Λ,

Λε =
⋃
u∈Λ

[u− ε, u+ ε], 0 < ε < τ/2.
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Для нас модельным является случай, когда функция f при 0 < |α| < 1
совпадает на Λε с функцией g0(x),

g0(x) =
∑
u∈Λ

1[u−ε,u+ε](x) |x− u|α, (39)

или близка к ней. Однако условия на точность такой аппроксимации в
настоящей работе и работе [7] отличаются. Другое отличие настоящей
работы от [7] состоит в том, что мы описываем точность оценивания
в терминах сопряженной системы, а не ее аппроксимации.

Перечислим условия, в которых доказывается основной результат
работы.
C(1) Неизвестная функция s лежит при некоторых β > 1/2 и L > 0 в
подпространстве L (Λ;β;L).
C(2) Величина τ(Λ) > 0 и при некоторых положительных a и A для
достаточно больших m, m > m0,

am2β+1 6
∑

u∈Λ, |u|6m

(1 + |u|)2β 6 Am2β+1.

C(3) x(t) – гауссовский процесс со стационарными приращениями
с нулевым средним и спектральной плотностью f , удовлетворяющей
условию Макенхаупта (30).
C(4) При некотором α ∈ (−1, 1) и достаточно малом положительном
ε0 < τ/2 при ε 6 ε0

sup
u∈Λ

∣∣∣ 1

2ε

u+ε∫
u−ε

ln f(x) dx− α ln ε
∣∣∣ <∞.

Основным результатом работы является следующая теорема.

Теорема. Пусть в задаче оценивания неизвестной функции s из
L∗ = L (Λ;β;L) по наблюдениям (1) выполнены условия C(1) и C(2)
на параметрическое множество L∗ и условия C(3) и C(4) на про-
цесс x(t). Тогда для для некоторых 0 < c 6 C < ∞ и достаточно
больших T > T0 имеет место оценка

c T−
(2β)(1+α)

2β+1 6 RT (L∗; ‖ · ‖L ) 6 C T−
(2β)(1+α)

2β+1 .
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Следует отметить, что константы c 6 C зависят от параметров,
определяющих функциональный класс L (Λ;β;L). Таковыми являют-
ся величины τ(Λ), β,m0, a, A, L. Кроме того, они зависят от парамет-
ров, определяющих класс неотрицательных функций, из которого чер-
паются функции f . Таковыми являются величины λ(f).

В силу леммы 6, нам достаточно доказать, что в условиях теоремы
найдутся такие константы 0 < c 6 C < ∞, зависящие от наборов
(τ, β,m0, a, A, L) и (λ(f), ε0, α), что при достаточно больших T > T0

имеют место неравенства для минимаксного риска

c T−
(2β)(1+α)

2β+1 6 RT (L∗; ‖ · ‖∗) 6 C T−
(2β)(1+α)

2β+1 . (40)

Так как функция s ∈ L (Λ) однозначно определяется вектором a =
(a(u)), u ∈ Λ, своих коэффициентов из разложения

s(t) =
∑
u∈Λ

a(u) eiut,
∑
u∈Λ

|a(u)|2 <∞, (41)

то по оценке ŝT со значениями из L (Λ),

ŝT (t) =
∑
u∈Λ

âT (u) eiut,
∑
u∈Λ

|âT (u)|2 <∞,

однозначно воспроизводится оценка âT = (âT (u), u ∈ Λ) ∈ l2(Λ). Риск
от использования оценки âT ∈ L(Λ;β, L), построенной по наблюдени-
ям (8), будем измерять величиной

RT (âT ;L(Λ;β;L)) = sup
a∈L(Λ;β;L)

Ea,f

∑
u∈Λ

|âT (u)− a(u)|2. (42)

Обозначим RT (Λ;β;L) – минимаксный риск,

RT (L(Λ;β;L)) = inf
âT
RT (âT ;L(Λ;β;L)) . (43)

Очевидно,
RT (L∗; ‖ · ‖∗) = RT (L(Λ;β;L)). (44)

Пусть τ = (τu, u ∈ Λ) — вектор с неотрицательными координа-
тами. Обозначим Π(τ ) = {a : |a(u)| 6 τu, u ∈ Λ}. В случае заме-
ны в описанной выше задаче множества L(Λ;β;L)} на его подмноже-
ство Π(τ ) величины риска и минимаксного риска будем обозначать
RT (âT ;L(Λ;β;L)) ; τ ) и RT (L(Λ;β;L); τ ).
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§2. Оценки среднего fε(u).

Для ε > 0 и локально суммируемой функции h мы будем использо-
вать обозначение

hε(u) :=
1

2ε

ε∫
−ε

f(u− s) ds.

В [12] установлено, что при условии Макенхаупта на неотрицательную
функцию f при некотором конечном C, зависящем только от λ(f),

ewε(u) 6 fε(u) 6 C ewε(u), w(x) = ln f(x). (45)

В [7] фактически установлено, что при том же условии, если предпо-
ложить, что при некотором α ∈ (−1, 1) и достаточно малом положи-
тельном ε < ε0 < τ/2

sup
u∈Λ

∣∣∣ 1

2ε

u+ε∫
u−ε

ln f(x) dx− α ln ε
∣∣∣ <∞,

то найдутся такие конечные константы d > 0 и D > d, не зависящие
от u и ε, что

d εα 6 fε(u) 6 Dεα, когда 0 < ε < τ/2 и u ∈ Λ. (46)

§3. Верхняя граница для величины минимаксного
риска.

В силу неравенств (36), достаточно доказать теорему для величины
минимаксного риска RT (L∗; ‖ · ‖∗). Обозначим через a функцию на Λ,
значение которой в точке u совпадает с коэффициентом a(u) функции
s(t) в разложении

s(t) =
∑
u∈Λ

a(u) eiut.

То есть мы будем следить не за функцией s, а за вектором a ее коэф-
фициентов в соответствующем разложении. Пусть ε = 1/T , а неотри-
цательное m определено соотношением

m1+2β ε1+α = 1. (47)
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Положим при u ∈ Λ

ãT (u) =
1

2T

T∫
−T

ψTu(t) dy(t) = a(u) +
1

2T

T∫
−T

ψTu(t) dx(t).

Здесь мы учли, что
{
ψTu , u ∈ Λ

}
– система из LT (Λ), сопряженная

(в метрике пространства L2
T ) к системе

{
ϕTu , u ∈ Λ

}
, а потому

1

2T

T∫
−T

ψTu(t) s(t) dt = a(u).

Стало быть, при u ∈ Λ величина ãT (u) — несмещенная оценка a(u).
Поэтому

σ2(u) := E |a(u)− ãT (u)|2 =
1

4T 2

∞∫
−∞

|ψ̂Tu(t)|2 f(t) dt. (48)

Учитывая (31), получаем при T = 1/ε

σ2(u) 6 C1(τ, λ) ε fε(u), (49)

где 4C1(τ, λ) = C(τ, λ) а C(τ, λ) – константа из (31).

Перейдем к усеченной оценке âT (u),

âT (u) = ãT (u)× 1[−m,m](u), u ∈ Λ.

Очевидно,

RT (L∗; ‖ · ‖∗) 6
∑

u∈Λ,|u|6m

D âT (u) +
∑

u∈Λ,|u|>m

|a(u)|2. (50)

В силу (46) и (49), первое слагаемое допускает оценку∑
u∈Λ,|u|6m

D âT (u) = σ2(u)m = σ2(u) ε−
1+α
2β+1

6 C1(τ, λ)Dε1+α ε−
1+α
2β+1 = C1(τ, λ)Dε

2β(1+α)
2β+1

= C1(τ, λ)DT−
2β(1+α)
2β+1 .

Второе слагаемое допускает оценку∑
u∈Λ,|u|>m

|a(u)|2 6 m−2β
∑

u∈Λ,|u|>m

(1 + |u|)2β |a(u)|2
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6 m−2βL = Lε
2β(1+α)
2β+1 = LT−

2β(1+α)
2β+1 .

Отсюда
RT (L∗; ‖ · ‖∗) 6 (C1(τ, λ)D + L)T−

2β(1+α)
2β+1 .

§4. нижняя граница для величины минимаксного
риска.

Оценка снизу минимаксного риска устанавливается следующим об-
разом (см. [16]). Стандартный прием заключается в переходе к дис-
кретной схеме, когда наблюдаются величины

yT (u) = (s, ψTu)T + (x, ψTu)T = a(u) + (x, ψTu)T , u ∈ Λ. (51)

Обозначим xT (u) = (x, ψTu)T . Задача сводится к оцениванию вектора
a = (a(u), u ∈ Λ) по наблюдениям

yT (u) = a(u) + xT (u), u ∈ Λ. (52)

Отметим, что yT (u) – несмещенная оценка параметра a(u), когда u ∈ Λ.
Обозначим σ2

T (u) := E |xT (u)|2. Из леммы 4 следует, что при неко-
торых константах 0 < c(τ, λ) 6 C(τ, λ) <∞

c(τ, λ)
1

T
fε(u) 6 σ2

T (u) 6 C(τ, λ)
1

T
fε(u), u ∈ Λ. (53)

Пусть τ = (τu, u ∈ Λ) – вектор с неотрицательными координатами.
Напомним обозначение Π(τ ) = {a : |a(u)| 6 τu, u ∈ Λ}. Рассмотрим
задачу оценивания вектора a ∈ Π(τ ) по наблюдениям (52), обозначая
RT (âT ;L(Λ;β;L)) ; τ ) и RT (L(Λ;β;L); τ ) – соответствующие величи-
ны риска и минимаксного риска в описанной выше задаче оценива-
ния, сохраняя обозначения RT (âT ;L(Λ;β;L)) ; τ ) и RT (L(Λ;β;L); τ )
величины риска и минимаксного риска в случае, когда используются
наблюдения (8).

В [7] установлено, что если при β > 1/2, u ∈ Λ и

τu =
fε(u)L∑

u∈Λ

fε(u)(1 + |u|)2β
, u ∈ Λ,

то в условиях теоремы при ε = 1/T и некоторой константе c для вели-
чины минимаксного риска справедлива оценка

RT (L(Λ;β;L); τ ) > c T−
2β(1+α)
2β+1 .

Следующее утверждение в другой форме установлено в [16].
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Лемма 7. Пусть h ∈ DT ,

z =
1

2T

T∫
−T

h(t) dx(t),
1

2T

T∫
−T

h(t) eiutdt = 0. (54)

Тогда в условиях теоремы при некотором положительном ρ=ρ(f)<1

E |x(u)− z|2 > (1− ρ)E |x(u)|2.

Из леммы 7 следует справедливость следующего утверждения.

Лемма 8. В условиях теоремы при u ∈ Λ для любой оценки ãT (u)
параметра a(u), построенной по наблюдениям (8),

E |a(u)− ãT (u)| > (1− ρ)σ2
T (u).

Из леммы 8 следует, что в условиях теоремы для величины мини-
максного риска RT (L(Λ;β;L); τ ) справедлива оценка

RT (L(Λ;β;L)) > (1− ρ) c T−
2β(1+α)
2β+1 .

Из последнего неравенства, очевидно, следует оценка

RT (L (Λ;β;L)) > (1− ρ) c T−
2β(1+α)
2β+1 .

Отметим, что упомянутые в этом пункте константы c и ρ зависят
только от величин τ(Λ), β,m0, a, A, L, λ(f).
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