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�1. Ââåäåíèå

Âåðîÿòíîñòè ðåäêèõ ñîáûòèé, òàêèõ êàê íàâîäíåíèÿ èëè ðåçêèå âû-
áðîñû â óðîâíå öåí ôèíàíñîâûõ àêòèâîâ, íå ìîãóò áûòü îöåíåíû ïðè
ïîìîùè ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ. Ïîñòðîåíèå ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ íà îñíîâå èìåþùèõñÿ äàííûõ íå ïîçâîëÿåò èññëåäî-
âàòü èñêîìóþ âåðîÿòíîñòü, ïîñêîëüêó èíòåðåñóþùèå íàñ ñîáûòèÿ íå
áûëè çàôèêñèðîâàíû íà äàííûé ìîìåíò, òî åñòü, ñîãëàñíî ýìïèðè÷å-
ñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, èõ âåðîÿòíîñòü ðàâíà 0, ÷òî, áåçóñëîâíî,
íå ñîîòâåòñòâóåò äåéñòâèòåëüíîñòè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âñå æå ïîëó÷èòü
íåêîòîðóþ îöåíêó âåðîÿòíîñòè ïîäîáíûõ âûáðîñîâ, èñïîëüçóþò ìåòî-
äû, îñíîâàííûå íà ïðåäåëüíîì ðàñïðåäåëåíèè. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò â
ýòîì íàïðàâëåíèè � òåîðåìà Ãíåäåíêî�Ôèøåðà�Òèïïåòà, äàþùàÿ èñ-
÷åðïûâàþùèé îòâåò íà âîïðîñ î ïðåäåëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ìàêñèìóìîâ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:

Òåîðåìà 1 (Ãíåäåíêî�Ôèøåðà�Òèïïåòà). Ïóñòü Xn, n = 1, 2, . . . �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí. Åñëè íàéäóòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîíñòàíò cn>0,
dn ∈ R, n = 1, 2, . . . è íåâûðîæäåííàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ H, òà-

êèå ÷òî äëÿ âñåõ x, ÿâëÿþùèõñÿ òî÷êàìè íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè H,

âûïîëíåíî

lim
n→∞

P
(

max(X1, . . . , Xn) 6 cnx+ dn
)

= H(x),

òî H ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç òðåõ òèïîâ ðàñïðåäåëåíèé (α > 0):
ðàñïðåäåëåíèå Ôðåøå:

Φα(x) =

{
0, x 6 0,

e−x
−α
, x > 0;

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãàóññîâñêèå âðåìåííûå ðÿäû, ôóíêöèè çàâèñèìûõ ãàóññîâ-
ñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïðåäåëüíûå òåîðåìû, ïîðÿäêîâûå ñòàòèñòèêè, ãàóññîâ-
ñêèå êîïóëû.
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ðàñïðåäåëåíèå Âåéáóëëà:

Ψα(x) =

{
e−(−x)

α

, x < 0,

1, x > 0;

ðàñïðåäåëåíèå Ãóìáåëÿ:

Λ(x) = e−e
−x
, x ∈ R.

Îäíàêî íà ïðàêòèêå ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ çàâèñèìûìè
ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, äëÿ êîòîðûõ äàííàÿ òåîðåìà íàïðÿìóþ íå-
ïðèìåíèìà, ïîýòîìó ìíîãèå äàëüíåéøèå ðàáîòû áûëè íàïðàâëåíû íà
îáîáùåíèå òåîðåìû 1 íà ñëó÷àé çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Â ðàáîòå [1] Ñ. Áåðìàí ïîêàçàë ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè íîðìèðîâàííûõ ìàêñèìóìîâ ñòàöèîíàðíûõ çàâèñèìûõ
ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Ãóìáåëÿ
ïðè íåêîòîðîì îãðàíè÷åíèè íà èõ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ. Ýòè ðå-
çóëüòàòû áûëè îáîáùåíû â ñòàòüå ß. Ìèòòàë è Ä. Èëâèñàêåðà [2], ãäå
áûëà ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà â ñëó÷àå ñèëüíîé çà-
âèñèìîñòè äëÿ ãàóññîâñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:

Òåîðåìà 2. Ïóñòü Xn, n = 1, 2, . . . � ñòàöèîíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ñòàíäàðòíûõ íîðìàëüíûõ âåëè÷èí ñ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöè-

åé rn. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî rn âûïóêëà, ñòðåìèòñÿ ê 0 è ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü 1
rn lnn ìîíîòîííà ïðè áîëüøèõ n, ïðè÷åì lim

n→∞
1

rn lnn = 0.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî x âåðíî, ÷òî

lim
n→∞

P
(
r
− 1

2
n

(
Mn − (1− rn)

1
2 bn

)
6 x

)
= Φ(x), (1)

ãäå Mn = max
k6n

(Xk), bn = 2
√

2 lnn − ln(4π lnn)

2
√
2 lnn

, Φ(x) � ôóíêöèÿ ñòàí-

äàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ïîñêîëüêó çàâèñèìîñòü äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãàóññîâñêèõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ èõ êîððåëÿöèîííîé ôóíê-
öèåé, ñëåäóþùèì øàãîì ñòàëî èçó÷åíèå ôóíêöèé îò ãàóññîâñêèõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí. Èíûìè ñëîâàìè, â äàííîé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ïðåäåëü-
íûå ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ìàêñèìóìà âðåìåííîãî ðÿäà âèäà {f(Xn)}∞n=1,
ãäå Xn � ñòàöèîíàðíûé ãàóññîâñêèé ïðîöåññ ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì
è f : R→ R � íåêîòîðàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Áîëåå ïîäðîáíî, èçó-
÷àþòñÿ óñëîâèÿ íà ôóíêöèþ f , òàêèå ÷òî ñóùåñòâóþò cn, dn ∈ R è
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íåâûðîæäåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ è âûïîëíÿåòñÿ ïðåäåëüíîå ñî-
îòíîøåíèå ïî ðàñïðåäåëåíèþ:

max
k=1,...,n

f(Xk)− dn

cn

d−→
n→∞

ξ.

Ìíîãî÷èñëåííûå îöåíêè íà àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå è äðóãèå
ñâîéñòâà ãàóññîâñêèõ ïðîöåññîâ ìîãóò áûòü íàéäåíû â [12]. Íåîáõîäè-
ìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà ôóíêöèþ, ïðè êîòîðûõ îáðàç ãàóññîâ-
ñêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ïîä äåéñòâèåì ýòîé ôóíêöèè ïðèíàäëåæèò
îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ôðåøå, áûëè íàéäåíû Â. È. Ïè-
òåðáàðãîì è À. Å. Ìàçóð â [3] è [4]. Â. Â. Òðîøèíûì â [5] áûëî íàé-
äåíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèè ãàóññîâñêîé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ê îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ãóìáåëÿ. Â [3]
ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà ïåðåíîñà ïðåäåëüíîé òåîðåìû Áåðìàíà íà
ñëó÷àé, êîãäà ïðåîáðàçîâàííûå ôóíêöèåé ãàóññîâñêèå ñëó÷àéíûå âå-
ëè÷èíû ïðèíàäëåæàò îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ôðåøå.

Â ðàáîòàõ àâòîðà [6] è [11] áûëè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû äëÿ ôóíêöèé
çàâèñèìûõ ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, óäîâëåòâîðÿþùèõ óæå
óïîìÿíóòîìó óñëîâèþ rn lnn → 0, n → ∞, à òàêæå óñëîâèþ rn lnn →
γ, n → ∞, ãäå γ > 0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Ýòî óñëîâèå ìîæåò
áûòü íåñëîæíî îáîáùåíî äî rn lnn = O(1). Äàííàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåò-
ñÿ ïðÿìûì ïðîäîëæåíèåì ðàáîò [6] è [11] è èññëåäóåò íàëè÷èå ïðå-
äåëüíîé òåîðåìû äëÿ ôóíêöèé îò ãàóññîâñêîãî âðåìåííîãî ðÿäà ïðè
ñèëüíîé çàâèñèìîñòè ïðîîáðàçîâ, òî åñòü êîãäà äëÿ êîððåëÿöèîííîé
ôóíêöèè rn ãàóññîâñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåðíî ñëåäóþùåå ñîîò-
íîøåíèå: lim

n→∞
rn lnn = ∞. Ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå ìàêñèìóìîâ â ýòîì

ñëó÷àå èìååò ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûé õàðàêòåð äëÿ îáëàñòè ïðèòÿæå-
íèÿ Ôðåøå ïî ñðàâíåíèþ ñ îáëàñòüþ ïðèòÿæåíèÿ Ãóìáåëÿ.

Äàííàÿ ñòàòüÿ ñòðóêòóðèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: â �2 ïîêàçàíî
îòñóòñòâèå íåòðèâèàëüíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ îáðàçîâ ãàóñ-
ñîâñêîãî ðÿäà ñ ñèëüíîé çàâèñèìîñòüþ èç îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ ðàñïðå-
äåëåíèÿ Ôðåøå ïðè ëèíåéíîé íîðìèðîâêå. Â �3 óñòàíîâëåíà ïðåäåëü-
íàÿ òåîðåìà äëÿ îáðàçîâ ãàóññîâñêîãî ðÿäà ñ ñèëüíîé çàâèñèìîñòüþ â
ñëó÷àå, êîãäà îáðàçû èìåþò ðàñïðåäåëåíèå âåéáóëëîâñêîãî òèïà. Â �4
èññëåäóåòñÿ ñâÿçü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ õàðàêòåðîì ïîâåäåíèÿ
ïðåäåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé èç [11] ïðè γ →∞.
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Ïîìèìî óæå ââåäåííûõ â òåîðåìå 1 â ñòàòüå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäó-
þùèå îáîçíà÷åíèÿ. ×åðåç R,Z,N îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâà âåùåñòâåí-
íûõ, öåëûõ è íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì ïîñëåäíèå
íà÷èíàþòñÿ ñ 1. Ôóíêöèè ϕ(x) è Φ(x) îáîçíà÷àþò ïëîòíîñòü è ôóíê-
öèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîé íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñî-
îòâåòñòâåííî.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü È. À. Àëåêñååâó çà âíèìàíèå è ïîä-
äåðæêó â ðàáîòå è Â. È. Ïèòåðáàðãó çà ïîñòàíîâêó ïåðâîíà÷àëüíîé
ïðîáëåìû.

�2. Ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà äëÿ ôóíêöèé çàâèñèìîãî

ãàóññîâñêîãî âðåìåííîãî ðÿäà. Îáùèå ôàêòû

Íàïîìíèì, ÷òî ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè çàâèñèìûõ è íåçàâèñèìûõ îáðàçîâ ñòàöèîíàðíûõ ãàóñ-
ñîâñêèõ âðåìåííûõ ðÿäîâ ïðè îòîáðàæåíèè íåêîòîðîé ôóíêöèåé f :
R→ R, òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âèäà

ξi = f(Xi),

ãäå {Xi}∞i=1 � ñòàöèîíàðíûé ãàóññîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, rn � åãî
êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ, n ∈ N, EXi = 0 è EX2

i = 1 äëÿ ëþáîãî i.
Çàìåòèì, ÷òî â ëèòåðàòóðå [3, 6] ïîäîáíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòî
íàçûâàþò ãàóññîâñêèì êîïóëüíûì ïðîöåññîì, ïîñêîëüêó çàâèñèìîñòü,
ïîðîæäàåìàÿ âðåìåííûì ðÿäîì, ìîæåò áûòü âûðàæåíà â òåðìèíàõ
ìíîãîìåðíîé ãàóññîâñêîé êîïóëû. Òàêæå áóäåò èñïîëüçîâàíî ñëåäóþ-

ùåå îáîçíà÷åíèå bn =
√

2 lnn+ ln(4π lnn)

2
√
2 lnn

.

Èçâåñòíî ( [11, ñòðàíèöà 11]), ÷òî äëÿ ëþáîé ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ
íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèè L âûïîëíåíî

lnL(xb) = o(lnx), x→∞. (2)

Äîêàæåì íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû.

Ëåììà 1. Ïóñòü X1, X2, . . . � ñòàöèîíàðíàÿ ãàóññîâñêàÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ñ íóëåâûì ñðåäíèì, åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé è êîððåëÿöèîí-

íîé ôóíêöèåé rn, ïðè÷åì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü rn âûïóêëà è rn → 0,
n → ∞. Ïóñòü rn lnn → ∞ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü rn lnn ìîíîòîí-

íà ïðè áîëüøèõ n. Îáîçíà÷èì Mn = max (X1, . . . , Xn). Òîãäà, åñëè
ñóùåñòâóþò íåòðèâèàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ G(x) è íåêîòî-

ðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé gn(x), òàêèå ÷òî äëÿ âñåõ òî÷åê
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íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè G(x) âåðíî, ÷òî

lim
n→∞

P (Mn 6 gn(x)) = G(x),

òî
gn(x)−

√
1−rn bn√
rn

→ τ(x), ãäå τ(x) � íåêîòîðàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíê-

öèÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò n.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1. Èç òåîðåìû 2.4 [2] ìû çíàåì, ÷òî â óñëî-

âèÿõ ëåììû lim
n→∞

P
(
Mn−

√
1−rn bn√
rn

6 x
)

= Φ(x). Ïîñêîëüêó ïðåäåëüíàÿ

ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ, ýòî îçíà÷à-
åò, ÷òî ñõîäèìîñòü ðàâíîìåðíà ïî x, òî åñòü äëÿ ëþáîãî x ∈ R è ëþáîãî
ε > 0 ñóùåñòâóåò N ∈ N, òàêîå ÷òî äëÿ ëþáîãî n > N âåðíî, ÷òî∣∣∣P(Mn −

√
1− rn bn√
rn

6 x
)
− Φ(x)

∣∣∣ 6 ε.
Ïðè n > N ðàññìîòðèì

lim
n→∞

P
(
Mn 6 gn(x)

)
= lim
n→∞

P
(Mn −

√
1− rn bn√
rn

6
gn(x)−

√
1− rn bn√
rn

)
Òîãäà

Φ
(gn(x)−

√
1− rn bn√
rn

)
− ε

6 P
(Mn −

√
1− rn bn√
rn

6
gn(x)−

√
1− rn bn√
rn

)
6 Φ

(gn(x)−
√

1− rn bn√
rn

)
+ ε

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç óñëîâèé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè
íåïðåðûâíîñòè x ôóíêöèè G(x) ñóùåñòâóåò N1(x) ∈ N, òàêîå ÷òî äëÿ
n > N1(x) âåðíî, ÷òî

G(x)− ε 6 P
(Mn −

√
1− rn bn√
rn

6
gn(x)−

√
1− rn bn√
rn

)
6 G(x) + ε.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè n > max(N,N1(x)) âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå:

G(x)− 2ε 6 Φ
(gn(x)−

√
1− rn bn√
rn

)
6 G(x) + 2ε.

Ïîñêîëüêó Φ è îáðàòíàÿ ê íåé ôóíêöèÿ êâàíòèëåé ñòðîãî ìîíîòîííû
è íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìû, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
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Φ−1
(
G(x)− 2ε

)
6
gn(x)−

√
1− rn bn√
rn

6 Φ−1
(
G(x) + 2ε

)
.

Òîãäà ïî ôîðìóëå êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé äëÿ íåêîòîðîé C(x) ∈ R âåð-
íî, ÷òî

Φ−1 (G(x))− C(x) ε 6
gn(x)−

√
1− rn bn√
rn

6 Φ−1 (G(x)) + C(x) ε.

Ïîëîæèâ τ(x) = Φ−1 (G(x)), ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâóþùåå îïðåäåëåíèå
ïðåäåëà. �

Èòàê, äëÿ ìàêñèìóìîâ ãàóññîâñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ñèëüíîé
çàâèñèìîñòüþ íàáëþäàåòñÿ ñõîäèìîñòü ê íåòðèâèàëüíîìó ðàñïðåäåëå-
íèþ òîëüêî ïðè íîðìèðîâêå ñëåäóþùåãî âèäà:

P
(
max(X1, . . . , Xn) 6

√
1− rn bn +

√
rn τ(x) + o (

√
rn)
)
→ G(x).

Ëåììà 2. Ïóñòü L � ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíê-

öèÿ. Òîãäà ïðè x→∞ âåðíî, ÷òî

lnL (x (1 +O(1))) = lnL(x) + o(1).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2. Äëÿ ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ íà áåñêîíå÷-
íîñòè ôóíêöèé èçâåñòíî [10], ÷òî äëÿ a > 0, ïðèíàäëåæàùèõ êîìïàêò-
íîìó ìíîæåñòâó, âûïîëíåíà ðàâíîìåðíàÿ ïî a ñõîäèìîñòü ñëåäóþùåãî
âèäà:

lim
x→∞

L(ax)

L(x)
→ 1,

òî åñòü L(x(1+O(1))) = L(x)(1+o(1)). Îñòàëîñü ïðîëîãàðèôìèðîâàòü
äàííûé ðåçóëüòàò. �

Ëåììà 3. Ïóñòü X1, X2, . . . � ñòàöèîíàðíàÿ ãàóññîâñêàÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ñ íóëåâûì ñðåäíèì, åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé è êîððåëÿöèîí-

íîé ôóíêöèåé rn, ïðè÷åì rn → 0 ïðè n → ∞. Ïóñòü, êðîìå òîãî, f
� íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà èçìåíå-

íèé ìîíîòîííîñòè, ïðè÷åì f(y) → ∞, y → ∞ è f(y) < M, y < 0 äëÿ

íåêîòîðîé êîíñòàíòû M ∈ R. Ïóñòü òàêæå ñóùåñòâóåò íåòðèâè-

àëüíûé ïðåäåë

lim
n→∞

P (max(f(X1), . . . , f(Xn)) 6 cnx+ dn) = G(x).

Òîãäà cnx+ dn →∞ ïðè n→∞.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîäïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ nk, k = 1, 2, . . ., òàêàÿ ÷òî cnkx+dnk < u äëÿ
íåêîòîðîãî u ∈ R. Òîãäà âûáåðåì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü nkl , òàêóþ
÷òî rnkl ln l = o(1) ïðè l → ∞. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, ïîñêîëüêó rn → 0

ïðè n→∞. Òîãäà max
i6n

(f(Xi)) > max
nkl6n

(
f(Xnkl

)
)
, òî åñòü

P
(

max
i6n

(f(Xi)) > u
)
> P

(
max
nkl6n

(
f(Xnkl

)
)
> u

)
. (3)

Îäíàêî, ïðè áîëüøèõ n âåðîÿòíîñòü ïðåâûøåíèÿ óðîâíÿ u, óêàçàííàÿ
â ïðàâîé ÷àñòè (3), ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò òàêîâîé äëÿ íåçàâèñèìûõ êî-
ïèé, ÷òî áûëî ïîêàçàíî â [6, òåîðåìà 2]. Â íåçàâèñèìîì ñëó÷àå òàêàÿ
âåðîÿòíîñòü ñòðåìèòñÿ ê 1, òî åñòü íè äëÿ êàêîé òî÷êè x ïî äàííîé ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàêñèìóìîâ íå áóäåò íàáëþäàòüñÿ ñõîäèìîñòè ê
íåòðèâèàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè cnx+ dn ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè,
à ñëåäîâàòåëüíî cnx+ dn ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ñîãëàñíî îïðåäå-
ëåíèþ ïðåäåëà ïî Ãåéíå. �

�3. Ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà äëÿ ôóíêöèé çàâèñèìîãî

ãàóññîâñêîãî âðåìåííîãî ðÿäà. Îáëàñòü

ïðèòÿæåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ôðåøå

Äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü X1, X2, . . . � ñòàöèîíàðíàÿ ãàóññîâñêàÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü ñ íóëåâûì ñðåäíèì, åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé è êîððåëÿöè-

îííîé ôóíêöèåé rn, ïðè÷åì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü rn âûïóêëà è rn →
0 ïðè n → ∞. Ïóñòü òàêæå rn lnn → ∞ ìîíîòîííî ïðè áîëü-

øèõ n. Îáîçíà÷èì Mn = max (X1, . . . , Xn). Ïóñòü ξi = f (Xi) èìå-

åò ðàñïðåäåëåíèå, ïðèíàäëåæàùåå îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ ðàñïðåäåëå-

íèÿ Ôðåøå, ò.å. 1 − P (ξ 6 x) = x−aL(x), ãäå a > 0 è L(x) � ìåä-

ëåííî ìåíÿþùàÿñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèÿ. Ïóñòü, êðîìå òîãî,

f � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ íå áîëåå ÷åì êîíå÷íîå ÷èñëî èç-

ìåíåíèé ìîíîòîííîñòè, ïðè÷åì f(y) → ∞ ïðè y → ∞ è f(y) < M
ïðè y < 0 äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòûM ∈ R. Îáîçíà÷èì òàêæåMξ

n =
max (f(X1), . . . , f(Xn)). Òîãäà íå ñóùåñòâóåò íîðìèðîâî÷íûõ êîýôôè-

öèåíòîâ cn è dn, íå çàâèñÿùèõ îò x è òàêèõ ÷òî

lim
n→∞

P
(
Mξ
n 6 cnx+ dn

)
= G(x),
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ãäå G(x) � íåòðèâèàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé ñòðîãî
ìîíîòîííîé ôóíêöèè f . Íàïîìíèì (ñì. [11]), ÷òî äëÿ ñòðîãî ìîíî-
òîííîé ôóíêöèè f , óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì òåîðåìû, âåðíî ñëåäó-
þùåå àñèìïòîòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå:

f−1(y) =
√

2a ln y − lnL(y)√
2a ln y

− ln 2π

2
√

2a ln y

− ln 2a+ ln ln y + o(1)

2
√

2a ln y
+ o
( 1√

ln y

)
.

(4)

Ïîêàæåì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò íîðìèðîâî÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ cn è
dn, òàêèõ ÷òî f−1(cnx + dn) =

√
1− rn bn +

√
rnτ(x) + o(

√
rn). Òîãäà,

ñîãëàñíî ëåììå 1, ïðåäåëüíîé ôóíêöèåé íå ìîæåò áûòü ôóíêöèÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ, îòëè÷íàÿ îò òðèâèàëüíîé.

Èòàê, ñîãëàñíî ëåììå 3, cnx + dn → ∞ ïðè n → ∞. Ïîêàæåì,
÷òî òîãäà ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü nk, äëÿ êîòîðîé âûïîë-

íåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé ïðè k → ∞:
cnk
dnk

= o(1),
dnk
cnk

= o(1)

èëè dnk ∼ cnk . Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü sn =
|cn|

|cn|+|dn| . Çàìåòèì, ÷òî sn ∈ [0, 1], òî åñòü äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ëåæèò â êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå. Òîãäà, ïî òåîðåìå Áîëüöàíî�Âåéåð-
øòðàññà, èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè sn ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü snk → s ∈ [0, 1], k → ∞. Ðàññìîòðèì 3 ñëó÷àÿ:
s = 0, s = 1 è 0 < s < 1.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðè k →∞ èìååì:

snk =
1

1 +
|dnk |
|cnk |

→ 0, (5)

òî åñòü
|dnk |
|cnk |

→∞ èëè, èíûìè ñëîâàìè,
|cnk |
|dnk |

= o(1).

Åñëè s = 1, òî â ïðàâîé ÷àñòè (5) äîëæíà íàáëþäàòüñÿ ñõîäèìîñòü

ê 1, òî åñòü
|dnk |
|cnk |

→ 0.

Íàêîíåö, åñëè 0 < s < 1, òî

|dnk |
|cnk |

→ 1

s
− 1,

òî åñòü cnk ∼ dnk è îáà ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.
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Çàìåòèì, ÷òî åñëè èìååòñÿ ñõîäèìîñòü äëÿ âñåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
íîðìèðîâàííûõ ìàêñèìóìîâ, òî äîëæíà áûòü è ñõîäèìîñòü äëÿ ëþ-
áîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Äàëåå äëÿ óäîáñòâà äîêàçàòåëüñòâà è íå
íàðóøàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñÿ íîðìèðîâî÷-
íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëèêîì óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç îïèñàííûõ
óñëîâèé. Èòàê, ïóñòü cn

dn
= o(1). Òîãäà

f−1(cnx+ dn) =
√

2a ln(cnx+ dn)− lnL(cnx+ dn)√
2a ln(cnx+ dn)

− ln 2π

2
√

2a ln(cnx+ dn)
− ln 2a+ ln ln(cnx+ dn) + o(1)

2
√

2a ln(cnx+ dn)

+ o
( 1√

ln(cnx+ dn)

)
.

Âûíåñåì dn çà ñêîáêè è ïîëó÷èì:

f−1(cnx+ dn) =

√
2a
(

ln dn + ln
(

1 +
cnx

dn

))
− lnL(cnx+ dn)√

2a
(

ln dn + ln
(

1 + cnx
dn

))
−

ln 2π + ln 2a+ ln
(

ln dn + ln
(

1 + cnx
dn

))
+ o(1)

2

√
2a
(

ln dn + ln
(

1 + cnx
dn

))
+ o
( 1√

ln(cnx+ dn)

)
.

Äàëåå, ïåðåîáîçíà÷èì hn(x) = ln
(

1 + cnx
dn

)
= cnx

dn
+O

(
c2nx

2

d2n

)
. Çàìå-

òèì, ÷òî hn(x) = o(1). Òîãäà

f−1(cnx+ dn) =

√
2a ln dn

(
1 +

hn(x)

ln dn

)
− lnL(cnx+ dn)√

2a ln dn

(
1 + hn(x)

ln dn

)
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−
ln 2π + ln 2a+ ln

(
ln dn

(
1 + hn(x)

ln dn

))
+ o(1)

2

√
2a
(

ln dn

(
1 + hn(x)

ln dn

)) + o
( 1√

ln(cnx+ dn)

)
.

Ðàçëàãàÿ â ðÿä Òåéëîðà, ïîëó÷àåì:

f−1(cnx+ dn) =
√

2a ln dn

(
1 +O

(
hn(x)

ln dn

))

−
2 lnL(cnx+ dn) + ln 4πa+ ln ln dn + ln

(
1 + hn(x)

ln dn

)
+ o(1)

√
2a ln dn

×
(

1 +O

(
hn(x)

ln dn

))
+ o
( 1√

ln(cnx+ dn)

)
.

Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå â ëåììå 2,

ln (L(cnx+ dn)) = lnL(dn) + o(1),

òî åñòü

f−1(cnx+ dn) =
√

2a ln dn −
2 lnL(dn) + ln 4πa+ ln ln dn + o(1)√

2a ln dn

+o
( 1√

ln(dn)

)
.

(6)

Èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî
√

2a ln dn ∼ bn, òî åñòü ln dn äîëæåí èìåòü
ïîðÿäîê lnn

a . Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó rn lnn→∞, èìååì 1√
lnn

= o(
√
rn).

Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî o ìàëîå â (6) íå ïîâëèÿåò íà ïðåäåë (åñëè îí ñó-
ùåñòâóåò), òî åñòü ïðè òàêîé íîðìèðîâêå ïðåäåë íå çàâèñèò îò x, à
ñëåäîâàòåëüíî òðèâèàëåí è íå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñà.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé åñëè dn
cn

= o(1). Òîãäà, îáîçíà÷èâ

wn(x) = ln
(

1 + dn
cnx

)
= dn

cnx
+O

(
d2n
c2nx

2

)
= o(1), èìååì:

f−1(cnx+ dn) =
√

2a(ln cn + lnx+ wn(x))

− 2 lnL(cnx+ dn) + ln 4πa+ ln (ln cn + lnx+ wn(x)) + o(1)

2
√

2a ln(cnx+ dn)

+ o
( 1√

ln(cnx+ dn)

)
.
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Âûíåñåì ãëàâíîå ñëàãàåìîå çà ñêîáêè

f−1(cnx+ dn) =
√

2a ln cn

√
1 +

lnx

2a ln cn
+

wn(x)

2a ln cn

− 2 lnL(cn) + ln 4πa+ ln ln cn + o(1)

2
√

2a ln(cnx+ dn)
+ o
( 1√

ln(cnx+ dn)

)
.

Âûøå ìû ñíîâà âîñïîëüçîâàëèñü ñâîéñòâîì ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ
ôóíêöèè, äîêàçàííûì â ëåììå 2. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî

f−1(cnx+ dn)

=
√

2a ln cn−
2 lnL(cn)+ln ln cn

2
√

2a ln cn

(
1+O

(
1

ln cn

))
+O

( 1√
ln(cnx+ dn)

)
=
√

2a ln cn −
2 lnL(cn) + ln ln cn

2
√

2a ln cn
+O

(
1√

ln cn

)
.

Ïîñêîëüêó ýòî âûðàæåíèå äîëæíî áûòü òîãî æå ïîðÿäêà, ÷òî è
àñèìïòîòèêà gn â ëåììå 1, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

√
2a ln cn =

√
1− rnbn(1 + o(1)) =

√
2 lnn(1 + o(1)),

ò.å. O áîëüøîå âûøå íå ïîâëèÿåò íà ïðåäåë. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñíîâà
ïðåäåë òðèâèàëåí è íå çàâèñèò îò x.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà cn è dn ýêâèâàëåíòíû.

Ïóñòü vn(x) = ln
(
x+ dn

cn

)
= O(1). Òîãäà

f−1(cnx+ dn) =
√

2a(ln cn + vn(x))

− 2 lnL(cnx+ dn) + ln 4πa+ ln (ln cn + vn(x)) + o(1)

2
√

2a ln(cnx+ dn)

+ o

(
1√

ln(cnx+ dn)

)
.



306 À. Â. ÑÀÂÈ×

Èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî

f−1(cnx+ dn) =
√

2a ln cn

√
1 +

vn(x)

2a ln cn

− 2 lnL(cn) + ln 4πa+ ln ln cn + o(1)

2
√

2a(ln cn + vn(x))
+ o

(
1√

(ln cn + vn(x))

)

=
√

2a ln cn −
2 lnL(cn) + ln 4πa+ ln ln cn + o(1)

2
√

2a ln cn

+O

(
1√

(ln cn + vn(x))

)
.

Êàê âèäèì, ñëàãàåìûå, âëèÿþùèå íà ïðåäåë, ñíîâà íå çàâèñÿò îò x.
Òåïåðü ðàññìîòðèì ôóíêöèè f , ìîíîòîííûå ëèøü íà áåñêîíå÷íîñòè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ òàêîé ôóíêöèè ñóùåñòâóþò íîðìèðîâî÷íûå
êîýôôèöèåíòû, òàêèå ÷òî

lim
n→∞

P
(
Mξ
n 6 cnx+ dn

)
= G(x).

Âûáåðåì äîñòàòî÷íî áîëüøîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî A > M , òàêîå
÷òî ïðè çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà á�îëüøèõ B � ïðîîáðàçà A ïðè îòîáðàæå-
íèè f , ñàìà f ñòðîãî ìîíîòîííà è áîëüøå M èç óñëîâèÿ òåîðåìû. Ñî-
ãëàñíî ëåììå 3, cnx+dn →∞ ïðè n→∞. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ
íåêîòîðîãî n, cnx+ dn > A. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f̄(x), ñîâïàäàþùóþ
ñ f â òî÷êå è ñïðàâà îò íåå, íî ïðè ýòîì ñòðîãî ìîíîòîííóþ ñëåâà îò
íåå (ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ íà ïðàâîé ïîëóîñè, ïîñêîëüêó ñëåâà f íå
ïðåâîñõîäèò M). Ðàñïèøåì:

P (max(f(X1), . . . , f(Xn)) 6 cnx+ dn)

= P (max(f(X1), . . . , f(Xn)) 6 A)

+ P (A < max(f(X1), . . . , f(Xn)) 6 cnx+ dn)

= 1−P (max(f(X1), . . . , f(Xn)) > A)

+ P
(
A < max(f̄(X1), . . . , f̄(Xn)) 6 cnx+ dn

)
.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíåå âûðàæåíèå èç îïðåäåëåíèÿ A ñîâïàäàåò ñ
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1−P
(
max(f̄(X1), . . . , f̄(Xn)) > A

)
+ P

(
A < max(f̄(X1), . . . , f̄(Xn)) 6 cnx+ dn

)
= P

(
max(f̄(X1), . . . , f̄(Xn)) 6 cnx+ dn

)
,

(7)

ïîñêîëüêó

P
(
max(f̄(X1), . . . , f̄(Xn)) > A

)
= P (max(X1, . . . , Xn) > B)

= P (max(f(X1), . . . , f(Xn)) > A) .

Îäíàêî (7) îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ ñòðîãî ìîíîòîííîé íà áåñêî-
íå÷íîñòè ôóíêöèè f̄ ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíûé ïðåäåë äëÿ íîðìèðî-
âàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàêñèìóìîâ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óæå äîêà-
çàííîìó. �

�4. Ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà äëÿ ôóíêöèé çàâèñèìîãî

ãàóññîâñêîãî âðåìåííîãî ðÿäà. Îáëàñòü

ïðèòÿæåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ãóìáåëÿ

Íèæå óñòàíîâëåíà ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îáðàçîì
ðàññìàòðèâàåìûõ ãàóññîâñêèõ ïðîöåññîâ ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí âåéáóëëîâñêîãî òèïà. Ïðåäñòàâëåííûé òèï ðàñïðå-
äåëåíèé âûáðàí òàê êàê îí ÿâëÿåòñÿ ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêèì è ÷àñòî
èñïîëüçóåòñÿ íà ïðàêòèêå. Íà äàííûé ìîìåíò ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòû
â îáùåì ñëó÷àå íå óäàëîñü, ïîñêîëüêó îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ Ãóìáåëÿ
ÿâëÿåòñÿ î÷åíü îáøèðíîé è ñ ðàçíîîáðàçíîé àñèìïòîòèêîé ïîâåäåíèÿ
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü X1, X2, . . . � ñòàöèîíàðíàÿ ãàóññîâñêàÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü ñ íóëåâûì ñðåäíèì, åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé è êîððåëÿ-

öèîííîé ôóíêöèåé rn, ïðè÷åì rn âûïóêëà è rn → 0 ïðè n → ∞.

Ïóñòü òàêæå rn lnn → ∞ ìîíîòîííî ïðè áîëüøèõ n. Îáîçíà÷èì
Mn = max (X1, . . . , Xn). Ïóñòü ξi = f (Xi) èìåþò ôóíêöèþ ðàñïðå-

äåëåíèÿ âåéáóëëîâñêîãî òèïà, ò.å. F (x) = 1 − d
βC x

αe−Cx
β

ãäå d > 0,

β>0, C>0, α > −1 � íåêîòîðûå ïàðàìåòðû. Ïóñòü, êðîìå òîãî, f
� íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ íå áîëåå ÷åì êîíå÷íîå ÷èñëî èç-

ìåíåíèé ìîíîòîííîñòè, ïðè÷åì f(y) → ∞ ïðè y → ∞ è f(y) < M
ïðè y < 0 äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû M ∈ R. Îáîçíà÷èì òàêæå

Mξ
n = max (f(X1), . . . , f(Xn)) .
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Òîãäà ñóùåñòâóþò íîðìèðîâî÷íûå êîýôôèöèåíòû cn è dn, òàêèå ÷òî

lim
n→∞

P
(
Mξ
n 6 cnx+ dn

)
= Φ(x),

ãäå Φ(x) � ôóíêöèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Íîð-

ìèðîâî÷íûå êîýôôèöèåíòû ìîãóò áûòü âûáðàíû êàê ðåøåíèÿ ïðåä-

ñòàâëåííîãî íèæå óðàâíåíèÿ
√

2Cd
β
2
n −

(
α+ β

2

)
ln dn
√
2Cd

β
2
n

=
√

1− rn bn

βcn

2d
1− β

2
n

=
√
rn ←→ cn =

2
√
rnd

1− β
2

n

β .
(8)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4. Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå àñèìïòîòè÷åñ-
êîå óðàâíåíèå, ïðåäñòàâëåííîå â óñëîâèÿõ òåîðåìû. Çàìåòèì, ÷òî åñ-
ëè ðàññìîòðåòü ëåâóþ ÷àñòü ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû êàê ôóíêöèþ
îò dn, òî ïðè áîëüøèõ dn ýòà ôóíêöèÿ ìîíîòîííà, íåïðåðûâíà è ñòðå-
ìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, òî åñòü ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì n ñóùå-
ñòâóåò çíà÷åíèå dn, â òî÷íîñòè óäîâëåòâîðÿþùåå äàííîìó óðàâíåíèþ,
ïðè÷åì dn →∞, n→∞, ÷òî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ bn. Íàéòè äàííîå
ðåøåíèå äîñòàòî÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ëåâîé ÷àñòè o

(√
rn
)
, äëÿ

÷åãî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåõíèêîé, îïèñàííîé Îëâåðîì â [7, ñ. 23].
Íàïîìíèì, ÷òî àñèìïòîòèêà îáðàòíîé ôóíêöèè äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

âåéáóëëîâñêîãî òèïà áûëà íàéäåíà â [6] è èìååò âèä:

f−1(un) =
√

2Cu
β
2
n −

(
α+

β

2

)
lnun
√

2Cu
β
2
n

+O
(
u
− β2
n

)
.

Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (8) îáëàäàþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: cndn = o(1)
è dn →∞ ïðè n→∞. Òîãäà

f−1(cnx+ dn) =
√

2C (cnx+ dn)
β
2

−
(
α+

β

2

)
ln (cnx+ dn)
√

2C (cnx+ dn)
β
2

+O((cnx+ dn)
− β2 )

=
√

2Cd
β
2
n

(
1 +

cnx

dn

) β
2

−
(
α+

β

2

) ln dn + ln
(

1 + cnx
dn

)
√

2Cd
β
2
n

(
1 + cnx

dn

) β
2

+O
(
d
− β2
n

)
.

(9)
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Ïðîäîëæàÿ öåïî÷êó ðàâåíñòâ (9), èìååì:

f−1(cnx+ dn) =
√

2Cd
β
2
n

(
1 +

βcnx

2dn
+ o

(
cn
dn

))
−
(
α+

β

2

)
ln dn
√

2Cd
β
2
n

+O
(
d
− β2
n

)
=
√

2Cd
β
2
n +

βcnx

2d
1− β2
n

+O

(
c2n

d
2− β2
n

)
−
(
α+

β

2

)
ln dn
√

2Cd
β
2
n

+O
(
d
− β2
n

)
.

(10)

Ðåøåíèÿ (8) ïðåâðàùàþò (10) â

f−1(cnx+ dn) =
√

1− rnbn +
√
rnx+ o(

√
rn),

÷òî îçíà÷àåò

lim
n→∞

P (max(f(X1), . . . , f(Xn)) 6 dn + cnx) = Φ(x). �

Òàêèì îáðàçîì, â äàííîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò íîðìèðîâî÷íûå êîýô-
ôèöèåíòû, äëÿ êîòîðûõ íàáëþäàåòñÿ ñõîäèìîñòü íîðìèðîâàííîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ìàêñèìóìîâ ê ñòàíäàðòíîé íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíå.

Ìîæíî îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ îáëà-
ñòè ïðèòÿæåíèÿ Ôðåøå ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àþòñÿ îò òàêîâûõ äëÿ îá-
ëàñòè ïðèòÿæåíèÿ Ãóìáåëÿ � â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò íåòðèâè-
àëüíîå àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, â òî âðåìÿ
êàê â ïåðâîì òàêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íå ñóùåñòâóåò. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî
â ñëó÷àå ñðåäíåé è ñëàáîé çàâèñèìîñòè ïîäîáíîãî ðàñõîæäåíèÿ ìåæäó
îáëàñòÿìè ïðèòÿæåíèÿ íå íàáëþäàåòñÿ. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âî-
ïðîñ, ñ ÷åì ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ïîäîáíîå ðàçëè÷èå äàæå ïðè íàëè÷èè
äîñòàòî÷íî ñòðîãèõ îãðàíè÷åíèé íà êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ. Äëÿ
îòâåòà íà íåãî ïðåäëàãàåòñÿ ïîäðîáíåå ðàññìîòðåòü îïèñàííûé â [11]
ñëó÷àé ñðåäíåé çàâèñèìîñòè êîãäà rn lnn → γ è èçó÷èòü ýâîëþöèþ
ïðåäåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïðè γ → ∞, ÷òî ïîìîæåò ëó÷øå ïîíÿòü
ïðè÷èíû ñòîëü ñóùåñòâåííîãî ðàçëè÷èÿ äâóõ îáëàñòåé ïðèòÿæåíèÿ.

Èòàê, â [11] áûë ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò

Òåîðåìà 5. Ïóñòü {Xi}∞i=1 � ñòàöèîíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ñòàíäàðòíûõ íîðìàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êîâàðèàöèîííîé ôóí-

êöèåé rk, k = 1, 2, . . ., ïðè÷åì ïðè k → ∞ âûïîëíåíî rk ln k → γ,
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γ > 0. Ïóñòü Yi � íåçàâèñèìûå êîïèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Xi, ζi =
f (Yi), ïðè÷åì äëÿ âñåõ x, ÿâëÿþùèõñÿ òî÷êàìè íåïðåðûâíîñòè ôóíê-
öèè H(x), ñóùåñòâóåò

lim
n→∞

P (max(ζ1, . . . , ζn) 6 cnx+ dn) = H(x),

ãäå H(x) � ôóíêöèÿ Ôðåøå èëè Ãóìáåëÿ èç òåîðåìû 1 è cn, dn � íîð-

ìèðîâî÷íûå êîýôôèöèåíòû, òàêèå ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ R cnx+ dn →
∞, n → ∞. Ïóñòü, êðîìå òîãî, f � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, èìåþ-

ùàÿ íå áîëåå ÷åì êîíå÷íîå ÷èñëî èçìåíåíèé ìîíîòîííîñòè, ïðè÷åì

f(y)→∞ ïðè y →∞ è f(y) < M ïðè y < 0 äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû
M ∈ R. Òîãäà äëÿ ξi = f(Xi) âûïîëíåíî

lim
n→∞

P (max(ξ1, . . . , ξn) 6 cnx+ dn)

=

∞∫
−∞

H(x)e
t

· (2γ)−
1
2ϕ
(
(2γ)−

1
2 (t+ γ)

)
dt.

Ðàññìîòðèì ðàçíèöó â ïîâåäåíèè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñïðàâà
ïðè γ →∞ äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà H(x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ôðåøå
â ñðàâíåíèè ñ H(x) � ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ Ãóìáåëÿ.

Â ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèÿ Ãóìáåëÿ èìååì:

lim
n→∞

P (max(ξ1, . . . , ξn) 6 cnx+ dn)

=

∞∫
−∞

e−e
−x·et · (2γ)−

1
2ϕ
(
(2γ)−

1
2 (t+ γ)

)
dt

=

∞∫
−∞

e−e
−(x−t)

· (2γ)−
1
2ϕ
(
(2γ)−

1
2 (t+ γ)

)
dt.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñïðàâà � ýòî ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ, èìåþùåé ðàñïðåäåëåíèå
Ãóìáåëÿ, ñî ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé N (−γ, 2γ), èìåþùåé íîðìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå ñî ñðåäíèì −γ è äèñïåðñèåé 2γ è íå çàâèñÿùåé îò ζ, òî
åñòü

Mξ
n − dn
cn

d−→
n→∞

ζ +N (−γ, 2γ) .
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Ïðèáàâèì γ ê îáåèì ÷àñòÿì è ðàçäåëèì ïîëó÷åííîå íà
√

2γ (ýòî
ëåãêî âíåñòè â íîðìèðîâî÷íûå êîýôôèöåíòû dn è cn). Òîãäà ïðàâàÿ

÷àñòü ïðåâðàòèòñÿ â ζ√
2γ

+N (0, 1). Ñîâåðøèâ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïî
γ → ∞, ìû ïîëó÷èì ñïðàâà ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå,
÷òî è íàáëþäàåòñÿ â ðàññìîòðåííîì âûøå ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèé âåé-
áóëëîâñêîãî òèïà.

Â ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèÿ Ôðåøå ñèòóàöèÿ èíàÿ � ïðåäåëüíàÿ ôóíê-
öèÿ èìååò âèä:

lim
n→∞

P (max(ξ1, . . . , ξn) 6 cnx+ dn)

=

∞∫
−∞

e−x
−α·et · (2γ)−

1
2ϕ
(
(2γ)−

1
2 (t+ γ)

)
dt.

(11)

Ôóíêöèÿ ñïðàâà � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζη,
ãäå ζ èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ôðåøå, à η � íå çàâèñÿùàÿ îò íåå ñëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíà âèäà η = exp

(
α−1N (−γ, 2γ)

)
. Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èâ

÷åðåç ϕγ(x) ïëîòíîñòü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû N (−γ, 2γ), ìû ïîëó÷èì:

P (ζη 6 x) =

∞∫
−∞

P
(
ζ exp

(
α−1t

)
6 x

)
ϕγ(t) dt

=

∞∫
−∞

P
(
ζ 6

x

exp (α−1t)

)
ϕγ(t) dt

=

∞∫
−∞

exp
((
− x

exp (α−1t)

)−α)
ϕγ(t) dt =

∞∫
−∞

e−x
−αetϕγ(t) dt,

÷òî â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ïðàâîé ÷àñòüþ (11). Òî åñòü â ýòîì ñëó÷àå
íàáëþäàåòñÿ ñõîäèìîñòü

Mξ
n − dn
cn

d−→
n→∞

ζ exp
(
α−1N (−γ, 2γ)

)
= e−α

−1γζ exp
(
α−1N (0, 1)

)√2γ
.

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ÷òîáû "èçáàâèòüñÿ"îò γ â ïðàâîé ÷àñòè, íåîá-
õîäèìî èçâëå÷ü êîðåíü ñîîòâåòñòâóþùåé ñòåïåíè èç îáåèõ ÷àñòåé, òî
åñòü çàâèñèìîñòü îò ãàììà íåâîçìîæíî âíåñòè â íîðìèðîâî÷íûå êîýô-
ôèöèåíòû cn è dn.
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Îòìåòèì, ÷òî íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ðàññóæäåíèÿ âûøå íå ÿâëÿþòñÿ
ñòðîãèì äîêàçàòåëüñòâîì, îíè ïîçâîëÿþò ëó÷øå ïîíÿòü ïðè÷èíû íà-
áëþäàåìîé ðàçíèöû â ðåçóëüòàòàõ äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ôðåøå è Ãóì-
áåëÿ. Íà îñíîâå ýòèõ ðàññóæäåíèé âîçíèêàåò ãèïîòåçà, ÷òî â ñëó÷àå
îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ãóìáåëÿ ïðåäåëîì â äàííîé ïî-
ñòàíîâêå âñåãäà áóäåò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

�5. Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå ðàññìîòðåíû ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,
ïîëó÷àåìûõ êàê îáðàç ñòàöèîíàðíîé ãàóññîâñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ñ ñèëüíîé çàâèñèìîñòüþ ïðè îòîáðàæåíèè íåêîòîðîé ôóíêöèåé âåùå-
ñòâåííîãî àðãóìåíòà. Ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ïîâåäåíèå õâîñòà ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî îáðàçà èìååò ñòåïåííîé õàðàêòåð, òî íå ñóùåñòâóåò ëèíåé-
íîé íîðìèðîâêè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàêñèìóìîâ îáðàçîâ, ñõîäÿùåéñÿ
ê íåòðèâèàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ.

Òàêæå ðàññìîòðåí ñëó÷àé êîãäà îáðàç ãàóññîâñêîé âåëè÷èíû èìå-
åò ðàñïðåäåëåíèå âåéáóëëîâñêîãî òèïà � äîñòàòî÷íî øèðîêèé êëàññ
ðàñïðåäåëåíèé, ÷àñòî èñïîëüçóåìûé íà ïðàêòèêå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ
ôèíàíñîâûõ àêòèâîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè ïðàâèëüíîé íîðìèðîâêå íà-
áëþäàåòñÿ ñõîäèìîñòü ê íîðìàëüíîìó çàêîíó. Íà äàííûé ìîìåíò ïî-
ëó÷èòü ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
èç îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ Ãóìáåëÿ íå óäàëîñü, îäíàêî ñòðîãîå îáîñíî-
âàíèå ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ çàêîíîâ èç �4 ìîæåò ïîñëóæèòü ïåðâûì
øàãîì â äîêàçàòåëüñòâå, ÷òî áóäåò òåìîé äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé â
äàííîì íàïðàâëåíèè.
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Savich A. V. A limit theorem for the maxima of functions of strongly
dependent Gaussian random variables.

This paper is devoted to limit theorems for the maxima of functions of
dependent Gaussian time series. We investigate the asymptotic behavior
of the normalized sequence of maxima in the case when the correlation
function of the underlying process decays slower than logarithmically.
Under certain natural assumptions on the transform, it is shown that
no nontrivial limit distribution exists when the transform of a Gaussian
random variable lies in the domain of attraction of the Frechet distribution.
Moreover, a limit theorem is obtained for the case when the transform has
a Weibull-like distribution.
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