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§1. Введение

Целью данной работы является построение и асимптотическое ис-
следование критериев согласия для семейства экспоненциальных рас-
пределений и семейства распределений Рэлея с произвольными пара-
метрами сдвига в обоих случаях. Опишем функции распределения и
плотности для каждого из семейств:
для экспоненциального распределения

F (x) = 1− e−λ · x, f(x) = λ · e−λ · x, λ > 0, x > 0;

для распределения Рэлея

F (x) = 1− exp
(
− x2

2σ2

)
, f(x) =

x

σ2
exp

(
− x2

2σ2

)
, σ > 0, x > 0.

Экспоненциальное распределение – одно из самых распространен-
ных и популярных распределений, используемых в моделировании ре-
альных процессов, особенно часто применяемых в моделях, связанных
с анализом выживаемости, в теории надежности, теории массового об-
служивания. По этой причине были разработаны и изучены многочис-
ленные тесты для проверки гипотезы о том, что наблюдаемые данные
подчиняются экспоненциальному закону распределения. К ним отно-
сятся тесты, основанные на разности характеристических функций,
среднем остаточном сроке службы, на энтропии, на отношении правдо-
подобия, на разности эмпирических преобразований Лапласа [11–13], а
также на основе различных характеризаций, представленных, напри-
мер, в [2, 5, 7].

Ключевые слова: экспоненциальное распределение, U -статистики, распреде-
ление Рэлея, бахадуровская эффективность, большие уклонения, информация
Кульбака–Лейблера.
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Распределение Рэлея наряду с экспоненциальным законом распре-
деления является одним из наиболее изученных частных случаев рас-
пределения Вейбулла с параметром формы равным двум, что является
следствием связи с экспоненциальным распределением, а именно квад-
ратный корень экспоненциально распределенной случайной величины
имеет распределение Рэлея с соответствующим параметром масшта-
ба. Более того, распределение Рэлея с произвольным параметром мас-
штаба Rayleigh(σ), σ > 0, является распределением длины двумерного
нормального вектора, состоящего из независимых случайных величин
с нулевым средним и дисперсией равной σ2 или распределением квад-
ратного корня из распределения χ2 с двумя степенями свободы, как
отмечено в монографии [6]. Чаще всего распределение Рэлея приме-
няется в теории надежности для описания времени безотказной ра-
боты системы; в физике – для описания и моделирования длин волн,
что связано со связью распределения Рэлея с нормальным распреде-
лением; в метеорологии – для моделирования высоты волн и скорости
ветров; в медицине – в качестве индикатора эффективности лекарств
и для моделирования размера клеток и организмов. Также отметим
важную в статистической радиотехнике задачу о различии распреде-
ления Рэлея и распределения Райса, что было освещено в моногра-
фии [14] и будет рассмотрено в этом исследовании. При всей важности
и широкой изученности распределения Рэлея до этого практически не
было статей, посвященных асимптотическому исследованию и сравне-
нию критериев согласия для этого семейства распределений. Связано
это, скорее всего, с малым количеством известных характеризаций, а
также со сложной адаптацией их в качестве основы для построения
критериев согласия. Можно отметить статью [1], которая является од-
ной из первых статей, посвященных асимтотическому исследованию
критериев согласия для семейства распределений Рэлея.

Теперь перейдем к описанию специальных свойств и построению
статистик, на основе разности эмпирических преобразований Лапласа
для каждого из рассматриваемых семейств распределений.

Экспоненциальное распределение. Начнем с рассмотрения спе-
циального свойства из статьи [19] и построения на его основе эмпири-
ческих преобразований Лапласа. Обозначим через Exp(λ) экспоненци-
альное распределение с математическим ожиданием равным 1

λ .
Пусть X,Y – независимые случайные величины, распределенные по
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экспоненциальному закону, тогда их частное имеет распределение
Fisher(2,2):

X,Y ∼ Exp(λ), Q =
X

Y
⇒ FQ(x) = Fisher(2,2)(x) =

x

1 + x
, x > 0.

При помощи этого свойства можно построить следующие интеграль-
ные статистики, основанные на разности соответствующих преобразо-
ваний Лапласа для разности двух случайных величин и для распре-
деления Fisher(2,2).

Тесты, основанные на этих свойствах, будут задействованы в сле-
дующей задаче.

Пусть X1, . . . , Xn – независимые одинаково распределенные случай-
ные величины с неизвестной непрерывной функцией распределения F .
Будет проверяться следующая сложная гипотеза согласия

H0 : F ∼ Exp(λ)

для некоторого неизвестного λ > 0 против общих альтернатив.
Обозначим обычную эмпирическую функцию распределения через

Fn(t). Она определяется как

Fn(t) = n−1
n∑
i=1

1{Xi < t}.

Рассмотрим преобразование Лапласа для левой части специального
свойства:

LL(t) =

(
n

2

)−1 ∑
16i<j6n

e
−t · XiXj .

Вычислим преобразование Лапласа для плотности распределения
Fisher(2,2), соответствующее правой части специального свойства:

RL(t) =

∞∫
0

1

(1 + x)2
· e−t · xdx = 1 + t et Ei(−t),

где Ei( · ) – интегральная показательная функция, определяемая как

Ei(t) =
t∫
−∞

ex

x dx.

Введем следующие тестовые статистики, основанные на разности
преобразований Лапласа:
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интегральную взвешенную статистику

LEn (a) =

∞∫
0

(LL(t)−RL(t)) e−a · t dt,

и статистику типа Колмогорова

KLEn = sup
t>0
|LL(t)−RL(t)|.

Теперь мы опишем альтернативы fi(x, θ), x > 0, i = 1, . . . , 6, кото-
рые мы будем рассматривать против нулевой гипотезы H0.

1. Альтернатива Вейбулла с плотностью

f1(x, θ) = (1 + θ )xθe−x
1+θ

, θ > 0, x > 0;

2. Альтернатива Макегама с плотностью

f2(x, θ) = (1 + θ(1− e−x)) e(−x−θ(e−x−1+x)), θ > 0, x > 0;

3. Альтернатива линейной интенсивности отказов с плотно-
стью

f3(x, θ) = (1 + θx) e−x−
θx2

2 , θ > 0, x > 0;

4. Гамма-альтернатива с плотностью

f4(x, θ) =
xθe−x

Γ(θ + 1)
, θ > 0, x > 0;

5. Альтернатива Верхюльста с плотностью

f5(x, θ) = (1 + θ) e−x(1− e−x)θ, θ > 0, x > 0;

6. Альтернатива экспоненциальной смеси с отрицательным
весом с плотностью

f6(x, θ) = (1 + θ) e−x − θβe−βx, θ ∈ [0,
1

β − 1
], β > 1, x > 0.

Распределение Рэлея. Введем специальное свойство, которое было
рассмотрено в работах [1, 20]:

Пусть X,Y – независимые случайные величины, с распределением
Rayleigh(σ), Тогда их частное имеет распределение, определяемое сле-
дующими плотностью и функцией распределения:

f(x) =
2x

(1 + x2)2
, F (x) =

x2

1 + x2
, x > 0.
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Теперь построим на его основе эмпирическое преобразование Лапла-
са, которое войдет в основу построения критериев согласия. Подоб-
ная идея уже использовалась для построения критериев согласия для
семейства распределений Рэлея, например, в статье [9], посвященной
эмпирическому исследованию критериев согласия, основанных на раз-
ности преобразований Лапласа для оценок, получаемых методом мак-
симального правдоподобия и методом моментов. Однако асимптоти-
ческого исследования критериев в этой статье не представлено.

Используя специальное свойство для семейства распределений Рэ-
лея, построим следующую интегральную статистику

Ln(a) =

∞∫
0

(L1(t)− L2(t)) e−a · tdt,

где L1(t) – U -эмпирическое преобразование Лапласа для X
Y , определя-

емое как

L1(t) =

(
n

2

)−1 ∑
16i<j6n

e
−t · XiXj

а L2(t) – преобразование Лапласа для плотности f( · ):

L2(t) =

∞∫
0

e−t · xf(x) dx = 1−π · t · cos(t)

2
−tCi(t) · sin(t)+t cos(t) · Si(t),

где Ci( · ), Si( · ) – интегральные косинус и синус, определяемые как

Ci(t) = −
∞∫
t

cos(x)
x dx, Si(t) =

t∫
0

sin(x)
x dx.

Построенные статики Ln( · ) можно использовать для задачи про-
верки сложной гипотезы согласия, которую в данном случае можно
сформулировать следующим образом:

Пусть X1, . . . , Xn – независимые одинаково распределенные наблю-
дения с функцией распределения R. Мы будем проверять сложную
гипотезу согласия H0, согласно которой, R – ф.р. рэлеевского закона
с плотностью r(x, σ) = x

σ2 exp
(
− x2

2σ2

)
, x > 0, σ > 0, против альтер-

нативы H1, состоящей в том, что гипотеза H0 не выполняется.
Опишем плотности fi(x, θ), x > 0, i = 1, . . . , 4, которые будут рассмот-
рены как альтернативы к семейству распределений Рэлея.
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1. Альтернатива Вейбулла с плотностью

f1(x, θ) =
(1 + θ)

2θ
x2θ+1 exp

(
− x2 (1+θ)

21+θ

)
;

2. Альтернатива Лемана с плотностью

f2(x, θ) = (1 + θ) f(x)F θ(x) = (1 + θ)x e−
x2

2

(
1− e− x

2

2

)θ
;

3. Гамма-альтернатива с плотностью

f3(x, θ) =
xθ+1 e−

x2

2

2
θ
2 Γ
(
θ
2 + 1

) ;

4. Альтернатива Райса с плотностью

f4(x, θ) = x exp
(
− (x2 + θ2)

2

)
I0(x · θ),

где I0( · ) – модифицированная функция Бесселя первого типа поряд-
ка 0.

Поскольку распределение частного не зависит от σ, то основанные
на этом свойстве критерии согласия подходят для проверки сложной
гипотезы согласия о принадлежности семейству распределений Рэ-
лея с произвольным параметром масштаба. Однако, к сожалению, это
свойство не является характеризацией, так как, например, следующее
семейство плотностей обладает таким же свойством:

σ2

x3
exp

(
− σ2

2x2

)
, σ > 0, x > 0.

§2. Бахадуровская эффективность

Одна из целей данного исследования – асимптотическое сравнение
построенных критериев. Так как статистики типа Колмогорова не яв-
ляются асимптотически нормальными, то понятие бахадуровской эф-
фективности представляется наиболее удобным для сравнения таких
тестовых статистик, поэтому изложим основные факты теории Ба-
хадура [3, 4].

Одним из основных понятий в этой теории является точный ба-
хадуровский наклон, определяемый как положительная и конечная
функция, описывающая скорость экспоненциального убывания дости-
гаемого уровня последовательности статистик при альтернативе H1,



280 И. А. РАГОЗИН

равная:

lim
n→∞

n−1 ln(Ln(s)) = −1

2
cT (θ), п.н. Pθ,

где величина Ln(s) называется достигаемым уровнем или p-значением
и определяется для некоторой статистики Tn( · ) следующим образом:

Ln(s) = 1− inf
θ0∈Θ0

{Gn(Tn(s))},

где
Gn(t) = Pθ0(s : Tn(s) < t), ∀θ0 ∈ Θ0.

Однако вычислить точный наклон по этой формуле невозможно.
Это можно сделать с помощью фундаментальной теоремы Бахаду-
ра [3,14], которая утверждает, что точный бахадуровский наклон для
последовательности статистик Tn существует и вычисляется следую-
щим образом:

cT (θ) = 2k(b(θ)), ∀θ ∈ Θ1,

где функции k( · ), b( · ) и последовательность статистик {Tn} удовле-
творяют следующим условиям:

(1) Tn → b(θ) по Pθ-вероятности, θ ∈ Θ1, где −∞ < b(θ) <∞, и
(2) lim

n→∞
n−1 lnPθ(Tn > a) = −k(a) для любого θ ∈ Θ0 и любых a из

некоторого открытого интервала I, где функция k непрерывна
на I, причем {b(θ), θ ∈ Θ1} ⊂ I.

Для бахадуровского точного наклона выполнено следующее нера-
венство:

cT (θ) 6 2K(θ),

где K(θ) – информация или “расстояние” Кульбака–Лейблера между
альтернативой и семейством распределений, удовлетворяющих нуле-
вой гипотезе [3, 14], которую в случае сложной гипотезы H0 можно
определить следующим образом:

K(θ) = inf
t∈R

∞∫
−∞

ln
f(x, θ)

h(x, t)
f(x, θ)dx,

где f(x, θ) – плотность, соответствующая альтернативе, а h(x, t) – плот-
ность, удовлетворяющая сложной нулевой гипотезе.

Из сказанного выше следует, что естественным определением ло-
кальной бахадуровской эффективности (ЛБЭ) последовательнос-
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ти {Tn} служит следующая формула:

effT = lim
θ→0

cT (θ)

2K(θ)
. (1)

Из результатов, полученных в статьях [17] и [19], при условии ре-
гулярности альтернативных плотностей f(x, θ) можно получить улуч-
шенные формулы для локального бахадуровского наклона, которые
можно записать следующим образом.

1. Для интегральной статистики Tn (см. [17]).

cT (θ) ∼

( ∞∫
−∞

ΨT (x) f ′θ(x, 0) dx
)2

∆2
T

· θ2 при θ → 0, (2)

где ΨT – проекция ядра статистики Tn, а ∆2
T – дисперсия проекции.

2. Для статистики типа Колмогорова Hn (см. [19]).

cH(θ) ∼
sup
t∈R

( ∞∫
−∞

ΨH(x; t) f ′θ(x, 0) dx
)2

∆2
H

· θ2 при θ → 0, (3)

где ΨH и ∆2
H определяются аналогично.

Сформулируем полученные условия для справедливости формул (2)
и (3), которые следуют из регулярности, но выглядят иначе при 0 <
θ < δ: ∫

R

|f ′θ(x; θ)| dx <∞,
∫
R

|f ′′θθ(x; θ)| dx <∞.

§3. Информация Кульбака–Лейблера

Экспоненциальное распределение. Для альтернатив к экспонен-
циальному распределению fi(x, θ), i = 1, . . . , 6, x > 0, введенных на
странице 277, справедлива следующая формула для информации
Кульбака–Лейблера [15]:

2K(θ) ∼
( ∞∫

0

exf ′θ(x, 0)2dx−
( ∞∫

0

xf ′θ(x, 0) dx

)2)
· θ2, θ → 0.

Соберем найденную асимптотику по формуле выше в таблицу 1.
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Таблица 1. Информация Кульбака–Лейблера при θ → 0.

Альтернативы
f1 f2 f3 f4 f5 f6

2K(θ) π2 θ2

6
θ2

12
θ2

(
π2

6
− 1

)
θ2

(
π2

3
− π4

36

)
θ2 (β−1)4

β2(2β−1)
· θ2

Распределение Рэлея. Теперь вычислим информацию Кульбака–
Лейблера для альтернатив fi(x, θ), x > 0, i = 1, . . . , 4, введенных для
распределения Рэлея на странице 279. Так как в нашем случае гипо-
теза H0 сложная, то для альтернативной плотности f(x, θ) величина
K(θ) определяется следующим образом:

K(θ) = inf
σ>0

∞∫
0

ln
f(x, θ)

r(x, σ)
f(x, θ) dx,

где в нашем случае функция r(x, σ) = x
σ2 exp(− x2

2σ2 ). Следующая лем-
ма, доказанная в работе [20], позволяет получить асимптотику порядка
θ2 для информации Кульбака–Лейблера.

Для некоторой альтернативной плотности f(x, θ) при θ → 0 имеет
место следующее выражение для информации Кульбака–Лейблера:

2K(θ) = θ2

(
I(0)−

( ∞∫
0

(
x√
2

)2

f ′θ(x, 0) dx

)2)
,

где I(0) – информация Фишера.
Заметим, что этой асимптотики порядка θ2 недостаточно для аль-

тернативы Райса, так как f ′4,θ(x, 0) ≡ 0. В случае этой альтернативы
получено следующее: K4(θ) = 1

128 θ
8 + o(θ8). Для остальных альтерна-

тив соберем выражения для информации Кульбака–Лейблера в таб-
лицу ниже:

Таблица 2. Информация Кульбака–Лейблера при θ → 0.

f1 f2 f3

2K(θ) π2

6 θ2
(
π2

3 −
π4

36

)
θ2

(
π2

6 − 1
)
θ2
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§4. Критерии согласия для экспоненциального
распределения

Интегральная статистика LEn . Статистика LEn (a) асимптотически
эквивалентна U -статистике степени 2 с центрированным ядром

ΦL(x, y; a) =
1

2

(
1

a+ x
y

+
1

a+ y
x

)
− a− 1− ln(a)

(a− 1)2
.

Найдем проекцию ядра

ΨL(s; a) = E (ΦL(X,Y ; a)|Y = s) =

1

2

(
a+ s e

s
aEi(− s

a )

a2
− s easEi(−as)

)
− a− 1− ln(a)

(a− 1)2
,

теперь вычислим дисперсию проекции:

∆2
L(a) = E (Ψ2

L(X; a)).

В явном виде функция дисперсии не представляется, но возможно най-
ти ее в конкретных точках: ∆2

L(2) = 0.000142572, ∆2
L(0.5) = 0.00228115,

∆2
L(3) = 0.000139166, ∆2

L(4) = 0.000109478. Следовательно, ядра Φ
невырождены. Тогда можно применить теорему Хёфдинга [8].
При n→∞

√
nLEn (a)

d−→ N(0, 4∆2
L(a)).

Так как ядро ΦL не только невырождено и центрировано, но еще
и ограничено, то можно применить результат о больших уклонениях
U -статистик [16]. Таким образом, получим следующий результат.

Теорема 1. При t > 0

lim
n→∞

n−1 ln
(
P(LEn > t)

)
= h(t) ∼ − t2

4∆2
L

,

где h – некоторая непрерывная функция, для которой возможно най-
ти асимптотику в нуле.

Теперь можно найти точные бахадуровские наклоны по формуле (2)
и затем вычислить локальную бахадуровскую эффективность по фор-
муле (1), значения которой соберем в таблицу ниже.

Отметим, что для первых трех альтернатив максимально достига-
емое значение локальной бахадуровской эффективности совпадает со
случаем когда a = 1. Для последней введенной альтернативы соберем
значения эффективностей в таблицу ниже для b = 2, . . . , 8.
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Таблица 3. Локальная бахадуровская эффективность.

Альтернативы
f1 f2 f3 f4 f5

a = 1 0.812 0.56 0.214 0.921 0.936
a = 2 0.808 0.548 0.209 0.922 0.938
a = 3 0.801 0.531 0.202 0.922 0.94
a = 4 0.794 0.515 0.195 0.922 0.941
a = 5 0.787 0.500 0.188 0.921 0.941
max 0.812 0.56 0.214 0.9225 0.941

argmax 1 1 1 13
4 5

Таблица 4. Локальная бахадуровская эффективность.

f6

b = 2 b = 3 b = 4 b = 5 b=6 b=7 b = 8
a = 1 0.560 0.761 0.875 0.938 0.972 0.986 0.989
a = 2 0.548 0.749 0.864 0.930 0.966 0.984 0.989
a = 3 0.531 0.730 0.848 0.917 0.957 0.978 0.987
a = 4 0.515 0.712 0.831 0.904 0.947 0.971 0.983

Статистика типа Колмогорова KLEn . Статистику KLE будем рас-
сматривать, как супремум по t > 0 модуля семейства U -статистик,
образованными соответствующими эмпирическими преобразованиями
Лапласа, с центрированными ядрами:

ΦKL(X,Y ; t) =
1

2

(
e−t

X
Y + e−t

Y
X

)
− (1 + tetEi(−t)).

Найдем проекцию семейства ядер:

ΨKL(s; t) = E (ΦKL(X,Y ; t)|Y = s)

=
1

2

(
s

s+ t
+ 2
√
stK1(2

√
st)

)
− (1 + tetEi(−t)),

где K1( · ) – модифицированная функция Бесселя второго рода. Отме-
тим также, что E (ΨKL(X; t)) = 0.
Введем функцию дисперсии проекции:

∆2
KL(t) = E

(
Ψ2
KL(X; t)

)
.
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В явном виде функция дисперсии не представляется, однако возмож-
но вычислить ее супремум, что нам и нужно для применения даль-
нейших результатов об асимптотике больших уклонений. Супремум
функции дисперсии равен приблизительно 0.00507162 и достигается в
точке t0 = 0.551. Следовательно ядро ΦKL невырождено. Так как по-
мимо этого оно еще ограничено и центрировано, то можно применить
теорему из [18] об асимптотике логарифмической функции больших
уклонений U -статистик типа Колмогорова при нулевой гипотезе H0.
Что приводит к следующему результату.

Теорема 2. Для некоторого z > 0

lim
n→∞

n−1 lnP
{
KLEn > z

}
= wKL(z) ∼ − z2

8∆2
KL

,

где wKL – некоторая непрерывная функция в окрестности нуля.

Теперь по формуле (3) можно вычислить локальный бахадуровский
наклон, и в соответствии с формулой (1) вычислить локальную бахаду-
ровскую эффективность, значение которой соберем в таблицу 5.

Таблица 5. Локальная бахадуровская эффективность
статистик KLE .

Альтернативы ЛБЭ argmax
eff t0

f1 0.7945 t0 ∼ 5.032
f2 0.5304 t0 ∼ 4.365
f3 0.2018 t0 ∼ 4.255
f4 0.9195 t0 ∼ 5.43
f5 0.9381 t0 ∼ 5.501

f6, b=2 0.5304 t0 ∼ 4.365
f6, b=3 0.7266 t0 ∼ 4.537
f6, b=4 0.8424 t0 ∼ 4.712
f6, b=5 0.9113 t0 ∼ 4.88
f6, b=6 0.9518 t0 ∼ 5.042
f6, b=7 0.9743 t0 ∼ 5.195
f6, b=8 0.9852 t0 ∼ 5.342

Отметим, что в случае альтернативы f6 максимально достигаемая
эффективность = 0.9884 при b = 9.037 и t0 = 5.487018.
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Локальная бахадуровская эффектиновсть. Соберем значения
локальных бахадуровских эффективностей статистик LEn (максималь-
но достигаемое), KLEn и статистик Wn, Dn из статьи [19], в которой
результаты известны для альтернатив f1, f4, f5, f6, b = 3 в наших обо-
значениях в таблице 6 ниже.

Таблица 6. Локальная бахадуровская эффективность.

Альтернативы max(LEn ) KLEn Wn Dn

f1 0.812 0.795 0.825 0.798
f2 0.56 0.53 – –
f3 0.214 0.202 – –
f4 0.923 0.92 0.915 0.875
f5 0.941 0.938 0.927 0.866

f6, b=3 0.761 0.727 0.800 0.821
f6, b=4 0.875 0.842 – –
f6, b=5 0.938 0.911 – –
f6, b=6 0.972 0.952 – –
f6, b=7 0.986 0.974 – –
f6, b=8 0.989 0.985 – –

Таким образом, при рассмотрении разности преобразований Лапла-
са нам удалось улучшить результат для двух альтернатив (f4, f5), по-
лучив более высокие значения локальной бахадуровской эффектив-
ности. Однако, в двух других случаях значения остаются достаточно
высокими, но уступают статистикам из статьи [19]. Более того, инте-
гральная взвешенная статистика LE в большинстве случаев оказыва-
ется эффективнее других статистик в бахадуровском смысле. Стоит
также отметить необычно высокие значения статистики типа Колмо-
горова KLE , которая менее эффективна во всех случаях, чем стати-
стика LE , что является частым явлением в этой теории. Вдобавок во
всех случаях значения локальной бахадуровской эффективности у ин-
тегральных статистик выше, чем у критериев типа Колмогорова, ос-
нованных на том же свойстве, что является типичным результатом.
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§5. Критерии согласия для распределения Рэлея

Статистика LR. Статистика LRn (a) асимптотически эквивалентна U -
статистике степени 2 с центрированным ядром

ΦL(x, y; a) =
1

2

(
1

a+ x
y

+
1

a+ y
x

)
− π + a(2 + 2a2 − aπ + 4 ln(a))

2(1 + a2)2

=
1

2

(
1

a+ x
y

+
1

a+ y
x

)
− CLT (a),

где CLT (a) = π+a(2+2a2−aπ+4 ln(a))
2(1+a2)2 .

Проекция ядра определяется как

ΨL(t, a) = E (ΦL(X,Y ; a)|Y = t)

=

∞∫
0

1

2

(
1

a+ x
t

+
1

a+ t
x

)
x e−

x2

2 dx− CLT (a)

=

(
a(2a−

√
2π t) + t2

(
2
√
πDsF

(
t√
2a

)
− e−

x2

2a2 Ei
(
x2

2a2

))
4a3

)

+
1

4
t

(√
2π − 2a

√
π tDsF

(
a t√

2

)
+ ae−

1
2a

2t2 tEi
(
a2 t2

2

))
−CLT (a),

где DsF (t) – функция Доусона, определяемая как

DsF (t) = e−t
2

t∫
0

e−x
2

dx,

а Ei( · ) – интегральная показательная функция. Отметим, что

E (ΨL(X, a)) = 0.

Дисперсия проекции определяется как ∆2
L(a) = E (Ψ2

L(X, a)), однако
выразить ее в терминах математических функций не представляется
возможным, при этом найти ее значения для конкретного параметра a
можно, например, ∆2

L(2) ≈ 0.00005638 и ∆2
L(3) ≈ 0.00004944. Следова-

тельно, ядро ΦL – невырожденное, и согласно теореме Хёфдинга при
n→∞

√
n · Ln(a)

d−→ N
(
0, 4∆2

L(a)
)
.
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Ядро ΦL – невырожденное, центрированное и ограниченное, поэтому
мы можем описать логарифмические большие уклонения U -статистик
с такими ядрами с помощью [16].

Теорема 3. При t > 0,

lim
n→∞

n−1 lnP(LRn (a) > t) = hL(t),

где hL – некоторая непрерывная функция в окрестности нуля

hL(t) ∼ − t2

8∆2
L(a)

при t→ 0.

Локальная бахадуровская эффективность. Соберем все полу-
ченные локальные бахадуровские эффективности для тестовых стати-
стик в таблицу ниже. В таблице 7 также добавим значения локальной
бахадуровской эффективности для интегральной статистики и стати-
стики типа Колмогорова из статьи [20]. Статистики с индексом 1 осно-
ваны на характеризации Дезу для семейства распределений Рэлея, а
с индексом 2 – соответственно на специальном свойстве, где под IUR2,σ
приведены максимально достигаемые значения бахадуровской эффек-
тивности.

Таблица 7. Локальная бахадуровская эффективность
тестовых статистик.

Альтернативы
f1 f2 f3 f4

IUR1 0.697 0.807 0.198 0.149
IUR2 0.802 0.805 0.202 0.288
IUR2,σ 0.825 0.938 0.23 0.314
KUR1 0.158 0.194 0.043 0.697
KUR2 0.798 0.886 0.875 0.243
LR(1) 0.735 0.935 0.227 0.151
LR(2) 0.725 0.931 0.226 0.146
LR(3) 0.711 0.923 0.224 0.139
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Вычисление мощностей на основе статистического моделиро-
вания. В качестве альтернативных распределений, на основе модели-
рования которых будет вычислена мощность, рассмотрим распределе-
ния из статьи [9] и альтернативу Райса для статистик

KUR, IUR(σ), σ = 1, 2, 4, 8, и LR(a), a = 1, 2, 5,

при объеме выборки n=20 для трех уровней значимости α = 0.1, 0.05
и 0.01.

Для удобства введем аббревиатуры, обозначающие альтернативные
распределения, каждое из которых сосредоточено на положительной
полуоси:

• распределение Вейбулла W (θ) с плотностью θxθ−1 exp(−xθ);

• гамма-распределение Γ(θ) с плотностью Γ(θ)−1xθ−1 exp(−x);

• обратное гауссово распределение IG(a, θ) с плотностью(
θ

2π

) 1
2 x−

3
2 exp

(
− θ (x−a)2

2 a2 x

)
;

• логнормальное распределение LN(θ) с плотностью
(θx)−1(2π)−1/2 exp

(
− log2 x

2θ2

)
;

• распределение Гомперца GO(θ) с функцией распределения
1− exp[θ−1(1− e−θx)];

• степенное распределение PW (θ) с плотностью

θ−1xθ
−1−1, 0 6 x 6 1;

• закон линейно возрастающей интенсивности отказов LF (θ) с
плотностью (1 + θx) exp(−x− θx2/2);

• экспоненциально-степенное распределение EP (θ) с функцией
распределения 1− exp[1− exp(xθ)];

• Пуассон-экспоненциальное распределение PE(θ), являющееся
распределением суммы E1 + · · · + EN , где N,E1, E2, . . . неза-
висимы, N имеет распределение Пуассона с E[N ] = θ, а для
j > 1 величина Ej имеет экспоненциальное распределение с
параметром 1;
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• распределение Райса RL(θ) с плотностью

x exp

(
−x

2 + θ2

2

)
I0(x · θ) .

Эти распределения представляют собой широко используемые мо-
дели в теории надежности и анализе срока службы, где распределение
Рэлея встречается наиболее часто, и включают плотности f с возрас-
тающими и убывающими интенсивностями отказов f(x)/(1 − F (x)),
а также модели с U-образными и инвертированными U-образными
функциями интенсивности отказов.

Таблица 8. Мощности для статистик IUR( · ), KUR и
L( · ) для уровня значимости α = 0.1.

Альтернатива IUR IUR IUR IUR KUR L L L
σ = 1 σ = 2 σ = 4 σ = 8 a=1 a=2 a=5

Exp 94 96 96 94 96 96 96 95
W(2) 10 10 10 10 10 10 10 10
W(3) 60 62 57 51 64 59 58 58
G(1.5) 73 75 73 63 71 71 71 68
G(2) 44 43 38 28 27 36 36 32
IG(1,0.5) 94 95 94 87 94 93 93 91
IG(1,1) 70 66 60 40 62 55 54 48
IG(1,1.5) 38 30 23 9 27 18 18 13
IG(2,0.5) 99 99 99 98 99 99 99 99
IG(2,1) 94 95 94 89 94 93 93 91
IG(2,1.5) 85 84 81 66 80 78 76 73
LN(0.8) 57 52 45 28 47 40 39 34
LN(1.2) 97 98 98 96 97 97 98 97
LN(1.5) * * * * * * * *
GO(0.5) 80 85 85 82 83 85 85 84
GO(1) 62 71 73 71 69 74 74 73
GO(1.5) 48 59 62 62 56 64 64 64
PL(1) 27 43 52 57 49 55 56 57
PL(1.5) 77 91 93 94 91 94 95 94
PL(2) 95 99 99 99 99 99 99 99
LFL(1) 76 82 82 78 78 82 82 80
LFL(2) 64 71 72 68 67 72 72 71
LFL(3) 56 64 65 62 60 66 65 66
LFL(4) 50 58 59 57 54 61 61 60
EP(0.5) * * * * * * * *
EP(1) 62 71 73 71 68 74 74 74
EP(2) 34 30 26 24 34 27 27 26
EP(3) 92 90 81 71 92 83 83 82
PE(1) 92 95 95 92 93 94 94 93
PE(2) 85 89 88 84 86 88 87 86
PE(3) 68 73 73 68 69 73 73 71
PE(4) 46 51 51 47 45 52 51 50
RL(2) 40 38 35 31 42 36 36 35
RL(3) 91 91 86 78 92 87 87 86
RL(4) * * 99 97 * * 99 99
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Таблица 9. Мощности для статистик IUR( · ), KUR и
L( · ) для уровня значимости α = 0.05

Альтернатива IUR IUR IUR IUR KUR L L L
σ = 1 σ = 2 σ = 4 σ = 8 a = 1 a = 2 a = 5

Exp 91 94 93 90 92 93 93 92
W(2) 5 5 5 5 5 5 5 5
W(3) 46 48 44 39 51 46 44 45
G(1.5) 64 66 63 51 59 60 60 57
G(2) 33 31 27 18 25 25 25 21
IG(1,0.5) 91 92 90 81 89 88 88 85
IG(1,1) 60 54 47 26 47 41 40 34
IG(1,1.5) 26 19 13 4 16 9 9 6
IG(2,0.5) 98 99 99 97 98 98 98 98
IG(2,1) 91 92 90 81 90 88 88 85
IG(2,1.5) 77 76 71 52 70 66 65 60
LN(0.8) 45 40 33 17 33 27 27 22
LN(1.2) 96 97 96 92 95 95 95 94
LN(1.5) 99 * * 99 * * * *
GO(0.5) 72 79 79 74 74 78 78 77
GO(1) 52 62 64 61 57 65 65 64
GO(1.5) 38 49 52 52 44 54 55 54
PL(1) 18 33 41 47 37 45 46 47
PL(1.5) 70 86 90 90 86 91 92 91
PL(2) 92 98 99 99 98 99 99 99
LFL(1) 67 74 74 69 68 75 74 73
LFL(2) 54 62 62 58 56 63 63 62
LFL(3) 46 53 54 51 47 56 55 55
LFL(4) 40 48 49 47 42 51 51 50
EP(0.5) 99 * * * * * * *
EP(1) 52 62 64 61 57 65 66 65
EP(2) 23 20 17 16 25 18 18 18
EP(3) 85 83 72 62 86 75 74 73
PE(1) 88 92 91 87 88 91 91 89
PE(2) 78 83 82 76 78 82 82 80
PE(3) 58 64 64 58 58 63 64 62
PE(4) 36 40 40 36 33 41 41 40
RL(2) 27 26 24 22 31 25 25 24
RL(3) 83 83 78 69 86 79 79 78
RL(4) * * 98 95 * 99 99 99
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Таблица 10. Мощности для статистик IUR( · ), KUR и
L( · ) для уровня значимости α = 0.01

Альтернатива IUR IUR IUR IUR KUR L L L
σ = 1 σ = 2 σ = 4 σ = 8 a = 1 a = 2 a = 5

Exp 81 87 85 78 80 84 87 81
W(2) 1 1 1 1 1 1 1 1
W(3) 22 22 21 18 28 22 20 21
G(1.5) 44 45 42 30 33 38 38 34
G(2) 16 14 12 6 8 9 10 8
IG(1,0.5) 80 81 77 62 72 72 72 66
IG(1,1) 38 30 24 9 20 17 17 12
IG(1,1.5) 10 6 3 1 3 2 1 1
IG(2,0.5) 94 96 96 92 93 95 95 93
IG(2,1) 80 81 77 61 73 72 71 66
IG(2,1.5) 59 54 48 28 43 41 39 33
LN(0.8) 25 19 14 5 12 10 10 6
LN(1.2) 89 91 90 81 86 87 87 84
LN(1.5) 98 99 99 98 98 99 99 98
GO(0.5) 52 63 62 56 51 62 62 60
GO(1) 32 43 44 42 35 46 47 45
GO(1.5) 20 30 33 33 23 34 36 36
PL(1) 8 18 24 29 18 27 29 29
PL(1.5) 53 75 80 81 71 83 83 83
PL(2) 84 95 97 97 94 97 98 97
LFL(1) 47 57 56 51 45 57 56 54
LFL(2) 33 43 43 39 32 43 44 42
LFL(3) 26 34 35 33 25 36 36 36
LFL(4) 22 29 29 28 21 31 32 31
EP(0.5) 98 * * 99 99 * * *
EP(1) 32 42 44 42 34 46 47 46
EP(2) 8 8 6 6 11 7 7 7
EP(3) 62 61 50 43 68 53 53 52
PE(1) 77 82 81 73 73 80 80 77
PE(2) 62 68 66 59 57 66 66 63
PE(3) 40 45 44 38 33 44 44 42
PE(4) 19 23 22 19 15 23 23 22
RL(2) 10 10 10 8 14 10 10 9
RL(3) 59 59 55 48 67 57 56 56
RL(4) 96 96 93 87 98 94 94 94
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Ragozin I. A. New goodness-of-fit tests for the exponential and Rayleigh
distributions.

In this paper, new goodness-of-fit tests are developed for the family
of exponential distributions and for the Rayleigh distribution family with
an arbitrary scale parameter, based on the difference of empirical Laplace
transforms of a certain special property. Their limiting distributions and
large deviation probabilities are described, the local Bahadur efficiency for
natural alternatives is calculated, and an asymptotic comparison of the
tests is performed. For the Rayleigh distribution family, the constructed
test statistics are simulated, and their power is evaluated through statistical
modeling for close alternative distributions.
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