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�1. Ââåäåíèå

Âåòâÿùèåñÿ ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ (ÂÑÁ) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îäíó
èç êëþ÷åâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé äëÿ àíàëèçà ýâîëþöèîííûõ ñè-
ñòåì, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ ïðîöåññàìè ðàçìíîæåíèÿ, ãèáåëè, ïðîñòðàí-
ñòâåííîãî ïåðåìåùåíèÿ è ìèãðàöèè ÷àñòèö. Çíà÷èòåëüíîå ðàçâèòèå
òåîðèÿ âåòâÿùèõñÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé íà ðåøåòêàõ Zd ïîëó÷è-
ëà â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ [1, 2, 5]. Â ýòèõ ðàáîòàõ áûëî ïîêàçàíî,
÷òî èçó÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ìîìåíòîâ ÷èñëåííîñòè ÷à-
ñòèö ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê èçó÷åíèþ ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ íåêîòî-
ðîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ãåíåðàòîðîì
ÂÑÁ. Äàííûé îïåðàòîð óäîáíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñóììó äâóõ îïå-
ðàòîðîâ, îäèí èç êîòîðûõ îòâå÷àåò çà ïðîñòðàíñòâåííîå ïåðåìåùåíèå
÷àñòèö, à âòîðîé � çà âåòâëåíèå. Â ðàçëè÷íûõ ïîñòàíîâêàõ çàäà÷è îïå-
ðàòîð âåòâëåíèÿ ìîæåò áûòü êîíå÷íîìåðíûì [3, 4], êîìïàêòíûì [5] èëè
ïåðèîäè÷åñêèì [6], è â çàâèñèìîñòè îò ýòîãî ïðèìåíÿþòñÿ ðàçëè÷íûå
òåõíèêè èçó÷åíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ ãåíåðàòîðà. Íàïðèìåð, â ïå-
ðèîäè÷åñêîì ñëó÷àå çàäà÷à ñâîäèëàñü ê èññëåäîâàíèþ ñïåêòðàëüíûõ
ñâîéñòâ ïîäõîäÿùåãî ôóíêöèîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ãåíåðàòî-
ðà ÂÑÁ. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì àíàëîãîì ïðåîáðà-
çîâàíèÿ Ãåëüôàíäà, ïðèìåíÿåìîãî â òåîðèè Ôëîêå�Áëîõà ïðè èçó÷å-
íèè ñïåêòðîâ ïåðèîäè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Äàííîå
ïðåîáðàçîâàíèå ïîçâîëèëî ñâåñòè ñëîæíóþ çàäà÷ó èçó÷åíèÿ ñïåêòðà
ãåíåðàòîðà � ïåðèîäè÷åñêîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà íà Zd � ê èçó÷åíèþ
ñïåêòðà ñåìåéñòâà êîíå÷íîìåðíûõ ìàòðèö, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà,
èçìåíÿþùåãîñÿ íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå � ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âåòâÿùååñÿ ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå, ïðÿìîé èíòåãðàë îïåðàòî-
ðîâ, ïåðèîäè÷åñêîå âîçìóùåíèå, êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé.

Äàííàÿ ðàáîòà áûëà ïîääåðæàíà Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèì ìåæäóíàðîäíûì ìàòå-
ìàòè÷åñêèì Èíñòèòóòîì èìåíè Ëåîíàðäà Ýéëåðà, ãðàíòîâîå ñîãëàøåíèå 075-15-
2025-344 îò 29.04.2025.
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ âåòâÿùååñÿ ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå
íà Zd ñ èììèãðàöèåé è ïåðèîäè÷åñêè ðàñïîëîæåííûìè èñòî÷íèêàìè
âåòâëåíèÿ. Êàê è â êëàññè÷åñêèõ ÂÑÁ, àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñè-
ñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ åå ïðèíàäëåæíîñòüþ ê íàäêðèòè÷åñêîìó, êðèòè-
÷åñêîìó èëè äîêðèòè÷åñêîìó êëàññó. Ðàíåå â [7] äëÿ íàäêðèòè÷åñêîãî
è äîêðèòè÷åñêîãî ñëó÷àåâ áûëî ïîëó÷åíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå
ñðåäíåé ÷èñëåííîñòè ÷àñòèö ïðè t→∞. Â äàííîé ñòàòüå çàâåðøàåòñÿ
ýòà çàäà÷à � âûâîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû äëÿ êðèòè÷åñêî-
ãî ðåæèìà.

�2. Îïèñàíèå ìîäåëè

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ ñ èììèãðàöèåé áåç áëóæ-
äàíèÿ, òî åñòü ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âñå ÷àñòèöû íàõîäÿòñÿ â îäíîé
òî÷êå. Ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì òàêîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî
N∪{0}. Ñ÷èòàåì, ÷òî ïðîöåññ â ìîìåíò âðåìåíè t íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿ-
íèè k ∈ N∪{0}, åñëè â ýòîò ìîìåíò â ñèñòåìå èìååòñÿ ðîâíî k ÷àñòèö.
Ýòè ÷àñòèöû â äàëüíåéøåì ýâîëþöèîíèðóþò íåçàâèñèìî äðóã îò äðó-
ãà â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäóþùèìè ïðàâèëàìè: êàæäàÿ èç ýòèõ ÷àñòèö
èìååò âðåìÿ æèçíè, ðàñïðåäåëåííîå ýêñïîíåíöèàëüíî ñ ïàðàìåòðîì 1;
â ìîìåíò ãèáåëè ÷àñòèöû ïðîèçâîäÿò ïîòîìñòâî â ñîîòâåòñòâèè ñ âå-
ðîÿòíîñòíîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé

f(s) =

∞∑
k=0

bks
k, bk > 0,

∞∑
k=0

bk = 1,

íåçàâèñèìî îò ïîâåäåíèÿ äðóãèõ ÷àñòèö. Ïîìèìî ýòîãî, íåçàâèñèìî
îò ìåõàíèçìà âåòâëåíèÿ, â ñëó÷àéíûé ìîìåíò âðåìåíè, ðàñïðåäåëåí-
íûé ýêñïîíåíöèàëüíî ñ ïàðàìåòðîì 1, â ñèñòåìó äîáàâëÿåòñÿ ñëó÷àé-
íîå ÷èñëî ÷àñòèö èçâíå â ñîîòâåòñòâèè ñ âåðîÿòíîñòíîé ïðîèçâîäÿùåé
ôóíêöèåé

g(s) =

∞∑
k=0

cks
k, ck > 0,

∞∑
k=0

ck = 1.

Íîâîðîæäåííûå ÷àñòèöû ýâîëþöèîíèðóþò â äàëüíåéøåì íåçàâèñè-
ìî äðóã îò äðóãà è îò îñòàëüíûõ ÷àñòèö, ñóùåñòâóþùèõ â ñèñòåìå, â
ñîîòâåòñòâèè ñ îïèñàííîé âûøå ñõåìîé.

Äàëåå îïðåäåëèì èíòåíñèâíîñòü âåòâëåíèÿ β è èíòåíñèâíîñòü èì-
ìèãðàöèè α, ïîëàãàÿ
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β =

∞∑
k=0

k bk − 1 <∞, α =

∞∑
k=1

k ck <∞.

×åðåç m(t) îáîçíà÷èì ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö â ñèñòåìå â ìîìåíò âðå-
ìåíè t ïðè óñëîâèè, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè â ñèñòåìå ÷àñòèö
íå áûëî. Â [8, ãë. VII] ïîêàçàíî, ÷òî â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t ñïðà-
âåäëèâî

m(t) =

{
α
β (eβt − 1), åñëè β 6= 0;

αt, åñëè β = 0.

Çàìåòèì, ÷òî m(t) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

m(t) = α

t∫
0

eβsds,

ãäå eβs � ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö ìàðêîâñêîãî âåòâÿùåãîñÿ ïðîöåññà áåç
èììèãðàöèè â ìîìåíò âðåìåíè s â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè â ñèñòåìå èìååòñÿ îäíà ÷àñòèöà (ñì. [8]). Îòìåòèì,
÷òî èìååòñÿ åñòåñòâåííàÿ êëàññèôèêàöèÿ âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ ñ èì-
ìèãðàöèåé â ñîîòâåòñòâèè ñ èíòåíñèâíîñòüþ âåòâëåíèÿ β: ïðè β > 0 â
ñðåäíåì íàáëþäàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò ÷èñëà ÷àñòèö (íàäêðè-
òè÷åñêèé ðåæèì), ïðè β < 0 ñðåäíåå ÷èñëî ñòðåìèòñÿ ê êîíñòàíòå α

|β|
(äîêðèòè÷åñêèé ðåæèì), à ïðè β = 0 íàáëþäàåòñÿ ëèíåéíûé ïî t ðîñò
÷èñëà ÷àñòèö (êðèòè÷åñêèé ðåæèì).

Òåïåðü äîáàâèì ê âåòâÿùåìóñÿ ïðîöåññó ñ èììèãðàöèåé ìåõàíèçì
áëóæäàíèÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðåìåùåíèå ÷àñòèö â ïðîñòðàíñòâå
çàäàåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäíûõ èíòåíñèâíîñòåé ñëó÷àéíîãî áëóæäà-
íèÿ {a1(v, u)}v,u∈Zd , êîýôôèöèåíòû êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþ-
ùèì ñâîéñòâàì:

(1) a1(v, u) > 0, v 6= u, a1(v, v) < 0;
(2) a1(v, u) = a1(u, v), u, v ∈ Zd;
(3)

∑
u∈Zd

a1(v, u) = 0 äëÿ ëþáîãî v ∈ Zd;

(4) äëÿ ëþáûõ v, u ∈ Zd ñóùåñòâóåò ïóòü v = u0, u1, . . . , un = u,
÷òî a1(uk, uk+1) > 0 ïðè âñåõ k = 0, . . . , n− 1.

Â îïèñàííîé ìîäåëè åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âñå ïàðàìåòðû,
îïèñûâàþùèå ìåõàíèçìû âåòâëåíèÿ è èììèãðàöèè, ÿâëÿþòñÿ ôóíêöè-
ÿìè îò v ∈ Zd. Äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïàðàìåòðû ìîäåëè
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ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ðåøåò-
êè

Γ = {g ∈ Zd : g =

d∑
k=1

nkgk, nk ∈ Z},

ãäå {gk}dk=1 � íàáîð ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ â Zd. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî g ∈ Γ âûïîëíåíî

(5) a1(u, v) = a1(u+ g, v + g), u, v ∈ Zd;
(6) β(v) = β(v + g), α(v) = α(v + g), v ∈ Zd.

×åðåç ‖ · ‖ îáîçíà÷èì åâêëèäîâó íîðìó â Rd è ïðåäïîëîæèì, ÷òî äèñ-
ïåðñèÿ ñêà÷êîâ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ êîíå÷íà, òî åñòü äëÿ ëþáûõ
u, v ∈ Zd âûïîëíåíî

(7)
∑
g∈Γ

‖g‖2|a1(v, u+ g)| <∞.

Òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âîçìîæíî áëóæäàíèå öåíòðà èììèãðà-
öèè, êîòîðîå çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ èíôèíèòåçèìàëüíîé ìàòðèöû ïåðå-
õîäíûõ èíòåíñèâíîñòåé {a0(v, u)}v,u∈Zd , ýëåìåíòû êîòîðîé óäîâëåòâî-
ðÿþò àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâàì.

×åðåç l2(Zd) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî êâàäðàòè÷íî ñóììèðóåìûõ
ôóíêöèé f : Zd → C ñ íîðìîé

‖f‖2l2(Zd) =
∑
v∈Zd

|f(v)|2 <∞.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç m(t, v, u) ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö â òî÷êå u â ìîìåíò
âðåìåíè t ïðè óñëîâèè, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò â ñèñòåìå íå áûëî
÷àñòèö, à ïåðâûå ÷àñòèöû ïîÿâëÿþòñÿ â òî÷êå v. Â [7] áûëî ïîêàçàíî,
÷òîm(t, v, u), êàê ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ t è v, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà
â âèäå

m(t, v, u) =

t∫
0

e(t−τ)A0 Q0 e
τ(A1+Q1)δu(v) dτ, (1)

ãäå îïåðàòîðû A0, A1, Q0, Q1 : l2(Zd) → l2(Zd) îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

Ajf(v) =
∑
u∈Zd

aj(v, u)f(u), j = 0, 1, (2)

Q0f(v) = α(v)f(v), (3)

Q1f(v) = β(v)f(v). (4)
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Çàìåòèì, ÷òî et(A1+Q1) δu(v) îïèñûâàåò ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö âåò-
âÿùåãîñÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ áåç èììèãðàöèè â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè â ñèñòåìå íàõîäèòñÿ îäíà ÷àñòèöà â
òî÷êå v.

Â [7] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êëàññèôèêàöèÿ âåòâÿùèõñÿ ñëó÷àéíûõ
áëóæäàíèé ñ èììèãðàöèåé îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâûì êðàåì ñïåêòðà îïå-
ðàòîðà A1 + Q1: íàäêðèòè÷åñêèé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ ïîëî-
æèòåëüíîãî ïðàâîãî êðàÿ ñïåêòðà, äîêðèòè÷åñêèé ñëó÷àé � îòðèöà-
òåëüíîãî, êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò ðàâåíñòâó íóëþ ïðàâîãî
êðàÿ ñïåêòðà. Òàêæå â [7] áûëî èçó÷åíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå
m(t, v, u) ïðè t → ∞ â íàäêðèòè÷åñêîì è äîêðèòè÷åñêîì ñëó÷àÿõ.
Èìåííî, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ u, v ∈ Zd ïðè t → ∞ ñïðà-
âåäëèâî

m(v, u, t) = C(v, u, d) · e
tλ

td/2
(1 + o (1)) ,

ãäå C(v, u, d) > 0, à ÷åðåç λ îáîçíà÷åí ìàêñèìóì èç äâóõ âåëè÷èí �
ïðàâîãî êðàÿ ñïåêòðà îïåðàòîðà A1 +Q1 è íóëÿ.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäå-
íèÿm(t, v, u) ïðè t→∞ â êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì
ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü λ = 0 � âåðõíÿÿ ãðàíèöà ñïåêòðà îïåðàòîðà

A1+Q1, òîãäà äëÿ ëþáûõ u, v ∈ Zd ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà

C(u, v, d) > 0, òàêàÿ ÷òî

m(v, u, t) = C(v, u, d) · 1

td/2−1
(1 + o (1)) , t→∞.

�3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîòðåáóåòñÿ ââåñòè ðÿä îáîçíà÷åíèé, à òàê-
æå ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäå-
íèé.

Ââåäåì íà Zd îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì: òî÷-
êè u, v ∈ Zd íàçîâåì ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè u−v ∈ Γ. Ñîîòâåòñòâóþùåå
ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω = Zd/Γ. Çàìåòèì, ÷òî ìíîæå-
ñòâî Ω êîíå÷íî, ÷åðåç p îáîçíà÷èì ÷èñëî ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà.
Áóäåì íàçûâàòü Ω ôóíäàìåíòàëüíûì ìíîæåñòâîì âåðøèí. Åãî óäîá-
íî îòîæäåñòâèòü ñ íåêîòîðûì ìíîæåñòâîì {v1, . . . , vp} ïîïàðíî íåýê-
âèâàëåíòíûõ ýëåìåíòîâ Zd. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ôèêñèðîâàííîãî âûáîðà
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Ω = {v1, . . . , vp} ëþáàÿ âåðøèíà u ∈ Zd åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå

u = ωu + γu,

ãäå ωu ∈ Ω è γu ∈ Γ.
Îáîçíà÷èì ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Rd ÷åðåç 〈 · , · 〉.

Îïðåäåëèì äâîéñòâåííûé áàçèñ {g̃j}dj=1 êàê 〈g̃j , gk〉 = 2π δkj , ãäå δkj �
ñèìâîë Êðîíåêåðà. Îïðåäåëèì ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó ðåøåòêè, äâîé-
ñòâåííîé ê Γ, êàê

Ω̃ =
{
θ ∈ Rd : θ =

d∑
j=1

θj g̃j , 0 6 θj < 1, j = 1, 2, . . . , d
}
.

Îáîçíà÷èì îáúåì Ω̃ ÷åðåç |Ω̃| =
∫̃
Ω

dθ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç H ïðîñòðàíñòâî êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûõ p -

ìåðíûõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ âåêòîð-ôóíêöèé íà ìíîæåñòâå Ω̃ ñî ñòàí-
äàðòíîé äëÿ òàêîãî ïðîñòðàíñòâà íîðìîé ‖f‖2H =

∫̃
Ω

|f(θ)|2 dθ. Äëÿ

ïðÿìîãî èíòåãðàëà îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ñèìâîëè÷åñêîå îáîçíà÷åíèå
H =

∫̃
Ω

⊕Cp dθ. Îïðåäåëèì îïåðàòîð U : `2(Zd)→ H ðàâåíñòâîì

(Uf)(v, θ) = |Ω̃|− 1
2

∑
g∈Γ

e−i〈g,θ〉f(v + g), v ∈ Ω.

Òàêîé îïåðàòîð èçíà÷àëüíî îïðåäåëÿåòñÿ íà ôóíêöèÿõ èç `2(Zd), èìå-
þùèõ îãðàíè÷åííûé íîñèòåëü, à ïîòîì ïî íåïðåðûâíîñòè ïðîäîëæà-
åòñÿ äî óíèòàðíîãî îïåðàòîðà âî âñåì `2(Zd).

Â [6] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îïåðàòîðû Aj , Qj : `2(Zd) → `2(Zd), îïðå-
äåëåííûå â (2)�(4), óíèòàðíî ýêâèâàëåíòíû ïðÿìîìó èíòåãðàëó îïåðà-
òîðîâ (ñì. [9, ãëàâà XIII.16])

UAjU
−1 =

∫
Ω̃

⊕Aj(θ) dθ, UQjU
−1 =

∫
Ω̃

⊕Qj(θ) dθ, (5)

ãäå ïðè ïî÷òè âñåõ θ ∈ Ω̃ äåéñòâèå îïåðàòîðîâ Aj(θ), Qj(θ), j = 0, 1,
íà ôóíêöèþ h ∈ Cp îïðåäåëÿåòñÿ êàê
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(Aj(θ)h)(v) =
∑
u∈Ω

ãj(v, u, θ)h(u),

ãj(v, u, θ) =
∑
g∈Γ

e−i〈g,θ〉 aj(v + g, u), j = 0, 1;

(Q0(θ)h)(v) = α(v)h(v); (Q1(θ)h)(v) = β(v)h(v).

Ôîðìóëû (5) îçíà÷àþò, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ `2(Zd) è ëþáîãî

v ∈ Ω ïðè ïî÷òè âñåõ θ ∈ Ω̃ âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

(UAjf)(v, θ) = Aj(θ)(Uf)(v, θ), (UQjf)(v, θ) = Qj(θ)(Uf)(v, θ).

Çàìåòèì, ÷òî A0(θ) è A1(θ) + Q1(θ) ïðè âñåõ θ ∈ Ω̃ ÿâëÿþòñÿ p-
ìåðíûìè ýðìèòîâûìè ìàòðèöàìè, à çíà÷èò, ñïåêòð êàæäîé ñîñòîèò
èç p âîçìîæíî ñîâïàäàþùèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
{λ0

j (θ)}
p
j=1 è {λj(θ)}pj=1 ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö A0(θ) è A1(θ) +

Q1(θ) ñîîòâåòñòâåííî. Áóäåì ñ÷èòàòü èõ óïîðÿäî÷åííûìè â ïîðÿäêå
íåâîçðàñòàíèÿ:

λ0
1(θ) > · · · > λ0

p(θ),

λ1(θ) > · · · > λp(θ).
Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ïðàâûé êðàé ñïåêòðà îïåðàòîðà A1 +Q1 ðàâåí 0.
Òîãäà

1. ìàêñèìóìû ôóíêöèé λ0
1(θ) è λ1(θ) äîñòèãàþòñÿ òîëüêî ïðè

θ = 0, è λ0
1(0) = λ1(0) = 0;

2. ñòàðøèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðîâ A0(0) è A1(0) +
Q1(0) ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè, ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåí-

íûå ôóíêöèè ìîãóò áûòü âûáðàíû ïîëîæèòåëüíûìè;

3. ðàññòîÿíèå îò ïðàâîãî êðàÿ ñïåêòðà îïåðàòîðîâ A0 è A1 +Q1

äî ïðàâîãî êðàÿ âòîðîé ñïåêòðàëüíîé çîíû ñòðîãî ïîëîæè-

òåëüíî, òî åñòü

λ0
1(0)− sup

θ∈Ω̃

λ0
2(θ) > 0,

λ1(0)− sup
θ∈Ω̃

λ2(θ) > 0;

4. ãåññèàíû ôóíêöèé λ0
1(θ) è λ1(θ) íå îáðàùàþòñÿ â íóëü ïðè

θ = 0;



ÊÐÈÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÅ ÂÅÒÂßÙÈÅÑß ÁËÓÆÄÀÍÈß 243

5. äëÿ ëþáîãî s ∈ (0, 1) è j, k = 1, . . . , p âûïîëíåíî

(1− s)λ0
k(θ) + s λj(θ) 6 0,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè θ = 0 è j = k = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòîâ 1�4 ìîæíî íàéòè â ðàáî-
òå [6]. Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíåíî óòâåðæäåíèå 5.

Ýëåìåíòû ìàòðèö A0(θ) è A1(θ) + Q1(θ) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíû-
ìè ôóíêöèÿìè ïåðåìåííîé θ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
λ0
j (θ) è λj(θ) òîæå ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ïî ïåðåìåííîé θ ôóíêöè-

ÿìè ïðè âñåõ j = 1, . . . , p. Èç ýðìèòîâîñòè ìàòðèö A0(θ) è A1(θ) ïðè

âñåõ θ ∈ Ω̃ ñëåäóåò, ÷òî ïðè âñåõ s ∈ (0, 1) è âñåõ θ ∈ Ω̃ âûðàæåíèå
(1− s)λ0

k(θ) + sλj(θ) âåùåñòâåííî ïðè ëþáûõ j, k ∈ {1, 2, . . . , p} . Òîãäà
èç óòâåðæäåíèÿ 1 ìãíîâåííî ñëåäóåò óòâåðæäåíèå 5. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Èç (1) è (5) ñëåäóåò, ÷òî

m(t, v, u) =

t∫
0

e(t−τ)A0 Q0 e
τ(A1+Q1)δu(v) dτ

=

t∫
0

∫
Ω̃

〈(
Ue(t−τ)A0 Q0 e

τ(A1+Q1)δu
)
( · , θ),

(
Uδv

)
( · , θ)

〉
Cp
dθ dτ (6)

=

t∫
0

∫
Ω̃

〈(
e(t−τ)A0(θ)Q0(θ)eτ(A1(θ)+Q1(θ))Uδu

)
( · , θ),

(
Uδv

)
( · , θ)

〉
Cp
dθ dτ.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ w ∈ Ω(
Uδu

)
(w, θ) = |Ω̃|−1/2

∑
g∈Γ

e−i〈g,θ〉δu(w + g) = |Ω̃|−1/2e−i〈γu,θ〉δ̃ωu(w),

(
Uδv

)
(w, θ) = |Ω̃|−1/2e−i〈γv,θ〉δ̃ωv (w),

ãäå {δ̃ωu
}ωu∈Ω � ñòàíäàðòíûé áàçèñ â Cp, îïðåäåëåííûé êàê

δ̃ωu(·) =

{
1, w = ωu,

0, w 6= ωu.

Ïóñòü {χj(θ)}pj=1 è {ϕj(θ)}pj=1 � ñîáñòâåííûå áàçèñû ìàòðèö A0(θ) è

A1(θ) + Q1(θ). Ïðè êàæäîì θ ∈ Ω̃ ðàçëîæèì δ̃ωu
(w) ïî ñîáñòâåííîìó
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áàçèñó îïåðàòîðà A1(θ) +Q1 :

δ̃ωu
(w) =

p∑
j=1

cωu
j (θ)ϕj(w, θ), cωu

j (θ) = 〈δ̃ωu
( · ), ϕj( · , θ)〉Cp = ϕj(ωu, θ),

à δ̃ωv
(w) � ïî ñîáñòâåííîìó áàçèñó îïåðàòîðà A0(θ) :

δ̃ωv
(w) =

p∑
k=1

fωv

k (θ)χk(w, θ), fwv

k (θ) = χk(ωv, θ). (7)

Òîãäà(
eτ(A1(θ)+Q1(θ))Uδu

)
(w, θ) = |Ω̃|−1/2e−i〈γu,θ〉

p∑
j=1

eτλj(θ)ϕj(ωu, θ)ϕj(w, θ).

Äàëåå ðàçëîæèì α( · )ϕj( · , θ) ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì îïåðàòîðà
A0(θ)

α( · )ϕj( · , θ) =

p∑
l=1

djl(θ)χl( · , θ), djl(θ) = 〈α( · )ϕj( · , θ), χl( · , θ)〉Cp .

Òîãäà(
e(t−τ)A0(θ)Q0(θ) eτ(A1(θ)+Q1(θ))Uδu

)
( · , θ)

= |Ω̃|−1/2e−i〈γu,θ〉
p∑

j,l=1

e(t−τ)λ0
l (θ)eτλj(θ)djl(θ)ϕj(ωu, θ)χl( · , θ).

Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå è (7) â (6), èìååì

m(t, v, u)

=
1

|Ω̃|

p∑
k,j=1

t∫
0

∫
Ω̃

e−i〈γu−γv,θ〉e(t−τ)λ0
k(θ)+τλj(θ)djk(θ)χk(ωv, θ)ϕj(ωu, θ)dθdτ.

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ τ = ts è ïîëîæèì

Ijk(t, s)

= |Ω̃|−1

∫
Ω̃

e−i〈γu−γv,θ〉et(1−s)λ
0
k(θ)+tsλj(θ)djk(θ)χk(ωv, θ)ϕj(ωu, θ) dθ.
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Ðàññìîòðèì âêëàä îò ñëàãàåìûõ ïðè j 6= 1 è k 6= 1. Çàìåòèì, ÷òî
äëÿ ëþáîãî s ∈ [0, 1] è âñåõ j 6= 1, k 6= 1 ñóùåñòâóåò òàêîå δ1 > 0, ÷òî

ïðè âñåõ θ ∈ Ω̃ âûïîëíåíî

(1− s)λ0
k(θ) + s λj(θ) 6 max(sup

θ∈Ω̃

λ0
2(θ), sup

θ∈Ω̃

λ2(θ)) = −δ1 < 0,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

∣∣∣t 1∫
0

Ijk(t, s) ds
∣∣∣ 6 C t e−δ1t.

Òåïåðü ðàññìîòðèì âêëàä îò ñëàãàåìîãî ïðè j = 1 è k 6= 1. Çàìåòèì,
÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ2 = δ2(ε) > 0, ÷òî ïðè ‖θ‖ > ε
è âñåõ s ∈ [0, 1] âûïîëíåíî

(1− s)λ0
k(θ) + s λ1(θ) 6 max(sup

θ∈Ω̃

λ0
2(θ), sup

‖θ‖>ε
λ1(θ)) = −δ2 < 0,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

∣∣∣ t
|Ω̃|

1∫
0

∫
‖θ‖>ε

e−i〈γu−γv,θ〉et(1−s)λ
0
k(θ)+tsλ1(θ)d1k(θ)χk(ωv, θ)ϕ1(ωu, θ) dθ ds

∣∣∣
6 C t e−δ2t.

Âûáåðåì ε > 0 òàê, ÷òîáû λ1(θ) > λ0
k(θ) ïðè âñåõ k 6= 1 è ‖θ‖ 6 ε. Äëÿ

îñòàâøåãîñÿ èíòåãðàëà ïî îáëàñòè ‖θ‖ 6 ε ïîìåíÿåì ïîðÿäîê èíòåãðè-
ðîâàíèÿ è ïðîèíòåãðèðóåì ïî ïåðåìåííîé s. Èìååì

|Ω̃|−1

∫
‖θ‖6ε

etλ1(θ) − etλ0
k(θ)

λ1(θ)− λ0
k(θ)

e−i〈γu−γv,θ〉d1k(θ)χk(ωv, θ)ϕ1(ωu, θ) dθ,

ê ïîëó÷åííîìó èíòåãðàëó ïðèìåíèì ìíîãîìåðíûé ìåòîä Ëàïëàñà (ñì.
òåîðåìó 4.1, [10]). Òîãäà ïðè t→∞ èìååì

t

1∫
0

I1k(t, s) ds =
(2π

t

)d/2 d1k(0)χk(ωv, 0)ϕ1(ωu, 0)

|Ω̃|
√
|Hessλ1(0)|(−λ0

k(0))

(
1 + o(1)

)
.

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ñëàãàåìûõ ïðè j 6= 1 è
k = 1. Èìååì ïðè t→∞
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t

1∫
0

Ij1(t, s)ds =
(2π

t

)d/2 dj1(0)χ1(ωv, 0)ϕj(ωu, 0)

|Ω̃|
√
|Hessλ0

1(0)| (−λj(0))

(
1 + o(1)

)
.

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëàãàåìîå ñ j = 1 è k = 1. Çàìåòèì, ÷òî ïðè
ëþáîì s ∈ [0, 1] òî÷êà θ = 0 ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì ìàêñèìóìîì
ôóíêöèè (1 − s)λ0

1(θ) + s λ1(θ). Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ìåòîä Ëàïëàñà äëÿ
ìíîãîìåðíîãî èíòåãðàëà ñ ïàðàìåòðîì (òåîðåìà 4.4, [10]) ê I11(t, s),
ïðè t→∞ èìååì

I11(t, s) =
(2π

t

)d/2 d11(0)ϕ1(ωu, 0)χ1(ωv, 0)

|Ω̃|
√
|Hess((1− s)λ0

1(0) + s λ1(0))|
(
1 + o(1)

)
,

ãäå

d11(0) = 〈α( · )ϕ1( · , 0), χ1( · , 0)〉Cp =
∑
w∈Ω

α(w)ϕ1(w, 0)χ1(w, 0) > 0.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ïðè âñåõ s ∈ [0, 1] ôóíêöèÿ (1 − s)λ0
k(θ) + s λj(θ)

äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà â òî÷êå θ = 0, ïîëó÷åííàÿ àñèìïòîòèêà
ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîé ïî ïàðàìåòðó s ∈ [0, 1] (ñì. òåîðåìó 4.4, [10]).
Òîãäà ïðè t→∞ èìååì

t

1∫
0

I11(t, s) ds=
(1

t

)d/2−1
1∫

0

(2π)d/2 d11(0)ϕ1(ωu, 0)χ1(ωv, 0) ds

|Ω̃|
√
|Hess((1−s)λ0

1(0)+s λ1(0))|
(
1+o(1)

)
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ m(t, v, u) ïðè t→∞ èìååì

m(t, v, u)=
(1

t

)d/2−1
1∫

0

(2π)d/2 d11(0)ϕ1(ωu, 0)χ1(ωv, 0) ds

|Ω̃|
√
|Hess((1−s)λ0

1(0)+s λ1(0))|
(
1+o(1)

)
. �

�4. Ïðèìåð

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âåòâÿùååñÿ ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå
ñ èììèãðàöèåé íà Z ñ èñòî÷íèêàìè âåòâëåíèÿ, ðàñïîëîæåííûìè â
êàæäîé òî÷êå ñ íóëåâîé èíòåíñèâíîñòüþ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èíòåí-
ñèâíîñòü èììèãðàöèè íå çàâèñèò îò òî÷êè ðåøåòêè è ðàâíà α > 0.
Ïåðåìåùåíèå â ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëèì ñ ïîìîùüþ îäíîðîäíîãî ìàð-
êîâñêîãî ïðîöåññà íà Z ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì è ðàâíîâåðîÿòíûìè



ÊÐÈÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÅ ÂÅÒÂßÙÈÅÑß ÁËÓÆÄÀÍÈß 247

ïåðåõîäàìè òîëüêî â ñîñåäíèå âåðøèíû, òî åñòü

a1(v, u) =


−κ, v = u,
κ
2 , |u− v| = 1,

0, |v − u| > 2,

ãäå κ > 0.
Ïåðåìåùåíèå öåíòðà èììèãðàöèè â ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëèì àíà-

ëîãè÷íî ñ ïîìîùüþ îäíîðîäíîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà íà Z ñ íåïðå-
ðûâíûì âðåìåíåì è ðàâíîâåðîÿòíûìè ïåðåõîäàìè òîëüêî â ñîñåäíèå
âåðøèíû, òî åñòü

a0(v, u) =


−1, v = u,
1
2 , |v − u| = 1,

0, |v − u| > 2.

Â êà÷åñòâå ôóíäàìåíòàëüíîãî ìíîæåñòâà âåðøèí â ýòîì ñëó÷àå
ìîæíî âûáðàòü îäíîòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç 0, à â êà÷å-

ñòâå ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè äâîéñòâåííîé ðåøåòêè � Ω̃ = [−π, π). Òîãäà

|Ω̃| = 2π.
Â ýòîì ñëó÷àå îïåðàòîð A1(θ) � ýòî îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ôóíê-

öèþ κ(cos θ− 1), à îïåðàòîð A0(θ) � îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ
cos θ − 1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

m(v, u, t) =
1

2π

t∫
0

π∫
−π

e(cos θ−1)(t−τ)α eκ(cos θ−1)τe−iθ(u−v) dθ dτ

=α

t∫
0

e−(κ−1)τ−tIu−v(t+ (κ − 1)τ) dτ,

ãäå In(z) = 1
π

π∫
0

ez cos x cos(nx) dx, n ∈ Z, Re z > 0 � ìîäèôèöèðîâàííàÿ

ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà.
Ïðè |Arg z| < π

2 è |z| → ∞ èçâåñòíî, ÷òî In(z) ∼ ez√
2πz

(1 + O( 1
z )).

Òîãäà ïðè t→∞ èìååì

m(v, u, t) = α

t∫
0

1√
2π(t+ (κ − 1)τ)

(
1 +O

( 1

t+ (κ − 1)τ

))
dτ
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= αt

1∫
0

ds√
2πt(1 + (κ − 1)s)

+O
( 1√

t

)
=

√
2α
√
t√

π(
√
κ + 1)

+O
( 1√

t

)
.
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Lukashova I. I. Critical periodic branching random walk on Zd with
immigration.

We consider a continuous-time branching random walk with immigra-
tion on Zd with branching sources located periodically. The asymptotic
behavior of the mean number of particles at an arbitrary point is obtained
for t→∞ in the critical case.
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