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ÂÛÏÓÊËÛÕ ÒÅËÀÕ

�1. Ââåäåíèå

Ðàññìîòðèì âûïóêëîå òåëî K ⊂ Rd, òî åñòü âûïóêëûé êîìïàêò ñ
íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ.

Â 1864 ãîäó Äæ. Ñèëüâåñòð ñôîðìóëèðîâàë ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ãåî-
ìåòðè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè. Ïóñòü âíóòðè âûïóêëîãî ïëîñêîãî òåëà K
ñëó÷àéíî è íåçàâèñèìî âûáðàíû ÷åòûðå òî÷êè

X1, X2, X3, X4 ∈ K.
Òðåáóåòñÿ íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èõ âûïóêëàÿ îáîëî÷êà
conv(X1, X2, X3, X4) ÿâëÿåòñÿ òðåóãîëüíèêîì. Ýòà âåðîÿòíîñòü çàâè-
ñèò îò ôîðìû K.

Â 1918 ãîäó Â. Áëÿøêå [1] óñòàíîâèë, ÷òî äëÿ ëþáîãî âûïóêëîãî
òåëà K ⊂ R2 âûïîëíåíû îöåíêè
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ïðè÷åì ëåâàÿ ãðàíèöà äîñòèãàåòñÿ íà ýëëèïñàõ, à ïðàâàÿ � íà òðå-
óãîëüíèêàõ. Äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ïåðâûõ ïðèìåðîâ ïðè-
ìåíåíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ ìåòîäîâ â âûïóêëîé ãåîìåòðèè è ïîëîæèëà íà-
÷àëî íàïðàâëåíèþ, íûíå èçâåñòíîìó êàê ãåîìåòðè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòü.

Óêàçàííîå íåðàâåíñòâî äîïóñêàåò ïåðåôîðìóëèðîâêó ÷åðåç ñðåä-
íþþ ïëîùàäü ñëó÷àéíîãî òðåóãîëüíèêà:

P
(
conv(X1, X2, X3, X4) � òðåóãîëüíèê

)
= 4 · E area conv(X1, X2, X3)

area(K)
.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âûïóêëûå òåëà, ãåîìåòðè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòü, ñðåäíåå ðàññòî-
ÿíèå, ñëó÷àéíûå òî÷êè, öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ, ñòîõàñòè÷åñêîå ìàæîðèðîâàíèå,
èçîïåðèìåòðè÷åñêîå íåðàâåíñòâî, ñëó÷àéíûå ñå÷åíèÿ, èíòåãðàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãî
îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè (ñîãëàøåíèå No. 075-15-2025-344 îò 29.04.2025 â
Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì ìåæäóíàðîäíîì ìàòåìàòè÷åñêîì èíñòèòóòå èìåíè Ëåîíàðäà
Ýéëåðà, ÏÎÌÈ ÐÀÍ)..
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Ñëåäîâàòåëüíî, ðåçóëüòàò Áëÿøêå ýêâèâàëåíòåí íåðàâåíñòâó

35

48π2
6

E area conv(X1, X2, X3)

area(K)
6
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,

äàþùåìó òî÷íûå ãðàíèöû äëÿ íîðìèðîâàííîé ñðåäíåé ïëîùàäè ñëó-
÷àéíîãî òðåóãîëüíèêà, ïîñòðîåííîãî íà òî÷êàõ, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäå-
ëåííûõ âíóòðè K.

Ïîäîáíûå ïîäõîäû åñòåñòâåííî ïðèâîäÿò ê ðàññìîòðåíèþ ôóíêöè-
îíàëîâ, ñâÿçàííûõ ñî ñðåäíèì ðàññòîÿíèåì ìåæäó ñëó÷àéíûìè òî÷êà-
ìè. Â ÷àñòíîñòè, èçó÷àëîñü ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ñëó÷àé-
íûìè òî÷êàìè âíóòðè âûïóêëîãî òåëà. Ïóñòü

∆(K) = E |I1I2|,

ãäå I1, I2 � äâå íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå òî÷êè, âûáðàííûå ðàâíîìåð-
íî âíóòðè òåëà K îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùåé ìåðû Ëåáåãà. ×åðåç
∆p(K) îáîçíà÷èì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå p-é ñòåïåíè ñîîòâåòñòâó-
þùåãî ðàññòîÿíèÿ. Â ðàáîòå [2] (Bonnet, Gusakova, Th�ale, Zaporozhets,
2021) áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî

7

60
<

∆(K)

|σK|
<

1

6
, (1)

ãäå |σK| îáîçíà÷àåò ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè òåëà. Îáå ãðàíèöû ÿâëÿ-
þòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè äîñòèæèìûìè: íèæíÿÿ � äëÿ âûðîæäàþùèõñÿ
ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêîâ, à âåðõíÿÿ � äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ñòðåìÿùèõñÿ ê îòðåçêó. Ïðèâåäåí äâóìåðíûé âàðè-
àíò ðåçóëüòàòà; â ðàáîòå ïðåäñòàâëåí áîëåå îáùèé ôàêò, ñïðàâåäëèâûé
â ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè.

Àíàëîãè÷íûé ôóíêöèîíàë îïðåäåëåí äëÿ ñëó÷àéíûõ òî÷åê íà ãðà-
íèöå òåëà. Ïóñòü

θ(K) = E |B1B2|,

ãäå B1, B2 � íåçàâèñèìûå òî÷êè, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå íà σK
ñîãëàñíî ñîîòâåòñòâóþùåé ìåðå Ëåáåãà. Îïðåäåëåíèå θp(K) ââîäèòñÿ
àíàëîãè÷íî ∆p(K). Â 2022 ãîäó À. Ñ. Òîêìà÷åâ [3] óñòàíîâèë, ÷òî äëÿ
ïëîñêèõ âûïóêëûõ òåë ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

θ(K)

|σK|
6
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ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà K � êðóã.
Òàêèì îáðàçîì, êðóã ìàêñèìèçèðóåò ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ
ñëó÷àéíûìè ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè ïðè ôèêñèðîâàííîì ïåðèìåòðå.

Ä. Í. Çàïîðîæåö è À. Òàðàñîâ â 2019 ãîäó âûäâèíóëè åñòåñòâåííóþ
ãèïîòåçó î ñðàâíåíèè âíóòðåííèõ è ãðàíè÷íûõ ôóíêöèîíàëîâ:

Ãèïîòåçà 1.1. Äëÿ ëþáîãî âûïóêëîãî òåëà K âûïîëíåíî

∆(K) < θ(K).

Äàííàÿ ãèïîòåçà ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà òàêæå äëÿ âñåõ ìî-
ìåíòîâ:

Ãèïîòåçà 1.2. Äëÿ ëþáîãî âûïóêëîãî òåëà K è ëþáîãî p ∈ N âûïîë-

íåíî

∆p(K) 6 θp(K).

Èç (1) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû 1.1 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü
ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî ïðåäïîëîæåíèÿ, âûäâèíóòîãî À. Ã. Ãóñà-
êîâîé è Ä. Í. Çàïîðîæöåì.

Ãèïîòåçà 1.3. Äëÿ ëþáîãî âûïóêëîãî òåëà K âûïîëíåíî

1

6
6
θ(K)

|σK|
.

Îäíàêî äàííîå óòâåðæäåíèå òàêæå îñòàåòñÿ ãèïîòåçîé.
Íåñìîòðÿ íà ïðîñòîòó ôîðìóëèðîâêè, ãèïîòåçà 1.1 îñòàåòñÿ îòêðû-

òîé. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåèçâåñòíî íè äîêàçàòåëüñòâà, íè êîíòðïðè-
ìåðà äàæå â ðàçìåðíîñòè 2. Íå óñòàíîâëåíà åå ñïðàâåäëèâîñòü íè äëÿ
ãëàäêèõ òåë, íè äëÿ ìíîãîóãîëüíèêîâ. Òàêèì îáðàçîì, äàííàÿ ãèïîòå-
çà îñòàåòñÿ îäíîé èç îòêðûòûõ ïðîáëåì â ýòîé îáëàñòè.

Ê èçó÷åíèþ îïèñàííûõ ôóíêöèîíàëîâ ìîæíî ïîäîéòè ÷åðåç èñ-
ñëåäîâàíèå ñëó÷àéíûõ õîðä è ñå÷åíèé âûïóêëûõ òåë. Â 1969 ãîäó
Äæ. Êèíãìàí [4] óñòàíîâèë ôóíäàìåíòàëüíóþ ñâÿçü ìåæäó ìîìåíòàìè
ðàññòîÿíèé ìåæäó ñëó÷àéíûìè âíóòðåííèìè òî÷êàìè òåëà è ìîìåí-
òàìè äëèí åãî ñëó÷àéíûõ õîðä:

E |II ′|p =
dκd

(d+ p)(d+ p+ 1)
Jd+p+1,

ãäå κd � îáúåì åäèíè÷íîãî øàðà â Rd, à Jn = E |õîðäà|n � n-é ìîìåíò
äëèíû ñëó÷àéíîé õîðäû òåëà K. Ñëó÷àéíàÿ õîðäà ïîíèìàåòñÿ êàê ïå-
ðåñå÷åíèå òåëà ñî ñëó÷àéíîé ïðÿìîé, âûáðàííîé ñðåäè âñåõ ïðÿìûõ,
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ïåðåñåêàþùèõ òåëî, ñîãëàñíî ìåðå Õààðà íà ïðîñòðàíñòâå ïðÿìûõ.
Äàííàÿ ôîðìóëà óñòàíàâëèâàåò êîëè÷åñòâåííóþ çàâèñèìîñòü ìåæäó
âíóòðåííèìè è ëèíåéíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè âûïóêëîãî òåëà è ïîêà-
çûâàåò, ÷òî ïîâåäåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó ñëó÷àéíûìè òî÷êàìè òåñíî
ñâÿçàíî ñ ãåîìåòðèåé åãî ñå÷åíèé.

Ïîçäíåå ýòîò ðåçóëüòàò áûë ñóùåñòâåííî ðàçâèò. Â ðàáîòå [5] Í. Àãà-
ðîíÿí è Â. Îãàíÿíà (2016) â ðàçìåðíîñòè d = 2, à çàòåì â ðàáîòå [6]
Ò. Ä. Ìîñååâîé (2019) â ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
ðàñïðåäåëåíèå äëèí ñëó÷àéíûõ õîðä âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ðàñïðåäåëåíèå
äëèí ñëó÷àéíûõ ñå÷åíèé. Ïóñòü FK(x) îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ ðàñïðåäå-

ëåíèÿ äëèíû ñëó÷àéíîãî ñå÷åíèÿ, à F
(ρ)
K (x) � ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ

äëèíû |II ′|. Òîãäà äëÿ K ⊂ Rd âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

F
(ρ)
K (x)

=
1

|σK|

(
ωd
d
xd − |K|

|σK|
κd−1
d+ 1

xd+1 +
|K|
|σK|

κd−1
d

x∫
0

(xd − td)FK(t) dt

)
,

ãäå ωd � ïëîùàäü åäèíè÷íîé ñôåðû â Rd, κd−1 � îáúåì åäèíè÷íîãî
øàðà â Rd−1, à |K| è |σK| îáîçíà÷àþò, ñîîòâåòñòâåííî, îáúåì è (d−1)-
ìåðíóþ ìåðó ïîâåðõíîñòè òåëà K.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà íàïðàâëåíà íà èçó÷åíèå ãèïîòåçû 1.1. Ðàññìîò-
ðåí ÷àñòíûé ñëó÷àé � öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûå ïëîñêèå òåëà, äëÿ
êîòîðûõ óäàåòñÿ ïîëó÷èòü áîëåå ñèëüíûå ðåçóëüòàòû. Â ÷àñòíîñòè,
ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ òàêèõ òåë èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî íå òîëüêî äëÿ
ñðåäíèõ ðàññòîÿíèé, íî è áîëåå îáùèå óòâåðæäåíèÿ â òåðìèíàõ ñòî-
õàñòè÷åñêîãî ìàæîðèðîâàíèÿ. Òàêæå ïðåäñòàâëåíû àíàëîãè ôîðìóë
Îãàíÿíà è Ìîñååâîé â äàííîé çàäà÷å, èç êîòîðûõ ïîëó÷åíû áîëåå òî÷-
íûå ðåçóëüòàòû. Êðîìå òîãî, ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
ïëîñêèõ òåë.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçóåìûå â äàëüíåéøåì. ×åðåç K îáîçíà-
÷åíî ðàññìàòðèâàåìîå âûïóêëîå òåëî, ÷åðåç |K| � åãî îáúåì, ÷åðåç
|σK| � ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè. Áóêâîé I îáîçíà÷åíà òî÷êà, âûáðàííàÿ
ñëó÷àéíî ñîãëàñíî ðàâíîìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ íà âíóòðåííîñòè ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî òåëà. ×åðåç B îáîçíà÷åíà ñëó÷àéíàÿ òî÷êà, âçÿòàÿ ðàâ-
íîìåðíî íà ãðàíèöå òåëà â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåðîé Ëåáåãà ãðàíèöû. ×å-
ðåç Pu(A) îáîçíà÷åíà îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ ìíîæåñòâà òî÷åê A íà
ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç 0 â íàïðàâëåíèè u.
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Äëÿ ëþáîé òî÷êè O ∈ K îïðåäåëåíî ïðîåêòèâíîå ðàñïðåäåëåíèå
� ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé òî÷êè íà ãðàíèöå, ïîëó÷åííîé ïðîåêöèåé
ñëó÷àéíîé âíóòðåííåé òî÷êè I íà ãðàíèöó ñ öåíòðîì â òî÷êå O. Ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ âåëè÷èíà îáîçíà÷åíà BO. Äëÿ ëþáîé âåëè÷èíû X ÷åðåç
X ′ îáîçíà÷åíà íåçàâèñèìàÿ êîïèÿ âåëè÷èíû X, íå çàâèñÿùàÿ îò óæå
ââåäåííûõ âåëè÷èí.

�2. Ðåçóëüòàòû

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ïðèâåäåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû.
Íà÷íåì ñ öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî ñëó÷àÿ, ãäå ãèïîòåçà ïîëíîñòüþ
äîêàçûâàåòñÿ â òåðìèíàõ ñòîõàñòè÷åñêîãî ìàæîðèðîâàíèÿ.

2.1. Öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûé ñëó÷àé.

Òåîðåìà 2.1. Äëÿ ëþáîãî öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî òåëà K ⊂ R2

ñ öåíòðîì ñèììåòðèè O è äëÿ ëþáîãî íàïðàâëåíèÿ u âûïîëíåíî

|Pu(OB)| � |Pu(OI)|.

Ñëåäñòâèå 2.1. Äëÿ ëþáîãî n > 0 âûïîëíåíî E |OB|n > E |OI|n.

Ñëåäñòâèå 2.2. Äëÿ ëþáîãî n > 1 âûïîëíåíî E |BB′|n > E |II ′|n.

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå ïëîñêèõ öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûõ òåë ãè-
ïîòåçà Çàïîðîæöà�Òàðàñîâà ïîäòâåðæäàåòñÿ.

2.2. Ñëó÷àé îïèñàííîãî ìíîãîóãîëüíèêà.

Òåîðåìà 2.2. Äëÿ ëþáîãî âûïóêëîãî òåëà K ⊂ Rd, ãäå O ∈ K �

íåêîòîðàÿ ôèêñèðîâàííàÿ âíóòðåííÿÿ òî÷êà, âûïîëíåíû ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ.

(1) Äëÿ ëþáîãî n ∈ N ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

E |II ′|n =
2d

n+ 2d
· E |IBO|n.

(2) Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

E exp(it · |IBO|) =
d
dt

[
t2d · E exp(it · |II ′|)

]
2d · t2d−1

.
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(3) Äëÿ ðàññòîÿíèé äî öåíòðà ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

E |OI|n =
d

n+ d
· E |OBO|n,

E exp(it · |OBO|) =
d
dt

[
td · E exp(it · |IO|)

]
d · td−1

.

Óòâåðæäåíèå 2.1. Äëÿ ëþáîãî îïèñàííîãî òåëà K ⊂ Rd ñ öåíòðîì
âïèñàííîé ñôåðû O âûïîëíåíî

BO
d
= B.

Óòâåðæäåíèå 2.2. Äëÿ ëþáîãî öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî òåëà

K ⊂ R2 è íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êè O âûïîëíåíî

E |II ′|2 =
2

3
· E |IBO|2 =

1

2
· E |BOB′O|2.

Ñëåäñòâèå 2.3. Äëÿ ëþáîãî îïèñàííîãî öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî
ìíîãîóãîëüíèêà K âûïîëíåíî

E |II ′|2 =
2

3
· E |IB|2 =

1

2
· E |BB′|2.

Äàííîå ðàâåíñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òî÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
âíóòðåííèìè è ãðàíè÷íûìè ìîìåíòàìè âòîðîãî ïîðÿäêà.

2.3. Îáùèé ñëó÷àé ìîìåíòîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà. Ïóñòü K ⊂ R2

� íåêîòîðîå âûïóêëîå òåëî. Â ýòîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.3. (1) Åñëè âûïîëíåíî

|K|
|σK|2

>
1√

2(n+ 2)(n+ 3)
,

òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

E |II ′|n 6 E |BB′|n.
(2) Åñëè âûïîëíåíî

|K|
|σK|2

>
1

4(n+ 3)
,

òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

E |II ′|n 6 E |IB|n.
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(3) Åñëè âûïîëíåíî

|K|
|σK|2

>
1

2(n+ 2)
,

òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

E |IB|n 6 E |BB′|n.

Ñëåäñòâèå 2.4. Äëÿ ëþáîãî âûïóêëîãî òåëà K ⊂ R2 ñóùåñòâóåò

CK > 0, òàêîå ÷òî

∀n > CK E |II ′|n 6 E |IB|n 6 E |BB′|n.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìîìåíòîâ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ èìåþò ìåñòî èñ-
ñëåäóåìûå íåðàâåíñòâà.

�3. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèîíàëîâ

Äîêàçàòåëüñòâà âñåõ ïðèâîäèìûõ â äàëüíåéøåì óòâåðæäåíèé ñó-
ùåñòâåííî óïðîùàþòñÿ äëÿ ìíîãîóãîëüíèêîâ. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáîå
âûïóêëîå òåëî ìîæåò áûòü ïðèáëèæåíî èçíóòðè âûïóêëûìè ìíîãî-
óãîëüíèêàìè â ìåòðèêå Õàóñäîðôà; òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü íåïðåðûâ-
íîñòü âñåõ ôóíêöèîíàëîâ â ýòîé ìåòðèêå.

Â ðàáîòå A. C. Òîêìà÷åâà [3] ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèîíàë θp íåïðå-
ðûâåí â ìåòðèêå Õàóñäîðôà. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèîíàëîâ |K| è |σK|
ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíîé. Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë ∆p.

Êàê îòìå÷åíî âî ââåäåíèè, íåïðåðûâíûì â îáùåì ñìûñëå ýòîò ôóíê-
öèîíàë íå ÿâëÿåòñÿ, íî ñïðàâåäëèâî áîëåå ñëàáîå óòâåðæäåíèå:

Óòâåðæäåíèå 3.1. Ïóñòü f : R → R � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, îãðà-

íè÷åííàÿ íà ëþáîì îòðåçêå [0, C]. Ïóñòü Ki ⊂ Rd ïðè i = 1, 2, 3 . . .
� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïóêëûõ òåë, ñõîäÿùèõñÿ ïî ìåòðèêå Õàó-

ñäîðôà ê òåëó K ⊂ Rd, òàêîìó ÷òî |K| > 0. Òîãäà

lim
i→∞

EKi
f(|II ′|) = EKf(|II ′|).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ai = Ki ∩ K, Bi = K \ Ki. Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç I ñëó÷àéíóþ òî÷êó, âçÿòóþ ñîãëàñíî ðàâíîìåðíîìó ðàñïðåäåëå-
íèþ âíóòðè K. ×åðåç Ii îáîçíà÷åíà òî÷êà, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí-
íàÿ â Ai. ×åðåç Xi îáîçíà÷åíà ñëó÷àéíàÿ òî÷êà, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäå-
ëåííàÿ âíóòðè Bi. Âñå òî÷êè ïðåäïîëàãàþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Â ýòèõ
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îáîçíà÷åíèÿõ

E f(|II ′|) =
|Ai|2

|K|2
·E f(|IiI ′i|) +

2|Ai||Bi|
|K|2

·E f(|IiXi|) +
|Bi|2

|K|2
·E f(|XiX

′
i|).

Èç óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè â ìåòðèêå Õàóñäîðôà ñëåäóåò, ÷òî

lim
i→∞

|Ai| = |K|, lim
i→∞

|Bi| = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
i→∞

|Ai|
|K|

= 1, lim
i→∞

|Bi|
|K|

= 0.

Ïîñêîëüêó f îãðàíè÷åíà è äèàìåòð òåëà êîíå÷åí, ïîñëåäíèå ñëàãà-
åìûå ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïî òåîðåìå î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè. �

Â ÷àñòíîñòè, ýòî óòâåðæäåíèå ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ñòàíäàðòíîãî ïðè-
áëèæåíèÿ âûïóêëûõ òåë ìíîãîóãîëüíèêàìè èçíóòðè è f(x) = |x|n, ÷òî
ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé äëÿ ìíîãîóãîëüíè-
êîâ.

�4. Îäíîìåðíûå öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûå

ðàñïðåäåëåíèÿ

Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê äîêàçàòåëüñòâó äâóìåðíûõ è ìíîãîìåð-
íûõ ðåçóëüòàòîâ, èçó÷èì ñðåäíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè,
íåçàâèñèìî âûáðàííûìè ñîãëàñíî îäíîìåðíîìó öåíòðàëüíî-ñèììåò-
ðè÷íîìó ðàñïðåäåëåíèþ îáùåãî âèäà. Â äàëüíåéøåì âñå êîíñòðóêöèè
ñâîäÿòñÿ èìåííî ê ýòîìó ñëó÷àþ. Ïîñêîëüêó ñóùåñòâåííî ëèøü ðàññòî-
ÿíèå ìåæäó òî÷êàìè èëè ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ñèììåòðèè, ïîñëåäíèé
ìîæíî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðèíÿòü ðàâíûì íóëþ, ïðèìåíèâ
ñäâèã ðàñïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïóñòü çàäàíî ñèììåòðè÷íîå îòíîñèòåëüíî 0
ðàñïðåäåëåíèå P íà R. Åãî ïîëîâèíîé íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå P1/2

íà R+, òàêîå ÷òî

∀A ⊂ R+ P1/2(A) = 2 · P (A).

Ïî ñóòè P1/2 ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì |X|, ãäå X ∼ P .
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Îïðåäåëåíèå 4.2. Ãîâîðÿò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå P ñòîõàñòè÷åñêè

ìàæîðèðóåò ðàñïðåäåëåíèå Q (îáîçíà÷àåòñÿ P � Q), åñëè äëÿ ëþ-

áîãî t ∈ R ñïðàâåäëèâî

P (t,∞) > Q(t,∞).

Îïðåäåëåíèå 4.3. Öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå P íà-

çûâàåòñÿ øèðå öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Q, åñëè
P1/2 � Q1/2.

Öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå ïî ñóùåñòâó ôèêñèðóåòñÿ
ñâîåé ïîëîâèíîé, ïîýòîìó åñòåñòâåííî èçó÷àòü ñâîéñòâà P â òåðìèíàõ
P1/2. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ôîðìàëèçóåò ýòó ñâÿçü.

Óòâåðæäåíèå 4.1. Ïóñòü P � ñèììåòðè÷íîå îòíîñèòåëüíî 0 ðàñ-

ïðåäåëåíèå, f : R → R � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ. Ïóñòü X, Y ∼ P è

íåçàâèñèìû, à X1/2, Y1/2 ∼ P1/2 è òàêæå íåçàâèñèìû ìåæäó ñîáîé è

ñ óæå ââåäåííûìè âåëè÷èíàìè. Òîãäà

E f(|X − Y |) = E

[
f(|X1/2 − Y1/2|) + f(|X1/2 + Y1/2|)

2

]
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S1, S2 � íåçàâèñèìûå ìåæäó ñîáîé è ñ óæå
ââåäåííûìè âåëè÷èíàìè áèíàðíûå ïåðåìåííûå, ðàâíûå ñ âåðîÿòíî-

ñòüþ
1

2
åäèíèöå è ñ âåðîÿòíîñòüþ

1

2
ìèíóñ åäèíèöå. Èìååò ìåñòî ðà-

âåíñòâî ïî ðàñïðåäåëåíèþ X
d
= S1X1/2, à òàêæå Y

d
= S2Y1/2. Ñëåäîâà-

òåëüíî,

E f(|X − Y |) = E f(|S1X1/2 − S2Y1/2|)

=E

[
f(|X1/2−Y1/2|)+f(| −X1/2+Y1/2|)+f(|X1/2+Y1/2|) +f(| −X1/2−Y1/2|)

4

]

=
E f(|X1/2 − Y1/2|) + E f(|X1/2 + Y1/2|)

2
. �

Èíòóèòèâíî, áîëåå øèðîêîå ðàñïðåäåëåíèå äîëæíî ïîðîæäàòü áîëü-
øèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íåçàâèñèìûìè òî÷êàìè. Åñòåñòâåííûì ïðîÿâ-
ëåíèåì ýòîãî áûëî áû ñòîõàñòè÷åñêîå äîìèíèðîâàíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæ-
äó ïåðâîé ïàðîé òî÷åê íàä ðàññòîÿíèåì ìåæäó âòîðîé; îäíàêî òàêîå
óòâåðæäåíèå íåâåðíî â îáùåì ñëó÷àå. Èíòóèöèÿ ðåàëèçóåòñÿ â ñëåäó-
þùåì óòâåðæäåíèè.
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Óòâåðæäåíèå 4.2. Ïóñòü f : R → R � íåóáûâàþùàÿ íå ñòðîãî âû-

ïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Ïóñòü P,Q � äâà ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî 0
ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðè÷åì P øèðå Q. Ïóñòü X,X ′ ∼ P , à Y, Y ′ ∼ Q è

íåçàâèñèìû äðóã îò äðóãà. Òîãäà

E f(|X −X ′|) > E f(|Y − Y ′|).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì E f(|X −X ′|). Ïî äîêàçàííîìó óòâåð-
æäåíèþ

E f(|X −X ′|) = E

[
f(|X1/2 −X ′1/2|) + f(|X1/2 +X ′1/2|)

2

]
.

Ðàññìîòðèì Q(x, y) =
f(|x− y|) + f(|x+ y|)

2
. Ôóíêöèÿ Q âîçðàñòàåò

ïî îáåèì ïåðåìåííûì íà R+×R+. Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè äîñòàòî÷íî
ïîêàçàòü òîëüêî âîçðàñòàíèå ïî x.

Ïåðâûé ñëó÷àé: x > y.

Q(x, y) =
f(x− y) + f(x+ y)

2
.

Ôóíêöèÿ íå óáûâàåò, òàê êàê f íå óáûâàåò.

Âòîðîé ñëó÷àé: x1 < x2 6 y.

f(y − x1) + f(x1 + y)

2
6
f(y − x2) + f(x2 + y)

2
.

Ñóììà àðãóìåíòîâ â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòè ðàâíà 2y, à ðàçíîñòü â ëåâîé
÷àñòè ðàâíà 2x1, â ïðàâîé � 2x2. Òðåáóåìîå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñóììà
çíà÷åíèé âûïóêëîé ôóíêöèè ïðè ñáëèæåíèè àðãóìåíòîâ ñ ñîõðàíåíè-
åì ñóììû óìåíüøàåòñÿ.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ F :

R+ → R+, òàêàÿ ÷òî X1/2
d
= F (Y1/2).

Â ýòîì ñëó÷àå

E |X −X ′| = EQ(X1/2, X
′
1/2) = EQ(F (Y1/2), F (Y ′1/2))

> EQ(Y1/2, Y
′
1/2) = E |Y − Y ′|.

Òàêîå îòîáðàæåíèå F äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâóåò. Ïóñòü FX1/2
, FY1/2

� ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èí. Òîãäà ñîãëàñíî
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ñâîéñòâàì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ñìèðíîâà

X1/2
d
= F−1X1/2

FY1/2
(Y1/2).

Ìîíîòîííîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ ãàðàíòèðóåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ìàæî-
ðèçàöèåé. �

Â ÷àñòíîñòè, ëåììà ïðèìåíèìà ê ôóíêöèÿì f(t) = tn, n > 1, ÷òî
â äàëüíåéøåì ïîçâîëÿåò ñðàâíèâàòü ìîìåíòû ðàññòîÿíèé ìåæäó ðàç-
ëè÷íûìè ñëó÷àéíûìè òî÷êàìè.

Óòâåðæäåíèå 4.3. Ïóñòü P , Q � äâà ñèììåòðè÷íûõ ðàñïðåäåëåíèÿ,

ïðè÷åì P øèðå Q. Ïóñòü X,X ′ ∼ P , Y, Y ′ ∼ Q è íåçàâèñèìû äðóã îò

äðóãà. Òîãäà:

(1) ∀n > 0 E |X|n > E |Y |n.
(2) ∀n > 1 E |X −X ′|n > E |Y − Y ′|n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò íàïðÿìóþ èç îïðåäå-
ëåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ øèðèíû.

Âòîðîå ñëåäóåò íàïðÿìóþ èç ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ. �

�5. Öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûé ñëó÷àé

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå èçó÷àþòñÿ öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûå ïëîñ-
êèå òåëà. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû äëÿ áîëüøèíñòâà âîïðîñîâ, ñâÿçàí-
íûõ ñ ýòèì ñëó÷àåì. Ïðåæäå âñåãî, ïðåäñòàâëåíî óòâåðæäåíèå, ïîçâî-
ëÿþùåå ñâåñòè äâóìåðíûé ñëó÷àé ê îäíîìåðíîìó.

Óòâåðæäåíèå 5.1. Ïóñòü X,Y � ïàðà ñëó÷àéíûõ òî÷åê, èìåþùèõ

íåêîòîðîå (âîçìîæíî çàâèñèìîå) ðàñïðåäåëåíèå. Òîãäà

E |XY |n = cn

π∫
0

E |Pu(XY )|n,

ãäå cn =

[
π∫
0

| cos(x)|n dx
]−1

.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äàííîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû Ôóáèíè:

cn
π∫
0

E |Pu(XY )|n = cnE
π∫
0

|Pu(XY )|n

=cnE
π∫

0

| cos(u)|n · |XY |ndu=E |XY |n · cn ·
π∫

0

| cos(u)|n=E |XY |n. �

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ èçó÷åíèÿ ìîìåíòîâ äîñòàòî÷íî èçó÷àòü ëèøü
ìîìåíòû ðàññòîÿíèé ìåæäó ïðîåêöèÿìè. Â ýòîì èñïîëüçóåòñÿ ñëåäó-
þùàÿ ëåììà.

Ëåììà 5.1. Ïóñòü K � íåïóñòîå âûïóêëîå òåëî, öåíòðàëüíî-ñèì-

ìåòðè÷íîå îòíîñèòåëüíî òî÷êè O. Ïóñòü òàêæå âûáðàíî íåêîòî-

ðîå íàïðàâëåíèå u. Ïóñòü ïðÿìûå l1, l2 öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íû

äðóã äðóãó îòíîñèòåëüíî òî÷êè O è ïåðïåíäèêóëÿðíû u. ×àñòü ïëîñ-
êîñòè, çàêëþ÷åííàÿ ìåæäó ïðÿìûìè l1 è l2, îáîçíà÷èì H. Òîãäà âû-
ïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|σK ∩H|
|σK|

6
|K ∩H|
|K|

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷-
íûå ìíîãîóãîëüíèêè, ïîñêîëüêó ïåðåõîä ê ïðåäåëó ïî ìåòðèêå Õàó-
ñäîðôà â íåðàâåíñòâå íå ñîñòàâëÿåò òðóäà, êàê îáñóæäàëîñü â �1.

Ïîëóïëîñêîñòü, ïðèìûêàþùóþ ê l1 è íå ñîäåðæàùóþ O, îáîçíà÷èì
H−, à öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íóþ åé îòíîñèòåëüíî 0 � H+. Ïóñòü P1 =
|σK∩H+|, P = |σK∩H|, S1 = |K∩H+|, S = |K∩H|. Òîãäà |K| = S+2S1,
|σK| = P + 2P1.
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Çàÿâëåííîå óòâåðæäåíèå ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

S1

P1
6
|K|
|σK|

.

Ââåäåì êîîðäèíàòíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ ïðÿìîé l1, äâèãàþùåéñÿ îò
ïîëîæåíèÿ êàñàíèÿ òåëà äî ïîëîæåíèÿ ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç öåíòð ñèì-
ìåòðèè. Êîîðäèíàòà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïåðåñå÷åíèå l1 ñ ïðÿìîé, ñîíà-
ïðàâëåííîé ñ u; êîîðäèíàòû âûáðàíû òàê, ÷òî 0 ñîîòâåòñòâóåò ìîìåíòó
êàñàíèÿ, à 1 � ìîìåíòó ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç öåíòð ñèììåòðèè. Ïðÿìàÿ
â ìîìåíò t îáîçíà÷åíà l1(t). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíû S1(t) è P1(t). Òðå-
áóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî

∀ 0 6 t 6 1
S1(t)

P1(t)
6
S1(1)

P1(1)
=
|K|
|σK|

.

Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü íåóáûâàíèå ôóíêöèè R(t) =
S1(t)

P1(t)
. Ôóíê-

öèÿ R(t) êóñî÷íî äèôôåðåíöèðóåìà, à òî÷êè îòñóòñòâèÿ ïðîèçâîäíîé
ñîâïàäàþò ñ ìîìåíòàìè, êîãäà l1(t) ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíû ìíîãî-
óãîëüíèêà, òàê êàê S1(t) äèôôåðåíöèðóåìà, à P1(t) äèôôåðåíöèðóåìà
âåçäå, êðîìå óêàçàííûõ òî÷åê. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü íåîòðèöàòåëü-
íîñòü ïðîèçâîäíîé âî âñåõ òî÷êàõ, ãäå îíà ñóùåñòâóåò.

d

dt
R(t) =

S′1(t)P1(t)− P ′1(t)S1(t)

P1(t)2
> 0 ⇐⇒

S1(t)

P1(t)
6
S′1(t)

P ′1(t)
.

Èìååì S′1(t) = a(t) � äëèíà îòðåçêà ïåðåñå÷åíèÿ K è l1(t). Â òî

æå âðåìÿ P ′1(t) =
1

sin(α1(t))
+

1

sin(α2(t))
, ãäå α1(t), α2(t) � óãëû ìåæäó

ïåðåñå÷åííîé ñòîðîíîé è l1(t).
Òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü íåðàâåíñòâî

∀ 0 6 t 6 1
S1(t)

P1(t)
6

A(t)

1

sin(α1(t))
+

1

sin(α2(t))

.

Äàííîå íåðàâåíñòâî óñèëèâàåòñÿ äî

∀ 0 6 t 6 1
S1(t)

P1(t)
6
A(t) ·min(α1(t), α2(t))

2
.

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïîëîñó, îáðàçîâàííóþ äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè
ïðÿìûìè, è îòðåçîê íà íåé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â îäíó èç ïîëó÷åííûõ
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ïîëóïîëîñ ïîìåùåíà âûïóêëàÿ ôèãóðà, ñîäåðæàùàÿ âåñü îòðåçîê äëè-

íû a â ñâîåé ãðàíèöå. Ïóñòü åå ïëîùàäü ðàâíà Ŝ, ïåðèìåòð (áåç äëèíû

îòðåçêà) � P̂ , óãîë ìåæäó îòðåçêîì è îñíîâàíèÿìè ïîëîñ � α.
Òîãäà

Ŝ 6
P̂ · a · sinα

2
.

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ïîñòðîèì âòîðóþ äóãó, öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íóþ
äàííîé îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû îòðåçêà. Ïîëó÷åííàÿ ôèãóðà èìååò
ïëîùàäü âäâîå áîëüøå èñõîäíîé. Îáîçíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ðèñóí-
êó.

Ïðåäñòàâèì åå ïëîùàäü â âèäå èíòåãðàëà:

2S =

h∫
0

|K ∩ l(x)| dx 6
h∫

0

P dx = Ph = P · a sinα.

Îòñþäà ñëåäóåò òðåáóåìîå, ïîñêîëüêó äëèíà ëþáîãî ñå÷åíèÿ íå ïðå-
âîñõîäèò ïîëîâèíû äëèíû ïåðèìåòðà ôèãóðû. �

Èç ãåîìåòðè÷åñêîé ëåììû ïîëó÷àåòñÿ ìíîæåñòâî ïîëåçíûõ âåðîÿò-
íîñòíûõ ñëåäñòâèé.

Ñëåäñòâèå 5.1. Ïóñòü K � öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå âûïóêëîå òå-

ëî ñ öåíòðîì â òî÷êå O, à u � íåêîòîðîå íàïðàâëåíèå. Òîãäà:

(1) |Pu(OB)| � |Pu(OI)|.
(2) Pu(B) øèðå Pu(I).
(3) ∀n > 0 E |OB|n > E |OI|n.
(4) ∀n > 1 E |BB′|n > E |II ′|n.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå (1) ïî îïðåäåëåíèþ ýêâèâàëåíòíî
îïèñàííîé ëåììå, âòîðîå âûâîäèòñÿ èç ïåðâîãî ïî îïðåäåëåíèþ, à óò-
âåðæäåíèÿ (3) è (4) ïîëó÷àþòñÿ èç âòîðîãî ïðèìåíåíèåì óòâåðæäåíèé
5.1 è 4.3. �

Òàêèì îáðàçîì äîêàçàíû âñå çàÿâëåííûå ðåçóëüòàòû äëÿ öåíòðàëü-
íî-ñèììåòðè÷íûõ òåë.

�6. Ïðîåêòèâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

Íàñòîÿùèé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí ïîèñêó áîëåå òî÷íûõ ñîîòíîøåíèé.
Èçó÷àåòñÿ âîïðîñ î òîì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ìîæíî òî÷íî âû÷èñëèòü
îòíîøåíèå ìåæäó ìîìåíòàìè ñðåäíèõ ðàññòîÿíèé. Ðåçóëüòàòû òàêîãî
ðîäà òðåáóþò èíîé òåõíèêè è áîëåå æåñòêèõ îãðàíè÷åíèé. Îäíàêî â
ïðîöåññå èññëåäîâàíèÿ ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû äëÿ ðàíåå íå èçó÷àâøèõ-
ñÿ îáúåêòîâ.

Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü âîçíèêàåò ïðè ïîïûòêå íàéòè ïàðàìåòð, ïî êî-
òîðîìó óäîáíî ðàçëîæèòü êîíñòðóêöèþ. Áîëüøèíñòâî ñòàíäàðòíûõ
âåëè÷èí, òàêèõ êàê äåêàðòîâû êîîðäèíàòû èëè óãëû ñ ðàçëè÷íûìè
íàïðàâëåíèÿìè, èìåþò ñëîæíî âûðàæàþùèåñÿ ïëîòíîñòè è âçàèìíûå
çàâèñèìîñòè, ÷òî çàòðóäíÿåò àíàëèç.

Ïåðâàÿ öåëü � ïîñòðîåíèå ïàðàìåòðèçàöèè òî÷åê âíóòðè âûïóêëîãî
òåëà, óäîáíîé äëÿ äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé.

6.1. Ãîìîòåòè÷íûå êîîðäèíàòû. Â äàëüíåéøåì èñïîëüçóåòñÿ ôóí-
êöèîíàë Ìèíêîâñêîãî; ïðèâåäåì åãî îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 6.1 (Ôóíêöèîíàë Ìèíêîâñêîãî). Äëÿ ëþáîãî âåêòîð-

íîãî ïðîñòðàíñòâà X è åãî ïîäìíîæåñòâà K ôóíêöèîíàë Ìèíêîâ-

ñêîãî µK : X → [0,∞) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

µK(x) = inf {r > 0 : x ∈ rK}.

Îïðåäåëåíèå 6.2. Ïóñòü çàôèêñèðîâàíà íåêîòîðàÿ âûïóêëàÿ ôèãó-
ðà K ⊂ Rd è òî÷êà O ∈ K. Òîãäà ëþáàÿ òî÷êà T ∈ K, T 6= O çàäàåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T ∼ (α, s), α ∈ [0, 1], s ∈ Sd−1,

ãäå s îïðåäåëÿåò íàïðàâëåíèå âåêòîðà OT . Ïóñòü ëó÷ OT ïåðåñåêàåò

K â òî÷êå TB. Òîãäà α :=
OT

OTB
� ôóíêöèîíàë Ìèíêîâñêîãî äëÿ òî÷êè
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â ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì îòñ÷åòà â òî÷êå O îòíîñèòåëüíî

ìíîæåñòâà K. Êîîðäèíàòà α ÿâëÿåòñÿ ïî ñóòè êîýôôèöèåíòîì ãî-

ìîòåòèè ñ öåíòðîì â òî÷êå O, ïðè êîòîðîé òî÷êà T ïîïàäàåò íà

îáðàç ãðàíèöû.

Ïîëó÷åííàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ èìååò ïðÿìîóãîëüíóþ îáëàñòü îïðåäå-
ëåíèÿ. Áîëåå òîãî, îíà îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

Óòâåðæäåíèå 6.1. Ïóñòü òî÷êà I ðàñïðåäåëåíà âíóòðè K ïðîïîð-

öèîíàëüíî ìåðå Ëåáåãà. Òîãäà åå êîîðäèíàòû Iα è Is íåçàâèñèìû. Áî-
ëåå òîãî, ðàñïðåäåëåíèå Iα èìååò ïëîòíîñòü p(t) = d · td−1 · 1[0,1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïåðâà ïîêàæåì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå α-êîîðäèíàòû
ñîâïàäàåò ñ çàÿâëåííûì. Èìååì

P(Iα 6 t) = td,

ïîñêîëüêó äëÿ âûïîëíåíèÿ Iα 6 t òðåáóåòñÿ, ÷òîáû òî÷êà I ïîïàëà â
îáðàç K ïðè ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì â òî÷êå O è êîýôôèöèåíòîì t, êîòî-
ðûé èìååò îáúåì â td ðàç îòëè÷àþùèéñÿ îò îáúåìà èñõîäíîé ôèãóðû.
Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî Iα îáëàäàåò çàÿâëåííîé ïëîòíîñòüþ.

Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ íåçàâèñèìîñòè äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

∀α ∈ [0, 1], B ⊂ Sd−1 P(Is ∈ B|Iα 6 t) = P(Is ∈ B). (2)

Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè

P(Is ∈ B|Iα 6 t) =
P(Is ∈ B, Iα 6 t)

P(Iα 6 t)
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç KB êîíóñ ñ âåðøèíîé â òî÷êå O è îñíîâàíèåì B.
×åðåç HO,t(K) îáîçíà÷åí îáðàç K ïðè ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì â òî÷êå O
è êîýôôèöèåíòîì t. Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

P(Is ∈ B, Iα 6 t)
P(Iα 6 t)

=
νn(Ks ∩HO,t(K))

vn(HO,t(K))
=
νn(Ks ∩K)

νn(K)
= P(Is ∈ B).

Ïðåäïîñëåäíèé ïåðåõîä ñïðàâåäëèâ, ïîñêîëüêó ïðè ãîìîòåòèè ñ öåí-
òðîì â òî÷êå O è êîýôôèöèåíòîì 1/t ìíîæåñòâî Ks∩HO,t(K) ïåðåõî-
äèò â Ks ∩K, à HO,t(K) ïåðåõîäèò â K, ïðè÷åì îáúåìû èçìåíÿþòñÿ
â îäèíàêîâîå ÷èñëî ðàç, ñëåäîâàòåëüíî, îòíîøåíèå ñîõðàíÿåòñÿ.

Èñïîëüçóÿ ýòî ðàçëîæåíèå, äîêàæåì òåîðåìó 2.2.
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6.2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.2. Ñïåðâà ïðîâåðèì ïîñëåäíèé
ïóíêò òåîðåìû. Íàïîìíèì, ÷òî íèæíèé èíäåêñ α îçíà÷àåò âçÿòèå ñî-
îòâåòñòâóþùåé êîîðäèíàòû ó òî÷êè âíóòðè K.

E |II ′|n = E [E [|II ′|n | (Iα, I ′α)]]

=

1∫
0

1∫
0

E [|II ′|n | Iα = t1, I
′
α = t2] · d2 · td−11 td−12 dt1dt2.

Èç ñâîéñòâ ãîìîòåòèè è íåçàâèñèìîñòè α è t-êîîðäèíàò ñëåäóåò, ÷òî

∀t1 < t2 E [|II ′|n | Iα = t1, Iα = t2] = tn2 · E [|II ′|n | Iα = t1/t2, I
′
α = 1].

Ïðîäîëæèì öåïî÷êó ðàâåíñòâ:

= 2 ·
1∫

0

t2∫
0

E [|II ′|n | Iα = t1, I
′
α = t2] · d2 · td−11 td−12 dt1 dt2

= 2 ·
1∫

0

t2∫
0

E [|II ′|n | Iα = t1/t2, I
′
α = 1] · tn2 · d2 · td−11 td−12 dt1 dt2

= 2 ·
1∫

0

t2∫
0

E [|II ′|n | Iα = t1/t2, I
′
α = 1] · d2 · (t1/t2)

d−1 · tn+2d−1
2

dt1

t2
· dt2

= 2d ·
1∫

0

1∫
0

E [|II ′|n | Iα = t1, I
′
α = 1] · d · td−11 · tn+2d−1

2 dt1 dt2

=
2d

n+ 2d
·

1∫
0

E [|II ′|n | Iα = t1, I
′
α = 1] · d · td−11 dt1

=
2d

n+ 2d
· E |IBO|p.

Âòîðîé ïóíêò ÿâëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêè ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ïåðâîãî. Äåé-
ñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X åå õàðàê-
òåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ϕ ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä

ϕ(t) = E eitX =

∞∑
k=0

EXk · ik

k!
· tk.
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Â ÷àñòíîñòè,

µio(t) := E eit|IBo| =

∞∑
k=0

E |IBO|k · ik

k!
· tk

=

∞∑
k=0

E |II ′|k · ik

k!
·
k + 2d

2d
· tk

=
1

t2d−1 · 2d

∞∑
k=0

E |II ′|k · ik

k!
· (k + 2d) · tk+2d−1

=
1

t2d−1 · 2n
·
d

dt

[ ∞∑
k=0

E |II ′|k · ik

k!
· tk+2d

]

=
1

t2d−1 · 2d
·
d

dt

[
E eit|II

′| · t2d
]
.

Ïðîâåðêà òðåòüåãî ïóíêòà îñóùåñòâëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðîâåðêå ïåð-
âîãî:

E |OI|n = E [E [|OI|n | Iα]] =

1∫
0

E [|OI|n | Iα = t] · d · td−1 dt.

Â ñèëó ñâîéñòâ ãîìîòåòèè E [|OI|n | Iα = t] = E [|OI| | Iα = 1] · tn.
Ïðîäîëæèì öåïî÷êó ðàâåíñòâ:

=

1∫
0

E [|OI|n | Iα = 1] · d · td+n−1 dt

=
d

n+ d
· E [|OI| | Iα = 1] =

d

n+ d
· E |OBO|n.

Ñâÿçü ìåæäó õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè âûâîäèòñÿ àíàëîãè÷-
íî.

Èç îïèñàííûõ ðåçóëüòàòîâ òàêæå ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 6.1. Ðàñïðåäåëåíèå |IBO| íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè O.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

E |IBO|n =
n+ 2d

2d
· E |II ′|n.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ìîìåíòû ðàñïðåäåëåíèÿ |IBO| íå çàâèñÿò îò âûáîðà
òî÷êè O, à ðàñïðåäåëåíèÿ çàâåäîìî îãðàíè÷åíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîâ-
ïàäàþò è ðàñïðåäåëåíèÿ. �

6.3. Î ðàñïðåäåëåíèÿõ BO. Ðàñïðåäåëåíèÿ BO â ñëó÷àå âûïóêëûõ
ìíîãîãðàííèêîâ óñòðîåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(1) Îíè ñêîíöåíòðèðîâàíû íà ãðàíÿõ ðàçìåðíîñòè d− 1.
(2) Ðàñïðåäåëåíèå âíóòðè êàæäîé ãðàíè ðàâíîìåðíî.
(3) Ðàâíîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ âíóòðè ãðàíåé ñìåøèâàþòñÿ ñ âå-

ñàìè, ïðîïîðöèîíàëüíûìè îáúåìó d-ìåðíîé ïèðàìèäû ñ âåð-
øèíîé â òî÷êå O è îñíîâàíèåì íà ñîîòâåòñòâóþùåé ãðàíè.

Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî BO
d
= B â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,

êîãäà ñóùåñòâóåò ñôåðà, âïèñàííàÿ â ìíîãîãðàííèê, à O ÿâëÿåòñÿ åå
öåíòðîì.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè óñëîâèè îïèñàííîñòè ôèãóðû ïðîåêòèâíûå ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ çàìåíÿþòñÿ íà îáû÷íûå ðàâíîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ íà
ãðàíèöå.

6.4. Ñâÿçü ñî ñðåäíèì ðàññòîÿíèåì ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè íà
ãðàíèöå. Ïîëó÷åíî òî÷íîå âûðàæåíèå ìîìåíòîâ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
äâóìÿ âíóòðåííèìè òî÷êàìè â òåðìèíàõ ìîìåíòîâ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
âíóòðåííåé è ãðàíè÷íîé òî÷êîé. Òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü ñâÿçü ñ ðàññòî-
ÿíèåì ìåæäó äâóìÿ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè. Ýòà ñâÿçü ôîðìóëèðóåòñÿ
â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 6.1. Ïóñòü K � âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê, òî÷êà O � íåêî-

òîðàÿ åãî âíóòðåííÿÿ òî÷êà.

Òîãäà ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

E |IBO|2 =
3

2
· E |OBO|2 −

4

3
· |OEBO|2,

E |BOB′O|2 = 2 · E |OBO|2 − 2 · |OEBO|2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

f(α) = E [E [|BOI|2 | Iα = α]] =

1∫
0

1∫
0

|α · γ(t)− γ(s)|2 ds dt,

ãäå γ(t) � êâàíòèëüíàÿ ôóíêöèÿ ïðîåêòèâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Âåëè-
÷èíà γ(t) � òàêàÿ òî÷êà íà ãðàíèöå òåëà, ÷òî íà ó÷àñòêå ãðàíèöû îò
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òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ òåëà ñ ïîëîæèòåëüíîé ÷àñòüþ îñè àáñöèññ äî äàí-
íîé òî÷êè ïðèõîäèòñÿ ðîâíî ìàññà t îò ïðîåêòèâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

f(α) =

1∫
0

1∫
0

|α · γ(t)− γ(s)|2 ds dt

=

1∫
0

1∫
0

〈α · γ(t)− γ(s), α · γ(t)− γ(s)〉 ds dt

=

1∫
0

1∫
0

α2 · 〈γ(t), γ(t)〉−2 · α〈γ(t), γ(s)〉+〈γ(s), γ(s)〉 ds dt

= (α2 + 1) ·
1∫

0

〈γ(t), γ(t)〉dt− 2 · α
1∫

0

1∫
0

〈γ(t), γ(s)〉 ds dt

= (α2 + 1) · E |OBO|2 − 2 · α|OEBO|2.

Èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèå

E |IBO|2 =

1∫
0

f(α) · 2αdα

=

1∫
0

[(α2 + 1) · E |OBO|2 − 2 · α|OEBO|2] · 2αdα

=
3

2
· E |OBO|2 −

4

3
· |OEBO|2.

Â òî æå âðåìÿ

E |BOB′O|2 = f(1) = 2 · E |OBO|2 − 2 · |OEBO|2,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Ñîåäèíÿÿ äàííóþ òåîðåìó ñ ïðåäûäóùåé, ïîëó÷àåì æåëàåìûé ðå-
çóëüòàò.
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Ñëåäñòâèå 6.2. Åñëè O � öåíòð ìàññ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîåêòèâ-

íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, òî

E |II ′|2 =
2

3
· E |IBO|2 = E |OBO|2 =

1

2
· E |BOB′O|2.

Ñëåäñòâèå 6.3. Åñëè O � öåíòð ñôåðû, âïèñàííîé â öåíòðàëüíî-

ñèììåòðè÷íîå òåëî, òî

E |II ′|2 =
2

3
· E |IB|2 = E |OB|2 =

1

2
· E |BB′|2.

�7. Îáùèé ñëó÷àé ìîìåíòîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà

Íàñòîÿùèé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí ðåçóëüòàòàì, ïîëó÷åííûì äëÿ ïëîñ-
êèõ òåë áåç äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé, òî åñòü äîêàçàòåëüñòâàì
òåîðåìû 2.3 è ñëåäñòâèÿ 2.3.

7.1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ. Â ýòîì ïàðàãðàôå èñïîëüçóþòñÿ
ôîðìóëû, ïîëó÷åííûå â [7] Ò. Ä. Ìîñååâîé íà îñíîâå ôîðìóë Êðîô-
òîíà è ôîðìóëû Áëÿøêå�Ïåòêàí÷èíà. Íàèáîëåå îáùèé âèä ôîðìóëû
ñëåäóþùèé:

Òåîðåìà 7.1 (Ò. Ä. Ìîñååâà 2022). Ïóñòü K � âûïóêëîå òåëî â Rd
ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé, h(x0, . . . , xl) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, l 6 d. Òîãäà
äëÿ âñåõ k ∈ {0, . . . , l + 1} âûïîëíåíî∫

(σK)k

∫
Kl−k+1

h(x0, . . . , xl) dx0 . . . dxl−k σ(dxl−k+1) . . . σ(dxl)

= (l!)d−lbd,l

∫
Ad,l

∫
(E∩σK)k

∫
(E∩K)l−k+1

h(x0, . . . , xl) [x0, . . . , xl]
d−l

×
l∏

j=l−k+1

‖PE(nK(xj))‖−1λE(dx0) . . . λE(dxl−k)

× σE∩σK(dxl−k+1) . . . σE∩σK(dxl)µd,l(dE),

ãäå bd,l = ωd−l+1···ωd

ω1···ωl
, nK(x) îáîçíà÷àåò âíåøíþþ íîðìàëü ê K â òî÷-

êå x, PE � îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ íà ïëîñêîñòü E, à Ad,l � ìíî-

æåñòâî âñåõ l-ìåðíûõ àôôèííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ E â Rd ñ çàäàí-

íîé íà íåì èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî äâèæåíèé ìåðîé Õààðà µd,l,
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íîðìèðîâàííîé òàêèì îáðàçîì, ÷òî ìåðà E, ïåðåñåêàþùèõ d-ìåðíûé
åäèíè÷íûé øàð Bd, ðàâíà κd−l (ñì., íàïðèìåð, [8, òåîðåìà 13.2.12]).

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå d = 2, l = 1, à k ∈ {0, 1, 2} ìåíÿåòñÿ â
çàâèñèìîñòè îò ôîðìóëû. Ôóíêöèÿ h èñïîëüçóåòñÿ îäèíàêîâàÿ:

hn(x0, x1) = |x0x1|n.

Ïðèìåíèì ýòó ôîðìóëó ïðè k = 0. Ïîëó÷èì, ÷òî

EK |II ′|n =
1

|K|2

∫
K2

hn(x0, x1) dx0 dx1

=
1

|K|2
· b2,1

∫
A2,1

∫
(E∩K)2

|x0x1|n+1λE(dx0)λE(dx1) dµ2,1(dE)

=
1

|K|2
· b2,1

∫
A2,1

|E ∩K|2 · EE∩K |x0x1|n+1 µ2,1(dE)

=
1

|K|2
· b2,1

∫
A2,1

|E ∩K|2 ·
2|E ∩K|n+1

(n+ 2)(n+ 3)
µ2,1(dE)

=
1

|K|2
·

2 b2,1

(n+ 2)(n+ 3)

∫
A2,1

|E ∩K|n+3 µ2,1(dE)

=
1

|K|2
·

ωd

(n+ 2)(n+ 3)

∫
A2,1

|E ∩K|n+3 µ2,1(dE).

Äðóãîå âûðàæåíèå, êîòîðîå ïîòðåáóåòñÿ:

EK |IB|n =
1

|K||σK|

∫
K

∫
σK

|x0x1|ndx0 σ(dx1)

=
1

|K||σK|
·

w2

4(n+ 2)

∫
A2,1

|E∩K|n+2

(
1

sinα1
+

1

sinα2

)
µ2,1(dE).
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Îñòàëîñü âûðàçèòü îäíó âåëè÷èíó:

EK |BB′|n∗ =
1

|σK|2

∫
(σK)2

|x0x1|nσ(dx0)σ(dx1)

=
1

|σK|2
·
ω2

2

∫
A2,1

|E ∩K|n+1 ·
1

sinα1 · sinα2
µ2,1(dE).

Â äàëüíåéøåì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðåçóëüòàòîâ ïðîâîäÿòñÿ íåñëîæ-
íûå ìàíèïóëÿöèè ñ ýòèìè ôîðìóëàìè. Ïðîñòûì, íî âìåñòå ñ òåì êëþ-
÷åâûì ñîîáðàæåíèåì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

|E ∩K| 6
|σK|

2
.

7.2. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ EK |II ′|n 6 EK |BB′|n. Èìååì

EK |II ′|n =
1

|K|2
·

w2

(n+ 2)(n+ 3)

∫
A2,1

|E ∩K|n+3 µ2,1(dE)

=
1

|K|2
·

w2

(n+ 2)(n+ 3)
·
|σK|2

4

∫
A2,1

|E ∩K|n+1 µ2,1(dE)

6
1

|K|2
·

w2

(n+2)(n+3)
·
|σK|2

4

∫
A2,1

|E∩K|n+1 1

sinα1 · sinα2
µ2,1(dE)

=
1

|K|2
·

w2

(n+ 2)(n+ 3)
·
|σK|2

4
· EK |BB′|n · |σK|2 ·

2

ω2

= EK |BB′|n ·
|σK|4

|K|2
·

1

2(n+ 2)(n+ 3)
,

ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåðàâåíñòâà äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ

|K|
|σK|2

>
1√

2(n+ 2)(n+ 3)
.
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7.3. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ EK |II ′|n 6 EK |IB|n.

EK |II ′|n =
1

|K|2
·

w2

(n+ 2)(n+ 3)

∫
A2,1

|E ∩K|n+3 µ2,1(dE)

=
1

|K|2
·

w2

(n+ 2)(n+ 3)
·
|σK|

2

∫
A2,1

|E ∩K|n+2 µ2,1(dE)

6
1

|K|2
·

w2

(n+2)(n+3)
·
|σK|

4

∫
A2,1

|E∩K|n+2

(
1

sinα1
+

1

sinα2

)
µ2,1(dE)

=
1

|K|2
·

w2

(n+ 2)(n+ 3)
·
|σK|

4
· EK |IB|n · |σK| · |K| ·

4(n+ 2)

ω2

= EK |IB|n ·
|σK|2

|K|
·

1

4(n+ 3)
,

ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåðàâåíñòâà äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ

|K|
|σK|2

>
1

4(n+ 3)
.

7.4. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ EK |IB|n 6 EK |BB′|n.

EK |IB|n=
1

|K||σK|
·

w2

4(n+2)

∫
A2,1

|E∩K|n+2

(
1

sinα1
+

1

sinα2

)
µ2,1(dE)

6
1

|K||σK|
·

w2

4(n+ 2)

|σK|
2

∫
A2,1

|E ∩K|n+1

(
1

sinα1
+

1

sinα2

)
µ2,1(dE)

6
1

|K||σK|
·

w2

4(n+ 2)
· |σK|

∫
A2,1

|E ∩K|n+1 1

sinα1 · sinα2
µ2,1(dE)

=
1

|K||σK|
·

w2

4(n+ 2)
· |σK| · |σK|2 ·

2

ω2
· EK |BB′|n

= EK |BB′|n ·
|σK|2

|K|
·

1

2(n+ 2)
,

ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåðàâåíñòâà äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ

|K|
|σK|2

>
1

2(n+ 2)
.
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Âñå êîíñòàíòû ñòðåìÿòñÿ ê 0 ñ ðîñòîì íîìåðà ìîìåíòà, ÷òî îçíà÷àåò,
÷òî ó ëþáîãî âûïóêëîãî òåëà, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìåñòà, ìîìåíòû
óïîðÿäî÷åíû çàÿâëåííûì îáðàçîì. Òàêæå îòìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ ïðè
ìàëûõ n òðåáóþò íàðóøåíèÿ èçîïåðèìåòðè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà.

Àâòîð ïðèçíàòåëåí Ä. Í. Çàïîðîæöó çà ðóêîâîäñòâî è öåííûå ñîâå-
òû ïðè âûïîëíåíèè èññëåäîâàíèÿ.
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Lotnikov A. S. Mean distance between random points in centrally sym-
metric convex bodies.

The Tarasov�Zaporozhets conjecture is considered, which states that
the mean distance between two random points nside a convex body does
not exceed the mean distance between points on its boundary. The main
result of this work is a proof of this conjecture for centrally symmetric
planar bodies. It is also established that for su�ciently high moments, an
analogous inequality holds for any convex body of arbitrary dimension.
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