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�1. Ââåäåíèå

1.1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ. Äëÿ íà÷àëà íàïîìíèì ÷èòàòåëþ
êëþ÷åâûå îïðåäåëåíèÿ èç âûïóêëîé ãåîìåòðèè è òåîðèè ìåðû, à òàêæå
çàôèêñèðóåì íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.1.1. Ñóììîé ïî Ìèíêîâñêîìó ìíîæåñòâ A,B ⊂ Rd
íàçûâàþò ìíîæåñòâî A⊕B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}.

Îïðåäåëåíèå 1.1.2. Îòðåçêîì ìåæäó äâóìÿ ïðîèçâîëüíûìè òî÷-

êàìè a, b ∈ Rd íàçûâàþò ìíîæåñòâî [a, b] = {ta+ (1− t)b : t ∈ [0, 1]}.

Îïðåäåëåíèå 1.1.3. Ìíîæåñòâî A ⊂ Rd íàçûâàþò âûïóêëûì, åñ-

ëè âìåñòå ñ ëþáûìè äâóìÿ ñâîèìè òî÷êàìè a, b ∈ A îíî ñîäåðæèò

îòðåçîê ìåæäó íèìè, [a, b] ⊂ A.

Îïðåäåëåíèå 1.1.4. Òî÷êà p íàçûâàåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé äëÿ ìíî-

æåñòâà A ⊂ Rd, åñëè íå ñóùåñòâóåò òî÷åê x, y ∈ A è t ∈ (0, 1),
òàêèõ ÷òî x 6= y è p = tx+ (1− t)y.

Çàìå÷àíèå 1.1.1. Ìíîæåñòâî âñåõ ýêñòðåìàëüíûõ òî÷åê ìíîæåñòâà
A ⊂ Rd îáîçíà÷àþò ÷åðåç extA.

Äëÿ âûïóêëîãî ìíîæåñòâà A ⊂ Rd ýêñòðåìàëüíîñòü òî÷êè p ∈ A
ðàâíîñèëüíà âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà A \ {p}.

Îïðåäåëåíèå 1.1.5. Äëÿ ìíîæåñòâà A ⊂ Rd îáîçíà÷èì åãî (çàìêíó-
òóþ) ε-îêðåñòíîñòü ÷åðåç Aε = {x ∈ Rd : ρ(x,A) 6 ε}, ãäå ïîä ρ
ïîäðàçóìåâàåòñÿ åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå.

Îïðåäåëåíèå 1.1.6. Ðàññòîÿíèåì Õàóñäîðôà ìåæäó ìíîæåñòâàìè

A,B ⊂ Rd íàçûâàþò âåëè÷èíó

dH(A,B) = inf{ε > 0 : A ⊆ Bε, B ⊆ Aε}.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óñòîé÷èâûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, çîíîòîïû, ñëó÷àéíûå ñ÷¼ò-
íûå çîíîòîïû, àáñòðàêòíûå êîíóñû, ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà, ýêñòðåìàëüíûå
òî÷êè.
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Çàìå÷àíèå 1.1.2. Ðàññòîÿíèå (ìåòðèêà) Õàóñäîðôà äåéñòâèòåëüíî
ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé íà ïðîñòðàíñòâå K(Rd) âñåõ íåïóñòûõ âûïóêëûõ
êîìïàêòîâ â Rd.

Îïðåäåëåíèå 1.1.7. Ïóñòü äàíî ïðîèçâîëüíîå áîðåëåâñêîå ìíîæå-

ñòâî A ⊂ Rd. Ïóñòü α > 0 è δ > 0. Ïîëîæèì

Hαδ (A)
def
= inf⋃

Ei⊃A
{
∑

(diam(Ei))
α : Ei � îòêðûòîå, diam(Ei) 6 δ}.

Ìåðîé Õàóñäîðôà ïîðÿäêà α ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

Hα(A)
def
= lim

δ→0
Hαδ (A).

Â ñâîþ î÷åðåäü, ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà ìíîæåñòâà A åñòü

dimH(A)
def
= sup{α : Hα(A) > 0}.

1.2. Çîíîòîïû. Â ïðîñòðàíñòâå âñåõ (íåïóñòûõ) âûïóêëûõ êîìïàê-
òîâ â Rd ñ ìåòðèêîé Õàñóäîðôà, K(Rd), ðàññìîòðèì êëàññ öåíòðàëüíî-
ñèììåòðè÷íûõ òåë.

Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì òàêîâûõ ÿâëÿþòñÿ çîíîòîïû, ò.å. ìíîãîãðàí-
íèêè, ïðåäñòàâèìûå â âèäå ñóììû ïî Ìèíêîâñêîìó êîíå÷íîãî ÷èñëà

îòðåçêîâ, P =
⊕K

k=1[ak, bk], ãäå ak, bk ∈ Rd.
Ìîæíî òàêæå èçó÷àòü ïðåäåëû çîíîòîïîâ ïî ìåòðèêå Õàóñäîðôà,

Q = limn Pn, íàçûâàåìûå çîíîèäàìè.
Íàñ æå áóäóò èíòåðåñîâàòü òîëüêî çîíîèäû, ïðåäñòàâèìûå êàê ñóì-

ìà ïî Ìèíêîâñêîìó ñ÷¼òíîãî ÷èñëà îòðåçêîâ, Z =
⊕∞

k=1[ak, bk], èç-
âåñòíûå êàê ñ÷¼òíûå çîíîòîïû.

Íà ïðèìåðå åäèíè÷íîé ñôåðû Sd−1 ⊂ Rd ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî íå
âñÿêèé çîíîèä ÿâëÿåòñÿ ñ÷¼òíûì çîíîòîïîì. Áîëåå òîãî, ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò, ñîäåðæàùèéñÿ â ðàáîòå [5], äà¼ò ãåîìåòðè÷åñêóþ õàðàêòå-
ðèçàöèþ ñ÷¼òíûõ çîíîòîïîâ â êëàññå çîíîèäîâ.

Òåîðåìà 1.2.1. Çîíîèä Z ÿâëÿåòñÿ ñ÷¼òíûì çîíîòîïîì òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà

(a) âñå åãî (d− 1)-ìåðíûå ãðàíè Gk åñòü ñ÷¼òíûå çîíîòîïû, è

(b) Hd−1(∂Z \ ∪kGk) = 0.

Çàìå÷àíèå 1.2.1. Câîéñòâî (b) ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî

Hd−1(∂Z) =
∑
k

Hd−1(Gk).



ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÅ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÈ 187

Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî dimH(extZ) < d−1 äëÿ ïðîèçâîëü-
íîãî ñ÷¼òíîãî çîíîòîïà Z (òðèâèàëüíàÿ îöåíêà).

1.3. Ñëó÷àéíûå ñ÷¼òíûå çîíîòîïû.

Îïðåäåëåíèå 1.3.1 (Äàâûäîâ, Âåðøèê). Ñëó÷àéíûì çîíîòîïîì áó-

äåì íàçûâàòü ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî âèäà

ZK =

K⊕
k=1

[0, ξk],

ãäå ξk ñóòü íåêîòîðûå ñëó÷àéíûå âåêòîðû â Rd.

Îïðåäåëåíèå 1.3.2 (Äàâûäîâ, Âåðøèê). Ñëó÷àéíûì ñ÷¼òíûì çîíî-

òîïîì áóäåì íàçûâàòü ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî âèäà

Z =

∞⊕
k=1

[0, ξk],

ãäå ξk ñóòü íåêîòîðûå ñëó÷àéíûå âåêòîðû â Rd.

Ìû æå îãðàíè÷èìñÿ èçó÷åíèåì ñëó÷àéíûõ ñ÷¼òíûõ çîíîòîïîâ òîëü-
êî ñëåäóþùåãî îñîáîãî âèäà.

Ðàññìîòðèì íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå (í.î.ð.) ñëó-
÷àéíûå âåêòîðû εj â Rd ñ îáùèì ðàñïðåäåëåíèåì σ, ñîñðåäîòî÷åííûì
íà åäèíè÷íîé ñôåðå Sd−1 ⊂ Rd.

Ïóñòü äàíû í.î.ð. ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû τj ñ îáùèì ñòàíäàðòíûì
ýêñïîíåíöèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì, Exp(1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè (τj) è (εj) íåçàâèñèìû.

Òîãäà ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Γk
def
=
∑k
j=1 τj èìåþò ðàñïðåäåëåíèå

Gamma(k, 1), ïðè÷¼ì Γk 6 Γk+1, ïîñêîëüêó τj > 0.
Çàôèêñèðóåì ïàðàìåòð 0 < α < 1 è ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ñ÷¼òíûé

çîíîòîï

Zα
def
=

∞⊕
k=1

[0, εk]Γ
− 1
α

k .

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñõîäèìîñòü ðÿäà Z =
⊕∞

k=1[ak, bk] ïî ìåò-
ðèêå Õàóñäîðôà ðàâíîñèëüíà ñõîäèìîñòè ðÿäà Σ =

∑∞
k=1 |bk − ak| èç

äëèí îòðåçêîâ [ak, bk] â îáû÷íîì ñìûñëå.
Îòñþäà (ó÷èòûâàÿ, ÷òî Γk ∼ k ïðè k →∞ ï.í. è 0 < α < 1) ñëåäóåò

êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî ñ÷¼òíîãî çîíîòîïà Zα.
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1.4. Óñòîé÷èâûå ýëåìåíòû àáñòðàêòíûõ êîíóñîâ. Ïðåæäå ÷åì
ïåðåéòè ê èçó÷åíèþ ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû ãðàíèöû Zα, ìû îáúÿñ-
íèì îñîáóþ ðîëü äàííîãî îáúåêòà ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè α-óñòîé÷èâûõ
ýëåìåíòîâ â (íååâêëèäîâûõ) êîíóñàõ.

Îïðåäåëåíèå 1.4.1. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ∈ R íàçûâàåòñÿ óñòîé-

÷èâîé, åñëè äëÿ ëþáûõ êîíñòàíò k1, k2 > 0 ñóùåñòâóþò òàêèå êîí-

ñòàíòû k3 > 0 è k4 ∈ R, ÷òî

k1X1 + k2X2
d
= k3X3 + k4,

ãäå X1, X2, X3 ñóòü íåçàâèñèìûå êîïèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, à ñèì-

âîë
d
= îçíà÷àåò ðàâåíñòâî ïî ðàñïðåäåëåíèþ.

Åñëè æå äëÿ ëþáûõ k1, k2 > 0 ýòî âûïîëíÿåòñÿ ïðè k4 = 0, ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà X íàçûâàåòñÿ ñòðîãî óñòîé÷èâîé.

Çàìå÷àíèå 1.4.1. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ (ñòðîãî) óñòîé÷èâîé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû X êîíñòàíòû k1, k2, k3 äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ðàâåí-
ñòâó

k3 = (kα1 + kα2 )
1
α

äëÿ íåêîòîðîãî α ∈ (0, 2], íàçûâàåìîãî èíäåêñîì óñòîé÷èâîñòè.
Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå ñòðîãîé α-óñòîé÷èâîñòè ìîæíî ïåðåïèñàòü

òàê: äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a, b > 0

a
1
αX1 + b

1
αX2

d
= (a+ b)

1
αX3.

Èçâåñòíî, ÷òî íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé íå áûâàåò α-óñòîé÷èâûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí ñ èíäåêñîì óñòîé÷èâîñòè α > 2.

Êðîìå òîãî, ðàñïðåäåëåíèå ëþáîé óñòîé÷èâîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
ñ èíäåêñîì óñòîé÷èâîñòè α = 2 îáÿçàòåëüíî ëåæèò â ñåìåéñòâå íîð-
ìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé N (µ, σ2).

Óñòîé÷èâûå ðàñïðåäåëåíèÿ çàìå÷àòåëüíû òåì, ÷òî îíè è òîëüêî îíè
âûñòóïàþò â êà÷åñòâå àòòðàêòîðîâ â îáîáù¼ííîé öåíòðàëüíîé ïðå-

äåëüíîé òåîðåìå (ÎÖÏÒ, î êîòîðîé ìîæíî ïðî÷åñòü, íàïðèìåð, â êíè-
ãå [6]).

Òåîðåìà 1.4.1 (ÎÖÏÒ). Íåâûðîæäåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Z ÿâ-

ëÿåòñÿ α-óñòîé÷èâîé äëÿ íåêîòîðîãî 0 < α 6 2, åñëè è òîëüêî åñ-

ëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðå-

äåë¼ííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {Xk}∞k=1 è êîíñòàíò an ∈ R, bn > 0,
òàêèõ ÷òî

b−1
n (X1 + · · ·+Xn)− an ⇒ Z,
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ãäå ïîä ⇒ ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü ðàñïðåäåë¼íèé ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí.

Ãîâîðÿò åù¼, ÷òî X â ýòîì ñëó÷àå ëåæèò â îáëàñòè ïðèòÿæå-

íèÿ Z è ïèøóò X ∈ DA(Z).

Íàêîíåö ñóùåñòâóåò ïîëíîå îïèñàíèå óñòîé÷èâûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí [9].

Òåîðåìà 1.4.2. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ÿâëÿåòñÿ α-óñòîé÷èâîé, åñëè
è òîëüêî åñëè å¼ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä

fX(t) = fX(t;α, β, c, µ) = exp{itµ− c |t|α(1− iβ sign(t)Φ(t, α)},
ãäå

Φ(α, t) =

{
tan(πα2 ), α 6= 1,

− 2
π log |t|, α = 1,

è µ ∈ R, β ∈ [−1, 1], c > 0 ñóòü ïàðàìåòðû ñäâèãà, àñèììåòðèè è

ðàçáðîñà.

Ïîíÿòèå óñòîé÷èâîñòè ìîæíî ðàçóìíûì îáðàçîì îáîáùèòü äëÿ ñëó-
÷àéíûõ ýëåìåíòîâ ïîäõîäÿùèõ ïðîñòðàíñòâ, ò.å. òàêèõ ïðîñòðàíñòâ,
ýëåìåíòû êîòîðûõ ìîæíî ñêëàäûâàòü è óìíîæàòü íà íåîòðèöàòåëü-

íûå ñêàëÿðû.

Îïðåäåëåíèå 1.4.2 (ñì. [4]). Áóäåì íàçûâàòü òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-

ñòðàíñòâî K âìåñòå ñ ââåä¼ííûìè íà í¼ì îïåðàöèÿìè

+: K×K→ K,
· : R+ ×K→ K,

àáñòðàêòíûì êîíóñîì, åñëè

(1) Îïåðàöèè +, · íåïðåðûâíû,
(2) a · (x+ y) = a · x+ a · y äëÿ ëþáûõ x, y ∈ K è ëþáîãî a > 0,
(3) a · (b · x) = (ab) · x äëÿ ëþáîãî x ∈ K è ëþáûõ a, b > 0,
(4) ∃ 0 ∈ K : ∀x ∈ K : x+ 0 = x = 0 + x è ∀a > 0: a · 0 = 0.

Ïðèìåð 1.4.1. Ïðîñòðàíñòâî âñåõ êîìïàêòíûõ âûïóêëûõ ïîäìíî-
æåñòâ Rd, K(Rd), ñ òîïîëîãèåé, èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêîé Õàóñäîð-
ôà dH , è åñòåñòâåííûìè îïåðàöèÿìè ñóììèðîâàíèÿ (ïî Ìèíêîâñêî-
ìó) è óìíîæåíèÿ íà íåîòðèöàòåëüíûå ñêàëÿðû (ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì
â íóëå) ÿâëÿåòñÿ àáñòðàêòíûì êîíóñîì.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî íóëåâûì ýëåìåíòîì êîíóñà K(Rd) ÿâëÿåòñÿ
ìíîæåñòâî {0}.
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Àáñòðàêòíûé êîíóñ K âìåñòå ñ áîðåëåâñêîé ñèãìà-àëãåáðîé (ò.å. ìè-
íèìàëüíîé ñèãìà-àëãåáðîé, ñîäåðæàùåé âñå îòêðûòûå ìíîæåñòâà K)
ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìûì ïðîñòðàíñòâîì. Èçìåðèìûå îòíîñèòåëüíî äàí-
íîé ñòðóêòóðû îòîáðàæåíèÿ X èç âåðîÿòíîñòíîé òðîéêè â êîíóñ K
íàçûâàþòñÿ åãî ñëó÷àéíûìè ýëåìåíòàìè.

Îïðåäåëåíèå 1.4.3. Ñëó÷àéíûé ýëåìåíò X ∈ K íàçûâàåòñÿ α-ñòðî-
ãî óñòîé÷èâûì ñ èíäåêñîì óñòîé÷èâîñòè α > 0, åñëè

a
1
αX1 + b

1
αX2

d
= (a+ b)

1
αX3

äëÿ ëþáûõ a, b > 0 è íåçàâèñèìûõ êîïèé X1, X2, X3 ñëó÷àéíîãî ýëå-

ìåíòà X.

Çàìå÷àíèå 1.4.2. Îòíûíå ìû áóäåì ðàáîòàòü òîëüêî ñî ñòðîãî óñòîé-
÷èâûìè ñëó÷àéíûìè ýëåìåíòàìè è âåëè÷èíàìè, îïóñêàÿ èíîãäà äëÿ
êðàòêîñòè ñëîâî �ñòðîãî�.

Ìû ñêîíöåíòðèðóåì ñâîè óñèëèÿ ëèøü íà îäíîì êîíêðåòíîì êîíóñå,
K = K(Rd). Ïðè ýòîì íàøà öåëü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû äàòü ïîëíóþ õà-
ðàêòåðèçàöèþ åãî ñòðîãî óñòîé÷èâûõ ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ. Äëÿ ýòîãî
íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.4.4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà A ∈ K(Rd) ïîëî-

æèì |A| def
= dH(A, {0}). Åäèíè÷íîé ñôåðîé â K(Rd) áóäåì íàçûâàòü

ìíîæåñòâî

SK
def
= {A ∈ K(Rd) : |A| = 1}.

Òîãäà êîíóñ K = K(Rd) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê SK × (0,+∞).

Îïðåäåëåíèå 1.4.5. Îïîðíîé ôóíêöèåé ïðîèçâîëüíîãî âûïóêëîãî

êîìïàêòà A ∈ K(Rd) áóäåì íàçûâàòü îòîáðàæåíèå sA,

sA(p)
def
= sup

x∈A
〈p, x〉,

ãäå p ∈ Sd−1 èëè p ∈ Rd, à ïîä 〈 · , · 〉 ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñòàíäàðòíîå

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Çàìå÷àíèå 1.4.3. Îïîðíàÿ ôóíêöèÿ îáëàäàåò ðÿäîì êðàéíå ïîëåç-
íûõ ñâîéñòâ. Ñðåäè ïðî÷åãî,

• sλA(p) = λsA(p) äëÿ ëþáîãî λ > 0,
• sA+B(p) = sA(p) + sB(p).
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Èòàê, ïóñòü Y �óñòîé÷èâûé ñëó÷àéíûé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà K(Rd)
ñ èíäåêñîì óñòîé÷èâîñòè α > 0.

Çàôèêñèðóåì êàêóþ-íèáóäü òî÷êó p ∈ Sd−1 è çàìåòèì, ÷òî ñëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíà sY (p) ÿâëÿåòñÿ α-óñòîé÷èâîé (áëàãîäàðÿ ïîëîæèòåëüíîé
îäíîðîäíîñòè è àääèòèâíîñòè ïî ìíîæåñòâó îïîðíîé ôóíêöèè).

Ïîñêîëüêó óñòîé÷èâûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ èíäåêñîì óñòîé÷èâî-
ñòè α > 2 íå ñóùåñòâóåò, òî íå áûâàåò è α-óñòîé÷èâûõ ñëó÷àéíûõ
ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà K(Rd) ñ èíäåêñîì óñòîé÷èâîñòè α > 2.

Ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ñëåäóåò îãðàíè÷èòüñÿ çíà÷åíèÿìè α ∈ (0, 2].
Îêàçûâàåòñÿ, îäíàêî, ÷òî ñëó÷àé α ∈ [1, 2] ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì.

Òåîðåìà 1.4.3 (ñì. [1]). Ïóñòü Y � óñòîé÷èâûé ñëó÷àéíûé ýëå-

ìåíò ïðîñòðàíñòâà K(Rd) ñ èíäåêñîì óñòîé÷èâîñòè α ∈ [1, 2]. Òîãäà

Y
d
= {ξ} äëÿ íåêîòîðîãî α-óñòîé÷èâîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ ∈ Rd.

Çàìå÷àíèå 1.4.4. Ðàçóìååòñÿ, îáðàòíîå òîæå âåðíî: åñëè ξ ∈ Rd �
α-óñòîé÷èâûé ñëó÷àéíûé âåêòîð, òî {ξ} � α-óñòîé÷èâûé ñëó÷àéíûé
ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà K(Rd).

Ñìûñë äàííîãî ðåçóëüòàòà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñîäåðæàòåëüíàÿ òåî-
ðèÿ óñòîé÷èâîñòè â êîíóñå âûïóêëûõ êîìïàêòîâ îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ
α < 1.

Òåîðåìà 1.4.4 (ñì. [2]). Ïóñòü Y � óñòîé÷èâûé ñëó÷àéíûé ýëåìåíò

ïðîñòðàíñòâà K(Rd) ñ èíäåêñîì óñòîé÷èâîñòè α ∈ (0, 1).
Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà σ̃ (íàçûâàåìàÿ ñïåê-

òðàëüíîé), ñîñðåäîòî÷åííàÿ íà åäèíè÷íîé ñôåðå SK, ÷òî äëÿ ëþáîé

ïîëîæèòåëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η ñ êîíå÷íûì α-ìîìåíòîì (ò.å.
ñ ‖η‖αα = E|η|α <∞) ðÿä

Z̃α
def
= cα‖ηα‖−1

α ·
∞⊕
k=1

Γ
− 1
α

k ηkε̃k, (1)

ãäå ε̃k ñóòü í.î.ð. ñëó÷àéíûå ýëåìåíòû SK ⊂ K(Rd) ñ îáùèì ðàñïðå-

äåëåíèåì σ̃, ñõîäèòñÿ ïî÷òè íàâåðíîå â K(Rd) è ñîâïàäàåò ïî ðàñïðå-

äåëåíèþ ñ èñõîäíûì ñëó÷àéíûì ýëåìåíòîì Y , ò.å. Z̃α
d
= Y .

Çàìå÷àíèå 1.4.5. Ðàçóìååòñÿ, îáðàòíîå òîæå âåðíî: äëÿ ëþáîãî èí-

äåêñà α ∈ (0, 1) è äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñïåêòðàëüíîé ìåðû σ̃ ðÿä âèäà Z̃α
ñõîäèòñÿ ïî÷òè íàâåðíîå è ÿâëÿåòñÿ α-óñòîé÷èâûì ñëó÷àéíûì ýëåìåí-
òîì ïðîñòðàíñòâà K(Rd).
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Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (K(Rd), dH) ÿâëÿåòñÿ ïîëüñêèì. Ïîýòîìó
îáû÷íàÿ òåîðèÿ ñõîäèìîñòè âåðîÿòíîñòíûõ ìåð â ñëàáîì ñìûñëå [10]
ïðèìåíèìà ê íåìó áåç âñÿêèõ äîïîëíåíèé.

Îïðåäåëåíèå 1.4.6. Ïóñòü äàíû ñëó÷àéíûå ýëåìåíòû Xn, X∈K(Rd).
Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Xn ñëàáî ñõîäèòñÿ ê X è ïèøóò

Xn ⇒ X, åñëè äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé (ïî ìåòðèêå Õàóñäîðôà) îãðà-
íè÷åííîé ôóíêöèè f : K(Rd) 7→ R ïðè n→∞

E [f(Xn)]→ E [f(X)].

Îñîáàÿ ðîëü α-óñòîé÷èâûõ ýëåìåíòîâ K(Rd) âîîáùå è ñ÷¼òíûõ çî-
íîòîïîâ â ÷àñòíîñòè ïîä÷¼ðêèâàåòñÿ ñëåäóþùèì ïðåäëîæåíèåì.

Òåîðåìà 1.4.5 (ñì. [3]). Ïóñòü {ξk}∞k=1 � í.î.ð. ñëó÷àéíûå âåêòîðû

â Rd, à [0, ξk] ∈ K(Rd) � íàòÿíóòûå íà íèõ îòðåçêè.

Îïðåäåëèì ÷àñòè÷íûå ñóììû Sn =
∑n
k=1 ξk è Zn =

⊕n
k=1[0, ξk].

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå α ∈ (0, 1) è ìîíîòîííî âîçðàñòàþùóþ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü bn →∞.

Ðàññìîòðèì ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ âèäà

b−1
n Zn ⇒ Yα, (2)

b−1
n Sn ⇒ ηα, (3)

ãäå Yα � α-óñòîé÷èâûé ñëó÷àéíûé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà K(Rd), à
ηα � α-óñòîé÷èâàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íà ïðÿìîé.

Ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ (2) è (3) ýêâèâàëåíòíû äðóã äðóãó (ïåð-
âîå âëå÷¼ò âòîðîå è âòîðîå âëå÷¼ò ïåðâîå).

Áîëåå òîãî, åñëè âûïîëíåíî ëþáîå èç äàííûõ ñîîòíîøåíèé, òî

Yα
d
= Ẑ

def
=

∞⊕
k=1

[0, ε̂k],

ãäå ε̂k ñóòü íåêîòîðûå ñëó÷àéíûå âåêòîðû â Rd.
Èíûìè ñëîâàìè, ïðåäåëîì (íîðìèðîâàííûõ) ñëó÷àéíûõ çîíîòîïîâ

âèäà b−1
n Zn ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûé ñ÷¼òíûé çîíîòîï.

Ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ðÿäà (1) ãàðàíòèðóåò, ÷òî ëþáîé ñ÷¼òíûé çî-

íîòîï Ẑ, âîçíèêàþùèé â ïðåäåëå âûøå, ìîæåò (ñ òî÷íîñòüþ äî ìóëü-
òèïëèêàòèâíîé êîíñòàíòû) áûòü çàïèñàí êàê

Zα =

∞⊕
k=1

Γ
− 1
α

k [0, εk],
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ãäå εk � í.î.ð. ñëó÷àéíûå âåêòîðû â Rd ñ îáùèì âåðîÿòíîñòíûì ðàñïðå-
äåëåíèåì σ, ñîñðåäîòî÷åííûì íà åäèíè÷íîé ñôåðå Sd−1 ⊂ Rd (òàêæå
íàçûâàåìûì ñïåêòðàëüíûì).

1.5. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Íàèáîëüøèé èíòåðåñ äëÿ íàøåãî èçó÷å-

íèÿ ïðåäñòàâëÿåò ìíîæåñòâî Fα
def
= extZα, à òî÷íåå åãî ðàçìåðíîñòü

Õàóñäîðôà, dimH Fα.
Êàê ìû óæå óñòàíîâèëè, ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ìíîæåñòâî Fα ïðå-

íåáðåæèìî ìàëî, òî åñòü Hd−1(Fα) = 0 è dimH(extZ) < d − 1. Íàøà
öåëü ñîñòîèò â ïîèñêå è äîêàçàòåëüñòâå áîëåå òî÷íîé îöåíêè.

Ýòà çàäà÷à áûëà ðåøåíà ðàíåå íà ïëîñêîñòè. Â ðàáîòå [5] äîêàçàíî,
÷òî dimH Fα 6 α ïðè d = 2 (äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñïåêòðàëüíîé ìåðû σ íà
S1 ⊂ R2). Òàì æå ïîêàçàíî, ÷òî åñëè σ åñòü ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå
íà îêðóæíîñòè, òî dimH Fα = α.

Îäíàêî óæå ïðè d = 3 è â á�oëüøèõ ðàçìåðíîñòÿõ âîïðîñ íå òîëüêî
î íèæíåé, íî è î âåðõíåé îöåíêå îñòàâàëñÿ áåç îòâåòà. Íàì æå óäàëîñü
ïîëó÷èòü íåòðèâèàëüíóþ âåðõíþþ îöåíêó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî d > 2.

Òåîðåìà 1.5.1 (Êëþ÷åâîé ðåçóëüòàò). Äëÿ ëþáîãî 0 < α < 1 è äëÿ

ëþáîãî d > 2 ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà âûïîëíåíî dimH(Fα) 6 α+d−2.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðåäñòàâëåíî íèæå è ðàçáèòî íà äâà áëîêà:
ñëó÷àé d = 3 è ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè d > 2.

�2. Äîêàçàòåëüñòâî â òð¼õìåðèè

2.1. Îáùèå çàìå÷àíèÿ. Çàôèêñèðóåì èíäåêñ 0 < α < 1 è ðàññìîò-

ðèì Zα
def
=
⊕∞

k=1[0, εk]Γ
− 1
α

k .

Îïðåäåëåíèå 2.1.1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç lk
def
= [0, εk]Γ

− 1
α

k îòðåçîê ñ èí-

äåêñîì k â íàøåé áåñêîíå÷íîé ñóììå.

×åðåç lk ìû áóäåì îáîçíà÷àòü òàêæå àôôèííûé ñäâèã äàííîãî îò-

ðåçêà, ñîñòàâëÿþùèé ÷àñòü ãðàíèöû Zα, è äëèíó ýòîãî îòðåçêà.

ßñíî, ÷òî li > lj äëÿ ëþáûõ 1 6 i < j ïî ìîíîòîííîñòè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè Γk.

Îïðåäåëåíèå 2.1.2. Äëÿ êàæäîé ïàðû èíäåêñîâ 1 6 i < j îáîçíà÷èì

÷åðåç ∆i,j
def
= li ⊕ lj ïàðàëëåëîãðàìì, íàòÿíóòûé íà îòðåçêè (li, lj).
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Çàìå÷àíèå 2.1.1. Ãðàíèöà èññëåäóåìîãî çîíîòîïà, ∂Zα, ñîñòîèò èç
ýëåìåíòîâ ÷åòûð¼õ òèïîâ: 0-ãðàíè, 1-ãðàíè, 2-ãðàíè è, íàêîíåö, íåòðè-
âèàëüíûå ýêñòðåìàëüíûå òî÷êè (âîçíèêàþùèå êàê ðàç ïðè ïðåäåëü-
íîì ïåðåõîäå â áåñêîíå÷íîé ñóììå).

Êàæäàÿ 2-ãðàíü ïîëó÷àåòñÿ ïîäõîäÿùèì ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì
ïàðàëëåëîãðàììà ∆i,j äëÿ íåêîòîðûõ 1 6 i < j, êàæäàÿ 1-ãðàíü � ïåðå-
íîñîì êàêîãî-òî îòðåçêà li (è ÿâëÿåòñÿ îáùåé ñòîðîíîé äâóõ
2-ãðàíåé), à 0-ãðàíè (âåðøèíû) ñóòü ïðîñòî êîíöû 1-ãðàíåé.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàæäîìó ∆i,j ñîîòâåòñòâóåò ïàðà ïàðàëëåëüíûõ
ãðàíåé. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïðåíåáðåãàòü ïîäîáíûìè ïîâòîðàìè
(íà ïëîñêîñòè ýòî îçíà÷àëî áû, ÷òî ìû ó÷èòûâàåì ëèøü ïðàâóþ ïî-
ëîâèíó çîíîòîïà, áåðÿ êàæäóþ 1-ãðàíü ãðàíèöû åäèíîæäû, à íå äâà-
æäû). ßñíî, ÷òî ýòî íèêàê íå âëèÿåò íà ðàçìåðíîñòü ýêñòðåìàëüíûõ
òî÷åê Fα.

Êðîìå òîãî, êàæäàÿ èç ãðàíåé ïîÿâëÿåòñÿ â Zα íà îïðåäåë¼ííîì êî-

íå÷íîì øàãå ñóììèðîâàíèÿ K, ñàìà ïî ñåáå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíî-
æåñòâîì è ýêñòðåìàëüíûõ òî÷åê íå ñîäåðæèò, çà èñêëþ÷åíèåì âåðøèí.

Îïðåäåëåíèå 2.1.3. Ìíîæåñòâî âñåõ 0-ãðàíåé îáîçíà÷èì ÷åðåç E.

Ïîñêîëüêó èõ â òî÷íîñòè ñ÷¼òíîå ÷èñëî, dimH(Fα) = dimH(Fα \E).

Çàìå÷àíèå 2.1.2. Äëÿ îöåíêè ðàçìåðíîñòè Õàóñäîðôà ñâåðõó íàì
íåîáõîäèìî ïðèäóìàòü ïîäõîäÿùåå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà Fα \ E. Ìû
ïîïûòàåìñÿ ïåðåéòè ê õâîñòàì ðÿäà èç îïðåäåëåíèÿ ñ÷¼òíîãî çîíîòî-
ïà è ñäåëàòü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä.

Çàôèêñèðóåì äëÿ ýòîãî n ∈ N è ðàññìîòðèì ïñåâäîïîêðûòèå ìíî-
æåñòâà Fα \ E, ïîñòðîåííîå îòáðàñûâàíèåì âñåõ ïàðàëëåëîãðàììîâ,
ñîäåðæàùèõ â êà÷åñòâå îäíîé èç ñòîðîí êàêîé-ëèáî îòðåçîê îò l1 äî ln
âêëþ÷èòåëüíî:

∞⋃
i=n+1

∞⋃
j=i+1

∆i,j .

Ê ñîæàëåíèþ, îíî íå ÿâëÿåòñÿ íàñòîÿùèì ïîêðûòèåì (èíà÷å âñå
ýêñòðåìàëüíûå òî÷êè ñîäåðæàëèñü áû â ìíîæåñòâå âåðøèí ïàðàëëå-
ëîãðàììîâ ∆i,j , è çíà÷èò, áûëî áû âûïîëíåíî ðàâåíñòâî dimH(Fα) = 0,
÷òî, î÷åâèäíî, íåâåðíî äëÿ íåòðèâèàëüíîé ìåðû σ).

Èíòóèòèâíî ïîíÿòíî, îäíàêî, ÷òî ïðåäúÿâëåííîìó ïñåâäîïîêðûòèþ
íå õâàòàåò ñîâñåì íåìíîãîãî, ÷òîáû ñòàòü íàñòîÿùèì ïîêðûòèåì.

Òðàíñôîðìàöèè ïñåâäîïîêðûòèÿ â ïîêðûòèå ïîñâÿù¼í �4, à ïîêà
ìû áóäåì ðàáîòàòü ñ ïðåäëîæåííûì ïñåâäîïîêðûòèåì.
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Çàìå÷àíèå 2.1.3. Èòàê, íàì íåîáõîäèìî çàôèêñèðîâàòü ïðîèçâîëü-
íîå β > 0, îöåíèòü ñâåðõó âûðàæåíèå âèäà

∞∑
i=n+1

∞∑
j=i+1

(diam(∆i,j))
β

è ïîíÿòü, ïðè êàêîì β ïîëó÷åííàÿ îöåíêà áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ
ïðè n→∞.

Äèàìåòð ïàðàëëåëîãðàììà ∆i,j ðàâåí äëèíå åãî ãëàâíîé äèàãîíàëè
è ïëîõî êîíòðîëèðóåòñÿ îäíèìè ëèøü äëèíàìè ñòîðîí li, lj .

Òðèâèàëüíàÿ îöåíêà, èñïîëüçóþùàÿ ëèøü á�oëüøóþ èç ñòîðîí li,
ïðèâåä¼ò ê áåñêîíå÷íîìó ñóììèðîâàíèþ ïî j ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàí-
òû.

2.2. Êëþ÷åâàÿ èäåÿ. Äëÿ êàæäîé ïàðû 1 6 i < j èìååì li > lj .
Ðàçðåæåì ïàðàëëåëîãðàì ∆i,j âäîëü á�oëüøåé ñòîðîíû li íà ðîìáû ñ
äëèíîé ðåáðà lj .

Ïîëó÷èì ðàçáèåíèå ïàðàëëåëîãðàììà ∆i,j íà [li/lj ] ðîìáîâ ñ äëèíîé
ðåáðà lj è, âîçìîæíî, ìàëåíüêèì îñòàòêîì:

∆i,j = δ1
i,j ∪ . . . ∪ δ

[li/lj ]
i,j ∪ δ+

i,j .

Ïðî îñòàòîê δ+
i,j ìîæíî çàáûòü (äîñòàòî÷íî ñäåëàòü ãðóáóþ îöåíêó,

óìíîæèâ ñëåäóþùåå âûðàæåíèå íà 2).
Ïðîâåäÿ îïåðàöèþ ðàçðåçàíèÿ íà ðîìáû ñ êàæäûì ∆i,j èç íàøåãî

ïñåâäîïîêðûòèÿ, ïîëó÷èì åãî (ïñåâäîïîêðûòèÿ) ïîäðàçáèåíèå è ïðè-
ä¼ì ê âûðàæåíèþ âèäà

H(n) =

∞∑
i=n+1

∞∑
j=i+1

([li/lj ]∑
h=1

(diam(δhi,j))
β
)
. (4)

Äèàìåòð ðîìáà, â ñâîþ î÷åðåäü, îöåíèâàåòñÿ ïî íåðàâåíñòâó òðå-
óãîëüíèêà:

diam δhi,j 6 2lj .

Çàìå÷àíèå 2.2.1. Äëÿ ïîñëåäóþùèõ âûêëàäîê çàôèêñèðóåì óäîáíîå
îáîçíà÷åíèå.

Âñÿêèé ðàç, êîãäà äëÿ íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòû C (íå
îáÿçàòåëüíî îäíîé è òîé æå â ðàçíûõ ìåñòàõ), íå çàâèñÿùåé îò ïàðà-
ìåòðîâ âûðàæåíèé A è B, âåðíî íåðàâåíñòâî A 6 C ·B, áóäåì ïèñàòü
A . B.
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2.3. Àíàëèòè÷åñêèå âûêëàäêè. Ðàçðåçàíèå ïàðàëëåëîãðàììîâ íà
ðîìáû ïðîèçâîäèëîñü ðàäè ñëåäóþùåé çàìå÷àòåëüíîé îöåíêè:

H(n) .
∞∑

i=n+1

∞∑
j=i+1

([li/lj ]∑
h=1

(2lj)
β
)
.

∞∑
i=n+1

∞∑
j=i+1

lβj ·
li
lj

=

∞∑
j=n+2

lβ−1
j

j−1∑
i=n+1

li
def
=

∞∑
j=n+2

lβ−1
j C(j, n).

Ïî óñèëåííîìó çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë Γi
i =

∑i
q=1 τq

i → E τ1 = 1 ï.í.,

ò.å. Γi ∼ i ïðè i→∞, à çíà÷èò li = Γ
− 1
α

i ∼ i− 1
α ïðè i→∞.

Ïîëüçóÿñü äàííîé àñèìïòîòèêîé, òåîðåìîé Øòîëüöà è îöåíêîé ÷å-
ðåç èíòåãðàë, îöåíèì òåïåðü äëÿ êàæäîãî j âåëè÷èíó C(j, n):

C(j, n) =

j−1∑
i=n+1

li 6
∞∑

i=n+1

li ∼
∞∑

i=n+1

i−
1
α .

∞∫
n

x−
1
α dx . n1− 1

α .

Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííîå â îöåíêó äëÿ H(n):

H(n) .
∞∑

j=n+2

lβ−1
j C(j, n) . n1− 1

α

∞∑
j=n+2

lβ−1
j

def
= n1− 1

αD(n).

×òîáû îöåíèòü D(n) =
∑∞
j=n+2 l

β−1
j ñâåðõó, âîñïîëüçóåìñÿ àñèìï-

òîòèêîé lβ−1
j ∼ j−

β−1
α ïðè j →∞ è âíîâü ïðèìåíèì òåîðåìó Øòîëüöà.

Äëÿ ýòîãî íóæíî ãàðàíòèðîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà
∑∞
j=1 j

− β−1
α , òàê

÷òî ìû îáÿçàíû íàëîæèòü îãðàíè÷åíèå β > α + 1. Ïðè äàííîì ïðåä-
ïîëîæåíèè

D(n) =

∞∑
j=n+2

lβ−1
j ∼

∞∑
j=n+2

j−
β−1
α .

∞∫
n

x−
β−1
α dx . n−

β−1
α +1.

Ïðèøëî âðåìÿ ñîáèðàòü êàìíè:

H(n) . n1− 1
αD(n) . n1− 1

αn−
β−1
α +1 = n2− βα → 0

ïðè n→∞, êàê òîëüêî β > 2α.
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2.4. Çàêëþ÷åíèå äëÿ òð¼õìåðèÿ. Èç äâóõ óñëîâèé β > α + 1 è
β > 2α äîñòàòî÷íî îñòàâèòü ëèøü β > α + 1, òàê êàê ïðè 0 < α < 1
âåðíî α+ 1 > 2α.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ëþáîì β > α+ 1 âûðàæåíèå H(n) = Hβ(n)→ 0
ïðè n→∞. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ìåðû ÕàóñäîðôàHβ , çàêëþ÷àåì,
÷òî Hβ(Fα) = 0.

Îòñþäà óæå ïî îïðåäåëåíèþ ðàçìåðíîñòè Õàóñäîðôà ñëåäóåò, ÷òî
dimH(Fα) 6 α+ 1, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ òð¼õìåðèÿ îêîí÷åíî ïî ìîäóëþ àêêóðàòíîãî
îáîñíîâàíèÿ (íàéòè êîòîðîå ìîæíî â �4), ïî÷åìó ëåãàëüíî èñïîëüçî-
âàòü ïðåäëîæåííîå ïñåâäîïîêðûòèå (è, çíà÷èò, åãî ïîäðàçáèåíèå) â
êà÷åñòâå íàñòîÿùåãî ïîêðûòèÿ äëÿ Fα \ E.

Îáîáùèì òåïåðü íàø ïîäõîä íà âûñøèå ðàçìåðíîñòè.

�3. Äîêàçàòåëüñòâî â ìíîãîìåðèè

3.1. Îáùèå çàìå÷àíèÿ. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå d > 4. Áóäåì
ñëåäîâàòü òîé æå ëîãèêå, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, íåèçáåæíî
ïðèìåíÿÿ áîëåå ãðîìîçäêîå èíäåêñèðîâàíèå.

Çäåñü è äàëåå ðàáîòàåì ñ íàáîðîì èíäåêñîâ 1 6 i1 < · · · < id−1 <∞
äëèíû d− 1. Ïî ìîíîòîííîñòè li1 > · · · > lid−1

.

Îïðåäåëåíèå 3.1.1. ×åðåç ∆i1,...,id−1

def
= li1 ⊕ · · · ⊕ lid−1

áóäåì îáî-

çíà÷àòü (d − 1)-ïàðàëëåëåïèïåäû, íàòÿíóòûå íà ñîîòâåòñòâóþùèå

îòðåçêè.

Òåïåðü ãðàíèöà çîíîòîïà, ∂Zα, ðàñïàäàåòñÿ íà ãðàíè ðàçìåðíîñòåé
îò 0 äî d − 1 âêëþ÷èòåëüíî è íåòðèâèàëüíûå ýêñòðåìàëüíûå òî÷êè,
ïîëó÷åííûå ïðè ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â áåñêîíå÷íîì ñóììèðîâàíèè.

Ìû âíîâü ñêîíöåíòðèðóåìñÿ íà ãðàíÿõ ñòàðøåé ðàçìåðíîñòè, îò-
áðîñèì ÷àñòü èç íèõ, ïîñòðîèì ïñåâäîïîêðûòèå îñòàâøèìèñÿ (d− 1)-
ãðàíÿìè, ïðåäñòàâèì ïîäõîäÿùåå åãî (ïñåâäîïîêðûòèÿ) ïîäðàçáèåíèå
è çàâåðøèì àíàëèòè÷åñêèìè âûêëàäêàìè.

Îïðåäåëåíèå 3.1.2. Çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ∈ N è ðàñ-

ñìîòðèì ïñåâäîïîêðûòèå ìíîæåñòâà Fα \E, ïîñòðîåííîå îòáðàñû-
âàíèåì âñåõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ, ñîäåðæàùèõ â êà÷åñòâå îäíîé èç ñòî-

ðîí êàêîé-ëèáî îòðåçîê îò l1 äî ln âêëþ÷èòåëüíî:
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∞⋃
i1=n+1

∞⋃
i2=i1+1

· · ·
∞⋃

id−1=id−2+1

∆i1,...,id−1
.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå (ïîêà ÷òî) ÷èñëî β > 0. Âìåñòî òîãî,
÷òîáû îöåíèâàòü âûðàæåíèå âèäà

∞∑
i1=n+1

∞∑
i2=i1+1

· · ·
∞∑

id−1=id−2+1

(diam ∆i1,...,id−1
)β ,

ðàçîáü¼ì êàæäûé (d− 1)-ìåðíûé ïàðàëëåëåïèïåä ∆i1,...,id−1
ïî àíàëî-

ãèè ñî ñëó÷àåì d = 3.

3.2. Êëþ÷åâàÿ èäåÿ. Íàèìåíüøàÿ èç ñòîðîí ∆i1,...,id−1
èìååò äëèíó

â òî÷íîñòè lid−1
.

Ïîñå÷¼ì ïàðàëëåëåïèïåä ãèïåðïëîñêîñòÿìè, êîòîðûå ïàðàëëåëüíû
åãî ãðàíÿì, âäîëü îñòàâøèõñÿ ñòîðîí li1 , . . . , lid−2

, ðàçáèâàÿ êàæäóþ
èç íèõ íà [li1/lid−1

], . . . , [lid−2
/lid−1

] ÷àñòåé äëèíû lid−1
ñîîòâåòñòâåííî.

Â èòîãå ìû ïîëó÷èì hmax = [li1/lid−1
]×. . .×[lid−2

/lid−1
] ðàâíîñòîðîí-

íèõ ìàëåíüêèõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ {δhi1,...,id−1
, h = 1, . . . , hmax} (áóäåì

íàçûâàòü èõ òàêæå êóñî÷êàìè) ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè ñòîðî-
íàì ∆i1,...,id−1

è äëèíîé â òî÷íîñòè lid−1
êàæäàÿ.

Áóäóò åù¼, âîçìîæíî, è íåêîòîðûå îñòàòêè, íî ïðî íèõ ìîæíî çà-
áûòü (êàê è â òð¼õìåðèè), óìíîæèâ ñëåäóþùåå âûðàæåíèå íà ïîäõî-
äÿùóþ ïîëîæèòåëüíóþ êîíñòàíòó.

Äèàìåòð êàæäîãî èç ïîëó÷åííûõ êóñî÷êîâ òðèâèàëüíî îöåíèâàåòñÿ
ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà,

diam δhi1,...,id−1
6 (d− 1)× ld−1.

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîëæíû îöåíèòü âûðàæåíèå âèäà

H(n) =

∞∑
i1=n+1

∞∑
i2=i1+1

· · ·
∞∑

id−1=id−2+1

(lid−1
)β ×

li1 · · · lid−2

(lid−1
)d−2

. (5)

Ïîñëå ïåðåñòàíîâêè çíàêîâ ñóììèðîâàíèÿ (âñå âåëè÷èíû íåîòðèöà-
òåëüíûå) ïîëó÷èì

H(n) =

∞∑
id−1=n+d−1

(lid−1
)β−(d−2)

( id−1−1∑
id−2=n+d−2

· · ·
i2−1∑

i1=n+1

li1 · · · lid−2

)
.
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3.3. Àíàëèòè÷åñêèå âûêëàäêè. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âíóòðåííÿÿ
(d− 2)-ñóììà ðàñïàäàåòñÿ íà d− 2 ìíîæèòåëÿ, êàæäûé èç êîòîðûõ ñ
òî÷íîñòüþ äî ïîëîæèòåëüíîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîíñòàíòû, íå çàâè-
ñÿùåé îò n, îöåíèâàåòñÿ â òî÷íîñòè òàê æå, êàê è â òð¼õìåðíîì ñëó÷àå,
÷åðåç n1− 1

α .
Èíûìè ñëîâàìè,

H(n) . n(d−2)(1− 1
α ) ×

∞∑
id−1=n+d−1

l
β−(d−2)
id−1

def
= n(d−2)(1− 1

α ) ×D(n).

Îöåíèì òåïåðü ñâåðõó âûðàæåíèå D(n) =
∑∞
id−1=n+d−1 l

β−(d−2)
id−1

, èñ-
ïîëüçóÿ àñèìïòîòèêó

l
β−(d−2)
id−1

∼ i−
β−(d−2)

α

d−1

ïðè id−1 → ∞, à çàòåì, â ïðåäïîëîæåíèè β > α + (d − 2), òåîðåìó
Øòîëüöà è îöåíêó ÷åðåç èíòåãðàë,

D(n) =

∞∑
id−1=n+d−1

l
β−(d−2)
id−1

∼
∞∑

id−1=n+d−1

i
β−(d−2)
d−1

.

∞∫
n

x−
β−(d−2)

α dx . n−
β−(d−2)

α +1.

Òàêèì îáðàçîì,

H(n) . n(d−2)(1− 1
α ) ×D(n) . n(d−2)(1− 1

α ) × n−
β−(d−2)

α +1 → 0

ïðè n→∞, êàê òîëüêî (d−2)(1− 1
α )− β−(d−2)

α +1 < 0, ÷òî ýêâèâàëåíòíî
óñëîâèþ β > (d− 1)α.

3.4. Çàêëþ÷åíèå äëÿ ìíîãîìåðèÿ. Èç äâóõ óñëîâèé β > α+(d−2)
è β > (d− 1)α äîñòàòî÷íî îñòàâèòü ëèøü β > α+ (d− 2), òàê êàê ïðè
0 < α < 1 âåðíî d− 2 > (d− 2)α.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ëþáîì β > α+ d− 2 âûðàæåíèå H(n) = Hβ(n)
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n→∞. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ìåðû Õàóñäîð-
ôà Hβ , çàêëþ÷àåì, ÷òî Hβ(Fα) = 0.

Îòñþäà óæå ïî îïðåäåëåíèþ ðàçìåðíîñòè Õàóñäîðôà ñëåäóåò, ÷òî
dimH(Fα) 6 α+ d− 2, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ìíîãîìåðèÿ îêîí÷åíî ïî ìîäóëþ àêêóðàòíîãî
îáîñíîâàíèÿ, ïî÷åìó ëåãàëüíî èñïîëüçîâàòü ïðåäëîæåííîå ïñåâäîïî-

êðûòèå (è, çíà÷èò, åãî ïîäðàçáèåíèå) â êà÷åñòâå íàñòîÿùåãî ïîêðûòèÿ
äëÿ Fα \ E.

Èìåííî ýòèì ìû ñåé÷àñ è çàéì¼ìñÿ.

�4. Òðàíñôîðìàöèÿ ïñåâäîïîêðûòèÿ

4.1. Îñíîâíàÿ èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà. Íàì íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü
íàñòîÿùåå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà Fα\E è ñâåñòè åãî ê ïðåäñòàâëåííîìó
ïñåâäîïîêðûòèþ (èëè, ñêîðåå, ê åãî ïîäðàçáèåíèþ íà êóñî÷êè).

Ãðàíèöà çîíîòîïà êðèâîëèíåéíà, íî íà íåé åñòü ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî
ïðÿìîëèíåéíûõ ó÷àñòêîâ, ò.å. (d − 1)-ìåðíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ. ßñ-
íî, ÷òî ïðÿìîëèíåéíûå ó÷àñòêè ñàìè ïî ñåáå ýêñòðåìàëüíûå òî÷êè íå
ïîêðûâàþò.

×òîáû ñïðàâèòüñÿ ñ äàííîé ïðîáëåìîé, ìû ïðîâåä¼ì ïðîöåäóðó ðàñ-
øèðåíèÿ ïðÿìîëèíåéíûõ ó÷àñòêîâ. Â ýòîì íàì ïîìîæåò ñëåäóþùåå
íàáëþäåíèå.

Çàìå÷àíèå 4.1.1. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ñ÷¼òíûé çîíîòîï Zα. Ýòî
� íåïóñòîå êîìïàêòíîå âûïóêëîå òåëî â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rd.

Çíà÷èò, äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ Rd ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà
zx ∈ Zα, òàêàÿ ÷òî ||x − zx|| = inf{||x − z|| : z ∈ Zα}. Êàê ñëåä-
ñòâèå, êîððåêòíî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå ïðîåêöèè íà áëèæàéøóþ
òî÷êó Zα, êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç p : Rd 7→ Zα, p(x) = zx ∈ Zα.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îòîáðàæåíèå p (åãî åù¼ íàçûâàþò ìåòðè÷å-

ñêîé ïðîåêöèåé) ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì, ò.å. ||p(x1)−p(x2)|| 6 ||x1−x2||
äëÿ ëþáûõ òî÷åê x1, x2 ∈ Rd.

Ïîäðîáíåå îá ýòîì è î äðóãèõ ñâîéñòâàõ ìåòðè÷åñêîé ïðîåêöèè

ìîæíî ïî÷èòàòü â êíèãå [11].

4.2. Ðåøåíèå íà ïëîñêîñòè. Äëÿ èëëþñòðàöèè èäåè äîêàçàòåëü-
ñòâà ðàññìîòðèì ñíà÷àëà áîëåå ïðîñòîé äâóìåðíûé ñëó÷àé, d = 2.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå N ∈ N è �îòáðîñèì� ïåðâûå N îòðåçêîâ
l1, . . . , lN , ò.å. òå îòðåçêè ãðàíèöû çîíîòîïà, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò

ïåðâûì N ñëàãàåìûì âèäà [0, εn]Γ
− 1
α

n .
Âûðàçèì äëÿ óäîáñòâà íàïðàâëåíèÿ εj ∈ S1 îòðåçêîâ lj ÷åðåç óãëû

êàê εj = eiθj , ãäå 0 6 θj 6 π (â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè çîíîòîïà ìû
ðàññìàòðèâàåì ëèøü ïðàâóþ åãî ïîëîâèíó: äëÿ îöåíêè ðàçìåðíîñòè
Õàóñäîðôà ìíîæåñòâà åãî ýêñòðåìàëüíûõ òî÷åê ýòîãî äîñòàòî÷íî).



ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÅ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÈ 201

×åðåç (l(1), . . . , l(N)) îáîçíà÷èì óïîðÿäî÷åíèå íàáîðà (l1, . . . , lN ), òàê

÷òî l(n) ñîîòâåòñòâóåò ñëàãàåìîìó [0, ε(n)]Γ
− 1
α

(n) , ãäå ε(n) = eiθ(n) è, â ñâîþ

î÷åðåäü, 0 6 θ(1) 6 θ(2) 6 · · · 6 θ(N) 6 π.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî èíäåêñîâ

Z(n,N)
def
= {j > N + 1 : θ(n) 6 θj 6 θ(n+1)},

êîòîðîå îòâå÷àåò íîìåðàì â òî÷íîñòè òåõ îòðåçêîâ lj (èç âñåé ñ÷¼òíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè), êîòîðûå ïîïàëè â ïðîìåæóòîê ìåæäó îòðåçêàìè
l(n) è l(n+1).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L(n,N) ⊂ ∂Zα (îò ëàò. lacuna) è áóäåì íàçûâàòü
êðèâîëèíåéíîé ëàêóíîé, èëè ïðîñòî ëàêóíîé, âåñü ó÷àñòîê ãðàíèöû
ìåæäó l(n) è l(n+1).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç D(n,N) ⊂ ∂Zα è áóäåì íàçûâàòü ëèíåéíîé äûð-

êîé, èëè ïðîñòî äûðêîé, ó÷àñòîê ãðàíèöû, ñîñòîÿùèé â òî÷íîñòè èç
òåõ îòðåçêîâ lj , ÷òî ëåæàò ìåæäó l(n) è l(n+1).

×óòü áîëåå ôîðìàëüíî,

D(n,N)
def
=
⋃
{lj : j ∈ Z(n,N)}.

Òîãäà ëàêóíà L(n,N) ⊂ ∂Zα ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç òî÷åê D(n,N)
è íåòðèâèàëüíûõ (ò.å. íå ÿâëÿþùèõñÿ âåðøèíàìè îòðåçêîâ lj) ýêñòðå-
ìàëüíûõ òî÷åê (ïîëó÷àþùèõñÿ â ðåçóëüòàòå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïðè
áåñêîíå÷íîì ñóììèðîâàíèè ïî Ìèíêîâñêîìó).

Òàêèì îáðàçîì,

Fα \ E 6⊂
N⋃
n=1

D(n,N),

íî

Fα \ E ⊂
N⋃
n=1

L(n,N).

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå K ∈ N è äëÿ êàæäîãî n = 1, . . . , N ðàñ-
ñìîòðèì ìíîæåñòâî

A(n,N,K)
def
= {jn1 , . . . , jnK}

íàèìåíüøèõ òàêèõ èíäåêñîâ N+1 6 jn1 6 · · · 6 jnK , äëÿ êîòîðûõ âåðíî
θ(n) 6 θjnk 6 θ(n+1).

Ìíîæåñòâî A(n,N,K) îòâå÷àåò íîìåðàì ïåðâûõ (ïî ïîðÿäêó â ñóì-
ìå ïî Ìèíêîâñêîìó, íå ïî óãëó) K îòðåçêîâ ljn1 , . . . , ljnK , ïîïàâøèõ â
äûðêó D(n,N).



202 Ì. À. ÊÓÊÓØÊÈÍ

Äëÿ êàæäîãî òàêîãî îòðåçêà ljnk ïîñòðîèì åãî ðàñøèðåíèå l̃jnk ïî
ñëåäóþùåé ïðîöåäóðå.

(1) Äëÿ ëþáûõ n = 1, . . . N è k = 1, . . . ,K ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
èíäåêñîâ

I(jnk )
def
= {i ∈ N : li ïîïàäàåò ìåæäó ljnk−1

è ljnk }
def
= {i ∈ N : θi ∈ [θjnk−1

, θjnk ]}.

(2) Îáîçíà÷èì ñóììó äëèí ñîîòâåòñòâóþùèõ îòðåçêîâ ÷åðåç

sjnk
def
=
∑
{li : i ∈ I(jnk )}.

(3) Îïðåäåëèì l̂jnk ⊂ R2 êàê îòðåçîê äëèíû ljnk + sjnk , ïîëó÷àåìûé
óäëèíåíèåì èñõîäíîãî îòðåçêà ljnk ïî ïðÿìîé âäîëü åãî íàïðàâ-
ëåíèÿ íà ∂Zα íà äëèíó sjnk .

(4) ×àñòü óäëèí¼ííîãî îòðåçêà l̂jnk , ðàâíàÿ ñòàðîìó îòðåçêó ljnk , áó-
äåò ëåæàòü íà ãðàíèöå çîíîòîïà. Ïðèáàâëåííàÿ æå ÷àñòü áóäåò
êàñàòüñÿ ∂Zα ñ âíåøíåé ñòîðîíû.

(5) Íàêîíåö, ñïðîåöèðóåì óäëèí¼ííûé îòðåçîê l̂jnk îáðàòíî íà ãðà-
íèöó çîíîòîïà ñ ïîìîùüþ ìåòðè÷åñêîé ïðîåêöèè íà Zα, ò.å.
ïîëîæèì

l̃jnk
def
= p(l̂jnk ).

Èç ïîñòðîåíèÿ âèäíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ N è K äëÿ êàæ-
äîãî n = 1, . . . , N ëàêóíà L(n,N) ïîêðûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ðàñøèðå-

íèé l̃jnk ïî k = 1, . . . ,K, ò.å.

L(n,N) ⊂
K⋃
k=1

l̃jnk .

Êëþ÷åâîé ìîìåíò äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ñæèìàþ-

ùåå ñâîéñòâî ìåòðè÷åñêîé ïðîåêöèè p îáåñïå÷èâàåò íàì êîíòðîëü íàä
äèàìåòðàìè ðàñøèðåíèé ÷åðåç äèàìåòðû óäëèí¼ííûõ îòðåçêîâ, ò.å.
ïîçâîëÿåò ïèñàòü îöåíêè âèäà

diam l̃jnk = diam p(l̂jnk ) 6 diam l̂jnk .

Çàìå÷àíèå 4.2.1. Â âûñøèõ ðàçìåðíîñòÿõ, ò.å. ïðè d > 3, ìû ïðîäå-
ëàåì âñ¼ òî æå ñàìîå ñ òî÷íîñòüþ äî îäíîé äåòàëè.

Îòðåçêè, ò.å. 1-ãðàíè, íà ãðàíèöå çàìåíÿòñÿ íà (d − 1)-ìåðíûå ïà-
ðàëëåëåïèïåäû, ò.å. (d−1)-ãðàíè. Ïîýòîìó è ðàñøèðÿòü ìû áóäåì óæå
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(d−1)-ãðàíè (âäîëü âñåõ èõ ñòîðîí). È åñëè diam l̂jnk åñòü ïðîñòî ñóììà
äëèí âñåõ âõîäÿùèõ â íåãî îòðåçî÷êîâ (÷åì ìû ñåé÷àñ è âîñïîëüçóåì-
ñÿ), òî äèàìåòð ïàðàëëåëåïèïåäîâ îöåíèâàòü ñëîæíåå (ê ñ÷àñòüþ, â
ïðåäûäóùåé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà ìû óæå ïîíÿëè, êàê ýòî äåëàòü).

Èòàê, ìû ïîñòðîèëè íàñòîÿùåå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà ýêñòðåìàëüíûõ
òî÷åê âèäà

Fα \ E ⊂
N⋃
n=1

L(n,N) ⊂
N⋃
n=1

K⋃
k=1

l̃jnk .

Çàôèêñèðóåì òåïåðü 1 > β > α > 0 è îöåíèì ñóììó, ñîîòâåòñòâóþ-
ùóþ äàííîìó ïîêðûòèþ, ïîëüçóÿñü íàøèìè îïðåäåëåíèÿìè è çàìå÷à-
íèÿìè:

Q(N,K)
def
=

N∑
n=1

K∑
k=1

(diam l̃jnk )β 6
N∑
n=1

K∑
k=1

(diam l̂jnk )β

=

N∑
n=1

K∑
k=1

(ljnk + sjnk )β =

N∑
n=1

K∑
k=1

(
ljnk +

∑
{li : i ∈ I(jnk )}

)β
6

N∑
n=1

K∑
k=1

(ljnk )β +
∑
{lβi : i ∈ I(jnk )} def

=

N∑
n=1

S(n,N,K).

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïàðàìåòðà 0 < β < 1
è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë x, y > 0 âåðíî (x+ y)β 6 xβ + yβ .

Âèäíî, ÷òî â èòîãîâîé ñóììå ó÷àñòâóþò â òî÷íîñòè âñå lj , êðîìå
ïåðâûõ N øòóê. ×òîáû ïîíÿòü ýòî ÷óòü áîëåå ôîðìàëüíî, íóæíî ðàñ-
ñìîòðåòü èíäåêñíûå ìíîæåñòâà

J(n,N,K)
def
=

K⊔
k=1

I(jnk ),

J̃(n,N,K) = J(n,N,K) t {jnk }Kk=1

è àêêóðàòíî ðàñïèñàòü

S(n,N,K) =

K∑
k=1

(ljnk )β +
∑
{lβi : i ∈ I(jnk )} =

∑
{lβi : i ∈ J̃(n,N,K)},
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÷òîáû ïîëó÷èòü

Q(N,K) 6
N∑
n=1

S(n,N,K) =

N∑
n=1

∑
{lβi : i ∈ J̃(n,N,K)} =

∞∑
j=N+1

lβj .

À ñ ïîñëåäíèì âûðàæåíèåì ìû óæå íàó÷èëèñü ñïðàâëÿòüñÿ â ïðåäû-
äóùåé ÷àñòè (ñ ïîìîùüþ îöåíêè ÷åðåç èíòåãðàë).

4.3. Ðåøåíèå â îáùåì ñëó÷àå. Ïóñòü òåïåðü d > 3. Áóäåì äåéñòâî-
âàòü â òîì æå ñòèëå, ÷òî è äëÿ d = 2.

Çàìå÷àíèå 4.3.1. Ðàäè ÿñíîñòè è ñ öåëüþ èçáåæàòü èçëèøíåãî íà-
ãðîìîæäåíèÿ ñèìâîëîâ ìû ïðîâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ d = 3.

Äàëüíåéøèé ïåðåíîñ ðàññóæäåíèé íà ñëó÷àé d > 4 ïðîèçâîäèòñÿ
íàïðÿìóþ çàìåíîé 2-ãðàíåé íà (d− 1)-ãðàíè è óâåëè÷åíèåì ÷èñëà èí-
äåêñîâ ñ äâóõ äî d− 1.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå N ∈ N è �îòáðîñèì� ïåðâûå N îòðåçêîâ
l1, ..., lN . ×óòü ôîðìàëüíåå, ìû îòáðàñûâàåì âñå ïàðàëëåëîãðàììû,
êðîìå {∆h,m}∞h=N+1,m=h+1.

Çàìå÷àíèå 4.3.2. Íàïîìíèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ ∆h,m = lh⊕lm åñòü
ïàðàëëåëîãðàì, íàòÿíóòûé íà îòðåçêè lh, lm è ëåæàùèé íà ãðàíèöå
çîíîòîïà.

Ñ îòðåçêàìè lh è lm ìîæíî àññîöèèðîâàòü èõ íàïðàâëåíèÿ εh è εm,
ëåæàùèå íà åäèíè÷íîé ñôåðå S2 ⊂ R3.

Â ñâîþ î÷åðåäü, êàæäîå íàïðàâëåíèå εj ∈ S2 ìîæíî çàïèñàòü â ñôå-

ðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ, êîòîðûå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç θj = (θ
(1)
j , θ

(2)
j ).

Äîãîâîðèìñÿ òàêæå, ÷òî ïîä çàïèñüþ [θt, θu] ìû áóäåì èìåòü â âèäó
ñå÷åíèå ñôåðû S2 ïëîñêîñòüþ Πtu = (εt, 0, εu), ò.å. ïëîñêîñòüþ, ïðîõî-
äÿùåé ÷åðåç òî÷êè εt, 0, εu.

Íàêîíåö, çàïèñü θh ∈ [θt, θu] áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî òî÷êà θh ∈ S2

ëåæèò íà äóãå [θt, θu].

Ïîñêîëüêó ïàðàëëåëîãðàììû � âûïóêëûå ìíîæåñòâà, îíè íå ñîäåð-
æàò íåòðèâèàëüíûõ ýêñòðåìàëüíûõ òî÷åê (âåðøèíû ìû èãíîðèðóåì).
È çíà÷èò, âñå íåòðèâèàëüíûå ýêñòðåìàëüíûå òî÷êè ñîäåðæàòñÿ â äî-
ïîëíåíèè ê îòáðîøåííûì 2-ãðàíÿì.

Äëÿ êàæäîé ÷åòâ¼ðêè îòáðîøåííûõ ïàðàëëåëîãðàììîâ âèäà

(∆r,u,∆u,s,∆s,t,∆t,r)
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îïðåäåëèì ìíîæåñòâî ïàð èíäåêñîâ

Z(t, s, r, u;N)
def
= {(h,m) :m > h+ 1, h > N + 1,

θh ∈ [θt, θu], θm ∈ [θr, θs]},
îòâå÷àþùåå íîìåðàì â òî÷íîñòè òåõ èç îñòàâøèõñÿ ïàðàëëåëîãðàììîâ
∆h,m, êîòîðûå ïîïàëè â ïðîìåæóòîê ìåæäó ∆r,u,∆u,s,∆s,t,∆t,r.

Ýòîò ïðîìåæóòîê, òî åñòü âåñü ó÷àñòîê ãðàíèöû ìåæäó 2-ãðàíÿìè
∆r,u,∆u,s,∆s,t,∆t,r, ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç L(t, s, r, u;N) ⊂ ∂Zα è áóäåì
íàçûâàòü êðèâîëèíåéíîé ëàêóíîé, èëè ïðîñòî ëàêóíîé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç D(t, s, r, u;N) ⊂ ∂Zα è áóäåì íàçûâàòü ëèíåéíîé

äûðêîé, èëè ïðîñòî äûðêîé, ó÷àñòîê ãðàíèöû, ñîñòîÿùèé â òî÷íîñòè
èç òåõ ïàðàëëåëîãðàììîâ ∆h,m, êîòîðûå ïîïàëè â ïðîìåæóòîê ìåæäó
∆r,u,∆u,s,∆s,t,∆t,r. Òî÷íåå,

D(t, s, r, u;N)
def
=
⋃
{∆h,m : (h,m) ∈ Z(t, s, r, u;N)}.

Òîãäà ëàêóíà L(t, s, r, u;N) ⊂ ∂Zα ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç ïîïàâøèõ â
íå¼ íåòðèâèàëüíûõ ýêñòðåìàëüíûõ òî÷åê è òî÷åê äûðêè D(t, s, r, u;N).

Íàêîíåö, èìåííî â ýòèõ ëàêóíàõ è ñîäåðæàòñÿ âñå èíòåðåñóþùèå
íàñ ýêñòðåìàëüíûå òî÷êè.

Òàêèì îáðàçîì,

Fα \ E 6⊂
⋃

t,s,r,u

D(t, s, r, u;N),

íî
Fα \ E ⊂

⋃
t,s,r,u

L(t, s, r, u;N).

Â ôèêñèðîâàííîé ëàêóíå L(t, s, r, u) åñòü äâà ãëàâíûõ íàïðàâëåíèÿ
äâèæåíèÿ: îò θt ê θu è îò θr ê θs.

Ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ïàð (θh, θm) ∈ [θt, θu]× [θr, θs], âîñïðèíè-
ìàåìûõ êàê ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû òî÷åê íà S2, çàñòèëàåò ñôåðè÷å-
ñêèé ÷åòûð¼õóãîëüíèê.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå K1,K2 ∈ N è äëÿ âñåõ t, s, r, u ðàññìîò-
ðèì ìíîæåñòâà

A1(t, s, r, u;N,K1)
def
= {h(k1; t, s, r, u;N,K1)}K1

k1=1

íàèìåíüøèõ èíäåêñîâ h > N + 1, òàêèõ ÷òî θh ∈ [θt, θu], è

A2(t, s, r, u;N,K2)
def
= {m(k2; t, s, r, u;N,K1)}K2

k2=1

íàèìåíüøèõ èíäåêñîâ m > h+ 1, òàêèõ ÷òî θm ∈ [θr, θs].
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Íà êàæäóþ ïàðó îòðåçêîâ (lh, lm), òàêèõ ÷òî (h,m) ∈ A1 × A2, íà-
òÿíåì 2-ãðàíü ∆h,m. Ïîëó÷åííûå ïàðàëëåëîãðàììû áóäåì íàçûâàòü
îïîðíûìè äëÿ äàííîé ëàêóíû. Ñàìè èíäåêñû h è m áóäåì ïèñàòü êàê
h(k1) è m(k2) èëè êàê hk1 è mk2 â çàâèñèìîñòè îò óäîáñòâà.

Çàìå÷àíèå 4.3.3. Ïîëó÷èâøååñÿ ñåìåéñòâî èç K1 × K2 ïàðàëëåëî-
ãðàììîâ îáðàçóåò ñåòêó âíóòðè ñîîòâåòñòâóþùåé äûðêè.

Îíà èìååò øèðèíó â K1 øòóê 2-ãðàíåé è äëèíó â K2 øòóê 2-ãðàíåé,
ïðè÷¼ì ëþáàÿ ïàðà ñîñåäíèõ �ïî ñòðîêå� èëè �ïî ñòîëáöó� 2-ãðàíåé
�ñòûêóåòñÿ� ïî îòðåçêó îäíîé è òîé æå äëèíû è îäíîãî è òîãî æå
íàïðàâëåíèÿ.

Äëÿ êàæäîé 2-ãðàíè ∆h(k1),m(k2) èç ñåòêè ïîñòðîèì å¼ ðàñøèðåíèå

∆̃h(k1),m(k2) ïî ñëåäóþùåé ïðîöåäóðå.

(1) Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî èíäåêñîâ

I1(hk1)
def
= {i ∈ N : li ïîïàäàåò ìåæäó lh(k1−1) è lh(k1)}
def
= {i ∈ N : θi ∈ [θh(k1−1), θh(k1)]}.

(2) Îáîçíà÷èì ñóììó äëèí ñîîòâåòñòâóþùèõ îòðåçêîâ ÷åðåç

sh(k1)
def
=
∑
{li : i ∈ I1(hk1)}.

(3) Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî èíäåêñîâ

I2(mk2)
def
= {i ∈ N : li ïîïàäàåò ìåæäó lm(k2−1) è lm(k2)}
def
= {i ∈ N : θi ∈ [θm(k2−1), θm(k2)]}.

(4) Îáîçíà÷èì ñóììó äëèí ñîîòâåòñòâóþùèõ îòðåçêîâ ÷åðåç

sm(k2)
def
=
∑
{li : i ∈ I2(mk2)}.

(5) Îïðåäåëèì ∆̂h,m ⊂ R3 êàê ïàðàëëåëîãðàìì, ïîëó÷åííûé èç
èñõîäíîãî ïàðàëëåëîãðàììà ∆h,m óäëèíåíèåì (â íóæíûõ íà-
ïðàâëåíèÿõ) îáðàçóþùèõ åãî îòðåçêîâ lh è lm äî îòðåçêîâ äëè-
íû lh + sh è lm + sm ñîîòâåòñòâåííî.

(6) ×àñòü óäëèí¼ííîãî ïàðàëëåëîãðàììà ∆̂h,m, êîòîðàÿ ðàâíà ñòà-
ðîìó ∆h,m, áóäåò ëåæàòü íà ãðàíèöå çîíîòîïà. Ïðèáàâëåííàÿ
æå ÷àñòü áóäåò êàñàòüñÿ ∂Zα ñ âíåøíåé ñòîðîíû.
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(7) Íàêîíåö ñïðîåöèðóåì óäëèí¼ííûé ïàðàëëåëîãðàìì ∆̂h,m îá-
ðàòíî íà ãðàíèöó çîíîòîïà ñ ïîìîùüþ ìåòðè÷åñêîé ïðîåêöèè

íà Zα, ò.å. ïîëîæèì

∆̃h,m
def
= p(∆̂h,m).

Èç ïîñòðîåíèÿ âèäíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ N , K1 è K2 äëÿ
êàæäûõ t, s, r, u ëàêóíà L(t, s, r, u;N) ïîêðûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ðàñøè-

ðåíèé ∆̃h,m ïî (h,m) ∈ A1 ×A2, ò.å.

L(t, s, r, u;N) ⊂
⋃

(h,m)∈A1×A2

∆̃h,m.

Êðîìå òîãî, ñæàòèå ïðè ïðîåêöèè p ãàðàíòèðóåò íàì êîíòðîëü íàä
äèàìåòðàìè ðàñøèðåíèé ÷åðåç äèàìåòðû óäëèí¼ííûõ ïàðàëëåëîãðàì-

ìîâ. Èíûìè ñëîâàìè,

diam ∆̃h,m = diam p(∆̂h,m) 6 diam ∆̂h,m.

Çàìå÷àíèå 4.3.4. Èç ïåðâîé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà ìû ïîìíèì, ÷òî
îöåíèâàòü äèàìåòðû ïðîèçâîëüíûõ ïàðàëëåëîãðàììîâ äîâîëüíî çà-
òðóäíèòåëüíî. Ïîýòîìó ìû ïîñòóïèì èíà÷å.

Ðàçðåæåì ïðåäâàðèòåëüíî êàæäûé èìåþùèéñÿ óäëèí¼ííûé ïàðàë-

ëåëîãðàìì ∆̂h,m âäîëü êàæäîé èç äâóõ åãî îáðàçóþùèõ ïî ñîñòàâëÿ-
þùèì å¼ äëèíó îòðåçêàì lj .

Ïîñëå ðàçðåçàíèÿ ìû ïîëó÷èì íàáîð ïàðàëëåëîãðàììîâ ∆j1,j2 , ãäå
j1 ∈ I1(h) ∪ {h} è j2 ∈ I2(m) ∪ {m} ñ äëèíàìè ñòîðîí ðàâíûìè lj1 , lj2 .

Ðîâíî îäèí èç ∆j1,j2 ëåæèò íà ãðàíèöå çîíîòîïà (ýòî èñõîäíûé ∆h,m

äî óäëèíåíèÿ). Îñòàâøèåñÿ æå ïðîäîëæàþò åãî è íàõîäÿòñÿ ñ âíåøíåé
ñòîðîíû îò ∂Zα.

Äàëåå, ñ êàæäûì ïàðàëëåëîãðàììîì ∆j1,j2 ïðîâåä¼ì ïðîöåäóðó ðàç-
ðåçàíèÿ íà ðîìáû âäîëü á�oëüøåé ñòîðîíû (îïèñàííóþ â ïåðâîé ÷àñòè
äîêàçàòåëüñòâà).

Â èòîãå êàæäûé óäëèí¼ííûé ïàðàëëåëîãðàìì ∆̂h,m îêàæåòñÿ ïðåä-

ñòàâëåí â âèäå îáúåäèíåíèÿ ìàëåíüêèõ ðîìáèêîâ δ
(r)
j1,j2

:

∆̂h,m =
⋃
j1,j2

∆j1,j2 =
⋃

j1,j2,r

δ
(r)
j1,j2

.

È, çíà÷èò,

L(t, s, r, u;N) ⊂
⋃

(h,m)∈A1×A2

p(∆̂h,m) =
⋃
h,m

⋃
j1,j2,r

p(δ
(r)
j1,j2

).
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Â êà÷åñòâå ïîêðûòèÿ, ñóììó äèàìåòðîâ êîòîðîãî â ñòåïåíè β > 0
ìû áóäåì îöåíèâàòü, ìû âîçüì¼ì ïîñòðîåííîå âûøå ïîêðûòèå ìíîæå-

ñòâàìè p(δ
(r)
j1,j2

).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî diam p(δ
(r)
j1,j2

) 6 diam δ
(r)
j1,j2

, ìû ïðèõîäèì ê âûðàæå-
íèþ âèäà

Q(N,K1,K2) =
∑
t,s,r,u

K1∑
k1=1

K2∑
k2=1

∑
j1∈I1(hk1 )

∑
j2∈I2(hk2 )

∑
r

(
diam δ

(r)
j1,j2

)β
.

Íåñëîæíàÿ ìàíèïóëÿöèÿ ñ èíäåêñíûìè ìíîæåñòâàìè (àíàëîãè÷íàÿ
ñëó÷àþ d = 2) ïðèâîäèò ðàññìàòðèâàåìóþ ñóììó ê âûðàæåíèþ âèäà
H(N), îïðåäåë¼ííîìó â (4), ÷åãî ìû è äîáèâàëèñü.

Êàê óæå áûëî ñêàçàíî ðàíåå, ñëó÷àé ðàçìåðíîñòè d > 4 ôîðìàëèçó-
åòñÿ â òî÷íîñòè òîé æå ïðîöåäóðîé ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî 2-ãðàíè
çàìåíÿþòñÿ íà (d− 1)-ãðàíè è ÷èñëî èíäåêñîâ âîçðàñòàåò â ðàçû. Äî-
êàçàòåëüñòâî îêîí÷åíî.

�5. Çàêëþ÷åíèå

Â çàäà÷å î çîíîòîïàõ ñëåäóþùèì âàæíûì ïðîäâèæåíèåì ìîãëà áû
ñòàòü íåòðèâèàëüíàÿ íèæíÿÿ îöåíêà â ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè (èëè
õîòÿ áû â òð¼õìåðèè) äëÿ ñëó÷àÿ ðàâíîìåðíîé ñïåêòðàëüíîé ìåðû σ.

Îñíîâíàÿ ãèïîòåçà ñîñòîèò â òîì, ÷òî dimH Fα = (d− 1)α. Ê ñîæà-
ëåíèþ, íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ äî êîíöà ïîíÿòíûì, êàê ìîæíî áûëî áû ýòî
äîêàçàòü.

Íà ïëîñêîñòè íèæíÿÿ îöåíêà áûëà ïîëó÷åíà èç ñâÿçè ñ òåîðèåé α-
óñòîé÷èâûõ ñóáîðäèíàòîðîâ [7]. Ê ñîæàëåíèþ, ïîêà äàííûé ïîäõîä íå
îáîáùàåòñÿ íàïðÿìóþ íà á�oëüøèå ðàçìåðíîñòè.

Îäèí èç âîçìîæíûõ ïóòåé ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè Ëåììû Ôðîñò-
ìàíà è õàðàêòåðèçàöèè ìåðû Õàóñäîðôà ìíîæåñòâà ñ ïîìîùüþ ïðå-
îáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî áûëî áû ïîñòðîèòü íà Fα
òàêóþ âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó µ, õâîñòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè
êîòîðîé óáûâàëè áû äîñòàòî÷íî áûñòðî íà áåñêîíå÷íîñòè.

Òàêóþ ìåðó, ðàçóìååòñÿ, ìîæíî áûëî áû ñòðîèòü ñ ïîìîùüþ áåñ-
êîíå÷íûõ ñâ¼ðòîê ñóìì äåëüòà-ìåð (êëàñòü íàãðóçêè â âåðøèíû ãðà-
íè÷íûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ). Íåïîíÿòíî, îäíàêî, êàê îöåíèâàòü õâîñòû
ïîëó÷àþùåãîñÿ ïîñëå ïåðåõîäà â Ôóðüå-îáðàç áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ êîñèíócîâ.
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Âîçìîæíî, ðåøåíèå îòêðîåòñÿ è ÷åðåç èíîé ìåòîä. Âî âñÿêîì ñëó-
÷àå, âîïðîñ î íèæíåé îöåíêå îñòàâëÿåò ïîëå äëÿ äàëüíåéøåãî èññëå-
äîâàíèÿ.
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Kukushkin M. A. Geometrical characteristics of random countable zono-
topes.

This note studies random countable zonotopes in Rd, i.e., objects of the
form Zα =

⊕∞
k=1 Γ

− 1
α

k [0, εk], 0 < α < 1, where Γk =
∑k
j=1 τj , {τj , j > 1}

are i.i.d. random variables with a common standard exponential distribu-
tion, and {εj , j > 1} are i.i.d. random vectors with a common distribution
σ concentrated on the unit sphere Sd−1 ⊂ Rd. The sequences {τj} and
{εj} are assumed to be independent.

The boundary of such a centrally symmetric body, ∂Zα, has a non-
trivial Cantor-like structure. Of interest is the estimation of the Hausdor�
dimension of the set of its extreme points, dimH(extZα). For dimension
d = 2, upper and lower bounds were obtained in Davydov and Paulauskas
(2019). However, for d = 3 and in higher dimensions, the question of both
the lower and the upper bound remained open.
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Below, we state and prove a new result concerning the upper bound in an
arbitrary dimension. Namely, we claim that the inequality dimH(extZα) 6
α+ d− 2 holds almost surely for any d > 2 and 0 < α < 1.
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