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�1. Ââåäåíèå.

Ïóñòü w(t), t > 0, w(0) = 0 � ñòàíäàðòíûé îäíîìåðíûé âèíåðîâñêèé
ïðîöåññ. Ïîëîæèì wx(t) = x + w(t). Ðàññìîòðèì âåòâÿùóþñÿ âåðñèþ
ýòîãî ïðîöåññà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïàðàìåòðû âåòâëåíèÿ çàâèñÿò îò
òî÷êè, â êîòîðîé ïðîöåññ íàõîäèòñÿ â ìîìåíò âåòâëåíèÿ. Âåòâÿùèé-
ñÿ ïðîöåññ ìîæåò áûòü îïèñàí ñëåäóþùèì îáðàçîì. ×àñòèöà ñòàðòóåò
èç òî÷êè x ∈ R è ýêñïîíåíöèàëüíîå âðåìÿ (ñ ïàðàìåòðîì åäèíèöà)
äâèæåòñÿ âäîëü òðàåêòîðèè âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà wx(t). Â ýêñïîíåí-
öèàëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ÷àñòèöà èñ÷åçàåò è âìåñòî íåå â ýòîé æå
òî÷êå âîçíèêàåò ñëó÷àéíîå ÷èñëî íîâûõ ÷àñòèö, êîòîðûå, ñëåäóÿ òî-
ìó æå ïðàâèëó, äâèæóòñÿ ïî òðàåêòîðèÿì íåçàâèñèìûõ âèíåðîâñêèõ
ïðîöåññîâ è ñíîâà âåòâÿòñÿ â íå çàâèñÿùèå äðóã îò äðóãà ýêñïîíåíöè-
àëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè. Êîëè÷åñòâî k ïîÿâèâøèõñÿ íîâûõ ÷àñòèö
ïðè êàæäîì âåòâëåíèè ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñ ðàñïðåäåëå-
íèåì, çàâèñÿùèì îò òî÷êè, â êîòîðîé ïðîèçîøëî âåòâëåíèå. ×åðåç
pk(x), k = 0, 1, 2, . . . îáîçíà÷èì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷àñòèöà ðàçäå-
ëèëàñü íà k ÷àñòèö, ïðè óñëîâèè, ÷òî âåòâëåíèå ïðîèçîøëî â òî÷êå
x ∈ R.

Òàêîé âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìàðêîâñêèé
ïðîöåññ, ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèÿ â ïðîñòðàíñòâå êîíå÷íûõ êîíôèãóðà-
öèé X (R), êàæäûé ýëåìåíò X êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ êîíå÷íîå
ïîäìíîæåñòâî R. Â ýòîì êîíå÷íîì ïîäìíîæåñòâå ìû áóäåì äîïóñêàòü
íàëè÷èå êðàòíûõ òî÷åê (êîíå÷íîé êðàòíîñòè), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òîìó,
÷òî â äàííîé òî÷êå íàõîäèòñÿ íåñêîëüêî ÷àñòèö.

Äàëåå, ÷åðåçXx(t) îáîçíà÷èì âåòâÿùèéñÿ âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, óäî-
âëåòâîðÿþùèé íà÷àëüíîìó óñëîâèþ Xx(0) = {x}, òî åñòü â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè ó íàñ èìååòñÿ åäèíñòâåííàÿ ÷àñòèöà, íàõîäÿùàÿñÿ â

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, âåòâÿùèåñÿ ïðîöåññû, ïðåäåëüíûå
òåîðåìû.
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òî÷êå x ∈ R. Â ðàìêàõ íàñòîÿùåé ðàáîòû ìû îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî íà-
õîæäåíèåì ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ôóíêöèîíàëîâ It,x(ϕ) îò ïðî-
öåññà Xx(t), çàäàâàåìûõ êàê

It,x(ϕ) =
∑

y∈Xx(t)

ϕ(y), (1)

ãäå ϕ : R→ R � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî ìû
èçó÷àåì íå âåñü âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ, à òîëüêî åãî �ëèíåéíóþ� ÷àñòü.
Äåéñòâèòåëüíî, êàæäîé êîíôèãóðàöèè X ∈ X (R) ìû ìîæåì ñîïîñòà-
âèòü äèñêðåòíóþ ìåðó µX âèäà

µX =
∑
y∈X

δy,

ãäå δy � åäèíè÷íàÿ ìàññà, íàõîäÿùàÿñÿ â òî÷êå y ∈ X ∈ X (R). Â ýòèõ
îáîçíà÷åíèÿõ (1) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà êàê

It,x(ϕ) =

∫
ϕdµX .

Â ñëó÷àå, êîãäà It,x(ϕ) ïðè âñåõ t > 0 èìååò êîíå÷íîå ìàòåìàòè÷å-
ñêîå îæèäàíèå, ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ

[P tϕ](x) = E It,x(ϕ) (2)

îáðàçóåò ïîëóãðóïïó, ò.å. P t+s = P tP s äëÿ âñåõ t, s > 0, à ôóíêöèÿ
u(t, x) = E It,x(ϕ) ðåøàåò çàäà÷ó Êîøè

∂tu =
1

2
∂2
xxu+ β(x)u, u(0, x) = ϕ(x), (3)

ãäå

β(x) =

∞∑
k=1

kpk(x)− 1.

Âåëè÷èíó β(x) íàçûâàþò èíòåíñèâíîñòüþ âåòâëåíèÿ â òî÷êå x. Èç
(3) â ÷àñòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî â ðàìêàõ íàøåãî ïîäõîäà âñå ñõåìû âåòâëå-
íèÿ ñ îäíîé è òîé æå èíòåíñèâíîñòüþ âåòâëåíèÿ β(x) äëÿ íàñ ÿâëÿþòñÿ
íåðàçëè÷èìûìè. Êàê è â [6], óñëîâèìñÿ íàçûâàòü êëàññ ýêâèâàëåíòíî-
ñòè òàêèõ ïðîöåññîâ âåòâÿùèìñÿ ïðîöåññîì â øèðîêîì ñìûñëå.

Íà óðàâíåíèå (3) åñòåñòâåííî ñìîòðåòü êàê íà àíàëîã îáðàòíîãî
óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà, îïèñûâàþùèé ýâîëþöèþ ôóíêöèé ϕ 7→ P tϕ.
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Îòìåòèì âàæíîå îòëè÷èå ñåìåéñòâ îïåðàòîðîâ P t îò àíàëîãè÷íûõ ñå-
ìåéñòâ, îòâå÷àþùèõ ìàðêîâñêèì ïðîöåññàì. Â îòëè÷èå îò ìàðêîâ-
ñêèõ ïðîöåññîâ íà êîíå÷íîìåðíîì èëè êîíå÷íîì ôàçîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå, îïåðàòîðû P t íå îïðåäåëÿþò âåñü âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ, à òîëüêî
âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ â øèðîêîì ñìûñëå.

Â �2 íàñòîÿùåé ðàáîòû ìû âûïèøåì àíàëîã ïðÿìîãî óðàâíåíèÿ
Êîëìîãîðîâà, îïèñûâàþùåãî ýâîëþöèþ ìåð.

Â íàøåé ðàáîòå [6] ðàññìàòðèâàëñÿ ñëó÷àé, êîãäà èíòåíñèâíîñòü
âåòâëåíèÿ β(x) èìåëà âèä

β(x) =

N∑
j=1

λjδ(x− xj)− d, (4)

òî åñòü ÿâëÿëàñü îáîáùåííîé ôóíêöèåé, èìåííî, ëèíåéíîé êîìáèíàöè-
åé äåëüòà-ôóíêöèé, ñîñðåäîòî÷åííûõ â òî÷êàõ x1, . . . , xN ìèíóñ íåêî-
òîðàÿ êîíñòàíòà d > 0. Îòìåòèì, ÷òî âåòâÿùèåñÿ ïðîöåññû, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ñëó÷àþ N = 1, ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàëèñü â [1, 2, 3]. Ñëîæ-
íîñòü èçó÷åíèÿ òàêèõ ïðîöåññîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî îïèñàííûé âûøå
ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ïðîöåññà, ïðè êîòîðîì âåòâëåíèå ïðîèñõîäèò ÷åðåç
ýêñïîíåíöèàëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, çàâåäîìî íåïðèãîäåí, ðàâíî êàê
íåïðèãîäåí ñïîñîá, ïðè êîòîðîì äåëåíèå ïðîèñõîäèò ïðè êàæäîì ïî-
ïàäàíèè òðàåêòîðèè â îäíó èç òî÷åê xj .

Â [6] áûë ïðåäñòàâëåí âîçìîæíûé ñïîñîá ãåíåðàöèè òðàåêòîðèé âåò-
âÿùèõñÿ ïðîöåññîâ ðàññìàòðèâàåìîãî âèäà (ñïîñîá çàâåäîìî íå åäèí-
ñòâåííûé, òàê êàê, êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, ìû ðàññìàòðèâàåì âåò-
âÿùèéñÿ ïðîöåññ â øèðîêîì ñìûñëå).

Êðîìå òîãî, ðàññìàòðèâàëîñü ïðÿìîå óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà è áû-
ëî ïîêàçàíî, ÷òî ýâîëþöèÿ ìåð óñòðîåíà òàê æå, êàê è äëÿ îáû÷íîãî
ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà. Èìåííî, áûëî ïðèâåäåíî íåîáõîäèìîå è äîñòà-
òî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî èíâàðèàíòíî-
ãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîêàçàíà ïîëîæèòåëüíîñòü ïëîòíîñòè è âûïèñàí
ÿâíûé âèä èíâàðèàíòíîé ïëîòíîñòè. Òàêæå áûëà äîêàçàíà ïðåäåëü-
íàÿ òåîðåìà îá ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðîé ñõîäèìîñòè ïðè t→∞ ïðî-
èçâîëüíîãî íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìîé
ïëîòíîñòüþ â L2(R) ê èíâàðèàíòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áóäóò ïîëó÷åíû àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ
ñëó÷àÿ, êîãäà èíòåíñèâíîñòü âåòâëåíèÿ åñòü îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ βα,
çàâèñÿùàÿ îò ïàðàìåòðà α ∈ (0, 1/2). Ïî îïðåäåëåíèþ (ñì., íàïðè-
ìåð, [10]), îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ βα íà îñíîâíóþ ôóíêöèþ ϕ äåéñòâóåò
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êàê

(βα, ϕ) = −
∫
R

ϕ(x)− ϕ(0)

|x|1+α
dx. (5)

Áóäåò äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî èíâàðèàíò-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìîé ïëîòíîñòüþ, ïîëó-
÷åíà àñèìïòîòèêà åãî ïëîòíîñòè â íóëå è íà áåñêîíå÷íîñòè è äîêàçàíà
ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà î ñõîäèìîñòè â L2(R) ê ýòîìó èíâàðèàíòíîìó ðàñ-
ïðåäåëåíèþ. Ñóùåñòâåííûì îòëè÷èåì îò [6] ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðîöåññ
ñ èíòåíñèâíîñòüþ âèäà (5) èñõîäíî áóäåò îïðåäåëåí òîëüêî â ñëàáîì
ñìûñëå (áåç àëãîðèòìà ãåíåðàöèè òðàåêòîðèé). Èìåííî, îí áóäåò îïðå-
äåëÿòüñÿ êàê ïðåäåë îáû÷íûõ âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ ñ ðåãóëÿðíîé èí-
òåíñèâíîñòüþ âåòâëåíèÿ, íî ïðåäåëüíûé ïðîöåññ áóäåò çàäàí òîëüêî
ñâîåé ýâîëþöèåé ìåð. Ïðè÷èíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè (5)
íåâîçìîæíî çàìåíèòü íà ñóììó èíòåãðàëîâ. Ãðóáî ãîâîðÿ, â íà÷àëå
êîîðäèíàò íàõîäèòñÿ äåëüòà-ôóíêöèÿ ñ êîýôôèöèåíòîì ðàâíûì áåñ-
êîíå÷íîñòè, íî çàâèñÿùèì åùå è îò α, à âíå íóëÿ íàõîäèòñÿ ñèëüíûé
¾óáèâàþùèé¿ ïîòåíöèàë, ñòðåìÿùèéñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè ïðèáëè-
æåíèè ê íà÷àëó êîîðäèíàò. Òàêîìó îáúåêòó ìîæíî ïðèäàòü ñìûñë ÿâ-
íûì óêàçàíèåì ðåãóëÿðèçàöèè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî ìû åãî
ðàññìàòðèâàåì òîëüêî êàê ïðåäåëüíûé, ò.å òîëüêî â ñëàáîì ñìûñëå.

Ïî óìîë÷àíèþ âñå îáîáùåííûå ôóíêöèè ìû äàëåå áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü êàê ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèîíàëû íà ïðîñòðàíñòâå C∞0 (R)
âñåõ âåùåñòâåííûõ (îñíîâíûõ) ôóíêöèé ψ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìå-
åò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ è ôèíèòíà. Ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {ψn} îñíîâíûõ ôóíêöèé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ â ïðîñòðàíñòâå
C∞0 (R), åñëè âñå ýòè ôóíêöèè îáðàùàþòñÿ â íóëü âíå îäíîãî è òîãî æå
èíòåðâàëà è ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ ê íóëþ òàêæå êàê è èõ ïðîèçâîäíûå
ëþáîãî ïîðÿäêà (ïîäðîáíåå ñì. [10]).

Êàæäàÿ ôóíêöèÿ f ∈ L1,loc(R) îïðåäåëÿåò ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë
(îáîáùåííóþ ôóíêöèþ), äåéñòâóþùóþ íà ψ ∈ C∞0 (R) êàê

(f, ψ) =

∫
R

f(y)ψ(y) dy. (6)

Ëèíåéíûé ôóíêöèîíàëû (îáîáùåííûå ôóíêöèè) âèäà (6) íàçûâà-
þò ðåãóëÿðíûìè ôóíêöèîíàëàìè, âñå îñòàëüíûå � ñèíãóëÿðíûìè. Ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü îáîáùåííûõ ôóíêöèé {hn} ñõîäèòñÿ ê îáîáùåííîé
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ôóíêöèè h, åñëè äëÿ ëþáîãî ψ ∈ C∞0 (R) âûïîëíåíî

lim
n→∞

(hn, ψ) = (h, ψ). (7)

Åñëè âñå îáîáùåííûå ôóíêöèè hn ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè ôóíêöè-
îíàëàìè (ò.å. ôóíêöèÿìè êëàññà L1,loc(R)), òî ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {hn} ñõîäèòñÿ â ñìûñëå îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Ïðåäåëüíàÿ
îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ h óæå íå îáÿçàíà áûòü ðåãóëÿðíûì ôóíêöèîíà-
ëîì.

�2. Îïðåäåëåíèå âåòâÿùåãîñÿ ïðîöåññà.

Ñëåäóÿ [6], âûïèøåì ñíà÷àëà àíàëîã ïðÿìîãî óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðî-
âà, îïèñûâàþùåãî ýâîëþöèþ ìåð. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî åñëè ϕ = 1Γ,
ãäå Γ � áîðåëåâñêîå ïîäìíîæåñòâî âåùåñòâåííîé ïðÿìîé, òî âåëè÷èíó
[P t1Γ](x) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö â ìíî-
æåñòâå Γ â ìîìåíò âðåìåíè t ïðè óñëîâèè, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè ó íàñ èìåëàñü åäèíñòâåííàÿ ÷àñòèöà, íàõîäÿùàÿñÿ â òî÷êå x.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âåëè÷èíà [P t1Γ](x) êîíå÷íà ïðè âñåõ t > 0.

Äàëåå, ïóñòü ν � ìåðà êîíå÷íîé ïîëíîé âàðèàöèè íà áîðåëåâñêîé
σ-àëãåáðå B(R). Äëÿ t > 0 îïðåäåëèì ìåðó νP t, ïîëàãàÿ äëÿ Γ ∈ B(R)

[
νP t

]
(Γ)

def
=

∫ [
P t1Γ

]
(x) ν(dx). (8)

Â ñëó÷àå, êîãäà ν íåîòðèöàòåëüíà, ìåðó νP t â òåðìèíàõ âåòâÿùå-
ãîñÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì. Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ó íàñ èìååòñÿ ñëó÷àéíàÿ
êîíôèãóðàöèÿ ÷àñòèö, ïðè÷åì ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö â ëþáîì áîðåëåâ-
ñêîì ìíîæåñòâå Γ åñòü ν(Γ). Äàëåå, îòòàëêèâàÿñü îò ýòîé êîíôèãóðà-
öèè (íàïîìíèì, ÷òî âåòâÿùååñÿ ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ìû ðàññìàòðè-
âàåì êàê ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå êîíôèãó-
ðàöèé X (R)), çàïóñòèì âåòâÿùååñÿ ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå è ïîñìîòðèì
íà íåãî â ìîìåíò âðåìåíè t > 0. Äëÿ êàæäîãî áîðåëåâñêîãî Γ âåëè÷èíà
νP t(Γ) åñòü ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö âåòâÿùåãîñÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ
â ìîìåíò âðåìåíè t â ìíîæåñòâå Γ. Ïðè ýòîì óñðåäíåíèå ïðîèçâîäèòñÿ
êàê ïî íà÷àëüíûì êîíôèãóðàöèÿì, òàê è ïî òðàåêòîðèÿì âåòâÿùåãîñÿ
ïðîöåññà.
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Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî íà ìíîæåñòâå êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé
âèäà

ϕ =

K∑
k=1

ak1Γk ,

îïåðàòîð P t, äåéñòâóþùèé íà ôóíêöèè è îïåðàòîð P t, äåéñòâóþùèé
íà ìåðû, ÿâëÿþòñÿ ôîðìàëüíî ñîïðÿæåííûìè. Äåéñòâèòåëüíî,

(ν, P tϕ) = (ν, P t
K∑
k=1

ak1Γk) =

K∑
k=1

ak(ν, P t1Γk)

=

K∑
k=1

ak

∫ [
P t1Γk

]
(x) ν(dx) =

K∑
k=1

ak(νP t)(Γk) = (νP t, ϕ).

Ðàññìîòðèì òåïåðü èíòåðåñóþùèé íàñ ñëó÷àé, êîãäà èíòåíñèâíîñòü
β(x) åñòü îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ βα, îïðåäåëÿåìàÿ â (5).

Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, â íà÷àëå êîîðäèíàò íàõîäèòñÿ åäèíñòâåííûé
èñòî÷íèê, â êîòîðîì ÷àñòèöà äåëèòñÿ (ïðè÷åì ñ áåñêîíå÷íîé èíòåíñèâ-
íîñòüþ), íî êàê òîëüêî íîâàÿ ÷àñòèöà ñìåùàåòñÿ, îíà ñ âåðîÿòíîñòüþ,
áëèçêîé ê åäèíèöå, ïîãèáàåò. Íå âïîëíå ïîíÿòíî, êàê ìîæíî íàïðÿ-
ìóþ ãåíåðèðîâàòü òðàåêòîðèè òàêîãî âåòâÿùåãîñÿ ïðîöåññà, òàê êàê
óïîìÿíóòàÿ áåñêîíå÷íàÿ èíòåíñèâíîñòü íà ñàìîì äåëå, êàê ïîêàçû-
âàåò ôîðìóëà (5), çàâèñèò îò α. Êàê óæå áûëî óêàçàíî âî ââåäåíèè,
ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî â (5) èíòåãðàë îò ðàçíîñòè íå ìîæåò áûòü
çàìåíåí íà ðàçíîñòü èíòåãðàëîâ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðèäàòü ñìûñë òàêîìó âåòâÿùåìóñÿ ïðîöåññó, ìû
ïðèìåíèì ïîäõîä, áëèçêèé ê èñïîëüçóåìîìó â [8]. Ïðîöåññ ñ èíòåí-
ñèâíîñòüþ βα ìû ïîñòðîèì êàê ïðåäåëüíûé äëÿ íåêîòîðîãî äðóãîãî
ñåìåéñòâà îáû÷íûõ âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ. Äëÿ ýòîãî äëÿ âñÿêîãî ε > 0
îïðåäåëèì ôóíêöèþ βαε (x), ïîëàãàÿ

βαε (x) =

{
− 1
|x|1+α ïðè |x| > ε,
1

αε1+α ïðè |x| ∈ [0, ε].

Çàìåòèì, ÷òî βαε ∈ L2(R) ∩ L∞(R) è äëÿ ëþáîãî ε > 0 âûïîëíåíî∫
R

βαε (x) dx = 0.

Äàëåå, ïîêàæåì, ÷òî ïðåäåë βαε (x) â ñìûñëå îáîáùåííûõ ôóíêöèé
åñòü îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ βα(x), îïðåäåëÿåìàÿ â (5). Äåéñòâèòåëüíî,
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äëÿ ëþáîé îñíîâíîé ôóíêöèè ϕ ∈ C∞0 (R) ìû èìååì∫
R

βαε (x)ϕ(x) dx = −
∫
|x|>ε

ϕ(x)− (ϕ, δε)

|x|1+α
dx, (9)

ãäå ÷åðåç δε îáîçíà÷åíà ôóíêöèÿ 1
2ε1[−ε,ε]. Êàê ëåãêî âèäåòü, ïðàâàÿ

÷àñòü (9) ïðè ε→ 0 ñòðåìèòñÿ ê âåëè÷èíå

−
∫
R

ϕ(x)− ϕ(0)

|x|1+α
dx = (βα, ϕ).

Ñ ôóíêöèåé βαε (x) ñâÿæåì ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð Aε, ñ îáëà-
ñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(Aε) = W 2

2 (R) è äåéñòâóþùèé íà ýòîé îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ êàê

Aεϕ(x) = − 1

2

d2

dx2
− βαε (x).

Ñëåäóþùèì øàãîì ïîêàæåì, êàê ìîæíî ñìîäåëèðîâàòü ïðîöåññ èí-
òåíñèâíîñòüþ âåòâëåíèÿ βαε (x). Ïóñòü ÷àñòèöà ñòàðòóåò èç òî÷êè x ∈ R
è äâèæåòñÿ âäîëü òðàåêòîðèè âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà wx(t), wx(0) = x.

Äàëåå, ïóñòü Π � ïóàññîíîâñêîå ïîëå íà [0,∞) ñ èíòåíñèâíîñòüþ
|βαε (wx(t))|. Â ìîìåíò ïîÿâëåíèÿ ïåðâîé òî÷êè s ýòîãî ïóàññîíîâñêîãî
ïîëÿ åñëè βαε (wx(s)) > 0, òî èñõîäíàÿ ÷àñòèöà èñ÷åçàåò, à âìåñòî íåå â
òîé æå òî÷êå ïîÿâëÿþòñÿ äâå íîâûå ÷àñòèöû, äâèæóùèåñÿ íåçàâèñèìî
äðóã îò äðóãà ïî òîìó æå çàêîíó, ÷òî è èñõîäíàÿ ÷àñòèöà. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå (êîãäà βαε (wx(s)) < 0) èñõîäíàÿ ÷àñòèöà èñ÷åçàåò, íå îñòàâëÿÿ
ïîòîìñòâà.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ îïèñàííîãî âåòâÿùåãîñÿ ñëó÷àéíîãî áëóæ-
äàíèÿ ãåíåðàòîð ïîëóãðóïïû P tε , çàäàâàåìîé (2), ðàâåí −Aε.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1. Ãåíåðàòîð ïîëóãðóïïû P tε åñòü îïåðàòîð

−Aε =
1

2

d2

dx2
+ βαε (x),

òî åñòü äëÿ âñåõ ϕ ∈W 2
2 (R) ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

lim
t→0+

[P tεϕ](x)− ϕ(x)

t
=
ϕ′′(x)

2
+ βαε (x)ϕ(x). (10)

(ïðåäåë â (10) ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå L2(R)).
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Äîêàçàòåëüñòâî. ×åðåç β+
ε îáîçíà÷èì ôóíêöèþ (çàâèñèìîñòü îò α

áóäåì â îáîçíà÷åíèÿõ îïóñêàòü)

β+
ε (x) = max(βαε (x), 0).

Ïðè t→ 0+ èìååì

[P tεϕ](x)− ϕ(x) = E It,x(ϕ)− ϕ(x)

= E
[
e
−

t∫
0

|βαε (wx(τ))| dτ
ϕ(wx(t))− ϕ(x) + 2

t∫
0

β+
ε (wx(τ))ϕ(wx(τ)) dτ

]
+ o(t)

= E
[
ϕ(wx(t))− ϕ(x)

]
− Eϕ(wx(t))

t∫
0

|βαε (wx(τ))| dτ

+ 2E
t∫

0

β+
ε (wx(τ))ϕ(wx(τ)) dτ + o(t)

= E
[
ϕ(wx(t))− ϕ(x)

]
− E

t∫
0

(
ϕ(wx(t))− ϕ(wx(τ))

)
|βαε (wx(τ))| dτ

+ E
t∫

0

βαε (wx(τ))ϕ(wx(τ)) dτ + o(t)

= t
ϕ′′(x)

2
+ tβαε (x)ϕ(x) + o(t).

Òàê êàê äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî ε ôóíêöèÿ βαε îãðàíè÷åíà, òî
íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ñõîäèìîñòü èìååò ìåñòî íå òîëüêî ïîòî÷å÷íàÿ,
íî è â â ñìûñëå L2(R)). �

Èç òåîðåìû 1 âûòåêàåò, ÷òî ïîëóãðóïïà P tε ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

P tε = e−tAε .

Èòàê, ìû çíàåì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì ε ãåíåðàòîðîì ïîëóãðóïïû
P tε âåòâÿùåãîñÿ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà ñ èíòåíñèâíîñòüþ βαε ÿâëÿåòñÿ
îïåðàòîð −Aε. Äàëåå, ìû çíàåì, ÷òî â ñìûñëå ñõîäèìîñòè îáîáùåííûõ
ôóíêöèé èíòåíñèâíîñòü βαε ñõîäèòñÿ ïðè ε→ 0 ê βα. Ïîêàæåì òåïåðü,
÷òî ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ Aε ñõîäèòñÿ (â êàêîì ñìûñëå, áóäåò îáúÿñ-
íåíî íèæå) ê ñàìîñîïðÿæåííîìó îïåðàòîðó A, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ
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êàê

A = − 1

2

d2

dx2
− βα(x). (11)

Ñëîæíîñòü â äàííîì ñëó÷àå ñîñòîèò â òîì, ÷òî â (11) ïîòåíöèàë
βα(x) ÿâëÿåòñÿ íå ôóíêöèåé, à îáîáùåííîé ôóíêöèåé. Òåîðèÿ òàêèõ
îïåðàòîðîâ áûëà ïîñòðîåíà â ðàáîòå [8]. Â ýòîé ðàáîòå ðàññìàòðèâà-

ëèñü îïåðàòîðû âèäà − d2

dx2 + v′(x) ñ ïîòåíöèàëîì, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ
ïðîèçâîäíîé (â ñìûñëå îáîáùåííûõ ôóíêöèé) ôóíêöèè v ∈ L2,loc(R).
Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáùèå ðåçóëüòàòû [8] äëÿ èññëåäîâàíèÿ îïå-
ðàòîðà (11).

Ñôîðìóëèðóåì èñïîëüçóåìûå â äàëüíåéøåì óòâåðæäåíèÿ.
Íàïîìíèì (ïîäðîáíåå ñì. [4], ãëàâà 10), ÷òî ïîëóîãðàíè÷åííàÿ ïî-

ëóòîðàëèíåéíàÿ ýðìèòîâà ôîðìà a : D[a] × D[a] → C (÷åðåç D[a] îáî-
çíà÷åíà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôîðìû) íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé, åñëè åå
îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ïîëíà ïî íîðìå

‖f‖2a = C‖f‖2 + a[f, f ],

êîíñòàíòà C çäåñü âûáèðàåòñÿ óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ C > ma, ãäå
ma � òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà ôîðìû a.

Ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð A ñîîòâåòñòâóåò ôîðìå a òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà

D(A) ⊂ D[a] è (Af, ϕ) = a[f, ϕ]

äëÿ ëþáûõ f ∈ D(A), ϕ ∈ D[a].
Ðàññìîòðèì â L2(R) ôîðìó a, çàäàííóþ íàD[a] = W 1

2 (R) ïî ïðàâèëó

a[f, ϕ] =
1

2

∫
R

f ′(x)ϕ′(x) dx+

∫
R

[f(x)ϕ(x)− f(0)ϕ(0)]
dx

|x|1+α
. (12)

Çàìåòèì åùå, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (12) êîððåêòíî îïðåäåëåíà, òàê êàê
ôóíêöèè êëàññà W 1

2 (R) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà ñ ïîêàçàòå-
ëåì 1

2 .
Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, êàê óñòðîåí îïåðàòîð A, ñîîòâåò-

ñòâóþùèé ôîðìå a. ×åðåç R−,R+ áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâà (−∞, 0),
(0,∞) ñîîòâåòñòâåííî.

Ëåììà 1. 1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(A) ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòî-

ðà A, ñîîòâåòñòâóþùåãî ôîðìå (12), èìååò âèä

D(A) =
{
f ∈W 1

2 (R) : f ∈W 2
2 (R±), f ′(ε)− f ′(−ε) +

4f(0)

α
ε−α →

ε→0+
0
}
.
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2. Íà f ∈ D(A) îïåðàòîð A äåéñòâóåò êàê (x 6= 0)

Af(x) = −1

2
f ′′(x) +

f(x)

|x|1+α
. (13)

3. Â ñìûñëå òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé (ñì. [10])

Af = −1

2
f ′′ − βαf, (14)

ãäå βα � îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ (5).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû ìîæíî íàéòè â [7].
Ñëåäóþùèì øàãîì ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî t > 0 îïåðàòîð P t

åñòü ñèëüíûé ïðåäåë ïðè ε → 0 îïåðàòîðîâ P tε . Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþ-
ùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîãî f ∈ L2(R) âûïîëíåíî

lim
ε→0
‖P tεf − P tf‖2 = lim

ε→0
‖e−tAεf − e−tAf‖2 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî â ñìûñëå äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ îáîáùåííûõ ôóíêöèé

βα = (vα)′, ãäå vα(x) =
1

α
|x|−αsgn(x),

à βαε = (vαε )′, ãäå

vαε (x) =

{
1
α |x|

−αsgn(x) ïðè |x| > ε,
x

αε1+α ïðè |x| ∈ [0, ε].

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ vαε (x) ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé, ïîýòî-
ìó â äàííîì ñëó÷àå ðå÷ü èäåò îá îáû÷íîì äèôôåðåíöèðîâàíèè.

Äàëåå, èìååì

‖vαε − vα‖22 6
2

α2

( ε∫
0

dx

x2α
+
ε1−2α

3

)
→
ε→0

0. (15)

Òàê êàê ‖vαε −vα‖2 → 0 ïðè ε→ 0, òî ñîãëàñíî òåîðåìå 6 ðàáîòû [8],
Aε → A â ñìûñëå ðàâíîìåðíîé ðåçîëüâåíòíîé ñõîäèìîñòè è σ(Aε) →
σ(A). Òåì ñàìûì, â ñèëó òåîðåìû VIII.20 êíèãè [9], äëÿ ëþáîãî t > 0
èìååò ìåñòî ñèëüíàÿ ñõîäèìîñòü

e−tAε → e−tA,

÷òî ýêâèâàëåíòíî óòâåðæäåíèþ òåîðåìû. �
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Èòàê, äîêàçàëè, ÷òî ïðè ε → 0 ïîëóãðóïïà P tε ñèëüíî ñõîäèòñÿ ê
ïîëóãðóïïå P t = e−tA. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ïðåäåëüíûé îáúåêò ïî-
ðîæäàåò òîëüêî âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ â ñëàáîì ñìûñëå, ò.å. ïîðîæäàåò
ýâîëþöèþ êàê ôóíêöèé, òàê è ìåð. Åñòü ëè ïðèíöèïèàëüíàÿ âîçìîæ-
íîñòü ãåíåðèðîâàòü òðàåêòîðèè òàêîãî ïðîöåññà, ýòî âîïðîñ îòêðûòûé,
è, ñóäÿ ïî âñåìó, îòâåò íà íåãî îòðèöàòåëüíûé.

Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìû áóäåì èçó÷àòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäå-
íèå ïðè t → ∞ ïðåäåëüíîé ïîëóãðóïïû, êàê ïîëóãðóïïû îïåðàòîðîâ,
îïèñûâàþùèõ ýâîëþöèþ ìåð. Äëÿ ýòîãî íàì íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü
ñïåêòð îïåðàòîðà A.

�3. Ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç D0 ëèíåéíîå ïîäìíîæåñòâî ôóíêöèé f ∈ D(A),
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ f(0) = 0. ßñíî, ÷òî

D0 = {f ∈W 2
2 (R) : f(0) = 0}.

Âûáåðåì è çàôèêñèðóåì ôèíèòíóþ ôóíêöèþ g(x), äâàæäû íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ âíå èíòåðâàëà [− 1

2 ,
1
2 ], à íà èíòåðâàëå [−1, 1]

çàäàâàåìóþ ôîðìóëîé

g(x) = 1− 2

α(1− α)
|x|1−α − 2

α(1− α)2(1− 2α)
|x|2−2α.

Êàê ëåãêî âèäåòü, âûïîëíåíî g ∈ D(A), è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈
D(A) ôóíêöèÿ f(x)− f(0) g(x) ïðèíàäëåæèò D0. Òàêèì îáðàçîì,

dim(D(Aλ)/D0) = 1. (16)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A0 ñèììåòðè÷íûé îïåðàòîð, îïðåäåëÿåìûé êàê
ñóæåíèå îïåðàòîðà A íà D0. Èç (16) âûòåêàåò, ÷òî n±(A0) = 1, ãäå
÷åðåç n±(A0) îáîçíà÷åíû èíäåêñû äåôåêòà (ñì. [4], ãëàâà 4, �4.1) îïå-
ðàòîðàA0 â âåðõíåé è íèæíåé ïîëóïëîñêîñòÿõ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Òàê êàê êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îïåðàòîðà A0 íåîòðèöàòåëüíà, òî îò-
ðèöàòåëüíûé ñïåêòð îïåðàòîðàA ìîæåò ñîñòîÿòü íå áîëåå ÷åì èç îäíî-
ãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî îòðèöàòåëüíîå
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå â ñïåêòðå A äåéñòâèòåëüíî èìååòñÿ, äîñòàòî÷-
íî ïîêàçàòü, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà (12) ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíûå
çíà÷åíèÿ.
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Äëÿ òîãî ÷òîáû óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà a[f, f ]
ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(x) = e−
x2

2 t2 ,

ãäå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà t > 0 âûáåðåì ïîçäíåå. Èìååì

a [f, f ] =
1

2

∫
R

|f ′(x)|2 dx+

∫
R

[
|f(x)|2 − |f(0)|2

] dx

|x|1+α
.

=
1

2t4

∫
R

x2e−
x2

t2 dx+

∫
R

[e−
x2

t2 − 1]
dx

|x|1+α
.

=
1

t

(
1

2

∫
R

y2e−y
2

dy − t1−α
∫
R

[
1− e−y

2] dy

|y|1+α

)
.

ßñíî, ÷òî âûáèðàÿ çíà÷åíèå ïàðàìåòðà t äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ìû
ìîæåì ñäåëàòü ïîñëåäíåå âûðàæåíèå îòðèöàòåëüíûì.

Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî îòðèöàòåëüíûé ñïåêòð îïåðàòîðà A ñîñòîèò
èç åäèíñòâåííîãî ïðîñòîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ, êîòîðîå äàëåå ìû
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç −µ. Ñîîòâåòñòâóþùóþ íîðìèðîâàííóþ ñîá-
ñòâåííóþ ôóíêöèþ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ϕ, ‖ϕ‖2 = 1. Ôóíêöèÿ
u = ϕ åñòü åäèíñòâåííîå (ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòó)
ïðèíàäëåæàùåå W 1

2 (R) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (x 6= 0)

−1

2
u′′(x) +

u(x)

|x|1+α
+ µu(x) = 0. (17)

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2. 1. Ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ϕ ÷åòíàÿ è ìîæåò áûòü âûáðàíà

ñòðîãî ïîëîæèòåëüíîé.

2. Ïðè |x| → 0 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

ϕ(x) = 1− 2

α(1− α)
|x|1−α − 2

α(1− α)2(1− 2α)
|x|2(1−α) +O(|x|3(1−α)).

3. Ïðè |x| → ∞ äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû C > 0 ñïðàâåäëèâî ñî-

îòíîøåíèå

ϕ(x) ∼ Ce−
√

2µ|x|. (18)

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû ìîæíî íàéòè â [7].
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Ðàññìîòðèì òåïåðü äëÿ ïðåäåëüíîãî âåòâÿùåãîñÿ ñëó÷àéíîãî áëóæ-
äàíèÿ, ïîíèìàåìîãî â ñëàáîì ñìûñëå, äåéñòâóþùèé íà ìåðû îïåðà-
òîð P t âèäà (8). Òàê êàê ãåíåðàòîð ïîëóãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿ-
æåííûì îïåðàòîðîì â L2(R), òî, êàê óæå îòìå÷àëîñü, íà ìíîæåñòâå
àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ çíàêîïåðåìåííûõ ìåð ñ êâàäðàòè÷íî ñóììè-
ðóåìîé ïëîòíîñòüþ äåéñòâèå ýòîãî îïåðàòîðà ñîâïàäàåò ñ äåéñòâèåì
ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà, äåéñòâóþùåãî íà ïëîòíîñòü ìåðû. Åñëè çíà-
êîïåðåìåííàÿ ìåðà ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé, òî, êàê áûëî îòìå÷åíî
â �2, ýâîëþöèþ ìåðû ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ýâîëþöèþ ïëîòíî-
ñòè ÷àñòèö.

Êàê ìû ïîêàçàëè, îïåðàòîð P t ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê

P t = e−tA.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèè ϕ ìû èìååì

P tϕ = e−tAϕ = etµϕ,

èëè

e−tµP tϕ = ϕ.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðóþùåãî
ìíîæèòåëÿ e−tµ àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ìåðà ñ ïëîòíîñòüþ ϕ ÿâëÿ-
åòñÿ èíâàðèàíòíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò,
÷òî ïðè t → ∞ ïëîòíîñòü ïðîèçâîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, óìíîæåííàÿ
íà e−tµ ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî ñáëèæàåòñÿ ñ èíâàðèàíòíîé.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü Xx(t) � âåòâÿùèéñÿ âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, ïîíè-

ìàåìûé â ñëàáîì ñìûñëå, ïîðîæäàþùèé ïîëóãðóïïó P t ñ ãåíåðàòî-
ðîì −A, îïðåäåëÿåìûì (13). Ïóñòü ν � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ìåðà
ñ ïëîòíîñòüþ q ∈ L2(R). Òîãäà äëÿ ëþáîãî t > 0 ìåðà νP t àáñîëþòíî
íåïðåðûâíà, à åå ïëîòíîñòü qt óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

‖e−tµqt − (q, ϕ)ϕ‖2 6 e−tµ‖q − (q, ϕ)ϕ‖2 6 e−tµ‖q‖2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçëîæèì ôóíêöèþ q â L2(R) íà åå ïðîåêöèþ íà ϕ
ïëþñ ïðîåêöèÿ íà îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ϕ:

q = (q, ϕ)ϕ+ g,

ãäå g = q − (q, ϕ)ϕ.
Äàëåå èìååì

qt = e−tAq = etµ(q, ϕ)ϕ+ e−tAg.
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Òàê êàê g ëåæèò â îðòîãîíàëüíîì äîïîëíåíèè ê ϕ, à èíòåðâàë (−µ, 0)
ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðàëüíîé ëàêóíîé îïåðàòîðà A, òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-
ñòâî

‖e−tAg‖2 6 ‖g‖2 6 ‖q‖2. �
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Ibragimov I. A., Smorodina N. V., Faddeev M. M. A limit theorem for a
branching Wiener process with a singular branching intensity of a special
type.

We consider a one-dimensional branching Wiener process whose bran-
ching rate is a generalized function −|x|−1−α, where α ∈ (0, 1

2 ). A semi-
group of operators corresponding to this process is constructed and analogs
of the direct and inverse Kolmogorov equations are written out. A limit
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theorem on convergence to an invariant distribution is proved.
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