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§1. Введение

Пусть X1, . . . , Xn – независимые случайные векторы в Rd, где
2 6 n 6 d+1. Для фиксированного целого k ∈ {0, . . . , n} предполагает-
ся, что X1, . . . , Xk равномерно распределены внутри единичного ша-
ра, а Xk+1, . . . , Xn – равномерно распределены на единичной сфере.
Тогда выпуклая оболочка conv(X1, . . . , Xn) почти наверное является
(n− 1)-мерным симплексом.

Классический результат Майлза [4] дает явное выражение для ма-
тематического ожидания объема этого симплекса:
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В работе [4] также приведены численные значения математического

ожидания объема описанного симплекса для размерностей d = 2, 3, 4,
см. [4, теорема 2].

Позднее Аффентрангер [1] обобщил результат Майлза на случай
случайных политопов. Анализируя численные значения первого мо-
мента объема, он отметил, что средний объем возрастает по числу
вершин, лежащих на границе шара, и предположил, что аналогичная
монотонность имеет место для любого выпуклого тела.

Рубен и Майлз [5] рассмотрели более широкий класс распределений
в Rd, а именно бета-распределения с плотностями

fd,β(x) = cd,β
(
1− |x|2

)β
, |x| 6 1,
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где β > −1, а нормировочная константа cd,β определяется равенством

cd,β =
Γ(d2 + β + 1)

π
d
2 Γ(β + 1)

.

При β = 0 распределение fd,β совпадает с равномерным распре-
делением внутри единичного шара, а равномерное распределение на
единичной сфере получается как слабый предел при β ↓ −1. Пусть Xi,
i = 1, . . . , n, – независимые случайные векторы с плотностями fd,βi

.
В работе [5] показано, что для любого целого k ∈ Z+ выполнено
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Если отказаться от условия n 6 d + 1, то выпуклая оболочка
conv(X1, . . . , Xn), вообще говоря, уже не является симплексом. Зафик-
сируем набор параметров β = (β1, . . . , βn), где βi > −1, и рассмотрим
независимые случайные векторы X1, . . . , Xn в Rd, такие что Xi имеет
плотность fd,βi . Обозначим

Pβn,d = conv(X1, . . . , Xn)

и будем называть многогранник Pβn,d бета-политопом.
Каблучко, Темешвари и Теле [3] получили формулу для среднего

объема Pβn,d в случае одинаковых параметров β1 = . . . = βn = β:
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где

Fβ(h) = c1,β

h∫
−1

(1− x2)β dx, h ∈ [−1, 1],

– функция распределения меры с плотностью f1,β .
В случае неодинаковых параметров βi явное выражение для сред-

него объема бета-политопа получено в работе [8].
Естественным является вопрос о монотонности математического

ожидания объема бета-политопа по параметрам βi. Убывание сред-
него объема при увеличении параметров βi согласуется с замечанием
Аффентрангера, основанным на численных данных для симплексов
с вершинами, равномерно распределенными внутри единичного шара
или на его границе.

Цель настоящей работы – доказать монотонность по параметрам
β моментов объема бета-симплекса и первого момента объема бета-
политопа и получить соответствующие результаты для более широкого
класса распределений.

§2. Основные результаты

Рассмотрим в Rd наборы независимых случайных векторов X1,
. . . , Xn и Y1, . . . , Yn, со следующими свойствами:

• распределения X1, . . . , Xn и Y1, . . . , Yn центрально симметрич-
ны;

• для любого индекса i случайные величины Xi

|Xi| и
Yi

|Yi| одинаково
распределены;

• для любых u ∈ Sd−1 и r > 0 выполнено неравенство

P
(
|Xi| > r

∣∣∣ Xi

|Xi|
= u

)
> P

(
|Yi| > r

∣∣∣ Yi|Yi| = u

)
,

т.е. для любого фиксированного направления u ∈ Sd−1 |Xi|
стохастически мажорирует |Yi| в этом направлении: |Xi| � |Yi|.

Рассмотрим случайные политопы PX = conv(X1, . . . , Xn) и PY =
conv(Y1, . . . , Yn).

Основной результат данной работы – соотношение на произвольные
моменты объемов PX и PY в случае, когда данные многогранники яв-
ляются симплексами (или политопами размерности, меньшей n− 1) и
соотношение на средние объемы в случае, когда PX и PY – произволь-
ные многогранники.
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Теорема 1. Если n 6 d+ 1, для любого k > 1, имеем

E (Voln−1(PX))
k > E (Voln−1(PY ))

k
.

Теорема 2. В случае n > d+ 2 имеем E Vold(PX) > E Vold(PY ).

В качестве следствия из теоремы 2 получены соотношения на ма-
тематические ожидания всех внутренних объемов V1, . . . , Vd полито-
пов PX и PY . Напомним, что внутренние объемы (intrinsic volumes)
V0(K), V1(K), . . . , Vd(K) выпуклого тела K ⊂ Rd определяются через
формулу Штейнера для объема ε-окрестности:

Vold(K + εBd) =

d∑
i=0

(
d

i

)
Vi(K)εd−i, ε > 0,

где Bd – единичный шар в Rd. В частности, Vd(K) = Vold(K), V1(K)
пропорционально средней ширине, а V0(K) = 1 (см., например, [6]).

Следствие 1. Для любого m 6 d и произвольного n имеем

EVm(PX) > EVm(PY ).

Заметим, что если рассмотреть описанный многогранник, точка,
равномерно распределенная на его границе, будет иметь такое же рас-
пределение радиус-вектора, как и точка, равномерно выбранная внут-
ри. Отсюда получаем следующее утверждение.

Следствие 2. Пусть P – центрально-симметричный описанный
многогранник в Rd. Пусть точки X1, . . . , Xn выбраны независимо и
равномерно на границе P , а точки Y1, . . . , Yn – независимо и равно-
мерно внутри P , n 6 d + 1. Рассмотрим случайные политопы PX=

conv(X1, . . . , Xn) и PY = conv(Y1, . . . , Yn). Тогда E (Voln−1(PX))
k >

E (Voln−1(PY ))
k. Кроме того, если n > d + 2, имеем EVold(PX) >

EVold(PY ).

В случае размерности d = 1 политопы PX и PY – отрезки, и нера-
венство для моментов удается доказать для любого количества точек.

Теорема 3. Если d = 1, для любого k > 1 и произвольного n имеем
E (Vol1(PX))

k > E (Vol1(PY ))
k.
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§3. Следствие для бета-политопов

Покажем, что основные результаты применимы для исследования
поведения среднего объема политопов Pβn,d. Напрямую из определе-
ния следует сферическая симметричность бета-распределений, кото-
рая гарантирует выполнение первых двух свойств. Следующее свой-
ство бета-распределений, вероятно, хорошо известно, но для удобства
читателя мы приводим его с подробным доказательством.

Утверждение 1. Пусть случайные векторы Z1 и Z2 в Rd имеют
бета-распределения с параметрами β1 > β2. Тогда ∀r > 0 имеем
P(|Z1| > r) 6 P(|Z2| > r).

Доказательство. Для доказательства достаточно воспользоваться
явным видом плотности fd,βi и известными свойствами одномерных
бета-распределений. Имеем

P(|Z1| > r) = cd,β1

∫
|x|>r

(1− |x|2)β1 dx = cd,β1
ωd

1∫
r

(1− u2)β1ud−1 du

=
1

2
cd,β1

ωd

1∫
r2

v
d−2
2 (1− v)β1 dv = P(ξ1 > r2),

где ξ1 – случайная величина, имеющая распределение B(d2 , β1 + 1),
Аналогично, P(|Z2| > r) = P(ξ2 > r2), где ξ2 – случайная величина,

имеющая распределение B(d2 , β2 + 1).
Рассмотрим отношение плотностей f1 и f2 случайных величин ξ1 и

ξ2:
f1(x)

f2(x)
=
B(d2 , β2 + 1)

B(d2 , β1 + 1)
(1− x)β1−β2 .

Заметим, что это отношение убывает на отрезке от 0 до 1. Тогда для
произвольного t ∈ [0, 1] имеем

f1(t)P(ξ2 6 t) =

t∫
0

f1(t) f2(x) dx 6
t∫

0

f1(x) f2(t)dx = f2(t)P(ξ1 6 t)

⇒ f1(t)

f2(t)
6

P(ξ1 6 t)
P(ξ2 6 t)



МОНОТОННОСТЬ СРЕДНИХ ОБЪЕМОВ СЛУЧАЙНЫХ ПОЛИТОПОВ 121

и

f1(t)P(ξ2 > t) =

1∫
t

f1(t) f2(x) dx >
1∫
t

f1(x) f2(t)dx = f2(t)P(ξ1 > t)

⇒ f1(t)

f2(t)
>

1− P(ξ1 6 t)
1− P(ξ2 6 t)

.

Из полученных неравенств следует, что P(ξ1 6 t) > P(ξ2 6 t) для
любого t ∈ [0, 1], что завершает доказательство.

�

Следствие 3. Рассмотрим случайные политопы Pβn,d и Pγn,d, такие

что βi 6 γi при всех i. Тогда E Vold Pβn,d > E Vold Pγn,d.

§4. Вспомогательные утверждения

Хорошо известно следующее важное свойство: если случайная ве-
личина X стохастически мажорирует случайную величину Y , то суще-
ствуют их копии X̃ и Ỹ , заданные на одном вероятностном простран-
стве, такие, что

X̃ = Ỹ + δ, где п.н. δ > 0. (3)

В самом деле, достаточно положить X̃ = F−1X (U) и Ỹ = F−1Y (U), где
F−1 – обобщенная обратная функция распределения (см., например,
[2, теорема 2.1]).

Данное представление позволяет нам считать, что почти наверное
направления Xi и Yi совпадают и |Yi| 6 |Xi|.

Следующие утверждения имеют чисто геометрическую природу и
помогают понять, как меняется объем выпуклой оболочки конечного
числа точек при приближении одной из них к началу координат.

Лемма 1. Пусть L – аффинное подпространство в Rd. Для любой
точки x ∈ Rd и любого 0 6 α 6 1 выполнено неравенство:

dist(x, L) + dist(−x, L) > dist(αx,L) + dist(−αx,L).

Доказательство. Обозначим через P : Rd → L⊥ ортогональную про-
екцию на ортогональное дополнение L, кроме того обозначим y0 = PL
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и x0 = Px образы L и x под действием данной проекции. Тогда

dist(x, L) + dist(−x, L) = dist(Px, PL) + dist(P (−x), PL)

= dist(x0, y0) + dist(−x0, y0)

и

dist(αx,L) + dist(−αx,L) = dist(αx0, y0) + dist(−αx0, y0).

Рассмотрим параллелограммы Π = conv(x0,−x0, y0,−y0) и Πα =
conv(αx0,−αx0, y0,−y0).

Заметим, что

dist(x0, y0) + dist(−x0, y0)

=
1

2

(
dist(x0, y0) + dist(−x0, y0) + dist(x0,−y0) + dist(−x0,−y0)

)
=

1

2
|∂Π|.

Аналогично

dist(αx0, y0) + dist(−αx0, y0) =
1

2
|∂Πα|.

−x0

y0

x0

−y0

−αx0

αx0

Π

Πα

В силу того, что Πα ⊂ Π, периметр Πα не превосходит периметра Π,
что и требовалось. �

Замечание 1. Заметим, что

max (dist(x0, y0), dist(−x0, y0)) > max (dist(αx0, y0), dist(−αx0, y0)) ,
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так как отрезки [y0, αx0] и [y0,−αx0] являются чевианами в треуголь-
нике с вершинами y0, x0, −x0.

Таким образом,

max (dist(x, L), dist(−x, L)) > max (dist(αx,L), dist(−αx,L)) . (4)

Лемма 2. Для любых точек x, z1 . . . , zn ∈ Rd, где n 6 d, и любого
0 6 α 6 1 имеем

Voln (conv(x, z1, . . . , zn)) + Voln (conv(−x, z1, . . . , zn))

> Voln (conv(αx, z1, . . . , zn)) + Voln (conv(−αx, z1, . . . , zn)) .

Доказательство. Заметим, что

Voln (conv(x, z1, . . . , zn))

=
1

n
dist(x, aff(z1, . . . , zn)) ·Voln−1 (conv(z1, . . . , zn)) . (5)

Если точки x, z1, . . . , zn находятся в общем положении, то их выпук-
лая оболочка является n-мерным симплексом, для которого равенство
выше – стандартная формула для объема. Если же размерность вы-
пуклой оболочки окажется меньше n, то как левая, так и правая части
равенства окажутся равны 0.

Применение леммы 1 завершает доказательство. �

Лемма 3. Рассмотрим точки x, z1, . . . , zn ∈ Rd, такие что

dim(aff(z1, . . . , zn)) = d.

Обозначим через Px политоп conv(x, z1, . . . , zn)
и через Pz – политоп conv(z1, . . . , zn). Тогда

2 Vold(Px) = Vold(Pz) +
∑

F−гипергрань Pz

Vold(conv(x, F )).

Доказательство. Рассмотрим точки wε, w1, . . . , wn в Rd+1, заданные
равенствами

wε = (x, ε), wi = (zi, 0).

Рассмотрим политоп Qε = conv(wε, w1, . . . , wn). В метрике Хаусдор-
фа Qε → Px при ε→ 0, а значит и

Vold(∂Qε) = 2Vd(Q
ε)→ 2Vd(Px) = 2Vold(Px).
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Множество гиперграней многогранника Qε состоит в точности из
гиперграни conv(w1, . . . , wn) = conv(z1, . . . , zn) = Pz и гиперграней ви-
да conv(wε, F ), где F пробегает все гиперграни многогранника Pz. Та-
ким образом,

Vold(∂Q
ε) = Vold(Pz) +

∑
F – гипергрань Pz

Vold(conv(wε, F ))

→ Vold(Pz) +
∑

F – гипергрань Pz

Vold(conv(x, F )),

что завершает доказательство. �

Следующий результат обобщает результат леммы 2 на случай боль-
шего количества точек.

Лемма 4. Для любых точек x, z1 . . . , zn ∈ Rd, где n > d+ 1, и любого
0 6 α 6 1 имеем

Vold (conv(x, z1, . . . , zn)) + Vold (conv(−x, z1, . . . , zn))

> Vold (conv(αx, z1, . . . , zn)) + Vold (conv(−αx, z1, . . . , zn)) . (6)

Доказательство. Обозначим Pz выпуклую оболочку conv(z1, . . . , zn).
Если dim(aff(Pz)) < d, то

Vold (conv(x, z1, . . . , zn))

=
1

d
dist(x, aff(z1, . . . , zn)) ·Vold−1 (conv(z1, . . . , zn)) ,

и утверждение следует из леммы 1.
В случае dim(aff(Pz)) = d мы можем воспользоваться результатом

леммы 3 и свести требуемое утверждение к неравенствам

Vold (conv(x, F )) + Vold (conv(−x, F ))

> Vold (conv(αx, F )) + Vold (conv(−αx, F )) ,

для всех гиперграней F политопа Pz. Заметим, что неравенства выше
выполнены в силу леммы 1 и равенства

Vold (conv(x, F )) =
1

d
dist(x, F ) ·Vold−1 (F ) . �
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§5. Доказательства теорем 1 и 2

Заметим, что для доказательства теоремы 1 достаточно для любого
n 6 d доказать неравенство

E (Voln(QX))
k > E (Voln(QY ))

k
, (7)

где
QX = conv(X,Z1, . . . , Zn),

QY = conv(Y, Z1, . . . , Zn),

центрально-симметричные случайные векторы X и Y не зависят от
Z1, . . . , Zn, и про X и Y известно, что почти наверное

Y

|Y |
=

X

|X|
, |X| > |Y |. (8)

Выполнение соотношений выше следует из (3), а последовательная за-
мена всех Xi на Yi, в ходе каждой из которых моменты объема не
увеличиваются, влечет утверждение теоремы 1.

Обозначим через Q−X политоп conv(−X,Z1, . . . , Zn) и через Q−Y
политоп conv(−Y,Z1, . . . , Zn). Заметим, что в силу центральной сим-
метричности

E (Voln(QX))
k

=
1

2

(
E (Voln(QX))

k
+ E (Voln(Q−X))

k
)

=
1

2
E
(
Voln(QX)k + Voln(Q−X)k

)
.

Докажем, что неравенство

Voln(QX)k + Voln(Q−X)k > Voln(QY )k + Voln(Q−Y )k (9)

выполнено почти наверное, откуда будет следовать неравенство (7).
Для k = 1 неравенство (9) есть результат леммы 2, так как в силу

условия (8) можно считать, что Y = αX для некоторого α ∈ [0, 1].
В силу (5), достаточно доказать, что

dist(X, aff(Z1, . . . , Zn))k + dist(−X, aff(Z1, . . . , Zn))k

> dist(Y, aff(Z1, . . . , Zn))k + dist(−Y, aff(Z1, . . . , Zn))k. (10)

Обозначим через L подпространство aff(Z1, . . . , Zn). В силу леммы 1 и
замечания 1 выполнены неравенства

dist(X,L) + dist(−X,L) > dist(Y,L) + dist(−Y, L)
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и

max (dist(X,L), dist(−X,L)) > max (dist(Y, L), dist(−Y,L)) .

Остается заметить, что функция f(x) = xk при k > 1 монотонно
возрастает и выпукла вниз на положительной полуоси, что завершает
доказательство (10) и теоремы 1.

Перейдем к доказательству теоремы 2. В силу замечания, сделан-
ного в начале данного раздела, для доказательства достаточно для
любого n > d+ 1 проверить неравенство

EVold(QX) > EVold(QY ). (11)

Вновь воспользуемся симметрией распределений X и Y относитель-
но начала координат, в силу которой достаточно доказать неравенство

E (Vold(QX) + Vold(Q−X)) > E (Vold(QY ) + Vold(Q−Y )).

В силу леммы 4 почти наверное выполнено неравенство

Vold(QX) + Vold(Q−X) > Vold(QY ) + Vold(Q−Y ),

откуда напрямую следует (11).

§6. Доказательство следствия 1

Хорошо известна формула Куботы (см.,например,[7, теорема 6.2.2]),
позволяющая выразить внутренний объем выпуклого компакта как
средний объем проекции этого компакта на подпространство меньшей
размерности:

Vm(K) =

(
d

m

)
κd

κmκd−m
E LVolm(K|L),

где L – случайное m-мерное линейное подпространство, выбранное со-
гласно вероятностной мере Хаара, инвариантной относительно пово-
ротов, K|L есть ортогональная проекция K на L и κk = |Bk| – объем
единичного k-мерного шара.

Применим данную формулу к политопам PX и PY :

EVm(PX) =

(
d

m

)
κd

κmκd−m
EELVolm(PX |L)

=

(
d

m

)
κd

κmκd−m
EL EVolm(conv(X1|L, . . . ,Xn|L)). (12)
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Заметим, что для фиксированного подпространства L случайные век-
торыX1|L, . . . ,Xn|L и Y1|L, . . . , Yn|L удовлетворяют условиям теорем 1
и 2, а значит

EVolm(conv(X1|L, . . . ,Xn|L)) > EVolm(conv(Y1|L, . . . , Yn|L)),

что завершает доказательство следствия 1.

§7. Доказательство теоремы 3

В данном разделе введем для удобства обозначение | · | = Vol1( · ).
Заметим, что в силу симметрии

E | conv(X1, . . . , Xn)|k =
1

2n
E

∑
εi∈{−1,1}

| conv(ε1X1, . . . , εnXn)|k.

Докажем, что неравенство∑
εi∈{−1,1}

| conv(ε1X1, . . . , εnXn)|k >
∑

εi∈{−1,1}

| conv(ε1Y1, . . . , εnYn)|k

(13)

выполнено почти наверное, откуда будет следовать утверждение тео-
ремы.

Рассмотрим случайные величины W1 > · · · > Wn > 0 – порядко-
вые статистики |Xi|, то есть Wi = |X|(n+1−i). Аналогично определим
последовательность Z1 > · · · > Zn > 0 равенствами Zi = |Y |(n+1−i).

Заметим, что в силу того, что для любого индекса |Xi| > |Yi|, имеем
Wi > Zi. Кроме того,∑
εi∈{−1,1}

| conv(ε1X1, . . . , εnXn)|k =
∑

εi∈{−1,1}

| conv(ε1W1, . . . , εnWn)|k

и ∑
εi∈{−1,1}

| conv(ε1Y1, . . . , εnYn)|k =
∑

εi∈{−1,1}

| conv(ε1Z1, . . . , εnZn)|k.

Таким образом, достаточно доказать, что почти наверное выполне-
но неравенство∑
εi∈{−1,1}

| conv(ε1W1, . . . , εnWn)|k >
∑

εi∈{−1,1}

| conv(ε1Z1, . . . , εnZn)|k.
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Рассмотрим сначала слагаемые, для которых существует такой ин-
декс m < n, что εm 6= ε1. Тогда если m – наименьший такой индекс,
имеем:

| conv(ε1W1, . . . , εnWn)|k = | conv(W1,−Wm)|k = (W1 +Wm)k

> (Z1 + Zm)k = | conv(Z1,−Zm)|k = | conv(ε1Z1, . . . , εnZn)|k.

Оставшиеся слагаемые разобьем на пары:

| conv(W1, . . . ,Wn−1,Wn)|k + | conv(−W1, . . . ,−Wn−1,Wn)|k

= (W1 −Wn)k + (W1 +Wn)k > (Z1 − Zn)k + (Z1 + Zn)k

= | conv(Z1, . . . , Zn−1, Zn)|k + | conv(−Z1, . . . ,−Zn−1, Zn)|k,

где неравенство выполнено в силу выпуклости вниз, монотонности
функции f(x) = xk при k > 1 и соотношений

W1 +Wn > Z1 + Zn > Z1 − Zn
и

(W1 +Wn) + (W1 −Wn) = 2W1 > 2Z1 = (Z1 + Zn) + (Z1 − Zn).

Неравенство

| conv(W1, . . . ,Wn−1,−Wn)|k + | conv(−W1, . . . ,−Wn−1,−Wn)|k

> | conv(Z1, . . . , Zn−1,−Zn)|k + | conv(−Z1, . . . ,−Zn−1,−Zn)|k

выполнено в силу симметрии, что завершает доказательство.
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Zaporozhets D. N., Moseeva T. D. Monotonicity of expected volumes
of random polytopes.

We consider a random polytope in Rd whose vertices are distributed
according to a beta distribution. It is shown that, as the parameters of the
beta distribution increase, the expected volume of the polytope decreases.
If the number of vertices does not exceed d + 1 (the simplex case), the
same monotonicity holds for all positive integer moments of the volume.
The results are extended to a broader class of distributions satisfying a
stochastic domination condition for the radial components.
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