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§1. Введение

Пусть X1, . . . , Xn – независимые одинаково распределенные случай-
ные величины, имеющие распределение Pθ, θ ∈ Θ, заданное на вероят-
ностном пространстве (S,B). Множество Θ является открытым огра-
ниченным подмножеством Rd. Значение параметра θ неизвестно. Нас
интересуют нижние границы асимптотической эффективности оценок
параметра θ.

Существуют два способа задания нижних границ асимптотической
эффективности в статистическом оценивании. Один из них задание ло-
кально асимптотически минимаксной нижней границы. В этой поста-
новке задачи указывается нижняя граница асимптотики максимума
риска статистических оценок для любой сколь угодно малой окрест-
ности истинного значения параметра. Такая нижняя граница асимп-
тотической эффективности не дает точной информации о поведении
риска статистической оценки при конкретном значении параметра. Ло-
кально асимптотически минимаксная нижняя граница Гайека–Ле Ка-
ма [15, 16, 18, 24] указывает нижнюю границу асимптотической эффек-
тивности для оценок θ̂n = θ̂n(X1, . . . , Xn), отклоняющихся от истинно-
го значения параметра θ на величину порядка n−1/2. Локально асимп-
тотически минимаксные нижние границы рисков в зоне вероятностей
больших уклонений были получены Пухальским и Спокойным [21].

Нижняя граница асимптотической эффективности по Бахадуру [1,
2, 3, 16], доказанная для вероятностей больших уклонений статисти-
ческих оценок, устанавливает нижние границы рисков статистических
оценок в каждой конкретной точке возможных значений параметра.

Ключевые слова: эффективность по Бахадуру, большие уклонения, умеренные
уклонения.
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При этом предполагается только состоятельность оценок. В довери-
тельном оценивании уровень значимости мал. Это обуславливает ин-
терес к изучению вероятностей больших и умеренных уклонений ста-
тистических оценок.

В зоне вероятностей умеренных уклонений можно находить ниж-
ние границы асимптотической эффективности, как в локально асимп-
тотически минимаксной постановке, так и в постановке задачи Ба-
хадура. Локально асимптотически минимаксные границы рисков ста-
тистических оценок в зоне вероятностей умеренных уклонений были
установлены в работах [6, 7, 10, 23]. Для логарифмической асимптоти-
ки локально асимптотически минимаксные нижние границы вероят-
ностей умеренных уклонений были найдены при тех же предположе-
ниях [6, 7, 23], при которых была получена нижняя граница асимпто-
тической эффективности Гайека–Ле Кама [15, 18, 16, 24]. Для точной
асимптотики вероятностей умеренных уклонений статистических оце-
нок нижняя граница асимптотически минимаксного риска была полу-
чена при не очень сильных дополнительных предположениях [7, 10].

Цель настоящей работы – получить аналог нижней границы для
асимптотической эффективности по Бахадуру в зоне вероятностей
умеренных уклонений при условиях, при которых была установле-
на нижняя граница асимптотической эффективности Гайека–Ле Ка-
ма. Отметим, что применение метода доказательства Бахадура даже
для получения нижней границы локальной асимптотической эффек-
тивности по Бахадуру ведет к существенным дополнительным усло-
виям [13, 16]. В тоже время такая граница является частным случа-
ем нижней границы асимптотической эффективности в зоне вероят-
ностей умеренных уклонений, установленной в настоящей работе. Для
Θ ⊂ R1 мы также находим одностороннюю нижнюю границу асимпто-
тической эффективности отдельно для вероятностей отклонений оце-
нок по каждую сторону внешности доверительного интервала. Полу-
чен и многомерный аналог этих “односторонних” нижних границ.

Работа организована следующим образом. Все нижние границы для
параметрического оценивания собраны в §2. В подразделе 2.1 мы вво-
дим условие, при которых они получены. Оно совпадает с условием,
при котором установлена локально асимптотически минимаксная гра-
ница риска Гайека–Ле Кама статистических оценок. В подразделе 2.2
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для полноты изложения и лучшего понимания дальнейших результа-
тов приводится доказательство локально асимптотически минимакс-
ной границы риска для вероятностей умеренных уклонений статисти-
ческих оценок. В подразделе 2.3 найдена нижняя граница асимптоти-
ческой эффективности по Бахадуру статистических оценок в зоне ве-
роятностей умеренных уклонений для независимых одинаково распре-
деленных наблюдений. Из нее следует нижняя граница для локальной
асимптотической эффективности по Бахадуру. В подразделе 2.4 мы
распространяем результаты на случай независимых неодинаково рас-
пределенных наблюдений. В подразделе 2.5 мы показываем, что ана-
логичные результаты справедливы для задачи оценивания параметра
сигнала в гауссовском белом шуме. В подразделе 2.6 дано обобщение
нижних границ асимптотической эффективности статистических оце-
нок по Бахадуру на многомерный случай, охватывающий “односторон-
ние” нижние границы. Мы показываем, что его доказательство прак-
тически ничем не отличается от доказательства традиционных ниж-
них границ асимптотической эффективности по Бахадуру [3, 16]. В §3
мы распространяем эти результаты на задачу оценивания значений
дифференцируемых статистических функционалов. В §4 показывает-
ся, что локальная асимптотическая эффективность по Бахадуру явля-
ется частным случаем асимптотической эффективности по Бахадуру
в смысле вероятностей умеренных уклонений.

Мы используем буквы c и C для обозначения положительных по-
стоянных. В случае многомерного параметра θ ∈ Θ ⊂ Rd, d > 1,
условимся обозначать векторы и вектор-функции жирными буквами
θ, τ ,φ, . . .. Для Θ ⊂ R1 для аналогичных обозначений мы будем ис-
пользовать обычные буквы θ, τ, φ, . . .. Для вектора τ ∈ Rd обозначим
τT транспонированный вектор. Обозначим 1(A) индикатор события A.
Для любых двух последовательностей положительных чисел an и bn,
an = o(bn) означает an/bn → 0 при n→∞.

§2. Основные результаты

2.1. Основное условие. Предположим, что вероятностные мерыPθ,
θ ∈ Θ, абсолютно непрерывны относительно меры ν, заданной на той
же самой σ-алгебре B множества S, и имеют плотности

f(x,θ) =
dPθ
d ν

(x), x ∈ S.
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Для любых θ,θ0 ∈ Θ обозначим соответственно Pa
θθ0

и Ps
θθ0

абсолют-
но непрерывную и сингулярную компоненту вероятностной меры Pθ
относительно вероятностной меры Pθ0

.
Для любых θ0,θ0 + τ ∈ Θ определим функцию g(x, τ ), равную

g(x, τ ) = g(x,θ0,θ0 + τ ) =
(f(x,θ0 + τ )

f(x,θ0)

)1/2
− 1

для всех x из носителя Pa
θ0+τ ,θ0

и равную нулю в противном случае.
Скажем, что статистический эксперимент E = {(S,B),Pθ,θ ∈ Θ}

имеет конечную информацию Фишера в точке θ0 ∈ Θ, если существует
вектор-функция φ : S → Rd, такая что при τ → 0 имеет место∫

S

(g(x, τ )− τT φ(x) )2 dPθ0
= o(|τ |2), Ps

θ0,θ0+τ (S) = o(|τ |2) (2.1)

и матрица

I(θ0) = 4

∫
S

φφT dPθ0

положительно определена.
Матрица I(θ0) называется информационной матрицей Фишера.
Мы будем изучать вероятности умеренных уклонений статистиче-

ских оценок для зон уклонений, задаваемых последовательностями
un>0, un → 0, nu2n →∞ при n→∞.

Мы доказываем нижние границы асимптотической эффективности
по Бахадуру в некоторой фиксированной точке θ0 ∈ Θ. Мы будем
опускать индекс θ0 в символах Eθ0

и Pθ0
.

2.2. Локально асимптотически минимаксная граница рисков.
Локально асимптотически минимаксная нижняя граница рисков в зоне
вероятностей умеренных уклонений не требует никаких условий состо-
ятельности статистических оценок.

Теорема 2.1. Пусть d = 1 и пусть статистический эксперимент
имеет конечную информацию Фишера в точках θ ∈ Θ. Тогда для лю-
бой оценки θ̂n для точек θ0, θn = θ0 + 2un ∈ Θ, имеет место

lim inf
n→∞

sup
θ=θ0,θn

(nu2nI(θ)/2)−1 log Pθ( |θ̂n − θ| > un) > −1. (2.2)

Доказательство теоремы 2.1. Рассмотрим задачу проверки гипо-
тезы H0 : θ = θ0 против альтернативы Hn : θ = θ0 + vn, vn = 2un.
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Для критерия Kn обозначим α(Kn) и β(Kn) соответственно вероятно-
сти ошибок первого и второго рода критерия Kn. В силу теоремы 2.2
в [7], если статистический эксперимент имеет конечное информаци-
онное количество Фишера, то для любого критерия Kn, такого что
α(Kn) < c < 1 и β(Kn) < c < 1, имеет место

lim sup
n→∞

(nv2nI(θ0))−1/2(|2 logα(Kn)|1/2 + |2 log β(Kn)|1/2) 6 1. (2.3)

Доказательство (2.3) в [7] базируется на том факте, что, в силу леммы
Неймана–Пирсона, (2.3) справедливо для нормального распределения
и некотором варианте утверждения о локальной асимптотической нор-
мальности отношения правдоподобия в зоне вероятностей умеренных
уклонений.

Возьмем в качестве критерия Kn=Kn(X1, . . . , Xn)=1(θ̂n−θ0>un).
Имеем

α(Kn) 6 Pθ0(|θ̂n − θ0| > un) (2.4)
и

β(Kn) =Pθn(θ̂n − θ0<un)

=Pθn(θ̂n − θ0 − 2un<−un)6Pθn(|θ̂n − θn| > un).
(2.5)

Из (2.3)–(2.5) получаем (2.2). �

2.3. Эффективность по Бахадуру в зоне вероятностей уме-
ренных уклонений. Независимые одинаково распределенные
случайные наблюдения. Скажем,что оценка θ̂n = θ̂n(X1, . . . , Xn)
параметра θ ∈ Θ является un-состоятельной, если для любого θ0 ∈ Θ
найдется такая ее окрестность U , что для любого δ > 0 имеет место

lim
n→∞

sup
θ∈U

Pθ( |θ̂n − θ| > δun) = 0.

Приведем аналог нижней границы эффективности по Бахадуру в
зоне вероятностей умеренных уклонений в одномерном случае: d = 1.

Теорема 2.2. Пусть статистический эксперимент имеет конеч-
ную информацию Фишера в точках θ ∈ Θ ⊂ R1. Пусть оценка θ̂n
un-состоятельна. Тогда для любой точки θ0 ∈ Θ имеет место

lim inf
n→∞

(nu2nI(θ)/2)−1 log P( |θ̂n − θ0| > un) > −1. (2.6)

Более того

lim inf
n→∞

(nu2nI(θ)/2)−1 log P( θ̂n − θ0 > un) > −1. (2.7)
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Приведем многомерный аналог теоремы 2.2. Отличительной чертой
последующих теорем 2.3 и 2.4 по сравнению с теоремой Гайека–Ле
Кама является тот факт, что они показывают, что асимптотические
эффективности по различным направлениям различны.

Теорема 2.3. Пусть статистический эксперимент имеет конеч-
ную информационную матрицу Фишера в точках θ ∈ Θ ⊂ Rd. Пусть
оценка θ̂n un-состоятельна. Тогда для любой точки θ0 ∈ Θ и для лю-
бого открытого множества V ⊂ Rd имеет место

lim inf
n→∞

(nu2n)−1 log P( θ̂n − θ0 ∈ unV ) > −1

2
inf
τ∈V

τT I(θ0)τ . (2.8)

Случай θ ∈ Θ ⊂ Rd аналогичен случаю θ ∈ Θ ⊂ R1 и также
сводится к задачам оценивания параметра на двух удаленных точках.

Оценка θ̂n называется состоятельной, если для любого θ0 ∈ Θ и
любого ε > 0 справедливо

lim
n→∞

P( |θ̂n − θ0| > ε) = 0.

Теорема 2.4. Пусть статистический эксперимент имеет конеч-
ную информацию Фишера в точках θ0 ∈ Θ. Пусть оценка θ̂n состоя-
тельна. Тогда для любого открытого множества V ⊂ Rd справедли-
ва нижняя граница локальной асимптотической эффективности по
Бахадуру

lim inf
u→0

lim
n→∞

(nu2)−1 log P( θ̂n − θ0 ∈ uV ) > −1

2
inf
τ∈V

τT I(θ0)τ . (2.9)

Доказательство нижней границы для локальной асимптотической
эффективности по Бахадуру методом Бахадура требует введения до-
полнительных условий регулярности семейства вероятностных мер Pθ,
θ ∈ Θ (теорема 9.3 главы 1 в [16], а также замечание к нижней границе
(1.6) по Бахадуру в [15] и посвященная этому вопросу работа [13]).

Доказательство теоремы 2.4. Рассуждения проведем для θ0 ∈ Θ
⊂ R1.

Возьмем точки θ0 и θu = θ0 + r u ∈ Θ, r > 1, u > 0. Используя
состоятельность оценки θ̂n, получаем

lim
u→0

lim
n→∞

P(θ̂n − θ0 > u) = 0

и
lim
u→0

lim
n→∞

Pθu(θ̂n − θu < (r − 1)u) = 0.
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Следовательно, для любой последовательности uk > 0, uk → 0 при
k → ∞, найдется последовательность n0k, n0ku2k → ∞ при k → ∞,
такая что для любой последовательности nk > n0k имеет место

lim
k→∞

P(θ̂nk
− θ0 > uk) = 0

и

lim
k→∞

Pθuk
(θ̂nk

− θuk
< (r − 1)uk) = 0,

а это как раз те ключевые неравенства, которые используются при
доказательстве теоремы 2.4 (см. доказательство теорем 2.2, 2.3 и 4.1).
Мы опустим дальнейшие рассуждения. �

Отметим, что требование (2.1) дифференцируемости функции g в L2

можно заменить более слабыми условиями (2.5)–(2.7) в [7] на поведе-
ние самой функции g.

Доказательство теоремы 2.2. Рассмотрим задачу проверки гипо-
тезы H0 : θ = θ0 против альтернативы Hn : θ = θ0 + vn, vn = run,
r > 1. Возьмем в качестве критерия

Kn = Kn(X1, . . . , Xn) = 1(|θ̂n − θ0| > un).

Поскольку оценка θ̂n un-состоятельна, то мы можем применить (2.3)
и получить

lim sup
n→∞

(nv2n I(θ0))−1/2(|2 log Pθ0(|θ̂n − θ0| > un)|1/2

+ |2 log Pθ0+vn(|θ̂n − θ0| < un)|1/2) 6 1.
(2.10)

Следовательно,

lim sup
n→∞

(nr2u2nI(θ0))−1/2(|2 log Pθ0(|θ̂n − θ0| > un)|1/2 6 1, (2.11)

а так как r > 1 произвольно, то отсюда следует (2.6).
Неравенство (2.7) доказывается аналогично. Достаточно применить

(2.3) к критерию Kn = 1(θ̂n − θ0 > un). Так как оценка θ̂n un-состоя-
тельна, то найдется такое n0, что для n > n0

α(Kn) 6 P(|θ̂n − θ0| > un) < c < 1
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и
β(Kn) = Pθ0+vn(θ̂n − θ0 < un)

= Pθ0+vn(θ̂n − θ0 − vn < un − vn)

6 Pθ0+vn(|θ̂n − θ0 − vn| > (r − 1)un) < c < 1.

(2.12)

Следовательно, написав неравенства аналогичные (2.10) и (2.11), мы
получаем (2.7). �

Доказательство теоремы 2.3. Обозначим cl(V ) – замыкание мно-
жества V . Не умаляя общности, можно считать, что 0 /∈ cl(V ).

Пусть τ 0 ∈ cl(V ) и пусть

e
.
= τT0 I(θ0)τ 0 = inf

τ∈V
τT I(θ)τ . (2.13)

Для наглядности проведем дальнейшие рассуждения для случая, ко-
гда I(θ0) – единичная матрица и e = 1.

Тогда для любого δ > 0 найдется такое τ 1 ∈ V , что |τ 1 − τ 0| < δ.
Найдется λ > 0 и шар B(τ 1, λ) ⊂ V с центром в τ 1 и радиусом λ.
Найдется такое r0 > 1, что для 1 < r < r0 B(rτ 1, (r−1)/2) ⊂ B(τ 1, λ),
где B(rτ 1, (r − 1)/2) – шар радиуса (r − 1)/2 с центром rτ 1.

Рассмотрим задачу проверки гипотезы H0 : θ = θ0 против альтер-
натив Hn : θ = θn = θ0 + vn, где vn = runτ 1.

Зададим критерий Kn = 1{θ̂n − θ0 ∈ unV } проверки гипотезы.
Тогда

α(Kn) 6 P(|θ̂n − θ0| > un) < c < 1

и

β(Kn) = Pθn
(θ̂n − θ0 /∈ unV ) 6 Pθn

(θ̂n − θn /∈ unV − vn)

6 Pθn
(θ̂n − θn /∈ B(0, un(r − 1)/2)) < c < 1,

так как множество unV −vn содержит шар B(0, λ.un). Таким образом,
мы можем применить (2.3).

Дальнейшие рассуждения по существу совпадают с рассуждениями
доказательства теоремы 2.3 и опускаются. �

2.4. Эффективность по Бахадуру в зоне вероятностей уме-
ренных уклонений. Независимые неоднородные случайные
наблюдения. Пусть независимые случайные величины Xn1, . . . , Xnn

заданы на вероятностном пространстве (X , S, Pθni), 1 6 i 6 n, θ ∈ Θ.
Множество Θ является открытым множеством в Rd.
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Предположим, что вероятностные меры Pθni, 1 6 i 6 n, абсолютно
непрерывны относительно некоторой вероятностной меры ν и имеют
плотности распределения

fni(x,θ) =
dPθni
d ν

.

Для θ,θ + τ ∈ Θ определим функции

gni(x,θ,θ + τ ) = f
1/2
ni (x,θ + τ )f

−1/2
ni (x,θ)− 1

для всех x из носителя Pa
θ+τ ,θ,ni и равные нулю в противном случае.

Скажем, что статистические эксперименты

Ξni = {(S,B),Pθni, θ ∈ Θ}, 1 6 i 6 n,

имеют конечные информации Фишера в точке θ0 ∈ Θ, если существу-
ют вектор-функции φni : S → Rd, такие что при τ → 0 имеет место∫

S

(gni(x,θ,θ + τ )− τTφni(x,θ))2 dPθni = o(|τ |2),

Ps
θ+τ ,θ,ni(S) = o(|τ |2)

(2.14)

и положительно определены матрицы

Ini(θ) = 4

∫
S

φni(x, θ)φ
T
ni(x,θ) dPθni,

называемые информационными матрицами Фишера.
Обозначим

Υn(θ) =

n∑
i=1

Ini(θ).

Пусть θ0 ∈ Θ ⊂ R1. Пусть un → 0 и u2nΥn(θ0) → ∞ при n → ∞. Рас-
смотрим задачу проверки гипотезы H0 : θ = θ0 против альтернативы
Hn : θ = θ0 + un.

Теорема 2.5. Пусть статистические эксперименты Ξni, 1 6 i 6 n,
имеют конечные информационные количества Фишера. Пусть

sup
|u|6un

n∑
i=1

E [(φni(Xni, θ0 + u)− φni(Xni, θ0))2] = o(Υn(θ0)) (2.15)
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при n → ∞. Предположим, что для любого ε > 0 выполнено условие
типа Линдеберга

lim
n→∞

Υn(θ0)−1E
[
φ2ni(Xni, θ0) 1

(
|φni(Xni, θ0)| > εu−1n

)]
= 0. (2.16)

Тогда для любого критерия Kn, такого что α(Kn) < c < 1 и β(Kn) <
c < 1, справедливо

lim sup
n→∞

(u2nΥn(θ0))−1/2(|2 logα(Kn)|1/2 + |2 log β(Kn)|1/2) 6 1. (2.17)

Сделаем следующее предположение.

D. Найдутся такие постоянные c, C и натуральное число n0, что для
любого θ ∈ Θ ⊂ Rd для n > n0 справедливо

0 < c <
eT1 Υn(θ)e1
eT2 Υn(θ)e2

< C

для любых двух единичных векторов e1, e2 ∈ Rd.

Теорема 2.6. Пусть Θ ⊂ Rd. Пусть выполнено условие D и пусть
статистические эксперименты Ξni, 1 6 i 6 n, имеют конечные
информационные количества Фишера. Пусть e – единичный вектор
из Rd. Пусть un > 0, un → 0, u2n eTΥn(θ0)e→∞ при n→∞. Пусть
для некоторого c > 2 справедливо

sup
|u|<cun

n∑
i=1

E [ (φTni(Xni,θ0 + u)e− φTni(Xni,θ0)e)2 ]

= o(eTΥn(θ0)e)

(2.18)

при n → ∞. Предположим, что для любого ε > 0 выполнено условие
типа Линдеберга

lim
n→∞

(eTΥn(θ0)e)−1
n∑
i=1

E
[
(φTni(Xni,θ0)e)2

× 1
(
|φTni(Xni,θ0)e| > εu−1n

)]
= 0.

(2.19)

Тогда для любой оценки θ̂n для точек θ0,θn = θ0 + 2une ∈ Θ справед-
ливо

lim inf
n→∞

sup
θ=θ0,θn

(u2ne
TΥn(θ0)e/2)−1 log Pθ( |θ̂n − θ| > un) > −1. (2.20)
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Предположим дополнительно, что θ̂n – un-состоятельная оценка па-
раметра θ, а также что условия (2.19), (2.20) выполнены для любого
единичного вектора e ∈ Rd. Тогда для любого открытого множества
V ⊂ Rd справедливо

lim inf
n→∞

(u2n τ
T
nΥn(θ0)τn/2)−1 log P( θ̂n − θ0 ∈ unV ) > −1, (2.21)

где векторы τn ∈ cl(V ) задаются соотношением

τTnΥn(θ0)τn = inf
τ∈V

τTΥn(θ0)τ . (2.22)

Ясно, что из теоремы 2.6 следует аналог теоремы 2.4 о нижней гра-
нице для локальной асимптотической эффективности по Бахадуру.

Замечание 2.1. Заметим, что условия (2.15) и (2.18) могут быть за-
менены соответственно на условия

sup
|u|<cun

n∑
i=1

E (gni(Xni, u)− uφni(Xni, θ0))2 = o(|un|2 Υn(θ0))

и

sup
|u|<cun

n∑
i=1

E(gni(Xni,θ0,θ0+ue)−ueTφni(Xni,θ0))2 =o(|un|2eTΥn(θ0)e)

при n→∞.

Теорема 2.6 доказывается на основе теоремы 2.5 в точности так же,
как доказывались теоремы 2.1–2.3 на основе нижней границы (2.3).

Доказательство теоремы 2.5. Рассуждения в основном повторяют
доказательство аналогичных утверждений теоремы 2.1 в [8] и теоре-
мы 2.2 в [12].

Для 1 6 i 6 n и ε > 0 определим события

Ani=Ani(ε)={Xi : |uφni(Xni)|>ε}, Dni=Dni(ε)={Xi : |gni(Xni)|>ε}.

Применяя неравенство Чебышёва и используя (2.16), получаем
n∑
i=1

P(Ani) 6 ε
2u2

n∑
i=1

∫
S

φ2ni(x, θ0)1
(
|φni(x, θ0)| > εu−1n

)
dµ

= o(u2nΥn).

(2.23)
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Применяя (2.23), получаем

n∑
i=1

P(Dni) 6
n∑
i=1

P(Ani(ε/2))

+

n∑
i=1

P(|gni(Xni, un)− unφni(Xni)| > ε/2) = o(u2nΥn(θ0)),

(2.24)

так как в силу неравенства Чебышёва и последней оценки в доказа-
тельстве леммы 3.1 главы 1 в [16] справедливо

n∑
i=1

P(|gni(Xni, un)− unφni(Xni)| > ε/2)

6 4ε−2
n∑
i=1

E(gni(Xni, un)− uTnφni(Xni))
2 = o(u2nΥn(θ0)).

(2.25)

Для любого события A обозначим Ā дополнение к нему.
Определим событие Un = (

⋂n
i=1 Āni) ∩ (

⋂n
i=1 D̄ni). Имеем

P(Un) =

n∏
i=1

(1−P(Ani))

n∏
i=1

(1−P(Dni))

> exp
{
−

n∑
i=1

(P(Ani) + P(Dni))
}

= exp{−o(nu2n)}.
(2.26)

Для любых событий A и B обозначим P(A|B) условную вероятность
события A при условии, что произошло событие B.

Обозначим

logLn =

n∑
i=1

log
(fni(Xni, θ0 + un)

fni(Xni, θ0)

)
.

Teорема 2.5 вытекает из (2.26) и леммы 2.1.

Лемма 2.1. Пусть выполнены условия теоремы 2.5. Тогда для любой
последовательности δn, 0 < δn < 1, δnunΥ

1/2
n (θ0)→∞ при n→∞, и

для любой последовательности Cn, такой что

−(1− δn)unΥ1/2
n (θ0)/2 < Cn,
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имеет место

log P(u−1n Υ−1/2n (θ0) logLn > Cn |Un)

= − (Cn + unΥ
1/2
n (θ0)/2)2

2
(1 + o(1)).

(2.27)

Для любой последовательности δn, 0 < δn < 1, δnunΥ
1/2
n (θ0) → ∞

при n → ∞, и любой последовательности Cn, такой что Cn < (1 −
δn)unΥ

1/2
n (θ0)/2, спрааедливо

log Pθ0+un
(u−1n Υ−1/2n (θ0) logLn < Cn |Un)

= − (unΥ
1/2
n (θ0)/2− Cn)2

2
(1 + o(1))

(2.28)

при n→∞.

Если произошло событие Un, доказательство (2.27) и (2.28) практи-
чески совпадает с доказательством теоремы 2.2 в [12]. Мы опустим эти
рассуждения. �

2.5. Нижняя граница для задачи оценивания параметра сиг-
нала в гауссовском белом шуме. Для задач оценивания и провер-
ки гипотез о параметре сигнала в гауссовском белом шуме нами бы-
ли получены в [11] нижние границы асимптотической эффективности
в зоне вероятностей умеренных уклонений, аналогичные (2.2) и (2.3)
соответственно. Таким образом, в [11] нижняя граница для асимпто-
тически минимаксной постановки задачи оценивания была доказана.
В то же время аналог нижней границы (2.3) для задачи проверки гипо-
тез позволяет доказать и нижнюю границу эффективности по Бахаду-
ру для оценивания сигнала в зоне вероятностей умеренных уклонений.

Рассмотрим задачу оценивания параметра θ ∈ Θ ⊂ Rd сигнала
S(t,θ) ∈ L2(0, 1) по реализации случайного процесса Yε(t), t ∈ [0, 1),
ε > 0. Случайный процесс Yε задается стохастическим дифференци-
альным уравнением

dYε(t) = S(t,θ) dt+ ε dw(t). (2.29)

Здесь dw(t) – гауссовский белый шум.
Предположим, что для любого θ0 ∈ Θ сигнал S(t,θ) дифференци-

руем в L2(0, 1) по θ в точке θ0, то есть найдется такая вектор-функция
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Sθ(t,θ0) : [0, 1)→ Rd, что
1∫

0

(S(t,θ)− S(t,θ0)− STθ (t,θ0)(θ − θ0))2 dt = o(|θ − θ0|2)

при θ → θ0.
Информационная матрица Фишера равна

I(θ0) =

1∫
0

S(t,θ0)ST (t,θ0) dt.

Мы будем говорить, что статистический эксперимент имеет конечную
информацию Фишера, если информационные матрицы Фишера поло-
жительно определены и справедливо (2.29).

Для зоны вероятностей умеренных уклонений все доказательства
нижних границ асимптотической эффективности по Бахадуру в зада-
чах оценивания параметра сигнала базируются на следующем аналоге
неравенства (2.3) для задачи проверки гипотез, доказанном в [11]. Мы
его приведем в одномерном случае.

Пусть дана последовательность uε > 0 и uε → 0, ε−1 uε → ∞ при
ε→ 0.

Рассмотрим задачу проверки гипотезы H0 : θ = θ0 против альтер-
нативы Hε : θ = θ0 + uε. Для критериев Kε, ε > 0 обозначим α(Kε)
и β(Kε) соответственно их вероятности ошибок первого и второго ро-
да. В силу теоремы 2.1 в [11], для любого критерия Kε, такого что
α(Kε) < c < 1 и β(Kε) < c < 1, справедливо

lim sup
ε→0

εu−1ε I−1/2(θ0)(|2 logα(Kε)|1/2 + |2 log β(Kε)|1/2) 6 1. (2.30)

Неравенства (2.3) и (2.30) совпадают, если положить ε = n−1/2,
что позволяет практически идентично сформулировать аналоги тео-
рем 2.2–2.4. Покажем это на примере теоремы 2.3.

Скажем, что оценка θ̂ε параметра θ ∈ Θ является uε-состоятельной,
если для любого θ0 ∈ Θ найдется такая ее окрестность U , что для
любого δ > 0 справедливо

lim
ε→0

sup
θ∈U

Pθ( |θ̂ε − θ| > δuε) = 0.

Теорема 2.7. Пусть статистический эксперимент имеет конеч-
ную информацию Фишера в точках θ ∈ Θ ⊂ Rd. Пусть оценка θ̂ε
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является uε-состоятельной. Тогда для любого ограниченного откры-
того множества V ⊂ Rd справедлива нижняя граница локальной
асимптотической эффективности по Бахадуру

lim inf
ε→0

ε2u−2ε log Pθ( θ̂ε − θ ∈ uεV ) > −1

2
inf
τ∈V

τT I(θ)τ .

2.6. Многомерная нижняя граница асимптотической эффек-
тивности по Бахадуру. Ниже мы предлагаем вариант нижней гра-
ницы асимптотической эффективности по Бахадуру, которая различна
в различных направлениях.

Оценка θ̂n называется состоятельной оценкой параметра θ ∈ Θ,
если для любого θ ∈ Θ, для любого ε > 0 справедливо

lim
n→∞

Pθ( |θ̂n − θ| > ε) = 0.

Теорема 2.8. Пусть θ̂n – состоятельная оценка параметра θ ∈ Θ.
Пусть θ0 ∈ Θ. Пусть Ω ⊂ Rd – открытое множество, такое что
θ0 + Ω ⊂ Θ.

Тогда для любого θ̃ ∈ θ0 + Ω справедливо

lim
n→∞

1

n
log Pθ0( θ̂n − θ0 ∈ Ω) > −

∫
S

log
f(x, θ̃)

f(x,θ0)
f(x, θ̃) ν(d x). (2.31)

Доказательство. Обозначим правую часть (2.31) через −K. Поло-
жим λn = λn(θ̂n − θ0) = 1, если θ̂n − θ0 ∈ Ω, и λn = λn(θ̂n − θ0) = 0,
если θ̂n − θ0 /∈ Ω.

Положим r = n(K + δ), δ > 0. Обозначим

Gn = Gn(X1, . . . , Xn, θ0, θ̃) =

n∏
j=1

f(Xj , θ̃)

f(Xj ,θ0)
.

Тогда

Pθ0(θ̂n − θ0 ∈ Ω) = Eθ0λn

> Eθ0(λn1(Gn < exp{r})) > exp{−r}Eθ̃
{
λn1(Gn < exp{r})

}
> exp{−r}

(
Pθ̃(θ̂n − θ0 ∈ Ω)−Pθ̃(Gn > exp{r})

)
.

(2.32)

Так как оценка θ̂n состоятельна, то

lim
n→∞

Pθ̃(θ̂n − θ0 ∈ Ω) = 1. (2.33)
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По закону больших чисел имеем

lim
n→∞

Pθ̃

( 1

n
|Gn − nK| > δ/2

)
= 0. (2.34)

Из (2.32)–(2.34) следует (2.31). �

§3. Нижняя граница асимптотической эффективности
по Бахадуру для вероятностей умеренных

уклонений дифференцируемых статистических
функционалов

Применим стандартные рассуждения [4, 9, 17, 22, 24] для перехо-
да от нижних границ для асимптотической эффективности в пара-
метрической постановке к аналогичным границам в семипараметри-
ческой постановке. Переход основан на выборе наименее благоприят-
ной функции в функциональном пространстве параметров и опреде-
ления параметрического семейства распределений, для которого эта
функция удовлетворяет свойству (2.1). Нижняя граница асимптоти-
ческой эффективности оценивания для этого параметрического се-
мейства распределений будет давать нижнюю границу аксимптоти-
ческой эффективности в семипараметрической модели. Здесь мы рас-
смотрим довольно простую модель семипараметрического оценивания.
Так как мы доказываем нижнюю границу асимптотической эффек-
тивности для вероятностей умеренных уклонений при тех же самых
условиях, что и для нижней границы асимптотической эффективности
Гайека–Ле Кама [15, 18, 16, 24], то единственным отличием является
определение un-состоятельности. Ясно, что это условие должно быть
равномерным по параметрам наименее благоприятного семейства рас-
пределений.

Пусть (S,B) – измеримое пространство, Λ – множество вероятност-
ных мер на (S,B). Пусть X1, . . . , Xn – независимые одинаково распре-
деленные случайные величины, имеющие вероятностную меру P ∈ Λ.
Предположим, что имеется априорная информация, что P ∈ Γ ⊆ Λ.
Пусть задан функционал T : Λ → R1. Мы хотим оценить значение
функционала T (P), когда известно, что P ∈ Γ.

Используем стандартную терминологию (см. [4, 17, 24]). Зафиксиру-
ем P ∈ Γ. Обозначим Π(Γ,P) множество всех отображений λ : u→ Pu

интервала (0, δ) в Γ.
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Пусть ∆(Γ, P ) – множество всех функций φλ, λ ∈ Π(Γ,P), удо-
влетворяющих (2.1), и пусть cl(∆(Γ,P)) – замыкание в L2(P) мно-
жества ∆(Γ,P). Определим линейное пространство L(Γ,P), как за-
мыкание в L2(P) линейного пространства, порожденного функциями
ϕ ∈ ∆(Γ,P). Линейное пространство L(Γ,P) может рассматриваться
как касательное подпространство к Γ в точке P для метрики Хеллин-
гера.

Скажем, что функция ψP ∈ L(Γ,P), EP [ψP(X1)] = 0, является
функцией влияния функционала T на Γ в точке P ∈ Γ, если для всех
λ ∈ ∆(Γ,P), справедливо

T ( Pu)− T (P) = uE[ψP(X1)φλ(X1)] + o(u), u ↓ 0,

и E[ψP(X1)φ(X1)] = 0 для любой функции φ ∈ L2(P), ортогональной
всем функциям φλ ∈ cl(∆(Γ,P)).

Сделаем следующее предположение.

E. Для всех P ∈ Γ существует функция влияния ψP функционала T
на Γ и ψP ∈ ∆̄(Γ,P). Обозначим I(P) = (E[ψ2

P(X1)])−1.

Скажем, что оценка θ̂n = θ̂n(X1, . . . , Xn) значения функционала
T (P) является un-состоятельной, если для любого P0 ∈ Γ и любого
δ > 0 справедливо

lim
n→∞

sup
P∈U

P( |θ̂n − T (P)| > δun) = 0,

для любой окрестности

U = U(T,P0) = {P : |T (P)− T (P0)| < Cun,P ∈ Γ}, C > 3δ,

точки P0 ∈ Γ.

Теорема 3.1. Предположим E. Пусть un → 0, nu2n →∞ при n→∞.
Тогда для любой un-состоятельной последовательности оценок θ̂n
имеет место

lim inf
n→∞

(nu2nI(P)/2)−1 log P(|θ̂n − T (P)| > un) > −1.

Более того, справедливо

lim inf
n→∞

(nu2nI(P)/2)−1 log P(θ̂n − T (P) > un) > −1.

Назовем оценку θ̂n локально равномерно состоятельной, если для
любого P0 ∈ Γ найдется окрестность

Uε = U(ε, T,P0) = {P : |T (P)− T (P0)| < ε,P ∈ Γ}, ε > 0,
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точки P0 ∈ Γ, такая что для любого δ > 0 справедливо

lim
n→∞

sup
P∈Uε

P( |θ̂n − T (P)| > δ) = 0.

Теорема 3.2. Пусть выполнено условие E. Тогда для любой локально
состоятельной оценки θ̂n, имеет место

lim inf
u→0

lim inf
n→∞

(nu2 I(P)/2)−1 log P( |θ̂n − T (P)| > u) > −1. (3.1)

Более того, справедливо

lim inf
u→0

lim inf
n→∞

(nu2 I(P)/2)−1 log P( θ̂n − T (P) > u) > −1. (3.2)

§4. Асимптотическая эффективность для
вероятностей умеренных уклонений и локальная

асимптотическая эффективность по Бахадуру

Хотя асимптотическая эффективность по Бахадуру [1, 2, 3] являет-
ся хорошо известной мерой качества статистических критериев и оце-
нок, ее исследование является довольно трудной технической пробле-
мой [19]. Поэтому оно часто заменяется изучением локальной асимп-
тотической эффективности по Бахадуру (см. [5, 7, 16] и многие другие
работы). В [7] мы обратили внимание, что утверждения о локальной
асимптотической эффективности по Бахадуру следуют из аналогич-
ных теорем о вероятностях умеренных уклонений. Ниже мы приведем
утверждение в явной форме.

В [6, 8] показано, что техника дифференцирования статистических
функционалов по Фреше может быть применена к изучению вероятно-
стей умеренных уклонений в той же степени, в какой она применяется
для доказательства их асимптотической нормальности [20]. В [14] этот
результат был расширен на случай дифференцируемости по Адамару.
Таким образом, результаты [6, 8, 14] справедливы также и для поста-
новки задачи локальной эффективности по Бахадуру.

Мы следуем постановке задаче подраздела 2.1.
Пусть стоит задача оценки параметра θ ∈ Θ ⊂ Rd. Скажем, что

оценка θ̂n = θ̂n(X1, . . . , Xn) удовлетворяет принципу умеренных ук-
лонений с функционалом действия I : Rd → R+, если

i. для всех L > 0 множество {θ : I(θ) < L} компактно,
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ii. для любой последовательности un > 0, un → 0, nu2n → ∞, для
произвольного открытого множества G ⊂ Rd справедливо

lim inf
n→∞

(nu2n/2)−1 log Pθ∗(θ̂n − θ ∈ unG) > − inf
θ∈G

I(θ),

iii. для любой последовательности un > 0, un → 0, nu2n → ∞, для
произвольного замкнутого множества F ⊂ Rd справедливо

lim sup
n→∞

(nu2n/2)−1 log P∗θ(θ̂n − θ ∈ unF ) 6 − inf
θ∈F

I(θ).

Здесь Pθ∗(A) и P∗θ(A) обозначают внешнюю и внутреннюю вероятно-
сти для множества A ⊂ S.

Скажем, что оценка θ̂n = θ̂n(X1, . . . , Xn) удовлетворяет локальному
принципу больших уклонений по Бахадуру с функционалом действия
I : Rd → R+, если

i. для любого L > 0 множество {x : I(x) < L} компактно,
ii. для любого открытого множества G ⊂ Rd справедливо

lim
u→0

lim inf
n→∞

(nu2/2)−1 log Pθ∗(θ̂n − θ ∈ uG) > − inf
x∈G

I(x),

iii. для любого замкнутого множества F ⊂ Rd, справедливо

lim
u→0

lim sup
n→∞

(nu2/2)−1 log P∗θ(θ̂n − θ ∈ uF ) 6 − inf
x∈F

I(x).

Теорема 4.1. Пусть оценка θ̂n удовлетворяет принципу умеренных
уклонений с функционалом действия I. Тогда оценка θ̂n удовлетворя-
ет локальному принципу умеренных уклонений по Бахадуру с функ-
ционалом действия I.

Пусть vk → 0 при k →∞ – произвольная последовательность поло-
жительных чисел. Для доказательства локального принципа больших
уклонений по Бахадуру нам достаточно показать, что для всякой под-
последовательности nk →∞, nkv2k →∞ при k →∞, имеет место

lim inf
k→∞

(nkv
2
k/2)−1 log Pθ∗(θ̂nk

− θ ∈ vkG) > − inf
x∈G

I(x)

и
lim sup
k→∞

(nkv
2
k/2)−1 log P∗θ(θ̂nk

− θ ∈ vkF ) 6 − inf
x∈F

I(x).

Однако это принцип умеренных уклонений, если положить unk
= vk.
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Ermakov M. S. Bahadur asymptotic efficiency in the zone of moderate
deviation probabilities.

We establish an analog of Bahadur’s lower bound for asymptotic efficien-
cy in the moderate deviation probabilities zone. We consider problems of
parameter estimation for independent, not necessarily identically distribu-
ted, random variables and signal in Gaussian white noise. The assertions
are obtained under the same conditions under which the Hajek–Le Cam
locally asymptotically minimax lower bound has been established. The
Bahadur lower bound for local asymptotic efficiency is a special case of
this lower bound.
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