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Ââåäåíèå

Ïóñòü k � îñíîâíîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè íóëü ñ àëãåáðàè÷åñêèì
çàìûêàíèåì k. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî k êîíå÷íî ïîðîæäåíî íàä åãî
ïðèìèòèâíûì ïîäïîëåì Q. Ïóñòü f ∈ k[X1, . . . , Xn, Z] � ìíîãî÷ëåí
ñòåïåíè degZ,X1,...,Xn 6 d äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî ÷èñëà d > 2.

Ðàññìîòðèì f ∈ k(X1, . . . , Xn)[Z] êàê ìíîãî÷ëåí îò îäíîé ïåðåìåí-
íîé ñ Z ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ k(X1, . . . , Xn). Òîãäà êîðíè Z = zu,
1 6 u 6 degZ f (ìû ó÷èòûâàåì êðàòíîñòè êîðíåé), ìíîãî÷ëåíà f
ïðèíàäëåæàò ïîëþ êðàòíûõ ôîðìàëüíûõ äðîáíî�ñòåïåííûõ ðÿäîâ îò
X1, . . . , Xn, ò.å. ê îáúåäèíåíèþ ïî âñåì öåëûì ÷èñëàì ν1, . . . , νn > 1
ïîëåé êðàòíûõ ôîðìàëüíûõ äðîáíî�ñòåïåííûõ ðÿäîâ ñ ôèêñèðîâàí-
íûìè ν1, . . . , νn: ⋃

ν1,...,νn>1

k((X
1/ν1
1 ))((X

1/ν2
2 )) . . . ((X1/νn

n )). (1)

Ïîëå (1) àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî. Öåëü äàííîé ñòàòüè � ïðèâëå÷ü âíè-
ìàíèå ê îöåíêå è ïîñòðîåíèþ êîðíåé zu â ïîëå (1) (êîíå÷íî, òðåáóåòñÿ
îöåíèòü ðàçìåðû êîýôôèöèåíòîâ èç ïîëÿ k êîðíåé zu â ïîëå (1)). Ýòà
ïðîáëåìà ðåøåíà äëÿ n = 1 â [4]. Ïî íàøèì ñâåäíèÿì äëÿ ñëó÷àÿ n > 1
äî ñèõ ïîð îöåíîê ïîëó÷åíî íå áûëî.
ÏÐÈÌÅÐ. Ïóñòü f = Z2−2X1X2−X2

2 −X2
3 . Òîãäà îäèí èç êîðíåé

ïîëèíîìà f

zu =
√

2X
1/2
1 X

1/2
2 (1 +X2/(2X1) +X2

3/(2X1X2))1/2 ∈

Q[
√

2][[X
1/2
1 , X

1/2
2 /X

1/2
1 , X3/(X

1/2
1 X

1/2
2 )]].

Òàê ÷òî â îáùåì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü àíàëîãè÷íîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå äëÿ zu (è îöåíèòü âñå åãî ïàðàìåòðû), ò.å. ïîñòðîèòü ïîëå ku,

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ôîðìàëüíûå äðîáíî-ñòåïåííûå ðÿäû, ôîðìàëüíûå ñòåïåííûå
ðÿäû, ôàêòîðèçàöèÿ ìíîãî÷ëåíîâ, ìíîãèå ïåðåìåííûå, ñëîæíîñòü àëãîðèòìîâ.
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êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ðàñøèðåíèåì ïîëÿ k, è ïðåäñòàâèòü zu
êàê ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ku îò ÷àñòíûõ
äðîáíî-ñòåïåííûõ ìîíîìîâ îò X1, . . . , Xn.

Åñëè öåëûå ÷èñëà ν1, . . . , νn > 1 ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûìè
òàêèìè, ÷òî

zu ∈ k((X
1/ν1
1 ))((X

1/ν2
2 )), . . . , ((X1/νn

n )), (2)

òî ñóùåñòâóåò íå ìåíüøå ν = LCM{ν1, . . . , νn} (çäåñü LCM îáîçíà-
÷àåò íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå) ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ êîðíåé zu ìíî-
ãî÷ëåíà f . Ïîýòîìó âñå νi 6 ν 6 degZ f 6 d (êîíå÷íî νi è ν çàâè-

ñÿò îò u). Îáîçíà÷èì ÷åðåç f̂ ìíîãî÷ëåí f(Xν1
1 , . . . , Xνn

n , Z). Òîãäà

ẑu = zu(Xν1
1 , . . . , Xνn

n ) ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ïîëèíîìà f̂ , ýëåìåíò ẑu ∈
k((X1))((X2)) . . . ((Xn)) è

zu = ẑu(X
1/ν1
1 , . . . , X

1/νn
1 ). (3)

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå νi = νu,i, åñëè âàæ-

íà çàâèñèìîñòü îò u. Çàìåòèì, ÷òî ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà f̂ îãðàíè÷åíà
ñâåðõó d2.

Äàëåå äëÿ âñåõ 1 6 j 6 n ïîëîæèì

X ′j = X
1/νj
j /(X

µj,1/ν1
1 · . . . ·Xµj,j−1/νj−1

j−1 ) (4)

äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ ÷èñåë µj,i > 0 (òàê ÷òî X ′1 = X1). Ìû äîêàæåì,
÷òî ìîæíî âûáðàòü öåëûå ÷èñëà µj,i òàê, ÷òî

zu ∈ k[[X ′1, . . . , X
′
n]], (5)

ò.å. zu ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëüíûì ñòåïåííûì ðÿäîì îò X ′1, . . . , X
′
n ñ êîýô-

ôèöèåíòàìè èç k. Ôàêòè÷åñêè ñóùåñòâîâàíèå öåëûõ ÷èñåë µj,i ñëåäóåò
èç êîíñòðóêöèè, îïèñàííîé â öèòèðîâàííîé ñòàòüå [4], ïðèìåí�eííîé ðå-
êóðñèâíî.

Ðåøàÿ ëèíåéíóþ ñèñòåìó Z ′j = −Z1µj,1 − . . . − Zj−1µj,j−1 + Zj ,
1 6 j 6 n, îòíîñèòåëüíî Z1, . . . , Zn ïî ïðàâèëó Êðàìåðà, ìû ïîëó-
÷àåì å�e ðåøåíèå Zj = Z ′1κj,1 + . . . + Z ′j,j−1κj,j−1 + Z ′j , 1 6 j 6 n, ãäå
âñå κj,i > 0 ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, â ìóëüòèïëè-
êàòèâíîé ôîðìå ìû èìååì

X
1/νj
j = (X ′1)κj,1 · . . . · (X ′j−1)κj,j−1X ′j , 1 6 j 6 n. (6)

Òàê ÷òî êàæäîå X
1/νj
j , 1 6 j 6 n, ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîì îò X ′1, . . . , X

′
j

ñòåïåíè 1 îòíîñèòåëüíî X ′j è ñ êîýôôèöèåíòîì 1.
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Èñïîëüçóÿ (6), ìû ïîëó÷àåì ìíîãî÷ëåí f̃ òàêîé, ÷òî

f̃(X ′1, . . . , X
′
n, Z) = f̂ .

Òåïåðü ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä zu (ñì. (5)) ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíî-

ãî÷ëåíà f̃ . Îòìåòèì çäåñü, ÷òî ìíîæåñòâà êîýôôèöèåíòîâ èç k ïîëè-

íîìîâ f è f̃ ñîâïàäàþò (íî, êîíå÷íî, ìíîæåñòâà èõ ìîíîìîâ ðàçëè÷íû
â îáùåì ñëó÷àå).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû èìååì íåêîòîðûå âåðõíèå ãðàíèöû äëÿ öåëûõ
÷èñåë µj,i. Òîãäà ìîæíî îöåíèòü âñå κj,i, èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Êðàìåðà,
è ïðè ïîìîùè (6) îöåíèòü ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà f̃ . Ïîñëå ýòîãî îöåíêè
ñâåðõó äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ (5) ìîãóò

áûòü ïîëó÷åíû, ïðèìåíÿÿ ðåçóëüòàòû [5, 6] ê ìíîãî÷ëåíó f̃ . Çàìåòèì
çäåñü, ÷òî â [6] ðåçóëüòàòû èç [5] óñèëèâàþòñÿ: åñëè áûòü êðàòêèì,

òî ñëîæíîñòü àëãîðèòìîâ èç [5] ïîëèíîìèàëüíà îò d2n
c

äëÿ íåêîòîðîé
êîíñòàíòû c > 0, à â [6] îíà ïîëèíîìèàëüíà îò dn (êîíå÷íî, ñëîæ-
íîñòü çàâèñèò òàêæå îò äðóãèõ ïàðàìåòðîâ). Ðåçóëüòàò èç [8] âàæåí
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîé òåîðåìû 3 â [6].

Òåïåðü îñòà�åòñÿ îöåíèòü òðåáóåìûå öåëûå ÷èñëà µj,i. Ýòî ìîæåò
áûòü ñäåëàíî, ïðèìåíÿÿ ðåçóëüòàòû èç [4] ðåêóðñèâíî. Íåïîñðåäñòâåí-
íîå èñïîëüçîâàíèå [4] äà�åò äâàæäû ýêñïîíåíöèàëüíóþ îò n îöåíêó
ñâåðõó äëÿ µj,i. Íî ìû óëó÷øàåì îöåíêè èç [4] è ïîëó÷àåì âåðõíèå
ãðàíèöû äëÿ µj,i ñóáýêïîíåíöèàëüíûå îò ÷èñëà êîýôôèöèåíòîâ ìíî-
ãî÷ëåíà f , áîëåå òî÷íî, ýòè âåðõíèå îöåíêè ïîëèíîìèàëüíû îò dn.

Â äàëüíåéøåì, äëÿ òîãî ÷òîáû ðåêóðñèâíûå äîêàçàòåëüñòâà ñòàëè
âîçìîæíûìè, íàì òðåáóþòñÿ äâå âåðõíèå ãðàíèöû íà ñòåïåíè: degZ f 6
d è degX1,...,Xn f 6 D, ñì. íèæå. ÅñëèD = d, òî ìû ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò,
îïèñàííûé â íà÷àëå ââåäåíèÿ.

Ïåðåéä�åì ê òî÷íûì ôîðìóëèðîâêàì. Ïîëå k êîíå÷íî ïîðîæäåíî
íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

k = Q(T1, . . . , Tl)[θ],

ýëåìåíòû T1, . . . , Tl ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûìè íàä Q, ýëå-
ìåíò θ � àëãåáðàè÷åñêèé íàä ïîëåì Q(T1, . . . , Tl), è äàí ìèíèìàëüíûé
ìíîãî÷ëåí ϕ ∈ Q(T1, . . . , Tl)[Z] ýëåìåíòà θ íàä ïîëåì Q(T1, . . . , Tl).

Ìû ïðåäñòàâëÿåì ìíîãî÷ëåí ϕ = 1/ϕ(0)
∑

06i6degZ ϕ
ϕiZ

i, ãäå âñå

ϕ
(0)
i , ϕi ∈ Z[T1, . . . , Tl] è GCD i{ϕ(0)

i , ϕi} = 1 â Z[T1, . . . , Tl]. Ìíîãî÷ëåí
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f ∈ k[X1, . . . , Xn, Z] ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

f =
1

a(0)

∑
06i<degZ ϕ, i1,...,in>0

ai,i1,...,inθ
iXi1

1 · . . . ·Xin
n , (7)

ãäå âñå ai,i1,...,in , a
(0) ∈ Z[T1, . . . , Tl], è â ýòîì êîëüöå íàèáîëüøèé îáùèé

äåëèòåëü GCD i,i1,...,in{ai,i1,...,in , a(0)} = 1. Ïîëîæèì

degT1,...,Tl
f = max{degT1,...,Tl

ai,i1,...,in ,degT1,...,Tl
a(0)}. (8)

Äëèíà çàïèñè l(h) öåëîãî ÷èñëà h ∈ Z ðàâíà åãî äëèíå â áèòîâîé äâî-
è÷íîé çàïèñè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç l(f) ìàêñèìóì äëèí çàïèñè êîýôôèöè-
åíòîâ èç Z ïðè ìîíîìàõ îò T1, . . . , Tl ïîëèíîìîâ ai,i1,...,in , a

(0). Àíàëî-
ãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ ñòåïåíü degT1,...,Tl,Z

ϕ è äëèíà çàïèñè
êîýôôèöèåíòîâ l(ϕ). Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

degT1,...,Tl,Z
ϕ < d1, degT1,...,Tl

f < d2, degX1,...,Xn f 6 D,
degZ f 6 d, l(ϕ) 6M1, l(f) 6M2.

(9)

äëÿ íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë d > 2, D, d1, d2, M1, M2.
Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè

(çàìåíÿÿ ïðè íåîáõîäèìîñòè ýëåìåíò θ íà íîâûé), ÷òî ñòàðøèé êî-
ýôôèöèåíò lcZϕ = 1 è ϕ ∈ Z[t1, . . . , tl, Z]. Äàëåå, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
a(0) = 1. Ïóñòü a = lcZf ÿâëÿåòñÿ ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì ïîëèíîìà
f îòíîñèòåëüíî Z. Ïîëîæèì g = a−1+degZ ff(X1, . . . , Xn, Z/a). Òîãäà
g ∈ Z[T1, . . . , Tl, θ, X1, . . . , Xn, Z], è ñòàðøèé êîýôôèöèåíò lcZg = 1.
Êàæäûé êîðåíü zu ìíîãî÷ëåíà f ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

zu = z′u/a (10)

ãäå z′u ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà g. Ìîæíî ïîñòðîèòü z′u è îöåíèòü
âñå åãî ïàðàìåòðû (äëèíû çàïèñè öåëûõ êîýôôèöèåíòîâ, ñòåïåíè è
ò.ä.) ïðè ïîìîùè òåîðåìû 1, ñì. ÷óòü íèæå, è òåîðåìû 3 [6]. Ïî-
ñëå ýòîãî ìîæíî ïîñòðîèòü zu è ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûå îöåíêè äëÿ
zu, èñïîëüçóÿ (10) (ìû îñòàâëÿåì çäåñü ïîäðîáíîñòè ÷èòàòåëþ). Òàê
÷òî â äàëüíåéøåì, çàìåíÿÿ f íà g, ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü äîïîëíè-
òåëüíî, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ÷òî ñòàðøèé êîýôôèöèåíò lcZf = 1 è
f ∈ Z[T1, . . . , Tl, θ,X1, . . . , Xn, Z].

Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ, ñì. [5]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç m ìàê-

ñèìàëüíûé èäåàë êîëüöà Â = k[[X1, . . . , Xn]] ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ

ðÿäîâ. Òàê ÷òî èäåàë m ïîðîæä�åí ýëåìåíòàìè X1, . . . , Xn. Ïóñòü z ∈ Â
è N > 0 � öåëîå ÷èñëî. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïîëèíîì
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z′ ∈ k[X1, . . . , Xn] ñòåïåíè degX1,...,Xn z
′ 6 N òàêîé, ÷òî z − z′ ∈ mN+1.

Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëîæèì z#,N = z′. Ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ìíî-

æåñòâî ýëåìåíòîâ ôàêòîðêîëüöà Â/mN+1 ñ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì
ïîëèíîìîâ ñòåïåíè ñàìîå áîëüøåå N èç k[X1, . . . , Xn]. Ñëåäîâàòåëüíî,

òåïåðü z#,N = z mod mN+1 äëÿ ëþáîãî z ∈ Â.
Ïóñòü Z � ïåðåìåííàÿ, è ìíîãî÷ëåí g =

∑
06j6degZ g

gjZ
j ∈ Â[Z],

ãäå âñå êîýôôèöèåíòû gj ∈ Â. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî N > 0 ïîëîæèì

g#,N = g mod mN+1 =
∑

06j6degZ g

(gj)#,NZ
j ∈ k[X1, . . . , Xn, Z].

Îïðåäåëåíèå 1 Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àëãîðèòì ñòðîèò ýëå-

ìåíò z ∈ Â (ñîîòâåòñòâåííî ìíîãî÷ëåí g ∈ Â[Z]) â òîì è òîëüêî â
òîì ñëó÷àå, åñëè äëÿ âñÿêîãî çàäàííîãî öåëîãî ÷èñëà N > 0 ýòîò àë-
ãîðèòì ìîæåò ïîñòðîèòü ìíîãî÷ëåí z#,N (ñîîòâåòñòâåííî g#,N ).

Êîíå÷íî, çäåñü âñå êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìà z#,N (ñîîòâåòñòâåííî
g#,N ) ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè èç íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ðàñøèðåíèÿ îñ-
íîâíîãî ïîëÿ k, è ýòî ðàñøèðåíèå ñòðîèòñÿ äàííûì àëãîðèòìîì ÿâ-
íî. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ýòè îïðåäåëåíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ ê êîëüöàì
ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ îò äðóãèõ ïåðåìåííûõ, íå îáÿçàòåëüíî
X1, . . . , Xn (è íàä äðóãèìè ïîëÿìè).

Â äàëüíåéøåì â ýòîé ñòàòüå â âåðõíèõ îöåíêàõ ñòåïåíåé, äëèí çàïè-
ñè öåëûõ êîýôôèöèåíòîâ è ò.ä. ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå P äëÿ ïî-
ëèíîìà (ìîæåò áûòü îò ìíîãèõ ïåðåìåííûõ) ñ íåîòðèöàòåëüíûìè öå-
ëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, òî ìû íå ïðåä-
ïîëàãàåì, ÷òî ýòîò ïîëèíîì ÿâëÿåòñÿ îäíèì è òåì æå â ðàçíûõ ìåñòàõ
â òåêñòå (äàæå áëèçêèõ äðóã ê äðóãó). Êîýôôèöèåíòû êàæäîãî òàêîãî
ïîëèíîìà P ÿâëÿþòñÿ àáñîëþòíûìè êîíñòàíòàìè.

Òåïåðü ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü íàø îñíîâíîé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1 Ïóñòü ìíîãî÷ëåí f � òàêîé æå, êàê è âûøå, ñòàðøèé
êîýôôèöèåíò lcZf = 1. Ïóñòü ν1, . . . , νn > 1 ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñ-
ëàìè òàêèìè, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (2). Ïóñòü ïîëèíîìû

f̂ , f̃ , êîðåíü zu ìíîãî÷ëåíà f , öåëûå ÷èñëà µj,i � òàêèå æå, êàê è âûøå.
Ñëåäîâàòåëüíî, èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà (3), (4) è ñîîòíîøåíèå (5).
Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

(i) Äëÿ âñÿêîãî êîðíÿ zu ìíîãî÷ëåíà f ñóùåñòâóþò öåëûå ÷èñëà
µj,i >, 1 6 j 6 n, 1 6 i 6 j − 1, òàêèå, ÷òî

∑
16i6j−1 µj,i 6
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D2(c1d)(n+1−j)c äëÿ àáñîëþòíûõ êîíñòàíò c1, c > 0 (òàêèå
êîíñòàíòû íåñëîæíî âû÷èñëèòü1) äëÿ âñåõ j, i. Îòñþäà ñëå-

äóåò, ÷òî äëÿ âñåõ j, i öåëûå ÷èñëà κj,i 6 D2nP(dn
2

), ñì. (6),

è ñòåïåíü degX1,...,Xn,Z f̃ 6 D
2nP(dn

2

).
(ii) Äëÿ âñÿêîãî êîðíÿ zu ìíîãî÷ëåíà f ìîæíî ïîñòðîèòü öåëûå

÷èñëà ν1, . . . , νn è ïîñëå ýòîãî âñå µj,i è ìíîãî÷ëåí f̃ . Äàëåå,

ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 3 [6] ê ìíîãî÷ëåíó f̃ , ìîæíî ïîñòðîèòü
ïðåäñòàâëåíèÿ

zu ∈ ku[[X ′1, . . . , X
′
n]], (11)

ãäå ku ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ðàñøèðåíèåì ïîëÿ k. Ïîëå ku çàäàíî
ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì íàä k ñî ñâîèì ìèíèìàëüíûì ìíî-
ãî÷ëåíîì íàä k. Ýòî ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí òàêæå ñòðî-
èòñÿ, ñì. ïîäðîáíîñòè â [6].

Ïîýòîìó ñîãëàñíî (11), (3) è (4) äëÿ âñÿêîãî 1 6 u 6 degZ f
ìû ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå êîðíÿ zu êàê ýëåìåíòà êîëüöà

ku
[[
X

1/ν1
1 , X

1/ν2
2 /X

µ2,1/ν1
1 , . . ., X1/νn

n /
(
X
µj,1/ν1
1 ·. . .·Xµn,n−1/νn−1

j−1

)]]
(12)

ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ îò ÷àñòíûõ äðîáíî-ñòåïåííûõ
ìîíîìîâ îò X1, . . . , Xn.

(iii) Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà äëÿ ïîñòðîåíèÿ äëÿ âñåõ 1 6 u 6
degZ f âñåõ öåëûõ ÷èñåë ν1, . . . , νn, µj,i è ïîëåé ku (êàæäîå èç
ýòèõ ïîëåé çàäà�åòñÿ ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì íàä k) ïîëè-

íîìèàëüíî îò M1, M2, (d1d2D
ndn

2

)l+1, Dn2

, dn
3

(ïîäðîáíîñòè
ñì. â òåîðåìå 3 [6]).

(iv) Äëÿ âñÿêîãî öåëîãî ÷èñëà ι > 0 âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà äëÿ
ïîñòðîåíèÿ äëÿ âñåõ 1 6 u 6 degZ f âñåõ ýëåìåíòîâ (zu)#,ι

(ýòè ýëåìåíòû îïðåäåëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè (11)) ïîëèíîìèàëü-

íî îòM1,M2, (d1d2D
ndn

2

)l+1, Dn2

, dn
3

, ιl+n (ïîäðîáíîñòè ñì.
â òåîðåìå 3 [6]).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 îñíîâûâàåòñÿ íà òåîðåìå 2 ðàçäåëà 1, êî-
òîðàÿ äîêàçûâàåòñÿ â ðàçäåëå 2 è ðàçäåëå 3. Òåîðåìà 2 ÿâëÿåòñÿ áîëåå
ñèëüíîé âåðñèåé ðåçóëüòàòà èç [4]. Îòìåòèì, ÷òî â ðàçäåëå 2 óñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå íåêîòîðûõ îáúåêòîâ, ñâÿçàííûõ ñ àëãîðèòìîì

1Êîíå÷íî, ïîñêîëüêó d > 2, çäåñü ïîëîæèòü c1 = 1, óâåëè÷èâàÿ c, íî ïðè-
âåä�åííàÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà äëÿ

∑
16i6j−1 µj,i ïîëó÷àåòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì

â äîêàçàòåëüñòâå.
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Íüþòîíà�Ïþèçå. Ôàêòè÷åñêè ôàêòîâ èç ðàçäåëà 2 äîñòàòî÷íî äëÿ äî-
êàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1, ÷òîáû îöåíèòü öåëûå ÷èñëà µj,i,
òðåáóåòñÿ ðàññìàòðèâàòü àëãîðèòì Íüþòîíà-Ïþèçå äëÿ áîëåå îáùèõ
îñíîâíûõ ïîëåé ðåêóðñèâíî. Èìåííî â íàøåé ðåêóðñèè èìåþòñÿ ðàç-
ëîæåíèÿ Íüþòîíà-Ïþèçå îò ïåðåìåííîé Xi äëÿ êîðíåé ïîëèíîìà èç
k(X1, . . . , Xi−1)[Xi, Z], 1 6 i 6 n è èñïîëüçþòñÿ õîðîøèå îöåíêè íà ñòå-
ïåíè îòíîñèòåëüíî X1, . . . , Xi ïîñòðîåííûõ îáúåêòîâ. Îñíîâíîå ïîëå
çäåñü ðàâíî k(X1, . . . , Xi−1). Ïðè ýòîì èìåþòñÿ äâà ñåìåéñòâà òðàíñ-
öåíäåíòíûõ ýëåìåíòîâ íàä ïðèìèòèâíûì ïîäïîëåì Q: T1, . . . , Tl è
X1, . . . , Xi−1.

Òàêàÿ ñèòóàöèÿ óæå ðàññìàòðèâàëàñü â òåîðåìå 2 èç ðàçäåëà 2 [3]
îá àëãîðèòìå Íüþòîíà-Ïþèçå. Íî òàì äîñòàòî÷íî òîëüêî íåáîëüøîé
ìîäèôèêàöèè îðèãèíàëüíîé âåðñèè ðåçóëüòàòà èç [4] (ïîñêîëüêó â [3]
íåò ðåêóðñèè, ïîäîáíîé òîé, ÷òî èìååòñÿ â íàñòîÿùåé ñòàòüå). Êîíå÷-
íî, òåîðåìà 2 ðàçäåëà 2 [3] ìîæåò áûòü äîêàçàíà àíàëîãè÷íî òåîðåìå 2
íàñòîÿùåé ñòàòüè. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî, åñëè ñòåïåíü òðàíñöåíäåíò-
íîñòè l íå ôèêñèðîâàíà (òàêîâà ñèòóàöèÿ â [6] è íàñòîÿùåé ñòàòüå),
òî ñëåäóåò ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå çàìå÷àíèå 1, ñì. ÷óòü íèæå, ïðè
äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2 ðàçäåëà 2 [3].

Îòìåòèì åù�å, ÷òî èç îðèãèíàëüíîé âåðñèè îñíîâíîé òåîðåìû [4] ïî-
ëó÷àþòñÿ ëèøü îöåíêè, ïîäîáíûå (29), (30) ðàçäåë 3 (õîòÿ îíè è íå
ïðèâîäÿòñÿ â [4] ÿâíî). Åñëè èõ ïðèìåíÿòü ðåêóðñèâíî â äîêàçàòåëü-
ñòâå òåîðåìû 1, òî ýòî ìîæåò äàòü ëèøü äâàæäû ýêñïîíåíöèàëüíûå
îöåíêè íà ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî X1, . . . , Xn ïîñòðîåííûõ îáúåêòîâ.

Êðîìå òîãî, íåäàâíî ìû îáíàðóæèëè íåáîëüøóþ íåòî÷íîñòü â ôîð-
ìóëèðîâêå ëåììû 2.1 èç [4]. Îäíî èç óòâåðæäåíèé ýòîé ëåììû ñîñòîèò
â òîì, ÷òî µ(i, j) = µ1(i, j)/ν(i) äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ ÷èñåë µ1(i, j) è
ν(i), ãäå ν(i) çàâèñèò òîëüêî îò i. Íî â îáùåì ñëó÷àå ýòî âåðíî òîëüêî,
åñëè ξi 6= 0 (â îáîçíà÷åíèÿõ èç ýòîé ëåììû).

Ýòà íåòî÷íîñòü íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé äëÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà
[4] è åãî äîêàçàòåëüñòâà. Òðåáóþòñÿ òîëüêî íåáîëüøèå èçìåíåíèÿ â
îïðåäåëåíèÿõ ÷èñåë µ1(i, j), ν(i) è µ â �2 [4]. Ìû ïðèâåä�åì ïîäðîáíîñòè
â ðàçäåëå 1.

Çàìå÷àíèå 1. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå íàì òðåáóåòñÿ ðàñêëàäûâàòü íà
íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè ìíîãî÷ëåí f â êîëüöå k[X1, . . . , Xn, Z] (è
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òàêæå òàêæå äðóãèå ìíîãî÷ëåíû â àíàëîãè÷íûõ êîëüöàõ). Ñåé÷àñ ñòå-
ïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè l îñíîâíîãî ïîëÿ k íå ÿâëÿåòñÿ ôèêñèðîâàí-
íîé êîíñòàíòîé. Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà èç [2] äëÿ ôàêòîðèçàöèè f ïî-
ëèíîìèàëüíà îò dn+l, íî òåïåðü íàì íåîáõîäèìà îöåíêà ïîëèíîìèàëü-
íàÿ îò dn. Ïîäîáíàÿ îöåíêà äëÿ ñëîæíîñòè ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà, ïðè-
ìåíÿÿ ðåçóëüòàò èç [7] äëÿ ñëó÷àÿ ãèïåðïîâåðõíîñòè, èëè íåïîñðåä-
ñòâåííî èç ìîäèôèöèðîâàííîé âåðñèè àëãîðèòìà äëÿ ôàêòîðèçàöèè
ìíîãî÷ëåíîâ èç [7].

Çàìå÷àíèå 2. Â [6] ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè l òàêæå íå ÿâëÿåò-
ñÿ ôèêñèðîâàííîé. Áîëåå òîãî, â [6] èìååòñÿ åù�å ñåìåéñòâî òðàíñöåí-
äåíòíûõ ýëåìåíòîâ u1, . . . , ul1 . Òàê ÷òî â [6] ñóùåñòâóåò òðè ñåìåéñòâà
òðàíñöåíäåíòíûõ ýëåìåíòîâ íàä ïðèìèòèâíûì ïîäïîëåì: T1, . . . , Tl,
u1, . . . , ul1 è X1, . . . , Xn. Ìû ïðèìåíÿåì òàì àëãîðèòì äëÿ ôàêòîðè-
çàöèè èç [2] (è ññûëàåìñÿ íà [2]), íî ôàêòè÷åñêè ìû èñïîëüçóåì íåÿâ-
íî àëãîðèòì ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè ìíîãî÷ëåíîâ èç [7]. Äàæå áî-
ëåå ïðîäâèíóòàÿ (íî àíàëîãè÷íàÿ) âåðñèÿ ýòîãî ïîñëåäíåãî àëãîðèòìà
òðåáóåòñÿ â [6]. Èìåííî, â [7] â àëãîðèòìå äëÿ ôàêòîðèçàöèè îïèñàíà
íåêîòîðàÿ äâóõøàãîâàÿ ðåäóêöèÿ, îäíàêî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðå-
ìû 2 [6] òðåáóåòñÿ ðåäóêöèÿ èç òð�åõ øàãîâ (âñ�å æå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
îñíîâíîé òåîðåìû 3 [6] äîñòàòî÷íî äâóõøàãîâîé ðåäóêöèè, ïîñêîëü-
êó â ýòîì ñëó÷àå l1 = O(n) è ðàññìàòðèâàåìàÿ ñòåïåíü îòíîñèòåëüíî
u1, . . . , ul1 îãðàíè÷åíà ñâåðõó d). Íî îáîáùåíèå ñ äâóõ øàãîâ äî òð�åõ
øàãîâ â [7] íå ïðåäñòàâëÿåò çàòðóäíåíèé.

�1. Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà Íüþòîíà�Ïþèçå (äëÿ
íåêîòîðûõ íîâûõ îñíîâíûõ ïîëåé)

Ïðåæäå âñåãî ìû õîòåëè áû èñïðàâèòü íåòî÷íîñòü èç [4]. Â ôîð-
ìóëèðîâêå ëåììû 2.1 [4] ñëåäóåò óäàëèòü óòâåðæäåíèå �è µ(i, j) =
µ1(i, j)/ν(i), ãäå µ1(i, j) ∈ Z, 1 6 ν(i) < d, ν(i) ∈ Z) è ν(i) çàâèñèò
òîëüêî îò êîðíÿ yi� (ýòî óòâåðæäåíèå íå âåðíî â îáùåì ñëó÷àå, îíî
âåðíî òîëüêî, åñëè ξi 6= 0 â îáîçíà÷åíèÿõ èç ýòîé ëåììû). Äîêàçàòåëü-
ñòâî èñïðàâëåííîé âåðñèè ëåììû îñòà�åòñÿ òåì æå ñàìûì.

Äàëåå, ïîñëå äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.1, òðåáóåòñÿ äàòü íîâûå îïðå-
äåëåíèÿ ÷èñåë µ1(i, j), ν(i), µ è ýëåìåíòà Qi,j ñëåäóþùèì îáðàçîì:
�Ïîëîæèì µ′(i, j) = µ(i, j), åñëè ξi 6= 0 è

µ′(i, j) = min{ordXf
′(yi), ordXf

(γ)(yi)},
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åñëè ξi = 0 (ìû èìååì µ′(i, j) > µ(i, j) â ëþáîì ñëó÷àå). Òåïåðü ìîæíî
ïðåäñòàâèòü µ′(i, j) = µ1(i, j)/ν(i), ãäå µ1(i, j) ∈ Z, 1 6 ν(i) < d, ν(i) ∈
Z, G C D (µ1(i, j), ν(i)) = 1 è ν(i) çàâèñèò òîëüêî îò êîðíÿ yi. Ïîëîæèì
µ = µ(i) = max{µ′(i, j) : j 6= i}.� Íàêîíåö, â �2 [4] ñëåäóåò çàìåíèòü

�Qi,j = xµ−µ(i,j)f (γ)(Y ) + ρi,jx
µ� íà �Qi,j = xµ−µ

′(i,j)f (γ)(Y ) + ρi,jx
µ�.

Ïîñëå ýòîãî âñå ïîñòðîåíèÿ è äîêàçàòåëüñòâà èç �2 [4] îñòàþòñÿ áåç
èçìåíåíèé.

Ðåçóëüòàò ñòàòüè [4] ÿâëÿåòñÿ âåñüìà âàæíûì. Âñ�å æå ýòà ðàáîòà
íå áûëà ïåðåâåäåíà íà ðóññêèé ÿçûê äî ñèõ ïîð. Íå ñëèøêîì õîðî-
øèé àíãëèéñêèé è ðóêîïèñíûå ôîðìóëû ïðåäñòàâëÿþò äîïîëíèòåëü-
íûå òðóäíîñòè äëÿ ÷òåíèÿ [4]. Òåïåðü äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ ìû îïè-
ñûâàåì ïîäðîáíî êîíñòðóêöèþ èç [4] äëÿ áîëåå îáùåãî îñíîâíîãî ïîëÿ.
Â ýòîé ñòàòüå ìû äîêàçûâàåì ëåììó 1 è ëåììó 2, êîòîðûå àíàëîãè÷íû
ëåììå 2.1 è ëåììå 2.2 [4] (ïðèâåä�åííûì òàì áåç äîêàçàòåëüñòâ). Îäíà-
êî ìû îïóñêàåì àíàëîãè ëåìì èç [4], îòíîñÿùèõñÿ ê îöåíêàì ñòåïåíåé
è äëèí çàïèñè öåëûõ êîýôôèöèåíòîâ âñåõ ïîëó÷åííûõ ìíîãî÷ëåíîâ,
ïîñêîëüêó äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ëåìì íå ïðåäñòàâëÿþò çàòðóäíåíèé.
Ìû ïðèâîäèì âñå òðåáóåìûå îöåíêè íà ñòåïåíè è äëèíû çàïèñåé öå-
ëûõ êîýôôèöèåíòîâ, íî îñòàâëÿåì óñòàíîâèòü èõ çàèíòåðåñîâàííîìó
÷èòàòåëþ.

Ïóñòü k � îñíîâíîå ïîëå èç ââåäåíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî ýòî ïîëå çà-
äàíî ñâîèì ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì θ ñ ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì
ϕ ∈ Q(T1, . . . , Tl)[Z] íàä Q. Ïîëîæèì K = k(X1, . . . , Xn−1) ðàâíûì ïî-
ëþ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé îò X1, . . . , Xn−1 íàä K. Ïóñòü K ÿâëÿåòñÿ
àëãåáðàè÷åñêèì çàìûêàíèåì ïîëÿ K.

Ïîëîæèì X = Xn. Ïîëîæèì Ω =
⋃

16ν∈ZK((X1/ν)) ðàâíûì ïîëþ

äðîáíî�ñòåïåííûõ ðÿäîâ îò X íàä K. Êàæäûé ýëåìåíò ω ∈ Ω ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ω =

∑
i∈Q ωiX

i, ãäå ωi ∈ K è ñóùåñòâóþò
i0 ∈ Q è 0 < ν ∈ Z òàêèå, ÷òî ωi 6= 0 òîëüêî, åñëè νi ∈ Z è i > i0.
Ïîðÿäîê ordXω = inf{i : ωi 6= 0}. Ïóñòü ψ =

∑
06j6degZ ψ

ψjZ
j ∈ Ω[Z],

ψi =
∑
j∈Q ψi,jX

i, ãäå ψi,j ∈ K äëÿ âñåõ i, j. Ïîëîæèì P (ψ) = {(i, j) :

ψi,j 6= 0}. Åñëè α, β ∈ Q, (α, β) 6= (0, 0), òî ïîëîæèì ordα,β(ψ) =
inf{αi + βj : (i, j) ∈ P (ψ)}, P (ψ, α, β) = {(i, j) ∈ P (ψ) : αi + βj =
ordα,β(ψ)}, ψ∗(α, β) =

∑
(i,j)∈P (ψ,α,β) ψi,jZ

j ∈ k[Z]. Ïîðÿäîê ìíîãî÷ëå-

íà ordX(ψ) = ord1,0(ψ) = min{j : ordXψi,j}2.

2Èìååòñÿ îïå÷àòêà: �max� âìåñòî �min� â ñîîòâåòñòâóþùåì ìåñòå â íà÷àëå �1 [4].
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Òî÷êà (i, j) ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé3 â P (ψ) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó-
÷àå, åñëè ñóùåñòâóþò ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà α, β òàêèå, ÷òî P (ψ, α, β) =
{(i, j)}. Ïàðà âåðøèí {(i1, j1), (i2, j2)} = e ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì â P (ψ)
â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ñóùåñòâóþò ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà
(α, β) òàêèå, ÷òî e ⊂ P (ψ, α, β). Â ýòîì ñëó÷àå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
e = e(ψ, α, β).

Äàëåå, ëîìàíàÿ Íüþòîíà ìíîãî÷ëåíà ψ, îáîçíà÷èì å�e ÷åðåç E(ψ),
åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ð�åáåð e â P (ψ) ñ α > 0 â ïðåäûäóùåì îïðåäåëå-
íèè.4 Åñëè e ∈ E(ψ), òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïàðà (α(e), β(e)) ∈ Z2

òàêàÿ, ÷òî G C D (α(e), β(e)) = 1, α(e) > 0 è e ⊂ P (ψ, α(e), β(e)). Êî-
ýôôèöèåíò íàêëîíà ðåáðà e ðàâåí ïî îïðåäåëåíèþ β(e)/α(e). Îòðå-
çîê s(e) ðåáðà e = {(i1, j1), (i2, j2)} îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå s(e) =
{(ti1 + (1− t)i2, tj1 + (1− t)j2) : 0 6 t 6 1} ⊂ R2.

Çàìåòèì, ÷òî â âàæíîì ñëó÷àå, êîãäà ordX(ψ) > 0 è ñòàðøèé êîýô-
ôèöèåíò lcZψ = 1, ìû èìååì β(e) > 0 äëÿ âñÿêîãî ðåáðà e ëîìàíîé
Íüþòîíà ìíîãî÷ëåíà ψ.

Äëÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà z ∈ K[X1/ν , Z], 1 6 ν ∈ Z, ìû èìååì z(Xν) ∈
K[X,Z], è ìû îïðåäåëÿåì ñòåïåíü degX z = degX(z(Xν))/ν åñòåñòâåí-
íûì îáðàçîì.

Äëÿ ψ ∈ Ω[Z] ïóñòü ψ(m) = dm/dXm(Ψ) îáîçíà÷àåò m-óþ ïðîèçâîä-
íóþ ìíîãî÷ëåíà ψ.

Ïóñòü f ∈ k[X1, . . . , Xn, Z] � ìíîãî÷ëåí èç ââåäåíèÿ ñî ñòàðøèì
êîýôôèöèåíòîì lcZf = 1. Â ÷àñòíîñòè, ñïðàâåäëèâû âåðõíèå îöåíêè
(9) íà ñòåïåíè è äëèí çàïèñè öåëûõ êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà f .
Ïîëîæèì M = M1 +M2 + ld2 + nD.

Ïðîèçâîëüíûé êîðåíü zu ìíîãî÷ëåíà f ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê

ýëåìåíò ïîëÿ K((X
1/νu,n
n )) (ôàêòè÷åñêè zu ∈ K[[X

1/νu,n
n ]], ïîñêîëüêó

ñòàðøèé êîýôôèöèåíò lcZf = 1), ãäå öåëîå ÷èñëî 1 6 νu,n 6 degZ f 6 d
çàâèñèò îò u, ñì. ââåäåíèå. Àëãîðèòì Íüþòîíà-Ïþèçå äëÿ âñÿêîãî u
âû÷èñëÿåò êðàòíîñòü êîðíÿ zu, ñòðîèò êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå Ku ⊃ K
è ïðåäñòàâëåíèå êîðíÿ

zu =
∑
w>0

zu,wX
w/νu,n
n ,

3Â [4] ìû èìååì �ìíîãîóãîëüíèêà Íüþòîíà ìíîãî÷ëåíà ψ� âìåñòî �of P (ψ)� â
ýòèõ îïðåäåëåíèÿõ. Íî ýòî íå î÷åíü õîðîøî, òàê êàê ìíîãîóãîëüíèê Íüþòîíà íå
ìîæåò áûòü îïðåäåë�åí åñòåñòâåííûì îáðàçîì, åñëè ìíîæåñòâî P (ψ) áåñêîíå÷íî.

4Â îïðåäåëåíèè ëîìàíîé Íüþòîíà â [4] ìû òðåáóåì äîïîëíèòåëüíî �β > 0�. Íî
ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì îãðàíè÷èòåëüíûì â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ.
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(ñì. Îïðåäåëåíèå 1), ãäå âñå êîýôôèöèåíòû zu,w ∈ Ku è ïîëå Ku ïî-
ðîæäàåòñÿ íàä K âñåìè ýëåìåíòàìè zu,w. Ïîëå Ku çàäà�åòñÿ íà âûõîäå
àëãîðèòìà Íüþòîíà-Ïþèçå ñâîèì ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì ηu ñ ìè-
íèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì ϕu íàä K. Òàê ÷òî ϕu ∈ K[Z]. Ôàêòè÷åñêè
ïîñòðîðåííûé ìíîãî÷ëåí ϕu ∈ Z[T1, . . . , Tl, θ, Z], è ñòàðøèé êîýôôè-
öèåíò lcZϕu = 1.

Äàëåå, ñòðîèòñÿ ìíîãî÷ëåí ∆u ∈ Z[T1, . . . , Tl, X1, . . . , Xn−1] òàêîé,

÷òî zu,w = zu,w/∆
max{1,w+w0}
u , ãäå ýëåìåíò

zu,w ∈ Z[T1, . . . , Tl, θ,X1, . . . , Xn−1, ηu]

è w0 = wu,0 > 0 � öåëîå ÷èñëî, çàâèñÿùåå îò u. Òî÷íîå îïðåäåëåíèå
ýòîãî ÷èñëà w0 áóäåò äàíî â ðàçäåëå 2. Äëÿ âñåõ 1 6 u 6 degZ f , w > 0
ìû ïðåäñòàâëÿåì

zu,w =
∑

06v1<degZ ϕ,
06v2<degZ ϕu

zu,w,v1,v2θ
v1ηv2u , (13)

ãäå âñå êîýôôèöèåíòû zu,w,v1,v2 ∈ Z[T1, . . . , Tl, X1, . . . , Xn−1] ñòðîÿòñÿ
àëãîðèòìîì. Òàêèì îáðàçîì, íà âûõîäå àëãîðèòìà èìååì ïðåäñòàâëå-
íèÿ

zu = zu,0/∆
max{1,w0}
u +

∑
w>1

zu,w/∆
w+w0
u Xw/νu,n . (14)

Ïîëîæèì ν = νu,n. Ïóñòü σ ∈ Gal(K/K) � àâòîìîðôèçì ïîëÿ K
íàä K. Òåïåðü äîïîëíèòåëüíî äëÿ âñÿêîãî èíäåêñà u1, åñëè Z = zu1

� äðóãîé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f òàêîé, ÷òî νu1,n = ν è σ(zu,w) = zu1,w

äëÿ âñåõ i > 0 äëÿ íåêîòîðîãî àâòîìîðôèçìà σ, òî ϕu1
= ϕu è ηu1

=
σ(ηu) äëÿ ïîñòðîåííûõ ýëåìåíòîâ ηu1

è ϕu1
, ò.å. ôàêòè÷åñêè ñòðîÿòñÿ

êëàññû ñîïðÿæ�åííûõ íàä K êîðíåé èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, êàæäûé
êîðåíü zu ∈ K((X1/ν)) çàäà�åòñÿ íà âûõîäå àëãîðèòìà ñ òî÷íîñòüþ äî
ñîïðÿæåíèÿ íàä K. Â ýòîì ñëó÷àå ∆u = ∆u1 , w0 = w0,u = w0,u1 ,
zu,w,v1,v2 = zu1,w,v1,v2 äëÿ âñåõ w, v1, v2.

Òåïåðü ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó î ñëîæíîñòè àëãîðèòìà
Íüþòîíà�Ïþèçå íàä K. Çàìåòèì, ÷òî îöåíêè èç ýòîé âåðñèè ÿâëÿþòñÿ
áîëåå ïîäðîáíûìè, ÷åì â îñíîâíîé òåîðåìå [4] 5

5Â [4] èìåþòñÿ íåáîëüøèå îòëè÷èÿ â îïðåäåëåíèÿõ âåðõíèõ ãðàíèö íà ñòåïåíè, â
÷àñòíîñòè, òàì åñòü äâå âåðõíèå ãðàíèöû d0, d1 âìåñòî îäíîé àíàëîãè÷íîé ãðàíèöû
d1 â ýòîé ñòàòüå, íî ýòî íå ñóùåñòâåííî ñåé÷àñ.



202 À. Ë. ×ÈÑÒÎÂ

Òåîðåìà 2. Â ïðåäûäóùèõ óñëîâèÿõ âû÷èñëÿþòñÿ êðàòíîñòè è ñòðî-
ÿòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (14), (13) êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f . Äëÿ ñòåïåíåé è
äëèí çàïèñè öåëûõ êîýôôèöèåíòîâ âñåõ ïîñòðîåííûõ ýëåìåíòîâ w0

(íàïîìíèì, ÷òî w0 = w0,u çàâèñèò îò u), ϕu, ∆u, zu,w,v1,v2 ñïðàâåä-
ëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè.

w0 6 DP(d),

degZ ϕu6d, degT1,...,Tl
ϕu 6 d2P(d, d1), degX1,...,Xn−1

ϕu6DP(d),

l(ϕu) 6MP(d, d1),

degZ ∆u6d, degT1,...,Tl
∆u6d2P(d, d1), degX1,...,Xn−1

∆u6DP(d),

l(∆u) 6MP(d, d1),

degT1,...,Tl
zu,w,v1,v2 6 (w + w0 + 1)d2P(d, d1),

degX1,...,Xn−1
zu,w,v1,v2 6 (w + w0 + 1)DP(d),

l(zu,w,v1,v2) 6M((w + w0 + 1) log2(w + w0 + 1))P(d, d1).

Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà äëÿ ïîñòðîåíèÿ âñåõ öåëûõ ÷èñåë w0, ìíî-
ãî÷ëåíîâ ϕu è ýëåìåíòîâ ∆u ïîëèíîìèàëüíî îò M1, M2, (dDd1d2)l+1,
(dD)n.

Äëÿ âñÿêîãî öåëîãî ÷èñëà ι > 0 âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ âñåõ ýëåìåíòîâ zu,w,v1,v2 ñ w 6 ι ïîëèíîìèàëüíî îò M1,

M2, (dDd1d2)l+1, (dD)n, ιn+l.

�2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2: ñóùåñòâîâàíèå
òðåáóåìûõ îáúåêòîâ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç δ0 ∈ Z[T1, . . . , Tl] äèñêðèìèíàíò îòíîñèòåëüíî Z
ìíîãî÷ëåíà ϕ. Ñëåäîâàòåëüíî, δ0 6= 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Λ öåëîå çàìû-
êàíèå êîëüöà Z[T1, . . . , Tl, θ] â åãî ïîëå ÷àñòíûõ. Òàê ÷òî êàæäûé ýëå-
ìåíò λ ∈ Λ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå λ = λ1/δ0, ãäå λ1 ∈ Z[T1, . . . , Tl, θ].
Ìû ìîæåì ïîñòðîèòü áåñêâàäðàòíóþ ÷àñòü fsqf ìíîãî÷ëåíà f . Ìû áó-
äåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî lcZfsqf = 1. Òîãäà fsqf ∈ Λ[X1, . . . , Xn, Z], ïî-
ñêîëüêó êîýôôèöèåíòû fsqf öåëû íàä Z[T1, . . . , Tl, θ]. Áîëåå òîãî, â òî
æå ñàìîå âðåìÿ ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè

fsqf =
∏
γ>1

fsqf,γ , (15)

ãäå fsqf,γ ∈ Λ[X1, . . . , Xn, Z], lcZfsqf,γ = 1, êàæäûé êîðåíü ïîëèíîìà
fsqf,γ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êðàòíîñòè γ ìíîãî÷ëåíà f äëÿ âñÿêîãî γ > 1.
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Ìû èìååì l(fsqf) 6 MP(d, d1) è degT1,...,Tl
6 d2P(d, d1) (êîíå÷íî,

çäåñü ìîæíî ïðèâåñòè è ëó÷øèå îöåíêè). Àíàëîãè÷íûå îöåíêè ñïðà-
âåäëèâû äëÿ âñåõ ïîëèíîìîâ fsqf,γ .

Åñëè ïîñòðîåíû êîðíè ïîëèíîìà fsqf , òî ìîæíî âû÷èñëèòü êðàòíî-
ñòè êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f , ðàññìàòðèâàÿ ôàêòîðèçàöèþ (15) (çäåñü ìû
îñòàâëÿåì ïîäðîáíîñòè ÷èòàòåëþ).

Çàìåíÿÿ f íà fsqf , ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü â äàëüíåéøåì áåç îãðà-
íè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî ìíîãî÷ëåí f ñåïàðàáåëåí (íî òåïåðü íå îáÿçà-
òåëüíî f ∈ Z[T1, . . . , Tl, θ,X1, . . . , Xn, Z]).

Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì îáîçíà÷àòü f = f(X,Z), ò.å. ðàññìàòðèâàòü f
êàê ýëåìåíò êîëüöà K[X,Z]. Ïîëîæèì r = ordX(ResZ(f, f ′)) ðàâíûì
ïîðÿäêó äèñêðèìèíàíòà ïîëèíîìà f îòíîñèòåëüíî Z. Íàïîìíèì, ÷òî
äëÿ âñÿêîãî êîðíÿ zu ∈ Ω ìíîãî÷ëåíà f öåëîå ÷èñëî νu,n > 1 ÿâëÿåòñÿ

ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì òàêèì, ÷òî zu ∈ Ω((X1/νu,n)), ñì. ââåäåíèå.
Ñëåäóþùàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ëåììû 2.1 [4].

Ëåììà 1. Ïóñòü zi, zj ∈ Ω, 1 6 i 6= j 6 degZ f , � äâà ðàçëè÷íûõ
êîðíÿ ìíîãî÷ëåíà f . Òîãäà ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî γ = γ(i, j), 1 6
γ < degZ f , ýëåìåíòû ξi, ξj ∈ K è ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî µ(i, j) òàêèå,
÷òî

ordX(f (γ)(zu)− ξuXµ(i,j)) > µ(i, j), u = i, j (16)

è ξi 6= ξj. Áîëåå òîãî, µ(i, j) 6 ordXf
′(X, zi) 6 r/2 è, åñëè ξi 6= 0, òî

νi,nµ(i, j) öåëîå ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçëîæåíèÿ Íüþòîíà�Ïþèçå êîðíåé zu, 1 6 u 6
degZ f , èìåþò âèä

zu =
∑
v>0

ru,vX
εu,v (17)

ãäå âñå êîýôôèöèåíòû 0 6= ru,v ∈ K è {εu,v}v>0 ñòðîãî âîçðàñòàþ-
ùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (áåñêîíå÷íàÿ, êîíå÷íàÿ èëè äàæå ïóñòàÿ, åñëè
zu = 0) ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë òàêàÿ, ÷òî νu,nεu,v ∈ Z ÿâëÿþòñÿ öåëûìè
÷èñëàìè äëÿ âñåõ v. Ïîëîæèì

v(0) = v(0)(i, j) = sup{v : (ri,w = rj,w)&(εi,w = εj,w) ∀(0 6 w 6 v)},

z(0) = z(0)(i, j) =
∑

06v6v(0)

ri,vX
εi,v .

Òàê ÷òî v(0) > 0 � öåëîå ÷èñëî èëè v(0) = −∞ (åñëè ordX(zi − zj) = 0)

è z(0) ∈ K[X1/ν′ ], ãäå ν′ äåëèò G C D (νi,n, νj,n). Ïîëîæèì ìíîãî÷ëåí
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g = f(X,Z+z(0)). Ìîæíî ïðåäñòàâèòü g =
∑
u,v>0 gu,vX

u/ν′Zv, ãäå âñå

gu,v ∈ K è òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî èç íèõ íå ðàâíû íóëþ.

Ðàññìîòðèì ëîìàíóþ Íüþòîíà E(g) ìíîãî÷ëåíà g. Åñëè zu 6= z(0),
òî ñóùåñòâóåò ðåáðî e(g, 1, εu,v0+1) ∈ E(g). Äëÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíîãî

u = i, j ìû èìååì zu 6= z(0), ïîñêîëüêó zi 6= zj . Åñëè zu = z(0), òî
ïîëîæèì εu,v(0)+1 = +∞. Ïîëîæèì ε = min{εi,v(0)+1, εj,v0+1}.

Ïóñòü u = i èëè u = j. Åñëè εu,v(0)+1 = ε, òî ïîëàãàåì au = ru,v(0)+1.
Åñëè εu,v(0)+1 > ε, òî ïîëàãàåì au = 0. Ìû èìååì ai 6= aj â ëþáîé
ñëó÷àå, E(g) ñîäåðæèò ðåáðî e(g, 1, ε). Êðîìå òîãî, ai è aj ÿâëÿþòñÿ
êîðíÿìè ïîëèíîìà g∗(1, ε). Ïîýòîìó 2 6 degZ g

∗(1, ε) 6 degZ f . Òåïåðü
ñîãëàñíî äàííûì âûøå îïðåäåëåíèÿì

g∗(1, ε)(Z + au) = g(X,Z + auX
ε)∗(1, ε) = f(X,Z + zu)∗(1, ε), u = i, j

(18)
(çäåñü ìû îñòàâëÿåì ïîäðîáíîñòè ÷èòàòåëþ).

Ïîëîæèì γ = −1+degZ g
∗(1, ε). Ñëåäîâàòåëüíî, 1 6 γ 6 −1+degZ f .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ̃u êîýôôèöèåíò ïðè Zγ â ìíîãî÷ëåíå

f(X,Z+zu)∗(1, ε). Òîãäà èç (18) ñëåäóåò, ÷òî ξ̃i 6= ξ̃j , ïîñêîëüêó ai 6= aj .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, f(X,Z + zu) =
∑
m>0 f

(m)(X, zu)Zm/m!. Íàïîì-

íèì, ÷òî s(e(g, 1, ε)) ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì ðåáðà e. Òî÷êà (µ(i, j), γ) ∈
s(e(g, 1, ε)) äëÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåë�åííîãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà µ(i, j).
Ïîýòîìó ñîãëàñíî äàííûì îïðåäåëåíèÿì

ordX(f (γ)(X, zu)− γ!ξ̃uX
µ(i,j)) > µ(i, j), u = i, j.

Ïîëîæèì ξu = γ!ξ̃u, u = i, j. Òåïåðü âûïîëíÿåòñÿ (16) è ξi 6= ξj .
Åñëè ξi 6= 0, òî ïî (18) òî÷êà (µ(i, j), γ) ∈ P (f(X,Z + zi)) è, ñëå-

äîâàòåëüíî, νi,nµ(i, j) ∈ Z. Åñëè εi,v(0)+1 = ε, òî νi,nε ∈ Z è ñíîâà
νi,nµ(i, j) ∈ Z.

Íàêîíåö, äëÿ âñÿêîé òî÷êè (y1, y2) ∈ s(e) äëÿ ëþáîãî ðåáðà e ëîìà-
íîé Íüþòîíà ìíîãî÷ëåíà f(X,Z + zu), u = i, j, ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-
ñòâî y1 6 ordXf

′(X, zu) (ýòî íåðàâåíñòâî ñòðîãîå, åñëè y2 > 1). Êðîìå
òîãî, î÷åâèäíî ordXf

′(X, zu) 6 r/2. Ïîýòîìó µ(i, j) 6 ordXf
′(X, zi) 6

r/2. Ëåììà äîêàçàíà. �

Çàìå÷àíèå 3. Ëåììà 1 äîêàçàíà äëÿ ïàðû (i, j). Òàê ÷òî ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü áîëåå òî÷íîå îáîçíà÷åíèå ξi,i,j = ξi, è ξj,i,j = ξj , ò.å. ξi è
ξj çàâèñÿò îò (i, j). Òåïåðü èç êîíñòðóêöèè èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû
äëÿ ïàð (j, i) è (i, j) ìû ïîëó÷àåì γ(i, j) = γ(j, i), ξi,j,i = ξi,i,j = ξi,
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ξj,j,i = ξj,i,j = ξj è, åñëè ξi 6= 0 è ξj 6= 0, òî µ(i, j) = µ(j, i). Íî, åñëè
ξi = 0 èëè ξj = 0, òî µ(i, j) 6= µ(j, i).

Ïóñòü zi � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f . Ïðèìåíèì ëåììó 1. Ïîëîæèì
µ′(i, j) = µ(i, j), åñëè ξi 6= 0 è

µ′(i, j) = min{ordXf
′(X, zi), ordXf

(γ)(X, zi)},

åñëè ξi = 0. Òàê ÷òî µ(i, j) 6 µ′(i, j) 6 r/2 â ëþáîì ñëó÷àå. Òåïåðü
ìîæíî ïðåäñòàâèòü µ′(i, j) = µ1(i, j)/ν(i), ãäå µ1(i, j) ∈ Z, 1 6 ν(i) 6
degZ f , ν(i) ∈ Z. Áîëåå òî÷íî, ìîæíî âçÿòü ν(i) = νi,n â îáîçíà÷åíèÿõ
èç ââåäåíèÿ.

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî èíäåêñîâ A(i) = {j ∈ Z : 1 6 j 6= i 6
degZ f}. Ïîëîæèì

µ = µ(i) = max{µ′(i, j) : j ∈ A(i)}. (19)

Ñëåäîâàòåëüíî, µ′(i, j) 6 µ 6 r/2 äëÿ âñåõ ïàð (i, j) òàêèõ, ÷òî i 6= j.
Äëÿ âñÿêîãî j ∈ A(i) ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî ρi,j òàêîå, ÷òî ξi + ρi,j 6=
0 è, åñëè ξi 6= 0, òî òàêæå ξj + ρi,j 6= 0. Ôàêòè÷åñêè çäåñü ìîæíî
âûáðàòü 0 6 ρi,j 6 2 (íî ïîçäíåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü äðóãèå
çíà÷åíèÿ ρi,j). Çàôèêñèðóåì òàêèå öåëûå ÷èñëà ρi,j . Ïîëîæèì Qi,j =

Xµ−µ′(i,j)f (γ)(X,Z)+ρi,jX
µ. Ïóñòü κi,j è κi � öåëûå ÷èñëà. Îïðåäåëèì

ìíîãî÷ëåí

q = δ0
∑
j∈A(i)

κi,jQi,j + κiXµ+1Z ∈ K[X1/ν(i), Z],

(òàê ÷òî q çàâèñèò îò i).
Ïîëîæèì Ω[z] = Ω[Z]/(f), ãäå z = Z mod f . Òîãäà ïî êèòàéñêîé

òåîðåìå îá îñòàòêàõ ìû èìååì åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì Ω�àëãåáð
Ω[z] '

∏
16i6degZ f

Ω[zi], z 7→ {zi}16i6degZ f . Ñëåäóþùàÿ ëåììà àíàëî-

ãè÷íà ëåììå 2.2 [4].

Ëåììà 2. Ñóùåñòâóþò öåëûå ÷èñëà 0 6 κi,j 6 2d − 1, 0 6 κi 6
d(d− 1)/2 òàêèå, ÷òî äëÿ ïîëèíîìà q ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ.

(i) Ñóùåñòâóåò ýëåìåíò 0 6= bi ∈ K òàêîé, ÷òî ordX(q(zi) −
biX

µ) > µ.
(ii) Äëÿ âñÿêîãî j ∈ A(i) ìû èìååì 0 6 ordX(q(zj)) 6 µ è, åñëè

ordX(q(zj)) = µ, òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò 0 6= bj ∈ K òàêîé,
÷òî ordX(q(zj)− bjXµ) > µ è bj 6= bi.
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(iii) Âêëþ÷åíèå Ω[z] ⊃ Ω[q(z)] ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì, ò.å. q(z) �
ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ñåïàðàáåëüíîé àëãåáðû Ω[z].

(iv) q ∈ Z[T1, . . . , Tl, θ,X1, . . . , Xn−1, X
1/ν(i), Z].

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå (iv) ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ q, ïî-
ñêîëüêó f ∈ Λ[X1, . . . , Xn−1, X, Z] è δ0Λ ∈ Z[T1, . . . , Tl, θ], ñì. âûøå.

Äîêàæåì óòâåðæäåíèÿ (i) è (ii). Åñëè ξi 6= 0, òî µ′(i, j) = µ(i, j), è
ñîãëàñíî îïðåäåëåíèÿì ρi,j è Qi,j ìû èìååì

ordZQi,j(zi) = ordZQi,j(zj) = µ. (20)

Åñëè ξi = 0, òî µ′(i, j) > µ(i, j) è ñîãëàñíî îïðåäåëåíèÿì ρi,j è Qi,j ìû
èìååì ordZQi,j(zi) = µ è ordZQi,j(zj) < µ. Ïîýòîìó â ëþáîì ñëó÷àå

ordZQi,j(zi) = µ, ordZQi,j(zj) 6 µ, (21)

Â äàëüíåéøåì, ÷òîáû èçáåæàòü äâóñìûñëåííîñòè â äîêàçàòåëüñòâå,
ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ ξi,i,j , ξj,i,j , ñì. çàìå÷àíèå 3, âìåñòî
ξi, ξj èç ëåììû 1. Äëÿ âñÿêîãî öåëîãî ÷èñëà 1 6 u 6 degZ f ïîëîæèì
ω(u) = min{ordZQi,j(zu) : j ∈ A(i)}. Ñëåäîâàòåëüíî, ω(u) 6 µ äëÿ

âñÿêîãî u, è ω(i) = µ ñîãëàñíî (21). Ïóñòü ord(Qi,j(zu)− qu,i,jXω(u)) >

ω(u), ãäå qu,i,j ∈ K äëÿ âñåõ u, i, j.
Ïîêàæåì, ÷òî óòâåðæäåíèÿ (i) è (ii) âûïîëíÿþòñÿ, åñëè äëÿ âñåõ

1 6 u 6 degZ f ∑
j∈A(i)

κi,jqu,i,j 6= 0 (22)

è äëÿ âñÿêîãî u ∈ A(i) òàêîãî, ÷òî ω(u) = µ,∑
j∈A(i)

κi,j(qi,i,j − qu,i,j) 6= 0. (23)

Äåéñòâèòåëüíî, (22) ñïðàâåäëèâî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè
(ω(u), 0) ∈ P (q(zu)). Åñëè u = i, òî îòñþäà ñëåäóåò (i) è, åñëè u ∈ A(i),
òî 0 6 ordX(q(zu)) 6 µ, ò.å. ñïðàâåäëèâà ïåðâàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ
(ii).

Åñëè u ∈ A(i), ω(u) = µ è âûïîëíÿåòñÿ (23), òî ñóùåñòâóåò ýëå-
ìåíò 0 6= bu ∈ K òàêîé, ÷òî ordX(q(zu) − buX

µ) > µ è bu 6= bi, ò.å.
âûïîëíÿåòñÿ âòîðàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ (ii). Òàêèì îáðàçîì, óòâåð-
æäåíèÿ (i) è (ii) âûïîëíÿþòñÿ, åñëè ñïðàâåäëèâû (22) è (23) äëÿ âñåõ
1 6 u 6 degZ f .
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Ëåâûå ÷àñòè íåðàâåíñòâ (22) è (23) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ôîðìàìè
îò κi,j ñ êîýôôèöèåíòàìè èç K. Äëÿ âñÿêîãî u ñóùåñòâóåò j ∈ A(i)
òàêîå, ÷òî qu,i,j 6= 0, ïîñêîëüêó íå âñå Qi,j(zu), j ∈ A(i), ðàâíû íóëþ.
Èìåííî ïî (21) ìû èìååì Qi,u(zu) 6= 0, åñëè u ∈ A(i), è Qi,j(zi) 6= 0
äëÿ âñÿêîãî j ∈ A(i), åñëè u = i. Ïîýòîìó ëèíåéíûå ôîðìû â (22) �
íåíóëåâûå.

Åñëè u ∈ A(i) è ω(u) = µ, òî µ′(i, u) = µ(i, u), ξi,i,u 6= 0, (20) èñòèííî
äëÿ j = u è qi,i,u = ξi,i,u + ρi,u, qu,i,u = ξu,i,u + ρi,u. Ïîýòîìó qi,i,u −
qu,i,u = ξi,i,u − ξu,i,u 6= 0 ñîãëàñíî ëåììå 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ëèíåéíûå
ôîðìû â (23) � íåíóëåâûå.

Ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ ôîðì (22) è (23) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ñòå-
ïåíè ñàìîå áîëüøåå 2d−1. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò çíà÷åíèÿ κi,j ∈
Z, 0 6 κi,j 6 2d− 1, äëÿ êîòîðûõ ýòîò ïîëèíîì íå îáðàùàåòñÿ â íóëü,
è ïîýòîìó äëÿ ýòèõ çíà÷åíèé âûïîëíÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿ (i) è (ii).

Òåïåðü äëÿ òîãî, ÷òîáû óäîâëåòâîðèòü äîïîëíèòåëüíî óñëîâèþ (iii),
äîñòàòî÷íî íàéòè öåëîå ÷èñëî 0 6 κi 6 d(d − 1)/2 òàêîå, ÷òî ýëå-
ìåíòû q(z)u, 0 6 u < degY f , ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè íàä
ïîëåì Ω. Ïóñòü q(z)u =

∑
06u<degZ f

λu,vz
v, ãäå âñå λu,v ∈ K[κi] (çäåñü

ìû ðàññìàòðèâàåì κi êàê ïåðåìåííóþ). Òîãäà ñòåïåíü îïðåäåëèòåëÿ
degκi det(λu,v) = degZ f(degZ f − 1)/2. Ñëåäîâàòåëüíî, òðåáóåìîå öå-
ëîå ÷èñëî κi ñóùåñòâóåò. Ëåììà äîêàçàíà. �

Äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì ν = νi,n è

Λ0 = Z[T1, . . . , Tl, θ,X1, . . . , Xn−1], Λ1 = Λ[X1, . . . , Xn−1].

Ñëåäîâàòåëüíî, Λ0 ⊂ Λ1 ⊂ K, êîëüöî Λ1 öåëîçàìêíóòî, Λ1 öåëî íàä
Λ0 è δ0Λ1 ⊂ Λ0.

Ïóñòü Q � íîâàÿ ïåðåìåííàÿ. Ïîëîæèì R = δ0ResZ(Q− q, f) ∈ Ω[Q]
ðàâíûì ðåçóëüòàíòó ìíîãî÷ëåíîâ Q− q è f îòíîñèòåëüíî Z, óìíîæåí-
íîìó íà δ0. Ñëåäîâàòåëüíî, R ∈ Λ0[X1/ν , Q] ⊂ Ω[Q], è ñòàðøèé êîýô-
ôèöèåíò lcQR = δ0. Ìíîãî÷ëåíû q(zu) − q è f èìåþò îáùèé êîðåíü
Z = zu äëÿ âñÿêîãî 1 6 u 6 degZ f , è degQR = degZ f = dimΩ Ω[z].
Ïîýòîìó R ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ïîëèíîìîì ýëåìåíòà q(z) ∈ Ω[z]
íàä ïîëåì Ω.

Ñòåïåíè degT1,...,Tl
R 6 d2P(d, d1), degX1,...,Xn−1

R 6 DP(d),

degX R 6 DP(d), degQR = degZ f 6 d, è äëèíà çàïèñè öåëûõ êî-
ýôôèöèåíòîâ l(R) 6MP(d, d1).

Ñîãëàñíî ëåììå 2 ñóùåñòâóåò ðåáðî e ∈ E(R) ñ êîýôôèöèåíòîì íà-
êëîíà β(e)/α(e) = µ, âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà R∗(1, µ) � íåíóëåâûå è
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bi = q(zi)
∗ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà R∗(1, µ) êðàòíîñòè îäèí6, è

ordXq(zi) = µ. Â äàííîé ñèòóàöèè êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ Íüþòî-
íà�Ïþèçå ýëåìåíòà q(zi) ïîëó÷àþòñÿ ïðè ïîìîùè êîíñòðóêöèè àíàëî-
ãè÷íîé ëåììå Ãåíçåëÿ.

Ìíîãî÷ëåí R∗(1, µ) ∈ Λ0[Q] ⊂ K[Q]. Ïîëîæèì B1 = lcQR
∗(1, µ) ∈

Λ0 è B = δ0B1 ∈ Λ0. Ïîëîæèì b = Bbi ∈ K (òàê ÷òî B1, B è b çàâèñÿò

îò i). Òîãäà B1bi öåëî íàä Λ0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ̃ ∈ K[Q] ìèíèìàëüíûé
ìíîãî÷ëåí ýëåìåíòà B1bi íàä ïîëåì K òàêîé, ÷òî ñòàðøèé êîýôôèöè-

åíò lcQΦ̃ = 1. Òîãäà Φ̃ ∈ Λ1[Q]. Ïîýòîìó δ0Φ̃ ∈ Λ0[Q] òàêæå ÿâëÿåòñÿ

ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì ýëåìåíòà B1bi. Ïîëîæèì d̃ = degQ Φ̃ è

Φ = δd̃0Φ̃(Q/δ0). Òåïåðü Φ ∈ Λ0[Q] � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ýëåìåíòà
b, è ñòàðøèé êîýôôèöèåíò lcQΦ = 1.

Ñîãëàñíî îöåíêàì äëÿ íåïðèâîäèìûõ ìíîæèòåëåé ìíîãî÷ëåíîâ îò
ìíîãèõ ïåðåìåííûõ è äàííûì âûøå îïðåäåëåíèÿì ìû èìååì

degT1,...,Tl
Φ̃ 6 d2P(d, d1), degX1,...,Xn−1

Φ̃ 6 DP(d), degQ Φ̃ 6 d, l(Φ̃) 6
MP(d, d1). Îöåíêè äëÿ äëèí çàïèñè öåëûõ êîýôôèöèåíòîâ íåïðèâîäè-
ìûõ ìíîæèòåëåé ìíîãî÷ëåíîâ îò ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ñì. â ëåììå II �4
ãëàâà III [1] äëÿ ñëó÷àÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè è â [2]
â îáùåì ñëó÷àå. Äëÿ ìíîãî÷ëåíà Φ ñïðàâåäëèâû òå æå ñàìûå îöåíêè,
÷òî è äëÿ Φ.

Ìíîãî÷ëåí BdegQ RR(Q+ biX
µ) ∈ Λ0[b][X1/ν , Q]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ã

êîýôôèöèåíò ïðè Q ìíîãî÷ëåíà BdegQ RR(Q + biX
µ)∗(1, µ). Ñëåäîâà-

òåëüíî, ã ∈ Λ0[b]. ×åðåç N = NK[b]/Q(T1,...,Tl,X1,...,Xn−1) îáîçíà÷èì îòîá-
ðàæåíèå íîðìû ðàñøèðåíèÿ ïîëåé K[b] ⊃ Q(T1, . . . , Tl, X1, . . . , Xn−1).
Ïîëîæèì a = N(ã) ðàâíûì íîðìå ýëåìåíòà ã. Òîãäà
a ∈ Z[T1, . . . , Tl, X1, . . . , Xn−1]. Äàëåå, a/ã ∈ Λ0[b], ïîñêîëüêó ìíîãî÷ëå-
íû ϕ ∈ Z[T1, . . . , Tl, Z], Φ ∈ Z[T1, . . . , Tl, θ, X1, . . . , Xn−1, Q] è lcXϕ = 1,
lcQΦ = 1 (çäåñü ìû îñòàâëÿåì ïîäðîáíîñòè ÷èòàòåëþ; äëÿ âû÷èñëå-
íèÿN(a) ìîæíî èñïîëüçîâàòü òðàíçèòèâíîñòü íîðì ðàñøèðåíèé ïîëåé
K[b](X1, . . . , Xn−1) ⊃ K(X1, . . . , Xn−1) ⊃ Q(T1, . . . , Tl, X1, . . . , Xn−1) è
ïðåäñòàâèòü íîðìû ýëåìåíòîâ êàê çíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ ðåçóëüòàíòîâ
ïîëèíîìîâ; ôàêòè÷åñêè ýòà êîíñòðóêöèÿ õîðîøî èçâåñòíà).

6Â �2 [4] ìû óòâåðæäàëè, ÷òî �ìíîãî÷ëåí R∗(1, µ)(Q) íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé�.
Îäíàêî ýòî íå âåðíî â îáùåì ñëó÷àå. Ôàêòè÷åñêè ìû èìåëè òàì â âèäó, ÷òî �âñå
êîðíè ìíîãî÷ëåíà R∗(1, µ) � íåíóëåâûå, è bi � êîðåíü ïîëèíîìà R∗(1, µ) êðàòíîñòè
1�. Òîëüêî òî, ÷òî bi � êîðåíü ïîëèíîìà R∗(1, µ) êðàòíîñòè 1, èñïîëüçóåòñÿ â [4].



ÑËÎÆÍÎÑÒÜ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÊÎÐÍÅÉ ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÀ 209

Ìû èìååì degT1,...,Tl
a 6 d2P(d, d1), degX1,...,Xn−1

a 6 DP(d), l(a) 6
MP(d, d1). Àíàëîãè÷íûå îöåíêè ñïðàâåäëèâû äëÿ ýëåìåíòîâ ã è a/ã.

Ïîëîæèì R̃ = (a/ã)BdegQ RR(Q + biX
µ) ∈ Ω[Q]. Òåïåðü

R̃ ∈ Λ0[b][X1/ν , Q]. Áîëåå òîãî, Q äåëèò R̃∗(1, µ), è êîýôôèöèåíò ïðè

Q ìíîãî÷ëåíà R̃∗(1, µ) ðàâåí a.

Ñòåïåíè degT1,...,Tl
R̃ 6 d2P(d, d1), degX1,...,Xn−1

R̃ 6 DP(d),

degX R̃ 6 DP(d), degQ R̃ = degZ f 6 d, è äëèíû çàïèñåé öåëûõ êî-

ýôôèöèåíòîâ l(R̃) 6MP(d, d1).
Òåïåðü ñîãëàñíî àëãîðèòìó Íüþòîíà-Ïþèçå ìîæíî ïðåäñòàâèòü

q(zi) =
∑

06j∈Z
hjX

(j+µν)/ν ,

ãäå hj ∈ K[b], h0 = bi. Äàëåå,

R̃/(Q+ biX
µ − q(zi)) =

∑
06j∈Z

gj(X
−µQ)X(j+ω)/ν ,

R̃ =
∑

06j∈Z
rj(X

−µQ)X(j+ω+µν)/ν ,

ãäå gj , rj ∈ K[b][Z], ω ∈ Z, ω/ν + µ = ord1,µ(R̃), ñòåïåíè degZ gj <

degQ R̃, degZ rj 6 degQ R̃ äëÿ âñåõ 0 6 j ∈ Z. Êðîìå òîãî, r0(Q) =

R̃∗(1, µ)(Q), g0(Q) = R̃∗(1, µ)(Q)/Q. Ïîëîæèì g = R̃/(Q+biX
µ−q(zi)).

Òàê ÷òî g0(0) = a, è êîýôôèöèåíò ïðè Q ìíîãî÷ëåíà r0 ðàâåí a.

ËÅÌÌÀ 3 Äëÿ âñÿêîãî j > 1

a2j−1gj , a
2j−1hj ∈ Λ0[b] [Z],

Ïîëîæèì gj = a2j−1gj, hj = a2j−1hj. Òîãäà ñòåïåíè degT1,...,Tl
gj,

degT1,...,Tl
hj 6 (2j − 1)d2P(d, d1), degX1,...,Xn−1

gj , degX1,...,Xn−1
hj 6

(2j − 1)DP(d), è äëèíû çàïèñè öåëûõ êîýôôèöèåíòîâ l(gj),

l(hj) 6 (2j − 1) log2(j + 1)MP(d, d1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì rj = a2j−2rj , gj,0 = gj(0), rj,0 = rj(0) äëÿ

âñÿêîãî j > 1. Òîãäà èç ðàâåíñòâà (Q−
∑
j>1 hjX

j/ν+µ)g = R̃ âûòåêàåò,
÷òî

Zgj − hjg0 = arj + a
∑

0<w<j

gwhj−w
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j > 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

hj = −rj,0 −
∑

0<w<j

gw,0hj−w,0,

gj = −
(
rj,0 −

∑
0<w<j

gw,0hj−w,0

)
g0 + a

(
rj +

∑
0<w<j

gwhj−w

)/
Z.

Èç ýòèõ ôîðìóë ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè ïî j ìû äîêàçûâàåì òðåáóåìûå
óòâåðæäåíèÿ. Ëåììà äîêàçàíà. �

Ïóñòü NK/Q(T1,...,Tl) � îòîáðàæåíèå íîðìû ðàñøèðåíèÿ ïîëåé K ⊃
Q(T1, . . . , Tl), ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òî æå ñàìîå îáîçíà÷åíèå äëÿ
îòîáðàæåíèÿ íîðìû ðàñøèðåíèÿ

K(X1, . . . , Xn−1, X
1/ν) ⊃ Q(T1, . . . , Tl, X1, . . . , Xn−1, X

1/ν).

ÏîëîæèìB(0) = NK/Q(T1,...,Tl)(B) ∈ Z[T1, . . . , Tl, X1, . . . , Xn−1] èB(1) =

B(0)/B. Ñëåäîâàòåëüíî, B(1) ∈ Z[T1, . . . , Tl, θ,X1, . . . , Xn−1]. Òåïåðü
b/B = (bB(1))/B(0), ò.å. ìîæíî ñäåëàòü çíàìåíàòåëü êîýôôèöèåíòà ïðè
Xµ â ðàçëîæåíèè q(zi) ðàâíûì ýëåìåíòó èç êîëüöà

Z[T1, . . . , Tl, X1, . . . , Xn−1].

Ñòåïåíè degT1,...,Tl
B(v) 6 d2P(d, d1), degX1,...,Xn−1

B(v) 6 DP(d), è

äëèíû çàïèñåé öåëûõ êîýôôèöèåíòîâ l(B(v)) 6MP(d, d1) äëÿ v = 1, 2.
Òàêèì îáðàçîì, â èòîãå ìîæíî ïðåäñòàâèòü

q(zi) = (bB(1)/B(0))Xµ +
∑

16j∈Z
(hj/a

2j−1)X(j/ν)+µ, (24)

ãäå âñå ýëåìåíòû hj ∈ Z[T1, . . . , Tl, θ,X1, . . . , Xn−1, b].
Íàïîìíèì, ÷òî q(z) ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì àëãåáðû Ω[z]

íàä Ω è ν = νi,n = ν(i). Ïîýòîìó, ðåøàÿ ëèíåéíóþ ñèñòåìó íàä ïîëåì

K(X1/ν) ïî ïðàâèëó Êðàìåðà, ìîæíî ïðåäñòàâèòü

z = (1/δ)
∑

06v<degZ f

ajq(z)
w,

ãäå âñå ýëåìåíòû δ, av ∈ Z[T1, . . . , Tl, θ,X1, . . . , Xn−1, X
1/ν ]. Ñëåäîâà-

òåëüíî,

zi = (1/δ)
∑

06v<degZ f

avq(zi)
v. (25)
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Áîëåå òîãî, çàìåíÿÿ δ íà íîðìó δ(0) = NK/Q(T1,...,Tl)δ è aj íà ajδ
(0)/δ,

ìû ìîæåì áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðåäïîëàãàòü äîïîëíèòåëüíî,
÷òî δ ∈ Z[T1, . . . , Tl, X1, . . . , Xn−1, X

1/ν ].
Òåïåðü ñòåïåíè degT1,...,Tl

δ 6 d2P(d, d1), degX1,...,Xn−1
δ 6 DP(d),

degX δ6DP(d), äëèíû çàïèñåé öåëûõ êîýôôèöèåíòîâ l(δ)6MP(d, d1).
Òàêèå æå îöåíêè ñïðàâåäëèâû äëÿ âñåõ êîýôôèöèåíòîâ av.

Â ðåçóëüòàòå, èñïîëüçóÿ (24) è (25), ìîæíî ïðåäñòàâèòü

zi = zi,0 +
∑
w>1

zi,wX
w/ν , (26)

ãäå âñå êîýôôèöèåíòû zi,0, zi,w ∈ K[b].
Ïîëîæèì λ = ordXδ, w0 = ν λ è

∆ = ∆i = a2δ∗(1, 0)2(B(0))d−1 ∈ Z[T1, . . . , Tl, X1, . . . , Xn−1].

Ñëåäîâàòåëüíî, w0 6 DP(d).
Çàìåòèì, ÷òî

Xλ/δ∈(1/δ∗(1, 0))Λ0[[X1/ν/δ∗(1, 0)]]⊂(1/δ∗(1, 0))Λ0 + Λ0[[X1/ν/∆]],

q(zi)
j ∈ (1/(B(0))d−1)Λ0[b][[X1/ν/a2]] ⊂

(1/(B(0))d−1)Λ0[b] + Λ0[b][[X1/ν/∆]], 0 6 j < degZ f,

(Xλ/δ∗(1, 0))(1/(B(0))d−1)Λ0 ⊂ (1/∆)Λ0.

Ïîýòîìó zi∈(1/(Xλ∆))Λ0[b]+(1/Xλ)Λ0[b][[X1/ν/∆]]. Ìû èìååì ordXzi
>0. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî zi − zi,0 ∈ (1/∆w0)(Λ0[b][[X1/ν/∆]] \ Λ0[b]) è

zi,0 ∈ (1/∆max{1,w0})Λ0[b].
Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû zi,w ∈ Λ0[b], w > 0, òàêèå, ÷òî

zi,w = zi,w/∆
max{1,w+w0} äëÿ âñåõ w > 0 (çäåñü ìû îñòàâëÿåì ïîäðîá-

íîñòè ÷èòàòåëþ). Äàëåå, èìåþò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèÿ (13) ðàçäåë 1 ñ
u = i, ϕu = Φ, ãäå âñå zi,w,v1,v2 ∈ Z[T1, . . . , Tl, X1, . . . , Xn−1].

Ìû èìååì

degT1,...,Tl
∆ 6 d2P(d, d1), degX1,...,Xn−1

∆ 6 DP(d),

l(∆) 6MP(d, d1).
(27)

Äàëåå, äëÿ âñåõ 1 6 i 6 degZ f è w > 0, 0 6 v1 < degZ ϕ, 0 6 v2 <
degZ Φ ñòåïåíè è äëèíû çàïèñåé öåëûõ êîýôôèöèåíòîâ

degT1,...,Tl
zi,w,v1,v2 6 (w + w0 + 1)d2P(d, d1),

degX1,...,Xn−1
zi,w,v1,v2 6 (w + w0 + 1)DP(d),

l(zi,w,v1,v2) 6 ((w + w0 + 1) log2(w + w0 + 1))MP(d, d1).
(28)
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�3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2: àëãîðèòì

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðåäïîëàãàåì àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî â
ðàçäåëå 2, ÷òî ìíîãî÷ëåí f ñåïàðàáåëåí. Äî ñèõ ïîð îïèñûâàåìàÿ êîí-
ñòðóêöèÿ áûëà ýêçèñòåíöèîíàëüíîé. Òåïåðü ìû ñîáèðàåìñÿ ïîêàçàòü,
êàê ïîëó÷èòü ìíîãî÷ëåí Φ è ðàçëîæåíèÿ (24), (25), (26) ïðè ïîìîùè
àëãîðèòìà. Ñíà÷àëà ìîæíî ïîñòðîèòü äëÿ âñåõ 1 6 u 6 degZ f íà-
÷àëüíûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ (17), ïðèìåíÿÿ àëãîðèòì Íüþòîíà-Ïþèçå
â åãî êëàññè÷åñêîé ôîðìå. Àëãîðèòì ðåêóðñèâåí ïî v > 0. Ñ ïîìîùüþ
ëîìàíûõ Íüþòîíà è àëãîðèòìà äëÿ ôàêòîðèçàöèè ìíîãî÷ëåíîâ èç [2]
è [7] ìû ñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ âñÿêîãî u äëÿ v = 0, 1, 2, . . . , vu
(ìû óòî÷íèì vu ïîçæå) ñëåäóþùèå îáúåêòû. Êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå ïî-
ëåé Ku,v = K[ηu,v] ⊃ K, ãäå ηu,v � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïîëÿ Ku,v

íàä K. Îí çàäàí ñâîèì ìèíèìàëüíûì ïîëèíîìîì ϕu,v ∈ K[Z] íàä
K. Ýòîò ïîëèíîì ϕu,v ñòðîèòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, Ku,v = K[Z]/(ϕu,v),
ηu,v = Z mod ϕu,v. Êîýôôèöèåíòû ru,0, . . . , ru,v ∈ K[Z]/(ϕu,v) è ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ýëåìåíòîâ ru,0, . . . , ru,v â áàçèñå {ηwu,v}06w<degZ ϕu,v ñòðîÿò-
ñÿ àëãîðèòìîì. Áîëåå òîãî, Ku,v = K[ru,0, . . . , ru,v] è ηu,v = cu,0ru,0 +
. . .+ cu,vru,v äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ ÷èñåë cu,0, . . . , cu,v ñ äëèíàìè çàïè-
ñè O(d2). Ýòè öåëûå ÷èñëà ñòðîÿòñÿ. Ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà εu,0, . . . , εu,v
ñòðîÿòñÿ. Åñëè íàáîðû èç v ýëåìåíòîâ (ru,0, . . . , ru,v) è (ru1,0, . . . , ru1,v)
ñîïðÿæåíû íàä K è εu,0 = εu1,0, . . . , εu,v = εu1,v, òî äîïîëíèòåëüíî
cu,0 = cu1,0, . . . , cu,v = cu1,v. Ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå ϕu,v = ϕu1,v, ò.å.
ýëåìåíòû ηu,v è ηu1,v ñîïðÿæåíû íàäK. Áîëåå ïîäðîáíî ñì., íàïðèìåð,
â �1 [4] (òàì ðàññìîòðåí ñëó÷àé n = 1, íî ñàì àëãîðèòì ïî ñóùåñòâó
� òîò æå ñàìûé äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îñíîâíîãî ïîëÿ íóëåâîé õàðàêòå-
ðèñòèêè). Áîëåå ôîðìàëüíî, â �1 [4] îïèñàíî äåðåâî êîðíåé, âîçíè-
êàþùåå â àëãîðèòìå Íüþòîíà�Ïþèçå. Îäíàêî ñëèøêîì ôîðìàëüíîå
èçëîæåíèå íå ïîìîãàåò ëó÷øåìó ïîíèìàíèþ ñóòè, è â äàííîé ñòàòüå
ìû õîòåëè áû èçáåæàòü ýòîãî.

Áîëåå òî÷íî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ordX(zu−
∑

06w<v ru,wX
εu,w) 6 r/2

äëÿ íåêîòîðîãî u. Ýòî óñëîâèå ìîæåò áûòü ïðîâåðåíî, åñëè ðàññìîò-
ðåòü ëîìàíóþ Íüþòîíà ïîëèíîìà f(X,Z +

∑
06w<v ru,wX

εu,w) (ïî-

ñëåäíèé ïîëèíîì èçâåñòåí èç ïðåäûäóùèõ øàãîâ ðåêóðñèè). Òîãäà
ìû ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó v-îìó øàãó ðåêóðñèè äëÿ äàííîãî u. Íà
ýòîì øàãå ìû ñòðîèì ýëåìåíòû ϕu,v ∈ Z[T1, . . . , Tl, η,X1, . . . , Xn−1, Z],
lcZϕu,v = 1, εu,v è ru,v. Äàëåå, ýëåìåíòû ru,w, 0 6 w 6 v, ïðåäñòàâ-
ëÿþòñÿ â âèäå ru,w/∆

αv,w
u,v , ãäå ∆u,v ∈ Z[T1, . . . , Tl, X1, . . . , Xn−1], âñå

ru,w ∈ Z[T1, . . . , Tl, η,X1, . . . , Xn−1, ηu,v] è αv,w ∈ Z, 1 6 αv,w 6 εu,wd.
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Äëÿ âñåõ 1 6 u 6 degZ f , 0 6 w 6 v ìû èìååì îöåíêè (27), (28)
(òîëüêî ñóùåñòâîâàíèå ýòèõ íåðàâåíñòâ èçâåñòíî ñåé÷àñ) äëÿ ýëåìåí-
òîâ ru,v â áàçèñå {θv1ηv2u,v}, 0 6 v1 < degZ ϕ, 0 6 v2 < degZ ϕu,v, íàä

ïîëåì Q(T1, . . . , Tl, X1, . . . , Xn−1, X
1/νu,n). Òåïåðü èñïîëüçóÿ (27), (28)

è ëèíåéíóþ àëãåáðó, ò.å. ðåøàÿ ëèíåéíûå ñèñòåìû, ìû ïîëó÷àåì ñëå-
äóþùèå îöåíêè.

degT1,...,Tl
ϕu,v 6 (D + εu,v)d2P(d, d1),

degX1,...,Xn−1
ϕu,v 6 (D + εu,v)DP(d),

l(ϕu,v) 6 ((D + εu,v) log2(D + εu,v))MP(d, d1),
degT1,...,Tl

∆u,v 6 (D + εu,v)d2P(d, d1),
degX1,...,Xn−1

∆u,v 6 (D + εu,v)DP(d),

l(∆u,v) 6 ((D + εu,v) log2(D + εu,v))MP(d, d1),

(29)

è
degT1,...,Tl

ru,w 6 (D + εu,v)d2P(d, d1),
degX1,...,Xn−1

ru,w 6 (D + εu,v)DP(d, d1),

l(ru,w) 6 ((D + εu,v) log2(D + εu,v))MP(d, d1).
(30)

(çäåñü ìû îñòàâëÿåì ïîäðîáíîñòè ÷èòàòåëþ).
Òàêèì îáðàçîì, vu � ïîñëåäíèé øàã ðåêóðñèè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî

u â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ordX
(
zu −

∑
06w6vu

ru,wX
εu,w

)
>

r/2. Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà äëÿ ïîñòðîåíèÿ âñåõ ϕu,vu , ∆u,vu è âñåõ
εu,v, ru,w, 0 6 w 6 vu, 1 6 u 6 degZ f , ïîëèíîìèàëüíî îò M1, M2,
(Ddd1d2)l+1, (dD)n.

Çàìåòèì, ÷òî νu,n = ν(u) ðàâíî íàèìåíüøåìó öåëîìó ÷èñëó ν > 1
òàêîìó, ÷òî νεu,w ∈ Z äëÿ âñåõ 0 6 w 6 vu. Òàê ÷òî νu,n ìîæåò áûòü
âû÷èñëåíî äëÿ âñÿêîãî u.

Êîíå÷íî, ìîæíî ïðîäîëæèòü ðåêóðñèþ äëÿ v > vu ñ Ku,v = Ku,vu ,
ϕu,v = ϕu,vu (ò.å. ìîæíî âçÿòü âñå cu,w = 0 äëÿ w > vu), ∆u,v = ∆u,vu

. Îöåíêè (30) ñïðàâåäëèâû òàêæå äëÿ v > vu. Òåïåðü âðåìÿ ðàáîòû
àëãîðèòìà äëÿ ïîñòðîåíèÿ âñåõ ru,w, 0 6 w 6 v, 1 6 u 6 degZ f ,
ïîëèíîìèàëüíî îò M1, M2, (Ddd1d2)l+1, (dD)n, vl+n.

Ïóñòü ι > 0 � ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî. Ïîêàæåì, êàê ïîñòðîèòü
äëÿ âñåõ 1 6 i 6 degZ f ýëåìåíòû q,Φ, b, B(0), B(0), ∆, w0, zi,w,v1,v2 , äëÿ
âñåõ 0 6 w 6 ι, ñì. âûøå ðàçäåë 3 (ýòè ýëåìåíòû çàâèñÿò îò i). Ïîëî-

æèì z
(1)
i =

∑
06γ6vi

ri,γX
εi,γ ∈ Ki,vi [X

1/νi,n ]. Äëÿ âñåõ 1 6 m 6 −1 +

degZ f ìû âû÷èñëÿåì ordX(f (m)(X, z
(1)
i )) è ñòðîèì f (m)(X, z

(1)
i )∗(1, 0)

∈ Ki,vi . Ýòî ïîçâîëÿåò íàì íàéòè ëîìàíóþ Íüþòîíà E(f(X,Z + z
(1)
i ))
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ìíîãî÷ëåíà f(X,Z + z
(1)
i ) è äëÿ âñÿêîãî ðåáðà e ∈ E(f(X,Z + z

(1)
i ))

ïîñòðîèòü ìíîãî÷ëåí f(X,Z + z
(1)
i )∗(1, β(e)/α(e)). Îáîçíà÷èì ÷åðåç

E′(f(X,Z+z
(1)
i )) ïîäìíîæåñòâî âñåõ ð�åáåð e ∈ E(f(X,Z+z

(1)
i )) òàêèõ,

÷òî degZ f(X,Z + z
(1)
i )∗(1, β(e)/α(e)) > 2.

Åñëè ordX(f (m)(X, z
(1)
i )) 6 r/2, òî

ordX(f (m)(X, zi)) = ordX(f (m)(X, z
(1)
i ))

è
f (m)(X, z

(1)
i )∗(1, 0) = f (m)(X, z

(1)
i )∗(1, 0) ∈ Ki,vi ,

ïîñêîëüêó ordX(zi−z(1)
i ) > r/2, ñì. âûøå. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëîìàíîé

Íüþòîíà E(f(X,Z + zi)) ïîëèíîìà f(X,Z + zi) ìû èìååì

E(f(X,Z + zi) = E′(f(X,Z + z
(1)
i ).

Áîëåå òîãî, åñëè e ∈ E(f(X,Z + zi)), òî

f(X,Z + zi)
∗(1, β(e)/α(e)) = f(X,Z + z

(1)
i )∗(1, β(e)/α(e)) ∈ Ki,vi [Z]

Òàêèì îáðàçîì, ñòðîÿòñÿ ýòè ìíîãî÷ëåíû f(X,Z + zi)
∗(1, β(e)/α(e)),

e ∈ E(f(X,Z + zi)). Äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì

f∗e = f(X,Z + zi)
∗(1, β(e)/α(e)).

Äëÿ âñÿêîãî ðåáðà e ∈ E(f(X,Z + zi)) ïîëîæèì

γ = γ(e) = −1 + degZ f(X,Z + zi)
∗(1,

β(e)/α(e)) è ξ̃e ðàâíûì êîýôôèöèåíòó ïðè Zγ ïîëèíîìà f∗e . Ïîëîæèì
ξe = γ! ξe. Îáîçíà÷èì ÷åðåç µ(e) ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî òî÷-
êà (µ(e), γ) ∈ s(e). Òåïåðü ξe 6= 0 â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè
ordX(f (γ)(X, zi)) = µ(e).

Ïîëîæèì µ′(e) = µ(e), åñëè ξe 6= 0 è µ′(e) = min{ordX(f (γ)(X, zi)),
ordX(f ′(X, zi))}, åñëè ξe = 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ξe 6= 0. Òîãäà ìû âû÷èñëÿåì áåñêâàäðàòíóþ
÷àñòü ge ∈ Ki,vi [Z] ìíîãî÷ëåíà f∗e . Çàìåòèì, ÷òî Z äåëèò ge, è deg ge>2.
Ïîëîæèì y = Z mod ge ∈ Ki,vi [Z]/(ge). Ïóñòü ae ðàâåí êîýôôèöèåíòó
ïðè Zγ−1 ìíîãî÷ëåíà f∗e . Ìû íàõîäèì öåëîå ÷èñëî 0 6 ρe 6 degZ ge
òàêîå, ÷òî

(γ + 1)ylcZf
∗
e + ae + ρe/γ! (31)

íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ â àëãåáðå Ki,vi [Z]/(ge).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ξe = 0 è ordX(f (γ)(X, zi)) 6 ordX(f ′(X, zi)). Òî-
ãäà ïîëàãàåì ρe = 0 ∈ Z.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ξe = 0 è ordX(f (γ)(X, zi)) > ordX(f ′(X, zi)). Òî-
ãäà ïîëàãàåì ρe = 1 ∈ Z.

Ïîëîæèì µ′ = max{µ′(e) : e ∈ E(f(X,Z + zi))} è

Qe = Xµ′−µ′(e)f (γ)(X,Z)) + ρeX
µ ∈ K[X1/ν(i), Z].

Ìû ñòðîèì âñå ýëåìåíòû Qe.
Äëÿ âñÿêîãî e ∈ E(f(X,Z+ zi)) îáîçíà÷èì ÷åðåç Je ìíîæåñòâî âñåõ

j òàêèõ, ÷òî 1 6 j 6 degZ f è ordX(zj − zi) = β(e)/α(e).
Äàëåå ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ ξi, ξj , ρi,j , µ(i, j), µ′(i, j) èç ðàç-

äåëà 2. Òåïåðü ξi = ξe è äëÿ âñÿêîãî j ∈ Je ýëåìåíò ξ̃j ÿâëÿåòñÿ êîýô-
ôèöèåíòîì ïðèXγ ìíîãî÷ëåíà f(X,Z+zj)

∗(1, β(e)/α(e)). Äëÿ âñÿêîãî
j ∈ Je ïîëîæèì ρi,j = ρe. Òîãäà ìû èìååì µ(i, j) = µ(e), µ′(i, j) = µ′(e),
µ = µ(i) = µ′ (ñì. (19)) è Qi,j = Qe. Êðîìå òîãî, äëÿ âñÿêîãî j ∈ Je ìû
èìååì ξi + ρi,j 6= 0 è, åñëè ξi 6= 0, òî ξj + ρi,j 6= 0. Ïîñëåäíåå óòâåðæäå-
íèå ñïðàâåäëèâî, ïîñêîëüêó ýëåìåíò (31) íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåì íóëÿ â
àëãåáðå Ki,vi [Z]/(ge).

Ïóñòü κe è κi � öåëûå ÷èñëà. Ïîëîæèì

q = δ0
∑

e∈E′(f(X,Z+z(1)))

κeQe + κiXµ+1Z ∈ K[X1/ν(i), Z]. (32)

Ñëåäóþùàÿ ëåììà àíàëîãè÷íà ëåììå 2.

Ëåììà 4. Ñóùåñòâóþò öåëûå ÷èñëà 0 6 κe 6 2d − 1, 0 6 κi 6
d(d−1)/2 òàêèå, ÷òî ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ (i)�(iv) ëåììû 2 äëÿ
q, îïðåäåë�åííîãî ñîãëàñíî (32).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îíî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 2. Ëåììà
äîêàçàíà. �

Òåïåðü ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ýëåìåíò q. Ïóñòü

z = Z mod f ∈ K(X1/ν(i))[Z]/(f).

Ïóñòü E(f(X,Z+zi))={e1, . . . , em} è ÷èñëî ýëåìåíòîâ #E(f(X,Z+zi))
= m. Ïîëîæèì qv = δ0

∑
16w6v κwQw, 0 6 v 6 m (òàê ÷òî q0 = 0).

Ïðè ïîìîùè ðåêóðñèè ïî v ìû ñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíî ýëåìåíòû qv,
v = 1, 2, . . . ,m ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì qv,m = qv−1 +mδ0Qev ∈
K[X1/ν(i), Z], 0 6 m 6 2d−1. Äëÿ âñÿêîãî 0 6 m 6 2d−1 ìû ñòðîèì ìè-
íèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí Ψv,m ∈ K(X1/ν(i))[Z] ýëåìåíòà qv,m(X1/ν(i), z) ∈
K(X1/ν(i))[Z]/(f) íàä ïîëåì K(X1/ν(i)) òàêîé, ÷òî ñòàðøèé êîýôôè-
öèåíò lcZΨv,m = 1. Òîãäà ôàêòè÷åñêè Ψv,m ∈ K[X1/ν(i), Z]. Ïîñëå
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ýòîãî ìû âû÷èñëÿåì ìíîãî÷ëåí Ψ∗v,m(1, µ) ∈ K[Z] è åãî áåñêâàäðàò-
íóþ ÷àñòü gv,m ∈ K[Z]. Ìû âûáèðàåì m0 òàêèì, ÷òî degZ gv,m0 =
max{degZ gv,m : 0 6 m 6 2d−1}. Ïîëîæèì κev = m0 è qv = qv,m0 . Òàê
÷òî íà êàæäîì øàãå ðåêóðñèè ÷èñëî çíà÷åíèé qv(zj), 1 6 j 6 degZ f ,
òàêèõ, ÷òî ordXq(zj) = µ ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì.

Íàêîíåö, ìû âû÷èñëÿåì ìèíèìàëüíûå ìíîãî÷ëåíû Φ2d−1,m âñåõ

ýëåìåíòîâ q2d−1(X1/ν(i), z) + mXµz, 0 6 m 6 d(d − 1)/2 íàä ïîëåì
K(X1/ν(i)). Ìû âûáèðàåì m1 òàê, ÷òî degZ Φ2d−1,m1

= degZ f . Ïîëî-
æèì κi = m1 è q = q2d−1 +mXµZ. Òåïåðü äëÿ ïîñòðîåííûõ ýëåìåíòîâ
κe, κi è q âûïîëíÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿ (i)�(iv) èç ëåììû 4.

Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü êîíñòðóêöèè èç ðàçäåëà 2 âïîëíå àëãîðèòìè÷-
íà. Äåéñòâóÿ òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïîñòðîèòü Φ, b, B(0), B(0), ∆, w0,
zi,w,v1,v2 , äëÿ âñåõ 0 6 w 6 ι. Íàïîìíèì, ÷òî âñå ýòè ýëåìåíòû çàâèñÿò
îò i. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ b = b(i), Φ = Φi, ∆ = ∆i,
åñëè âàæíà çàâèñèò îò i.

Òåïåðü ìû ìîæåì äàòü îïðåäåëåíèÿ âñåõ ýëåìåíòîâ èç ôîðìóëèðîâ-
êè òåîðåìû 2. Ïîëîæèì ∆u = ∆, ýòîò ýëåìåíò äëÿ i = u óæå îïðå-
äåë�åí â ðàçäåëå 2. Äàëåå, ïîëàãàåì ηu = b(u), ϕu = Φu äëÿ âñÿêîãî
1 6 u 6 degZ f .

Âåðõíèå ãðàíèöû íà ñòåïåíè è äëèíû çàïèñè öåëûõ êîýôôèöèåí-
òîâ âñåõ ïîñòðîåííûõ ýëåìåíòîâ óäîâëåòâîðÿþò òðåáóåìûì îöåíêàì
èç òåîðåìû 2. Ýòè îöåíêè óñòàíîâëåíû â ðàçäåëå 2. Íàêîíåö, âðåìÿ
ðàáîòû îïèñàííîãî àëãîðèòìà óäîâëåòâîðÿåò îöåíêàì èç ôîðìóëèðîâ-
êè òåîðåìû 2. Òàêèì îáðàçîì, ýòà òåîðåìà äîêàçàíà. �

�4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1

Â ñëåäóþùåé ëåììå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìíîãî÷ëåí f óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèÿì èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû 2. Ñëåäîâàòåëüíî, èìåþò
ìåñòî âåðõíèå îöåíêè (9), íî ìíîãî÷ëåí f íå îáÿçàòåëüíî ñåïàðàáåëåí.
Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ìû ïðèìåíÿåì òåîðåìó 2 ê ìíîãî÷ëåíó f è ðàññìàò-
ðèâàåì ïðåäñòàâëåíèÿ (14) è (13) äëÿ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f (íàïîìíèì,
÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè òåõíè÷åñêè ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ ñòðîÿòñÿ äëÿ
êîðíåé áåñêâàäðàòíîé ÷àñòè fsqf ìíîãî÷ëåíà f). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî
â äàëüíåéøåì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 íàì òðåáóåòñÿ òîëüêî ñó-
ùåñòâîâàíèå ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé (14) è (13).

Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì ýëåìåíòû w0, ϕu, ∆u è zu,w,v1,v2 . Â
äàëüíåéøåì 1 6 u 6 degZ f ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì èíäåêñîì, êîí-
ñòðóêöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ äëÿ âñåõ u.
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Ëåììà 5. Ñóùåñòâóþò öåëûå ÷èñëà ν1, . . . , νn > 1 è µj,i > 0, 1 6
i 6 j − 1, 1 6 j 6 n, çàâèñÿùèå îò u, òàêèå, ÷òî ν1, . . . , νn ÿâëÿþòñÿ
ìèíèìàëüíî âîçìîæíûìè, íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå

LCM{ν1, . . . , νn} 6 degZ f 6 d,

äëÿ âñåõ j, i ∑
16i6j−1

µj,i 6 D
2(c1d)(n−j+1)c (33)

äëÿ àáñîëþòíûõ êîíñòàíò c, c1 > 0 (ìîæíî ëåãêî âû÷èñëèòü òàêèå
êîíñòàíòû) è

zu ∈ k[[X
1/ν1
1 , X

1/ν2
2 /X

µ2,j/ν1
1 , . . . , X1/νn

n /(X
µn,1/ν1
1 · . . . ·Xµn,n−1/νn−1

n−1 )]].

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ν1, . . . , νn ìèíèìàëüíî âîçìîæ-
íûå, òî ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå LCM{ν1, . . . , νn} ïîïàðíî ðàç-
ëè÷íûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f è, ñëåäîâàòåëüíî, LCM{ν1, . . . , νn} 6
degZ f 6 d.

Äàëåå, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü èíäóêöèþ ïî n. Óòâåðæäåíèå ëåììû
äëÿ áàçû èíäóêöèè n = 1 ñëåäóåò íåìåäëåííî èç òåîðåìû 2 äëÿ n = 1,
ò.å. X = X1, K = k èëè íåïîñðåäñòâåííî (â ýòîì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ
óñòàíîâèòü òîëüêî ñóùåñòâîâàíèå ν1, à ýòî ïî÷òè òðèâèàëüíî). Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî n > 2 è, ÷òî òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ n− 1,
ò.å. äëÿ âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ îò X1, . . . , Xn−1, Z. Äîêàæåì åãî äëÿ n.

Ðàññìîòðèì ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê íà ìóëüòèèíäåêñàõ
èç Zn−1. Èìåííî, (i1, . . . , in−1) > (j1, . . . , jn−1) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñóùåñòâóåò 1 6 m 6 n − 1 òàêîå, ÷òî im+1 = jm+1, . . . , in−1 =
jn−1, íî im > jm.

Ïóñòü

∆u =
∑

i1,...,in−1>0

∆u,i1,...,in−1
Xi1

1 · . . . ·X
in−1

n−1 ,

ãäå âñå êîýôôèöèåíòû ∆u,i1,...,in−1
∈ Z[T1, . . . , Tl]. Ïîëîæèì

(j1, . . . , jn−1) = min{(i1, . . . , in) : ∆u,i1,...,in−1
6= 0},

ãäå ìèíèìóì áåð�åòñÿ îòíîñèòåëüíî ðàññìàòðèâàåìîãî ëåêñèêîãðàôè-
÷åñêîãî ïîðÿäêà. Ïîëîæèì

∆′u = ∆u/(∆u,j1,...,jnX
j1
1 · . . . ·X

jn−1

n−1 ).
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Ìû èìååì (i1 − j1, . . . , in−1 − jn−1) > (0, . . . , 0) äëÿ âñÿêîãî ìóëüòèèí-
äåêñà (i1, . . . , in−1) òàêîãî, ÷òî ∆u,i1,...,in−1 6= 0. Ïîýòîìó

(∆′u)−1∈k[[X1, X2/X
j1
1 , X3/(X

j1
1 X

j2
2 ), . . ., Xn−1/(X

j1
1 · . . . ·X

jn−2

n−2 )]]. (34)

Äàëåå,
∑

16i6n−1 ji 6 degX1,...,Xn−1
∆u 6 DP1(d) äëÿ àáñîëþòíîãî (íè

îò ÷åãî íå çàâèñÿùåãî) ïîëèíîìà P1 ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Λ2 êîëüöî èç (34). Ïîëîæèì νn = νu,n, ñì. (14).

Íàïîìíèì, ÷òî w0 = wu,0 ââåäåíî ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû 2 è
îïðåäåëåíî â ðàçäåëå 2. Ïîëîæèì w1 = max{1, w0}. Òîãäà î÷åâèäíî

X
1/νn
n /(Xj1

1 · . . . ·X
jn−1

n−1 ) ∈ Λ2[[X
1/νn
n /(Xj1w1

1 · . . . ·Xjn−1w1

n−1 )]]. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ñîãëàñíî (14), ñì. ðàçäåë 1,

zu ∈ Λ2[[X1/νn
n /(Xj1w1

1 · . . . ·Xjn−1w1

n−1 )]] [ηu, zu,0].

Òåïåðü ìû ïðèìåíÿåì èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå ê ìíîãî÷ëåíó
ϕu, ñì. ðàçäåë 2, è åãî êîðíþ ηu. Íàïîìíèì, ÷òî ϕu = Φ â îáîçíà÷åíèÿõ
èç ðàçäåëà 2, ñòåïåíè degZ ϕu 6 d è degX1,...,Xn−1

ϕu 6 DP(d) ñì.

ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû 2. Ìû ïîëó÷àåì öåëûå ÷èñëà ν′1, . . . , ν
′
n−1 è

µ′j,i > 0, òàêèå, ÷òî íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå LCM{ν′1, . . . , ν′n, νn} 6
degZ f 6 d è ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ∑

16i6j−1

µ′j,i 6 D
2P2(d)(c1d)(n−j)c

äëÿ àáñîëþòíîãî ïîëèíîìà P2 ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè äëÿ âñåõ j, i.
Ïîëîæèì νi = ν′i, 1 6 i 6 n− 1.

Äàëåå ìû ïðèìåíÿåì èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå ê ìíîãî÷ëåíó

f(X1, . . . , Xn−1, 0, Z) ∈ k[X1, . . . , Xn−1, Z]

è åãî êîðíþ zu,0. Ìû ïîëó÷àåì öåëûå ÷èñëà ν′′1 , . . . , ν
′′
n−1 è µ

′′
j,i > 0, òà-

êèå, ÷òî íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå LCM{ν′′1 , . . . , ν′′n−1, νn} 6 degZ f 6
d è ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ

∑
16i6j−1 µ

′′
j,i 6 D2(c1d)(n−j)c

äëÿ âñåõ j, i. Ýëåìåíò zu,0 ∈ K[ηu], ñì. ðàçäåë 2. Ñëåäîâàòåëüíî, ν′′i äå-
ëèò νi. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè,
÷òî ν′′i = νi è

∑
16i6j−1 µ

′′
j,i 6 D

2d(c1d)(n−j)c äëÿ âñåõ j, i.

Ïîëîæèì µn,i = jiw1νi äëÿ âñåõ 1 6 i 6 n−1. Òîãäà
∑

16i6n−1 µn,i 6
D2P3(d) äëÿ àáñîëþòíîãî ïîëèíîìà P3 ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè
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Ïîëîæèì µj,i = max{jiνi, µ′j,i, µ′′j,i} äëÿ âñåõ 1 6 j 6 n − 1, 1 6 i 6
j − 1. Òîãäà äëÿ âñåõ 1 6 j 6 n ìû èìååì∑

16i6j−1

µj,i 6 max{D2P3(d), DdP1(d), D2P2(d), D2d}(c1d)(n−j)c

6 D2(c1d)(n−j+1)c

ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå êîíñòàíò c, c1 > 0. Ïîëîæèì

X ′j = X
1/νj
j /(X

µj,1/ν1
1 · . . . ·Xµj,j−1/νj−1

j−1 ), 1 6 j 6 n.

Òîãäà

Λ2[[X1/νn
n /(Xj1

1 · . . . ·X
jn−1

n−1 )]][ηu, zu,0] ⊂ k[[X ′1, . . . , X
′
n]]

Ñëåäîâàòåëüíî äëÿ îïðåäåë�åííûõ âûøå νi, µj,i ñïðàâåäëèâû óòâåðæäå-
íèÿ ëåììû. Ëåììà äîêàçàíà. �

Çàìå÷àíèå 4. Çàìåòèì, ÷òî D2 âìåñòî D ïîÿâëÿåòñÿ â äîêàçàòåëü-
ñòâå (è, ñëåäîâàòåëüíî, â ôîðìóëèðîâêå) ëåììû òîëüêî, ïîñêîëüêó íåò
îöåíêè äëÿ

∑
i µn,i ïîäîáíîé

∑
i µn,i 6 DP(d). Èìåííî, ìû çíàåì òîëü-

êî, ÷òî îáå âåëè÷èíû
∑
i ji è w1 îãðàíè÷åíû ñâåðõó DP(d). Ñíà÷àëà

ìû íàäåÿëèñü äîêàçàòü íåðàâåíñòâî (33) èç ëåììû 5 ñ D âìåñòî D2,
íî íå ñìîãëè. È âñ�å æå íàì åãî óäàëîñü äîêàçàòü äëÿ D2.

Òåïåðü ìû ñîáèðàåìñÿ îïèñàòü àëãîðèòì äëÿ òåîðåìû 1. Ñíà÷àëà,
ïåðåáèðàÿ ýëåìåíòû êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà {(γ1, . . . , γn) ∈ Zn : ∀i (1 6
γi 6 d)}, ìû ñòðîèì ìíîæåñòâî S âñåõ íàáîðîâ èç n öåëûõ ÷èñåë
(ν1, . . . , νn) òàêèõ, ÷òî íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå LCM{ν1, . . . , νn} 6 d.

Ìû ïåðåáèðàåì ýëåìåíòû èç S. Ïóñòü (ν1, . . . , νn) ∈ S. Òåïåðü ïî-
ëîæèì µj,i = [c1d

1+(n−j+1)c], 1 6 j 6 n, ãäå c1 è c � êîíñòàíòû
èç ëåììû 5 è [. . .] îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà. Òîãäà ñóùåñòâó-
þò öåëûå ÷èñëà κj,i > 0, 1 6 i 6 j − 1, 1 6 j 6 n, òàêèå, ÷òî

X
1/νj
j = (X ′1)κj,1 · . . . · (X ′j−1)κj,j−1X ′j äëÿ 1 6 j 6 n, ñð. ââåäåíèå.

Çàìåòèì, ÷òî âñå öåëûå ÷èñëà κj,i îãðàíè÷åíû ñâåðõó D2nP(dn
2

). Ýòî
ñëåäóåò íåìåäëåííî èç îöåíîê κj,i êàê ðåøåíèé ëèíåéíîé ñèñòåìû, ïî-
ëó÷åííûõ ïî ïðàâèëó Êðàìåðà.

Ïîëîæèì f̂ = f(Xν1
1 , . . . , Xνn

n , Z) è

f̃ = f̂(X ′1, (X
′
1)κ2,1X ′2, . . . , (X

′
1)κn,1 · . . . · (X ′n−1)κn,n−1X ′n, Z)
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Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 3 [6], ìû ñòðîèì êîðíè ìíîãî÷ëåíà f̃ â êîëüöå
k[[X ′1, . . . , X

′
n]]. Ïîñëå ýòîãî ìû ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó ýëåìåíòó

èç S â îïèñûâàåìîì ïåðåáîðå.
Äåéñòâóÿ òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèì ìíîæåñòâî Rν1,...,νn âñåõ êîð-

íåé ìíîãî÷ëåíà f â êîëüöå (12), ñì. ââåäåíèå, äëÿ âñÿêîãî (ν1, . . . , νn) ∈
S. Îäíàêî ïðè ýòîì íåêîòîðûå êîðíè ìîãóò ïîÿâèòüñÿ íåñêîëüêî ðàç â
Rν1,...,νn äëÿ ðàçëè÷íûõ (ν1, . . . , νn) ∈ S. Èìåííî, åñëè (ν′1, . . . , ν

′
n) ∈ S

� äðóãîé ýëåìåíò òàêîé, ÷òî ν′i äåëèò νi äëÿ âñÿêîãî 1 6 i 6 n, òî
Rν′1,...,ν′n ⊂ Rν1,...,νn . Íî ìîæíî ñðàâíèòü ëþáîé êîðåíü zu ∈ Rν1,...,νn ñ
ëþáûì äðóãèì êîðíåì zu′ ∈ Rν′1,...,ν′n è âûÿñíèòü âåðíî ëè, ÷òî zu è
zu′ ñîïðÿæåíû íàä k ïîêîýôôèöèåíòíî. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ýòîé öåëè
äîñòàòî÷íî âûÿñíèòü âåðíî ëè, ÷òî ïîëÿ êîýôôèöèåíòîâ ku è ku′ èçî-
ìîðôíû íàä k. Ýòî ìîæåò áûòü ïðîäåëàíî ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà äëÿ
ôàêòîðèçàöèè ìíîãî÷ëåíîâ èç [2], [7]. Åñëè ku íå èçîìîðôíî ku′ , òî
êîðíè íå ñîïðÿæåíû íàä k. Åñëè ku èçîìîðôíî ku′ , òî ìîæíî ïîñòðî-
èòü íà÷àëüíûå àïïðîêñèìàöèè (zu)#,ι è (zu′)#,ι â êîëüöå ku[X ′1, . . . , X

′
n]

(ýòî êîëüöî îïðåäåëåíî äëÿ íàáîðà èç n ÷èñåë (ν1, . . . , νn)) äëÿ äîñòà-

òî÷íî áîëüøîãî ι, îãðàíè÷åííîãî ñâåðõó P(Dndn
2

). Ïîñëå ýòîãî ìîæ-
íî âûÿñíèòü âåðíî ëè, ÷òî (zu)#,ι è (zu′)#,ι ñîïðÿæåíû íàä k. Êîðíè
zu è zu′ ñîïðÿæåíû íàä k â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè (zu)#,ι

è (zu′)#,ι ñîïðÿæåíû íàä k, ñì. [6]. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî çàìåíèòü
êàæäîå ìíîæåñòâî Rν1,...,νn íà Rν1,...,νn \

⋃
(ν′1,...,ν

′
n)Rν′1,...,ν′n , ãäå îáú-

åäèíåíèå áåð�åòñÿ ïî âñåì (ν′1, . . . , ν
′
n) ∈ S òàêèì, ÷òî ν′i äåëèò νi äëÿ

âñåõ i è (ν′1, . . . , ν
′
n) 6= (ν1, . . . , νn). Ñëåäîâàòåëüíî, òåïåðü êàæäûé êî-

ðåíü zu ïðèíàäëåæàò òîëüêî ê îäíîìó ìíîæåñòâó Rν1,...,νn è ν1, . . . , νn
ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûìè.

Óòâåðæäåíèÿ (i) è (ii) òåîðåìû 1 äîêàçàíû. Îöåíêè äëÿ âðåìåíè
ðàáîòû àëãîðèòìà ñëåäóþò íåìåäëåííî èç òåîðåìû 3 [6]. Òåîðåìà 1
äîêàçàíà. �

Çàìå÷àíèå 5. Âåðîÿòíî ìîæíî ïîñòðîèòü ìèíèìàëüíî âîçìîæíûå
öåëûå ÷èñëà µj,i > 0, íî ìû íå ðàññìàòðèâàåì ýòó ïðîáëåìó â äàííîé
ñòàòüå.
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Chistov A. L. Complexity of constructing the roots of a polynomial in
the �eld of multiple formal fractional power series in zero characteristic.

By a change of variables we reduce the problem of constructing the roots
of a polynomial in the �eld of multiple formal fractional power series in zero
characteristic to constructing the roots of another polynomial in the ring of
multivariables formal power series. The e�cient estimates for this change
of variables are obtained. To achieve this aim we suggest a new re�ned
version of the result on the complexity of the Newton�Puiseux algorithm.
After that one can apply the algorithm for factoring polynomials over the
ring multivariables formal power series constructed by the author earlier
with e�cient estimates for the working time.
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