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§1. Введение

Конструктивную версию физической теории можно построить, за-
менив бесконечные множества, присутствующие в формализме теории,
конечными. Такая замена не создаст проблем с описанием эмпириче-
ской реальности, поскольку конечные множества могут быть сколь
угодно большими.

Стандартная квантовая механика базируется на непрерывных под-
группах общей унитарной группы, то есть на унитарных представлени-
ях групп Ли. Непрерывная унитарная группа выполняет в стандарт-
ной квантовой механике двойную функцию: (1) её одномерные под-
группы описывают эволюции замкнутых квантовых систем; (2) группа
в целом описывает симметрии квантовых систем.

Мы рассматриваем версию квантовой механики, где вместо групп
Ли используются конечные группы [1,2]. В этой модификации кванто-
вой механики для описания унитарной эволюции вместо непрерывной
одномерной группы используется конечная группа циклических пере-
становок.

Учет дополнительных условий, обеспечивающих возможность опи-
сания квантовых интерференций, приводит к конечной группе Вейля–
Гейзенберга. В этой группе с целью устранения ненаблюдаемых гло-
бальных фазовых эффектов выделяется подмножество элементов, на-
зываемых операторами смещения. Фактически операторы смещения
образуют факторгруппу группы Вейля–Гейзенберга по её центру. Опе-
раторы смещения порождают конечные циклические группы, описы-
вающие все возможные в конструктивном контексте унитарные кван-
товые эволюции.

Группой симметрий квантовых систем в нашем подходе выступает
конечная группа Клиффорда, представляющая собой группу автомор-
физмов группы Вейля–Гейзенберга.

Ключевые слова: конечная циклическая группа, группа Вейля–Гейзенберга,
группа Клиффорда, квантовая эволюция, конструктивные квантовые состояния.
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Замена непрерывных групп конечными приводит к ряду физически
значимых последствий:

• Отсутствие наблюдений квантовых интерференций и запутан-
ности между элементарными частицами разных типов в экспе-
риментах получает естественное объяснение.

• Между подсистемами квантовой системы с гильбертовыми
пространствами взаимно простых размерностей не существует
ни квантовых корреляций, ни энергетических взаимодействий.

• Существенно квантовое поведение проявляется только в тех
(под)системах, размерности гильбертовых пространств кото-
рых являются степенями простых чисел.

Отказ от непрерывной унитарной симметрии предполагает модифи-
кацию понятия квантовых состояний. С помощью компьютерных вы-
числений мы изучаем возможный подход к построению конструктив-
ных квантовых состояний, основанный на учете симметрий состояний
относительно группы Клиффорда и требовании рациональности бор-
новских вероятностей переходов между состояниями в соответствии с
естественной в конструктивном контексте частотной интерпретацией
вероятности.

§2. Описание квантовой эволюции конечной
циклической группой

В стандартной квантовой механике эволюция замкнутой системы
описывается уравнением Шредингера

i~
∂

∂t
|ψt〉 = H |ψt〉 ,

где H – оператор Гамильтона. Решение этого уравнения приводит к
непрерывной однопараметрической унитарной группе

Ut = e−i
H
~ t =

(
e−i

H
~

)t
= Et. (1)

Без потерь для описания физической реальности можно предполо-
жить, что время t – целочисленный параметр, а оператор E – элемент
представления конечной циклической группы ZN , гдеN большое нату-
ральное число. В [3], в предположении, что время t задано в единицах

Планка, приведены оценки N ∼
{
Exp(Exp(20)) для 1 см3 вещества
Exp(Exp(123)) для всей Вселенной.

.
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2.1. Непрерывная и конечная группы. Единственная одномер-
ная компактная группа Ли изоморфна унитарной группе U(1), обыч-
но реализуемой как единичная окружность в комплексной плоскости.
В приложениях эту группу часто аппроксимируют конечной группой,
U(1) ≈ ZN , выбрав число N достаточно большим1.

Однако конечная циклическая группа ZN – значительно более слож-
ный математический объект по сравнению с непрерывной группой
U(1). Если N = n1n2 и gcd(n1, n2) = 1, т.е. n1 и n2 – взаимно про-
стые числа, то справедлив изоморфизм

ZN ∼= Zn1
× Zn2

.

Проведя подобные разложения до конца мы придем к изоморфизму

ZN ∼= Z
p
`1
1
× · · · × Z

p
`M
M

, (2)

где N = p`11 · · · p
`M
M – произведение степеней различных простых чисел.

Топологически группа ZN представляет собой дискретный много-
мерный тор, топология которого напоминает одномерную топологию
окружности только если N – простое число.

Группу ZN можно отождествить с кольцом целых чисел по моду-
лю N , расширив набор операций: {+} → {+,×}.

2.2. Поля Галуа и квантовая физика. Циклическую группу ви-
да Zp` можно рассматривать как подструктуру поля Галуа Fp` . Пре-
имуществом поля Fp` над кольцом Zp` является мультипликативная
обратимость всех ненулевых элементов.
Поля Галуа [4] можно описать рекурсией по делителям числа `:

` = m · n :: Если ` = m · n, то поле Галуа Fp` можно построить
как расширение степени n поля Галуа Fpm , т.е. как n-мерное
векторное пространство над Fpm , базис которого образуют сте-
пени корня произвольно выбранного неприводимого полинома
степени n над Fpm .

Произвольный элемент поля Галуа (“число Галуа”) имеет
вид

α = α0 + α1ε+ · · ·+ α`−1ε
`−1 ∈ Fp` ,

1Фактически подобные аппроксимации лежат в основе дифференциального ис-
числения и анализа в целом.
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где α0, . . . , α`−1 – элементы подполя Fpm , а ε – корень непри-
водимого полинома вида Φ(x) = φ0 + φ1x+ · · ·+ φ`−1x

`−1 + x`,
где φ0, . . . , φ`−1 ∈ Fpm .

Умножение элементов Fp` определяется как полиномиаль-
ное умножение по модулю выбранного полинома Φ(x), а сло-
жением является обычное векторное сложение.

Cледом относительно расширения Fp` ⊃ Fpm называется
отображение Fp` → Fpm , определяемое для α ∈ Fp` формулой

tr(α) ≡ tr`/m(α) = α+ αp
m

+ αp
m·2

+ · · ·+ αp
m·(n−1)

∈ Fpm .

` = 1 · n :: Если m = 1, то подполе Fpm является простым полем
Fp ∼= Zp.

Поля Галуа являются естественным средством описания многоча-
стичных квантовых систем неразличимых частиц. Квантовую си-
стему с числом степеней свободы N = p` можно представить как со-
вокупность n идентичных подсистем, каждая из которых имеет pm

степеней свободы. Переменные такой системы принимают значения в
поле Fp` , а ее гильбертово пространство имеет структуру

Hp` ∼= Hpm ⊗ · · · ⊗ Hpm︸ ︷︷ ︸
n

.

2.3. Перестановочное представление группы ZN . Стандартным
порождающим элементом регулярного представления группы ZN в N -
мерном гильбертовом пространстве HN является матрица цикличе-
ской перестановки

X =


0 0 · · · 1
1 0 · · · 0
...

. . . . . .
...

0 · · · 1 0

 . (3)

Общепринятое обозначение X для этой матрицы связано с тем, что
при N = 2 она совпадает с матрицей Паули σx

X|N=2 = σx =

(
0 1
1 0

)
.

Регулярное представление ZN порождается также любым элементом
вида Xv при условии, что целое число v является мультипликативно
обратимым элементом кольца ZN , т.е. gcd(v,N) = 1.
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Базис в гильбертовом пространстве HN
BX = (|0〉 , . . . , |N − 1〉) , (4)

ассоциированный с матрицей X, называется базисом координат или
онтическим (’т Хоофт [5]) или вычислительным (квантовая инфор-
матика) базисом.

Квантовый оператор координаты в базисе BX имеет диагональный
вид

x̂ =

N−1∑
x=0

x |x〉 〈x| = diag (0, 1, . . . , N − 1) .

Заметим, что эволюция оператора x̂ порождаемая элементом Xv = Xv

x̂t = Xt
vx̂0X

−t
v (5)

представляет собой “равномерное движение со скоростью v”, поскольку
в компонентах уравнение (5) имеет вид

xt = x0 + vt mod N.

В размерности N = p` с каждой степенью свободы ν ∈ Fp` связан
генератор циклической группы ZN вида

Xν =
∑
γ∈F

p`

|γ + ν〉 〈γ| .

2.4. Разложение на неприводимые компоненты. Регулярное
представление любой конечной группы содержит все её неприводи-
мые представления. Для циклической группы ZN эти представления
одномерны и порождаются степенями примитивного корня из едини-
цы ω = e2πi/N . Разложение генератора X в прямую сумму генераторов
неприводимых компонент можно получить с помощью преобразования
Фурье

Z = FXF−1 =


1 0 · · · 0
0 ω · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · ωN−1

 , (6)

где матрица Фурье имеет вид

F =
1√
N

(
ωij
)
, i, j = 0, . . . , N − 1 . (7)
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Матрица Z является обобщением матрицы Паули σz

Z|N=2 = σz =

(
1 0
0 −1

)
.

С матрицей Z связан базис импульсов

BZ =
(∣∣∣0̃〉 , ∣∣∣1̃〉 , . . . , ∣∣∣Ñ − 1

〉)
, (8)

являющийся Фурье-образом базиса BX . В этом базисе квантовый опе-
ратор импульса имеет диагональный вид

p̂ =

N−1∑
p=0

p |p̃〉 〈p̃| = diag (0, 1, . . . , N − 1) .

Если N = p`, то каждой степени свободы µ ∈ Fp` соответствует
диагональная матрица

Zµ =
∑
γ∈F

p`

exp

(
2πi

p
tr (µγ)

)
|γ〉 〈γ| .

2.5. Описание квантовых интерференций. Циклические группы
не обладают необходимыми для описания квантовых интерференций
нетривиальными проективными представлениями. Однако операторX
и его диагональная форма Z в паре порождают проективное пред-
ставление группы ZN ×ZN в гильбертовом пространстве HN . Прямое
вычисление приводит к коммутационному соотношению

ZX = ωXZ ,

которое Вейль получил, обратив внимание на то, что каноническое
коммутационное соотношение Гейзенберга для операторов координаты
и импульса

[x̂, p̂] = i~1,
а следовательно, и стандартную квантовую теорию в целом, можно
реализовать только в бесконечномерном гильбертовом пространстве.
Анализ Вейля [6] квантового поведения вN -мерном гильбертовом про-
странстве с необходимостью приводит к матрицам X и Z.

Базисы BX и BZ , ассоциированные с операторами X и Z, являются
взаимно несмещенными. Этот термин означает, что борновские веро-
ятности переходов между элементами разных базисов одинаковы для
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любых пар элементов:∣∣∣〈˜̀ | k〉∣∣∣2 =
1

N
, |k〉 ∈ BX ,

∣∣∣˜̀〉 ∈ BZ , k, ` = 0, . . . , N − 1.

Иными словами, для квантового состояния, являющегося вектором од-
ного из базисов, измерение в другом базисе не даст никакой инфор-
мации поскольку результаты измерений будут разбросаны с равной
вероятностью по всем N возможностям.

Фактически, понятие взаимно несмещенных базисов, впервые чет-
ко сформулированное Швингером [7], представляет собой математи-
ческую формализацию принципа дополнительности Бора.

Использование произведения ZN ×ZN при описании квантового по-
ведения – несмотря на то, что для описания унитарной эволюции до-
статочно одной циклической группы ZN – связано с включением идеи
наблюдения в теоретическую схему. С квантовой наблюдаемой ассоци-
ируется базис, в котором эта наблюдаемая диагональна. Сопряжённым
квантовым наблюдаемым соответствуют взаимно несмещённые бази-
сы. Две копии циклической группы обеспечивают потенциальную воз-
можность измерения квантовых наблюдаемых в различных базисах в
процессе эволюции. В гильбертовом пространстве основной для реа-
лизации квантового поведения размерности N = p` всегда существует
полный набор взаимно несмещенных базисов максимально возможного
числа N+1. Однако все такие базисы можно построить с помощью па-
ры операторов X и Z, порождающих изоморфные циклические груп-
пы. Таким образом, двух копий циклической группы достаточно для
описания квантовых эффектов.

2.6. Формализм Вейля–Швингера. Идеи Вейля [6] и Швингера
[7] в последние годы активно развиваются в различных областях,
включая основания квантовой теории, квантовую информатику [8] и
теорию обработки сигналов [9]. Игнорируя для краткости изложения
специфику “размерностей Галуа”, опишем основные элементы форма-
лизма для случая кольца ZN .

Пусть Kn обозначает группу корней из единицы степени n. Элемент
τ = − eπi/N порождает KN , если N = 2k + 1 и K2N , если N = 2k.

Элементы τ , X и Z порождают группу Вейля–Гейзенберга

WH(N) = 〈τ,X,Z〉 .
Порядок группы WH(N) равен N3 или 2N3 в зависимости от чётности
размерности N .
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Квантовые эволюции порождаются операторами смещения, кото-
рые определяются как

Dp = τp1p2Xp1Zp2 , p =

(
p1
p2

)
∈ Z2.

Формула композиции операторов смещения имеет вид

DpDq = τ 〈p,q〉Dp+q,

где 〈p,q〉 – симплектическая форма

〈p,q〉 = p2q1 − p1q2 = pT

(
0 −1
1 0

)
q. (9)

N2 операторов смещения образуют проективную группу Вейля–
Гейзенберга PWH(N), являющуюся факторгруппой WH(N) по ее
центру, который изоморфен группе корней из единицы KN (или K2N в
чётных размерностях). Как абстрактная группа PWH(N) изоморфна
произведению двух циклических групп

PWH(N) ∼= ZN × ZN .

Конечное фазовое пространство. представляет собой двумерный дис-
кретный тор

T2 = ZN × ZN ,
снабженный симплектической структурой (9).

Операторы смещения на этом торе порождают квантовые эволю-
ции. В частности, смещения вдоль образующих, D(v,0) = Xv и D(0,m) =
Zw, порождают эволюции Шредингера, соответственно, в “координат-
ном” |ψt〉 = (Xv)

t |ψ0〉 и “импульсном” |ψt〉 = (Zw)
t |ψ0〉 представлени-

ях.
Преобразования фазового пространства, сохраняющие симплектиче-
скую форму (9), образуют симплектическую группу

Sp(2,ZN ) ∼= SL(2,ZN ) .

Эти преобразования, являющиеся квантовым прототипом канониче-
ских преобразований в гамильтоновой механике, образуют группу
внешних автоморфизмов группы Вейля–Гейзенберга PWH(N).

Объединяя внутренние и внешние автоморфизмы, мы приходим к
полупрямому произведению, называемому группой Клиффорда

CL(N) = Aut(WH(N)) ∼= WH(N) o Sp(2,ZN ) .
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Традиционно группу Клиффорда определяют как нормализатор груп-
пы Вейля–Гейзенберга в унитарной группе U(N). Потребность в U(N),
сохранившаяся как рудимент непрерывной теории, не вытекает ни
из рассматриваемого здесь описания квантовой эволюции конечны-
ми циклическими группами, ни из аргументов Вейля. Мы будем рас-
сматривать группу Клиффорда исключительно как группу симмет-
рий группы Вейля–Гейзенберга не прибегая к ссылке на непрерывную
группу U(N).

Группа Клиффорда порождается матрицами X, F и S:

CL(N) = 〈X,F, S〉 ,

где матрица S = diag
(
τ i(i+N)

)
представляет собой унитарный образ

в N -мерном гильбертовом пространстве матрицы
(

1 0
1 1

)
∈ Sp(2,ZN )

[9].
Проективная группа Клиффорда. – факторгруппа группы CL(N) по
её центру Z(CL(N)) – порождается теми же элементами, но матрицы,
отличающиеся только фазовым множителем, рассматриваются как эк-
вивалентные2:

PCL(N) = 〈X,F, S〉/Z(CL(N)) .

§3. Разложение квантовой системы общей
размерности на подсистемы

Гильбертово пространство глобальной системы разлагается в тен-
зорное произведение локальных пространств

HN = Hn1 ⊗ . . .⊗HnM
,

если глобальная размерность разлагается в произведение взаимно про-
стых чисел, например,N = n1·. . .·nM , где ni = p`ii – степени различных
простых чисел.

Класс эквивалентности данного разложения относительно произво-
ла в выборе координат в гильбертовых пространствах можно симво-
лически описать как

G(N)HN = G(n1)Hn1 ⊗ . . .⊗G(nM )HnM
,

2Алгоритм построения группы из образующих легко организовать таким обра-
зом, что проективная версия группы и центр будут вычислены одновременно – это
наиболее эффективный подход к построению групп, имеющих большие центры.
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где G(n) – группа симметрий n-мерного пространства. Это описание
можно упростить до

G(N)HN = Hn1 ⊗ . . .⊗HnM
(10)

воспользовавшись тождеством для тензорных произведений

AX ⊗BY = (A⊗B) (X ⊗ Y )

и тем фактом, что произведение локальных групп является подгруп-
пой глобальной группы

G(n1)× · · · ×G(nM ) < G(N) .

Из соотношения (10) видно, что разложения, лежащие на орбите гло-
бальной группы G(N), эквивалентны и класс эквивалентности полно-
стью определяется разложением размерности в произведение взаимно
простых чисел.

Предположение G(N) = U(N) может привести к артефактам, по-
скольку непрерывная группа U(N) свободно “перемешивает” состоя-
ния между различными компонентами тензорного произведения, что
привело бы к не наблюдающейся в природе запутанности между фун-
даментальными, то есть не составными, частицами различных типов.

Предположение G(N) = CL(N) проблем подобного рода не вызы-
вает, поскольку в группе Клиффорда глобальной системы отсутству-
ют преобразования, перемешивающие состояния между локальными
гильбертовыми пространствами взаимно простых размерностей. Ма-
тематически это выражается тем фактом, доказываемым с помощью
китайской теоремы об остатках [10], что глобальная группа Клиффор-
да разлагается в прямое произведение локальных

CL(N) = CL(n1)× · · · × CL(nM ) .

Отсутствие квантовых запутанностей между подсистемами означает,
что при любых эволюциях глобальной системы возможны лишь кван-
товые состояние, являющееся тензорным произведением состояний
подсистем (или их классические комбинации, называемые сепарабель-
ными состояниями).

Из китайской теоремы об остатках также следует [11] соотношение
между энергетическими уровнями глобальной квантовой системы и её
локальных подсистем

Ek/N = Ek1/n1
+ . . .+ EkM/nM

, (11)
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где Eν = hν – соотношение Планка, связывающее энергию с частотой.
Равенство (11) означает, что энергия глобальной системы равна сумме
энергий составляющих, а энергии взаимодействий отсутствуют.

Таким образом, подсистемы взаимно простых размерностей можно
изучать отдельно и независимо друг от друга, так как между ними
нет ни квантовых запутанностей, ни энергетических взаимодействий.

В системах простых размерностей квантовые интерференции воз-
можны, однако, ввиду отсутствия подсистем, невозможна квантовая
запутанность, возникающая только в системах размерности которых –
нетривиальные степени простых чисел. Таким образом, основной инте-
рес для изучения представляют системы простых размерностей N = p
и их комбинации, имеющие размерности вида N = p`, ` > 1 в которых
реализуется квантовая запутанность.

§4. Конструктивные квантовые состояния

В непрерывной квантовой механике множеством чистых состояний
в N -мерном гильбертовом пространстве является комплексное проек-
тивное пространство

P(HN ) = CPN−1,

представляющее собой однородное пространство унитарной группы
U(N). Это означает, что CPN−1 является орбитой произвольного еди-
ничного вектора, например |0〉, относительно действия унитарной
группы:

CPN−1 ∼= Orb
U(N)

(|0〉) = U(N) |0〉 .
В нашем подходе группой симметрий квантовых систем является

конечная группа Клиффорда, которая действует на множестве кван-
товых состояний нетранзитивно, разбивая его на непересекающиеся
орбиты.

Заменив U(N) на CL(N) в качестве группы симметрий, мы предпо-
лагаем, что конструктивное множество чистых квантовых состояний,
которое мы обозначим как CQS(N), образуют элементы вида

|a〉 =

N−1∑
i=0

ϕiαi |i〉 ,

где αi ∈ R,
∑N−1
i=0 α2

i = 1, ϕi ∈ Z(CL(N)), т.е. фазовые множители
принадлежат центру группы Клиффорда CL(N).
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Множество CQS(N) должно 1) быть CL(N)-инвариантным; 2) со-
держать онтические векторы; 3) состоять только из элементов с ра-
циональными борновскими вероятностями переходов между собой; 4)
содержать все суперпозиции векторов с фазовыми множителями из
Z(CL(N)), удовлетворяющие требованию рациональности.

Формально:

(1) |a〉 ∈ CQS(N) =⇒ Orb
CL(N)

(|a〉) ⊆ CQS(N);
(2) |0〉 ∈ CQS(N);
(3) |a〉 , |b〉 ∈ CQS(N) =⇒ |〈a | b〉|2 ∈ Q;
(4) |a1〉 , |a2〉 , . . . , |ak〉 ∈ CQS(N) =⇒ |A〉/||A〉| ∈ CQS(N),

где |A〉 = |a1〉+ϕ2 |a2〉+ . . .+ϕk |ak〉 , ϕ2, . . . , ϕk ∈ Z(CL(N)) .

Для изучения свойств квантовых состояний, соответствующих этим
требованиям, мы реализовали процедуру последовательного построе-
ния орбит, составляющих множество CQS(N).

В начале процедуры строится орбита O1 = Orb
CL(N)

(|0〉) . В размер-
ностях N = p`, ` > 1, эта орбита состоит из N (N + 1) векторов, обра-
зующих полное множество из N+1 взаимно несмещенных базисов и, в
частности, содержит онтический базис. Ясно, что вероятности перехо-
дов между элементами орбиты O1 рациональны: для двух различных
элементов вероятность перехода равна 0 или 1/N .

Далее мы строим другие орбиты с помощью суперпозиций уже име-
ющихся элементов. Отбор суперпозиций, удовлетворяющих требова-
нию рациональности – трудная для теоретического анализа задача,
поскольку при нормализации векторов возникают сложные коэффи-
циенты, содержащие вложенные квадратные корни.

Априори множество CQS(N) может быть конечным, или счётно бес-
конечным и плотным в CPN−1, или счётно бесконечным, но не плот-
ным в непрерывном пространстве квантовых состояний. Результаты
компьютерных экспериментов, возможно, свидетельствуют в пользу
формирования плотного подмножества.

4.1. Вычисления в размерностях 2 и 3. Генераторы, центры и
размеры групп Клиффорда в этих размерностях приведены в таблице(
ω = exp(2πi/3) = −1

2
+ i

√
3

2

)
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N X F S Z(CL(N)) |CL(N)|

2

(
0 1
1 0

)
1√
2

(
1 1
1 −1

) (
1 0
0 i

)
K8 192

3

0 0 1
1 0 0
0 1 0

 1√
3

1 1 1
1 ω ω2

1 ω2 ω

 1 0 0
0 ω2 0
0 0 ω2

 K12 2592

Для квантовых состояний |a〉, |b〉 ∈ CQS(N) введём функцию рассто-
яния Dist(a, b) = 1 − P(a, b) , где P(a, b) = |〈a | b〉|2 – борновская ве-
роятность перехода между состояниями. Заметим, что это расстояние
можно представить в виде

Dist(a, b) = sin2 DFS(a, b) ,

где DFS(a, b) – расстояние Фубини–Штуди между точками комплексно-
го проективного пространства, т.е. длина геодезической линии в есте-
ственной для CPN−1 метрике Фубини–Штуди. В нашем случае функ-
ция Dist(a, b) принимает только рациональные значения.

Для оценки плотности состояний из подмножества S ⊂ CQS(N) в
комплексном проективном пространстве введем функцию

∆(S) = max
a∈S

min
b∈S\{a}

Dist(a, b) .

Эта функция для каждой точки множества S находит расстояние до
ближайшего соседа, а затем находит максимум для всех таких рассто-
яний.

4.1.1. N = 2.. Результаты вычислений можно продемонстрировать на-
глядно, поскольку чистые состояния принадлежат комплексной про-
ективной прямой CP1, которую можно представить в виде сферы Ри-
мана (Блоха). Проективная группа Клиффорда PCL(2) = CL(2) /K8

имеет порядок 24. Возможные размеры орбит являются делителями
этого числа.

Мы построили подмножество состояний S ⊂ CQS(2), представляю-
щее собой объединение 986 орбит с общим числом элементов 23646.

Начальная орбита O1 = Orb
CL(2)

(|0〉) состоит из шести векторов, ор-
тогональные пары которых образуют полное множество из трёх вза-
имно несмещённых базисов:

O1 =

{
|0〉 , |1〉 ; |0〉+ |1〉√

2
,
|0〉 − |1〉√

2
;
|0〉+ i |1〉√

2
,
|0〉 − i |1〉√

2

}
.
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На Рис. 4.1.1 (a) векторы орбиты O1 образуют вершины октаэдра, про-
странственные диагонали которого представляют три взаимно несме-
щенных базиса. Рисунки (b) и (с) иллюстрируют процесс пополнение
множества состояний добавлением сначала одной, а затем еще 16 ор-
бит, полученных из суперпозиций векторов орбиты O1.

(a) (b) (c)
Рис. 1. Построение конструктивных квантовых состояний.

Максимальные расстояния между соседними состояниями для ис-
ходной орбиты и для всего вычисленного множества состояний равны,
соответственно, ∆(O1) = 1/2 и ∆(S) = 1/1515 ≈ 10−3.

4.1.2. N = 3.. Порядок проективной группы PCL(3) = CL(3) /K12 ра-
вен 216. Начальная орбита состоит из 12 векторов, образующих полное
полное множество из четырёх взаимно несмещенных базисов:

O1 =

{
|0〉 , |1〉 , |2〉 ; 1√

3

1
1
1

 ,
1√
3

 1
ω
ω2

 ,
1√
3

 1
ω2

ω

 ;
1√
3

 1
ω2

ω2

 ,

1√
3

1
1
ω

 ,
1√
3

1
ω
1

 ;
1√
3

1
ω
ω

 ,
1√
3

 1
1
ω2

 ,
1√
3

 1
ω2

1

} .
Вычисленное нами множество состояний S ⊂ CQS(3) состоит из 169
орбит суммарно содержащих 27237 векторов.

Максимальные расстояния между соседними состояниями для ис-
ходной орбиты и для всего вычисленного множества состояний равны,
соответственно, ∆(O1) = 2/3 и ∆(S) = 1/99 ≈ 10−2.
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§5. Заключение

Континуально бесконечная унитарная группа из-за своей неконстру-
ктивности является потенциальным источником артефактов при ис-
пользовании в формализме квантовой механики. Мы показали, что
квантовое поведение можно описать, используя только конечные груп-
пы. Более конкретно, квантовые эволюции описываются циклически-
ми подгруппами группы Вейля–Гейзенберга, а группой симметрии
квантовых систем является группа Клиффорда. Ограничение унитар-
ных симметрий этими группами имеет эмпирически значимые послед-
ствия. В частности, отсутствие квантовой запутанности и интерфе-
ренций между элементарными частицами разных типов находит есте-
ственное объяснение.

Разложение квантовой системы на подсистемы определяется раз-
ложением размерности её гильбертова пространства в произведение
целых чисел. В простой размерности разложение на подсистемы невоз-
можно. Когда размерность является произведением взаимно простых
чисел, квантовое поведение подсистем можно изучать по отдельности,
так как между ними нет энергетических взаимодействий и квантовых
корреляций. Квантовое поведение проявляется полностью в размер-
ностях, являющихся степенями простых чисел. Это случай многоча-
стичных квантовых систем, состоящих из запутанных неразличимых
частиц.

Отказ от непрерывной унитарной группы предполагает модифи-
кацию понятия квантового состояния: проективное гильбертово про-
странство следует заменить некоторой комбинаторной конструкцией.
Мы полагаем, что множество состояний должно удовлетворять требо-
ваниям: (а) фазовые множители в состояниях должны быть элемента-
ми центра группы Клиффорда; (б) множество состояний должно быть
инвариантным относительно группы Клиффорда и (в) содержать он-
тические векторы; (г) борновские вероятности переходов между эле-
ментами множества должны быть рациональными в соответствии с
частотной концепцией вероятности. Приведены некоторые результаты
компьютерных экспериментов с этим набором требований.
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Kornyak V. V. Weyl–Heisenberg and Clifford groups and quantum physics.

The standard formulation of quantum mechanics uses continuously infi-
nite sets, such as the continuous unitary group. However, the use of non-
constructive infinities can generate inconsistencies and artifacts when des-
cribing physical reality. In fact, to describe quantum behavior it is sufficient
to use finite subgroups of the general unitary group, namely, the Weyl-
Heisenberg group and its extension, the Clifford group. We explore a
version of quantum theory based on these groups that completely excludes
the use of the continuous unitary group. This approach has empirically
significant consequences. For example, the absence of quantum entangle-
ment and interference between elementary particles of different types in
nature receives a natural explanation. The rejection of the use of conti-
nuously infinite sets requires a revision of the concept of quantum states,
namely, the replacement of the continuous projective Hilbert space of
quantum states by some combinatorial set. We propose a possible approach
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to building constructive quantum states based on a certain set of natural
criteria.
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