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�1. Ââåäåíèå. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ êîíå÷íûå íåîðèåíòèðîâàííûå
ãðàôû áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð, èçó÷àþòñÿ ðàñêðàñêè âåðøèí òàêèõ
ãðàôîâ.

Êàê îáû÷íî, ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà G áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
V (G), à èõ êîëè÷åñòâî ÷åðåç v(G).

Ìàêñèìàëüíóþ ñòåïåíü âåðøèí ãðàôà G ìû, êàê îáû÷íî, áóäåì îáî-
çíà÷àòü ÷åðåç ∆(G). Äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ∈ V (G) ÷åðåç dG(v) áóäåì
îáîçíà÷àòü ñòåïåíü âåðøèíû v â ãðàôå G, à ÷åðåç NG(v) � îêðåñò-

íîñòü âåðøèíû v, òî åñòü, ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí, ñìåæíûõ ñ v. Òàê
êàê â ðàññìàòðèâàåìîì ãðàôå íåò ïåòåëü, v 6∈ NG(v).

Îïðåäåëåíèå 1. Ðàñêðàñêà âåðøèí ãðàôà íàçûâàåòñÿ äðåâåñíîé, åñëè
äëÿ ëþáîãî öâåòà èíäóöèðîâàííûé ïîäãðàô íà âåðøèíàõ ýòîãî öâåòà
íå èìååò öèêëîâ.

×åðåç a(G) îáîçíà÷èì (âåðøèííóþ) äðåâåñíîñòü ãðàôà G � ìèíè-
ìàëüíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò äðåâåñíàÿ ðàñ-
êðàñêà âåðøèí G.

×åðåç al(G) îáîçíà÷èì ñïèñî÷íóþ äðåâåñíîñòü ãðàôà G � ìèíè-
ìàëüíîå òàêîå k ∈ N, ÷òî åñëè âåðøèíàì ãðàôà G ïîñòàâèòü â ñî-
îòâåòñòâèå ïðîèçâîëüíûå ñïèñêè öâåòîâ äëèíû íå ìåíåå k, òî áóäåò
ñóùåñòâîâàòü äðåâåñíàÿ ðàñêðàñêà âåðøèí â öâåòà èç ýòèõ ñïèñêîâ.

Êàê è ñ êëàññè÷åñêèìè ïðàâèëüíûìè ðàñêðàñêàìè, äëÿ ëþáîãî ãðà-
ôà G î÷åâèäíî íåðàâåíñòâî al(G) > a(G).

Â 1968 ãîäó ×àðòðàíä, Êðîíê è Âîëë [3] äîêàçàëè, ÷òî a(G) 6
∆(G)+1

2 , äîêàçàòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà íà
õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî χ(G) 6 ∆(G) + 1.

Êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Áðóêñà [1] ãîâîðèò, ÷òî χ(G) 6 ∆(G), åñëè G
� ñâÿçíûé ãðàô, îòëè÷íûé îò ïîëíîãî ãðàôà è íå÷åòíîãî öèêëà. Î÷å-
âèäíî, ïîëíûé ãðàô K2d+1 èìååò ñòåïåíè âñåõ âåðøèí 2d è íå èìååò

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âåðøèííàÿ äðåâåñíîñòü, ñïèñî÷íàÿ äðåâåñíîñòü, d-ðàñêðàñêè.
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äðåâåñíîé ðàñêðàñêè â d öâåòîâ. Ïî àíàëîãèè ñ êëàññè÷åñêîé òåîðå-
ìîé Áðóêñà, â 1974 ãîäó Êðîíê è Ìèò÷åëë [4] äîêàçàëè àíàëîãè÷íîå

óòâåðæäåíèå äëÿ äðåâåñíîñòè: a(G) 6
⌈∆(G)

2 e, åñëè G � ñâÿçíûé ãðàô,
îòëè÷íûé îò ïîëíîãî ãðàôà íà íå÷åòíîì ÷èñëå âåðøèí è íå÷åòíîãî
öèêëà.

Â 2012 ãîäó Xy è Âó [5] äîêàçàëè àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ ñïè-

ñî÷íîé äðåâåñíîñòè: al(G) 6
⌈∆(G)

2 e, åñëè G � ñâÿçíûé ãðàô, îòëè÷íûé
îò ïîëíîãî ãðàôà íà íå÷åòíîì ÷èñëå âåðøèí è íå÷åòíîãî öèêëà. Ýòîò
ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì �ñïèñî÷íîé òåîðåìû Áðóêñà�, äîêàçàííîé
Âèçèíãîì â 1976 ãîäó [7].

Ìû äîêàæåì àíàëîã áîëåå îáùåé òåîðåìû Áîðîäèíà î d-ðàñêðàñêàõ
(äîêàçàííîé Áîðîäèíûì â 1977 ãîäó, â 1979 ãîäó ýòîò ðåçóëüòàò ïîâòî-
ðèëè Ýðäåø, Ðóáèí è Òåéëîð [6]).

Äàëåå ìû áóäåì ðàáîòàòü ñî ñïèñî÷íûìè ðàñêðàñêàìè. Ïóñòü êàæ-
äîé âåðøèíå v ∈ V (G) ñîîòâåòñòâóåò ñïèñîê L(v), äëèíû `(v) = |L(v)|.

Îïðåäåëåíèå 2. Íàçîâåì ñâÿçíûé ãðàô G äåðåâîì Ãàëëàè, åñëè êàæ-
äûé åãî áëîê � íå÷åòíûé öèêë èëè ïîëíûé ãðàô.

Íàçîâåì ñâÿçíûé ãðàô G ÷åòíûì äåðåâîì Ãàëëàè, åñëè êàæäûé åãî
áëîê � ïðîñòîé öèêë èëè ïîëíûé ãðàô íà íå÷åòíîì êîëè÷åñòâå âåðøèí.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü G � ãðàô, à L = {L(v)}v∈V (G) � ñïèñîê öâåòîâ.
1) Íàçîâåì L d-ñïèñêîì, åñëè `(v) > dG(v) äëÿ ëþáîé âåðøèíû v.
2) Íàçîâåì L d/2-ñïèñêîì, åñëè `(v) > dG(v)/2 äëÿ ëþáîé âåðøè-

íû v.

Áîðîäèí äîêàçàë, ÷òî ãðàô G èìååò ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó â öâåòà
ëþáîãî d-ñïèñêà, åñëè G íå ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì Ãàëëàè, à äëÿ äåðåâà
Ãàëëàè ïðèâåë ïðèìåð d-ñïèñêà, äëÿ êîòîðîãî ðàñêðàñêà íåâîçìîæíà.
Ìû äîêàæåì àíàëîãè÷íóþ òåîðåìó äëÿ äðåâåñíûõ ðàñêðàñîê.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ñâÿçíûé ãðàô G íå ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì äåðåâîì Ãàë-

ëàè. Òîãäà äëÿ ëþáîãî d/2-ñïèñêà L ñóùåñòâóåò äðåâåñíàÿ ðàñêðàñêà

âåðøèí â öâåòà ñïèñêà.

Òàêæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ÷åòíîãî äåðåâà Ãàëëàè ýòî óòâåð-
æäåíèå íåâåðíî.
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�2. Ñïèñî÷íûå ðàñêðàñêè. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé

òåîðåìû

Íàø ïîäõîä â öåëîì àíàëîãè÷åí äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû Áîðîäèíà
î d-ðàñêðàñêàõ, ïðèâåäåííîìó â [9]. Äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò áëîêè
è òî÷êè ñî÷ëåíåíèÿ. Ìû ïðèâåäåì çäåñü íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ,
à ïîäðîáíîñòè è äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî ïðî÷èòàòü â [9], â [8] èëè â
äðóãèõ êíèãàõ.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü G � ñâÿçíûé ãðàô.
1) Âåðøèíà a ∈ V (G) íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿ, åñëè ãðàô

G− a íåñâÿçåí.
2) Áëîêîì íàçûâàåòñÿ ëþáîé ìàêñèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ ïîäãðàô

ãðàôà G, íå èìåþùèé òî÷åê ñî÷ëåíåíèÿ.
3) Âíóòðåííÿÿ âåðøèíà áëîêà B � ýòî åãî âåðøèíà, íå ÿâëÿþùàÿñÿ

òî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿ ãðàôà G.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïîñòðîèì ãðàô B(G), âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåò-
ñòâóþò âñåì òî÷êàì ñî÷ëåíåíèÿ a1, . . . , an ãðàôà G è âñåì åãî áëîêàì
B1, . . . , Bm (ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ýòè âåðøèíû òàê æå, êàê è áëîêè).
Âåðøèíû ai è Bj áóäóò ñìåæíû, åñëè ai ∈ V (Bj). Äðóãèõ ð¼áåð â ýòîì
ãðàôå íåò. Ãðàô B(G) íàçûâàåòñÿ äåðåâîì áëîêîâ è òî÷åê ñî÷ëåíåíèÿ

ãðàôà G.

Äåðåâî áëîêîâ è òî÷åê ñî÷ëåíåíèÿ � äåéñòâèòåëüíî äåðåâî, à âñåì
åãî ëèñòüÿì ñîîòâåòñòâþò áëîêè, îíè íàçûâàþòñÿ êðàéíèìè.

Íà÷íåì ñ äâóõ âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé. Âåçäå â ðàçäåëå G �
ãðàô, à L � åãî d/2-ñïèñîê.

Îïðåäåëåíèå 6. Íàçîâåì âåðøèíó v ∈ V (G) èçáûòî÷íîé, åñëè 2`(v)
> dG(v).

Ëåììà 1. Ïóñòü G � ñâÿçíûé ãðàô, ïðè÷åì âåðøèíà a ∈ V (G) èç-

áûòî÷íàÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò äðåâåñíàÿ ðàñêðàñêà âåðøèí ãðàôà G â

ñîîòâåòñòâèè ñî ñïèñêîì L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî êîëè÷åñòâó âåðøèí. Áàçà äëÿ ãðàôà
ñ îäíîé âåðøèíîé (åñòåñòâåííî, èçáûòî÷íîé) î÷åâèäíà. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ ëþáîãî ñâÿçíîãî ãðàôà ñ ìåíüøèì ÷åì
v(G) êîëè÷åñòâîì âåðøèí.

Ðàññìîòðèì ãðàô G− a. Ïóñòü G1, . . . , Gk � âñå êîìïîíåíòû ãðàôà
G − a. Â êàæäîì ãðàôå Gi (ãäå i ∈ {1, . . . , k}) ââèäó ñâÿçíîñòè ãðà-
ôà G îáÿçàòåëüíî åñòü âåðøèíà ai, ñìåæíàÿ ñ a. Ðàññìîòðèì ãðàô
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Gi, îñòàâèâ ñïèñêè âåðøèí íåèçìåííûìè. Òîãäà ai ñòàíåò èçáûòî÷íîé
âåðøèíîé:

2`(ai) > dG(ai)⇒ 2`(ai) > dG(ai)− 1 = dG−a(ai).

Òîãäà ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ âåðøèíû âñåõ ãðàôîâ
G1, . . . , Gk ìîæíî äðåâåñíî ïîêðàñèòü â ñîîòâåòñòâèè ñî ñïèñêàìè.

Îñòàåòñÿ ïîêðàñèòü âåðøèíó a. Òàê êàê dG(a) < 2`(a), ñóùåñòâóåò
öâåò j ∈ L(a), âñòðå÷àþùèéñÿ ñðåäè åå ñîñåäåé íå áîëåå ÷åì îäèí ðàç.
Â öâåò j ìû è ïîêðàñèì âåðøèíó a: åå ñòåïåíü â ïîäãðàôå, èíäóöèðî-
âàííîì íà ìíîæåñòâå âåðøèí öâåòà j áóäåò ðàâíà 1, à çíà÷èò, ïîêðàñêà
a â öâåò j íå ïðèâåëà ê îáðàçîâàíèþ öèêëîâ. �

Ëåììà 2. Åñëè ñóùåñòâóþò äâå òàêèå ñìåæíûå âåðøèíû a, b ∈
V (G), ÷òî ãðàô G−a ñâÿçåí è L(a) 6⊂ L(b), òî ñóùåñòâóåò äðåâåñíàÿ

ðàñêðàñêà âåðøèí ãðàôà G â ñîîòâåòñòâèè ñî ñïèñêîì L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 1 ∈ L(a)\L(b). Ïîêðàñèì âåðøèíó a â öâåò 1
è ïîäâåñèì ãðàôG−a çà âåðøèíó b (òî åñòü ðàçîáüåì âåðøèíû íà óðîâ-
íè L0 = {b}, L1, . . . , ãäå íîìåð óðîâíÿ âåðøèíû x ðàâåí distG−a(b, x)).

Áóäåì êðàñèòü âåðøèíû G − a ïî óðîâíÿì, íà÷èíàÿ ñ áîëüøèõ.
Ïóñòü íàì íóæíî ïîêðàñèòü î÷åðåäíóþ âåðøèíó x 6= b, òîãäà x ∈ Lk,
ãäå k > 1. Òî åñòü, x èìååò íåïîêðàøåííîãî ñîñåäà èç Lk−1. Çíà÷èò,
ïîêðàøåíî íå áîëåå ÷åì dG(x)− 1 6 2`(x)− 1 ñîñåäåé âåðøèíû x. Òî-
ãäà åñòü öâåò j ∈ L(x), â êîòîðûé ïîêðàøåíî íå áîëåå îäíîãî ñîñåäà x.
Ïîêðàñèì âåðøèíó x â öâåò j: òîãäà ñòåïåíü x â ïîäãðàôå, èíäóöèðî-
âàííîì íà ìíîæåñòâå âåðøèí öâåòà j áóäåò ðàâíà 1, à çíà÷èò, ïîêðàñêà
x â öâåò j íå ïðèâåëà ê îáðàçîâàíèþ öèêëîâ.

Äåéñòâóåì òàêèì îáðàçîì, ïîêà íå îñòàíåòñÿ íåïîêðàøåííîé òîëüêî
âåðøèíà b. Ó íåå ïîêðàøåíû âñå ñîñåäè, íî a ïîêðàøåíà â öâåò íå èç
L(b). Òîãäà íå áîëåå ÷åì dG(b) − 1 6 2`(b) − 1 ñîñåäåé b èìåþò öâåòà
èç L(b) è îïÿòü æå åñòü öâåò j ∈ L(b), â êîòîðûé ïîêðàøåíî íå áîëåå
îäíîãî ñîñåäà b. Êàê è âûøå, ìîæíî ïîêðàñèòü b â ýòîò öâåò, öèêëîâ
íå îáðàçóåòñÿ. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1. Ãðàô G äâóñâÿçåí.

Åñëè íå ó âñåõ âåðøèí ñïèñêè îäèíàêîâû, òî ñóùåñòâóþò äâå ñìåæ-
íûå âåðøèíû a è b ñ L(a) 6= L(b) è èñêîìàÿ äðåâåñíàÿ ðàñêðàñêà ñóùå-
ñòâóåò ïî ëåììå 2. Çíà÷èò, âñå ñïèñêè îäèíàêîâû, ïóñòü â íèõ, ñêàæåì,



ÑÏÈÑÎ×ÍÀß ÂÅÐØÈÍÍÀß ÄÐÅÂÅÑÍÎÑÒÜ ÃÐÀÔÀ 123

d öâåòîâ. Òîãäà è âñå ñòåïåíè âåðøèí îäèíàêîâû è ðàâíû 2d (áîëåå ÷åì
2d ñòåïåíè íå ìîãóò áûòü ïî óñëîâèþ òåîðåìû, à åñëè åñòü âåðøèíà
ìåíüøåé ñòåïåíè, òî îíà èçáûòî÷íà è èñêîìàÿ äðåâåñíàÿ ðàñêðàñêà
ñóùåñòâóåò ïî ëåììå 1).

Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì äåëî ñ äðåâåñíîé ðàñêðàñêîé ðåãóëÿðíîãî
ãðàôà ñòåïåíè 2d â d öâåòîâ. Òàê êàê G 6= K2d+1 (èíà÷å G � ÷åòíîå äå-
ðåâî Ãàëëàè), ñóùåñòâîâàíèå èñêîìîé ðàñêðàñêè äîêàçàíî â ðàáîòå [4].

Ñëó÷àé 2. Ãðàô G íåäâóñâÿçåí.

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå ïî èíäóêöèè, â êà÷åñòâå áàçû áóäåò ñëó÷àé 1.
Èòàê, ïóñòü äëÿ ìåíüøåãî ÷åì G ãðàôà òåîðåìà äîêàçàíà. Ðàññìîòðèì
êðàéíèé áëîê B ãðàôà G, îòäåëÿåìûé îò îñòàëüíîãî ãðàôà òî÷êîé
ñî÷ëåíåíèÿ a. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ãðàôå G åñòü áëîê, îòëè÷íûé
îò B, îò íå÷åòíîãî öèêëà è ïîëíîãî ãðàôà íà íå÷åòíîì ÷èñëå âåðøèí
(èíà÷å ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå B äðóãîé êðàéíèé áëîê, âåäü èõ õîòÿ
áû äâà).

Ãðàô B − a, î÷åâèäíî, ñâÿçåí, à âñå ñìåæíûå ñ a âåðøèíû ýòîãî
ãðàôà (òàêèå åñòü!) � èçáûòî÷íû. Ïîýòîìó ïî ëåììå 1 åãî âåðøèíû
ìîæíî ïîêðàñèòü â ñîîòâåòñòâèå ñî ñïèñêàìè.

Ïóñòü U = V (B) \ {a}, G′ = G − U . Ãðàô G′ èìååò òå æå ñàìûå
áëîêè, ÷òî G, êðîìå B, à çíà÷èò, ñðåäè íèõ åñòü áëîê, îòëè÷íûé îò
íå÷åòíîãî öèêëà è ïîëíîãî ãðàôà. Ñïèñêè âñåõ îòëè÷íûõ îò a âåðøèí
íå èçìåíèëèñü, à èõ ñòåïåíè � òàêèå æå, êàê â ãðàôå G. Íîâûé ñïèñîê
L′(a) áóäåò ñîäåðæàòü âñå öâåòà ñïèñêà L(a), êðîìå òåõ, ÷òî íå ìåíåå
÷åì äâà ðàçà èñïîëüçîâàíû äëÿ ðàñêðàñêè âåðøèí èç NB(a). Òàêèõ

öâåòîâ íå áîëåå ÷åì dB(a)
2 . Òàê êàê dG(a) = dB(a) + dG′(a), ìû èìååì

`′(a) > `(a)− dB(a)

2
>
dG(a)

2
− dB(a)

2
=
dG′(a)

2
,

è ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ñóùåñòâóåò äðåâåñíàÿ ðàñêðàñêà
âåðøèí G′ â öâåòà èç ñïèñêà.

Îñòàåòñÿ ïîíÿòü, ÷òî âìåñòå äðåâåñíûå ðàñêðàñêè ãðàôîâ B − a è
G′ îáðàçóþò äðåâåñíóþ ðàñêðàñêó ãðàôà G. Åäèíñòâåííàÿ âåðøèíà
G′, ñìåæíàÿ ñ B − a � ýòî a. Íî äàæå åñëè a ïîêðàøåíà â öâåò j,
èñïîëüçîâàííûé ïðè ïîêðàñêè åå ñîñåäåé èç NB(a), òî â NB(a) ìîæåò
áûòü òîëüêî îäíà âåðøèíà öâåòà j, òî åñòü, ïðè ñêëåèâàíèè ðàñêðàñîê
öèêëà öâåòà j íå îáðàçóåòñÿ (òàêîãî öèêëà íåò â G′ ïî ïîñòðîåíèþ è
íåò â B, à ïåðåñåêàòü ðàçíûå áëîêè öèêë íå ìîæåò). �
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Ïîêàæåì, ÷òî óòâåðæäåíèå íåâåðíî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà G � ÷åòíîå
äåðåâî Ãàëëàè. Òîãäà ïóñòü B1, . . . , Bn � âñå áëîêè G. Êàæäûé áëîê
Bi � ðåãóëÿðíûé ãðàô ÷åòíîé ñòåïåíè 2ki, ñîçäàäèì äëÿ íåãî ñïèñîê
Li èç ki öâåòîâ. Åäèíñòâåííîå óñëîâèå � ñïèñêè áëîêîâ, èìåþùèõ îá-
ùóþ òî÷êó ñî÷ëåíåíèÿ, íå äîëæíû ïåðåñåêàòüñÿ. Êàæäîé âíóòðåííåé
âåðøèíå áëîêà Bi äàäèì ñïèñîê Li, à ñïèñîê òî÷êè ñî÷ëåíåíèÿ a áóäåò
îáúåäèíåíèåì ñïèñêîâ âñåõ áëîêîâ, ñîäåðæàùèõ a (ó ýòèõ ñïèñêîâ êàê
ðàç íåò îáùèõ öâåòîâ). Òîãäà ñïèñîê êàæäîé âåðøèíû ñîäåðæèò ðîâíî
â äâà ðàçà ìåíüøå öâåòîâ, ÷åì ñòåïåíü ýòîé âåðøèíû.

Ïîêàæåì èíäóêöèåé ïî ðàçìåðó ãðàôà, ÷òî äðåâåñíîé ðàñêðàñêè â
öâåòà òàêèõ ñïèñêîâ íåò. Áàçà äëÿ äâóñâÿçíîãî ãðàôà î÷åâèäíà: íåò
äðåâåñíîé ðàñêðàñêè öèêëà â îäèí öâåò, íåò äðåâåñíîé ðàñêðàñêè ïîë-
íîãî ãðàôà K2t+1 â t öâåòîâ (â êàêîé-òî öâåò áûëî áû ïîêðàøåíî õîòÿ
áû òðè âåðøèíû, à îíè îáðàçóþò òðåóãîëüíèê).

Ïóñòü Bn � êðàéíèé áëîê. Òîãäà ñòåïåíè åãî 2kn âíóòðåííèõ âåð-
øèí ðàâíû 2kn è ïîêðàñèòü èõ â kn öâåòîâ ñïèñêà Ln ìîæíî òîëüêî
ïî äâå âåðøèíû â êàæäûé öâåò (èíà÷å áóäåò îäíîöâåòíûé òðåóãîëü-
íèê, à ýòî öèêë). Çíà÷èò, îòðåçàþùóþ ýòîò áëîê òî÷êó ñî÷ëåíåíèÿ a
íåëüçÿ ïîêðàñèòü â öâåò èç ñïèñêà Ln: ó íåå íàøëîñü áû äâà ñîñåäà
òîãî æå öâåòà â Bn, à ýòî çàïðåùåííûé òðåóãîëüíèê. Òîãäà ìîæíî óäà-
ëèòü âñå âíóòðåííèå âåðøèíû êðàéíåãî áëîêà Bn è öâåòà Ln èç ñïèñêà
âåðøèíû a, è ïåðåéòè ê çàäà÷å ðàñêðàñêè ìåíüøåãî ãðàôà: ñòåïåíü a
óìåíüøèòñÿ íà 2kn, à åå ñïèñîê íà kn, è ïîëó÷èòñÿ ðîâíî òàêîé ñïèñîê,
êàê íàì íóæåí.
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Karpov D. V. List vertex arboricity: an analog of Borodin's theorem on
d-colorings.

We prove an analog of Borodin's Theorem on d-colorings for arboricity.
A tree vertex coloring is a coloring of vertices of a graph such that the
induced subgraph on any color is acyclic. A connected graph G is an even

Gallai tree, if each its block is either a simple cycle or a complete graph on
odd number of vertcices. A list L = {L(v)}v∈V (G) is a d/2-list, if |L(v)| >
dG(v)/2 for any vertex v. It is proved that if a connected graph is not an
even Gallai tree, then it has a tree coloring according to any d/2-list.
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