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§1. Введение

В современной математической науке и её приложениях алгоритмы
компьютерной алгебры играют ключевую роль в решении широкого
спектра задач. Особое место занимают алгоритмы вычисления бази-
сов Грёбнера, которые стали фундаментальным инструментом для ре-
шения систем нелинейных алгебраических уравнений.

Актуальность проблемы тестирования этих алгоритмов обусловле-
на несколькими факторами:

• Возрастающая сложность математических моделей в различ-
ных областях науки и техники требует эффективных методов
решения нелинейных систем уравнений.

• Экспоненциальный рост вычислительной сложности при уве-
личении размерности задач создаёт необходимость в оптимиза-
ции алгоритмов и тщательной оценке их производительности.

• Разнообразие модификаций базовых алгоритмов требует систе-
матического подхода к сравнению их эффективности на раз-
личных классах задач.

Развитие методов решения нелинейных алгебраических уравнений
ознаменовалось очень важным прорывом в 1965 году, когда Б. Бухбер-
гер разработал фундаментальный алгоритм построения базиса Грёб-
нера. Данный алгоритм представил принципиально новый подход к
трансформации полиномиальных систем, позволяющий приводить их
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к более удобной для анализа канонической форме. Несмотря на тео-
ретически доказанную сходимость метода, его практическая реализа-
ция сталкивалась с существенными вычислительными ограничения-
ми, связанными с экспоненциальным ростом сложности при увеличе-
нии размерности задачи [1]. Известно, что 1990-е годы характеризо-
вались интенсивным развитием модификаций алгоритма Бухбергера,
направленных на повышение его эффективности. Некоторые оптими-
зации, разработанные в этот период, оказались настолько значимыми,
что даже в настоящее время сохраняются компаниями в качестве ин-
теллектуальной собственности. Существенный вклад в развитие этой
теории внесли российские математики В. П. Гердт, А. Ю. Жарков
и Ю. А. Блинков, предложившие инволютивный подход к построе-
нию базисов Грёбнера [2–5]. Описанный этими учеными метод, ос-
нованный на синтезе классического алгоритма Бухбергера и теории
дифференциальных уравнений начала XX века, продемонстрировал
очень высокую эффективность для определенных классов математи-
ческих задач [6–8]. В 2000-х годах теоретические разработки получили
практическую реализацию в виде программного комплекса GInv, ко-
торый стал эффективным инструментом для исследований в области
компьютерной алгебры [9–11]. Значительная модернизация системы в
2010-х годах, включавшая оптимизацию управления памятью, приве-
ла к созданию версии GInv 2.0, которая находится в открытом до-
ступе https://github.com/blinkovua/GInv. Одним из значительных
достижений данной системы стало аналитическое решение задачи По-
пова о кубатурных формулах на сфере, ранее решавшейся только чис-
ленными методами с использованием суперкомпьютеров [12]. Совре-
менное развитие математического программного обеспечения требует
тщательной оптимизации как производительности вычислений, так и
эффективности использования вычислительных ресурсов, что особен-
но критично при решении задач высокой размерности. В результате
проведенных исследований и разработок математическое сообщество
получило мощный инструментарий для решения широкого класса за-
дач, ранее считавшихся вычислительно неразрешимыми. Продолжа-
ющиеся исследования в данной области направлены на дальнейшее
совершенствование существующих методов и алгоритмов.
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На сегодняшний день существует ряд систем компьютерной алгеб-
ры, специализирующихся на работе с базисами Грёбнера. Коммерче-
ские системы: Maple, Mathematica, MAGMA. Системы с открытым ис-
ходным кодом: Sage, Singular, Macaulay2. Специализированные систе-
мы: GInv (версии 1.0 и 2.0)

Особое место среди этих систем занимает Sage, который интегриру-
ет возможности многих специализированных систем компьютерной ал-
гебры. GInv отличается использованием инволютивных базисов Жане
иЖане-подобных, что обеспечивает более эффективное решение опре-
делённых классов задач [9–11].

Основной целью данной работы является разработка комплексной
системы для классификации и оценки эффективности алгоритмов вы-
числения базисов Грёбнера.

Для достижения этой цели были поставлены следующие задачи:

• Разработка методологии классификации тестовых задач по:
– Структурной сложности
– Вычислительным характеристикам
– Тематической принадлежности

• Создание автоматизированной системы тестирования, включа-
ющей:
– Модуль импорта и классификации данных
– Модуль вычисления базисов Грёбнера
– Систему анализа и визуализации результатов

• Реализация механизмов оптимизации использования памяти и
повышения производительности вычислений

• Проведение комплексного тестирования системы GInv 2.0 на
репрезентативном наборе задач

Особое внимание в работе уделяется созданию универсальной си-
стемы формализации тестов, которая может быть использована раз-
личными системами компьютерной алгебры.

§2. Методология классификации тестовых задач

2.1. Структурная сложность задач.

2.1.1. Анализ размерности систем уравнений. Размерность системы
является одним из ключевых параметров, определяющих сложность
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вычисления базиса Грёбнера. В рамках исследования предлагается вы-
делить следующие категории: малые системы (3–4 переменные); сред-
ние системы (5–7 переменных); большие системы (8–10 переменных).

Известно, что время вычисления базиса Грёбнера экспоненциально
возрастает с увеличением числа переменных, что делает этот параметр
критически важным при классификации задач. При этом наблюдается
значительная корреляция между количеством переменных и объемом
требуемой оперативной памяти, что особенно заметно при работе с
системами высокой размерности. Дополнительным фактором, влияю-
щим на вычислительную сложность, является структура связей между
переменными в системе уравнений, которая может существенно варьи-
роваться даже в пределах одной размерностной категории. Стоит от-
метить, что для систем с более чем 10 переменными вычисление базиса
Грёбнера классическими методами становится практически неосуще-
ствимым на современных персональных компьютерах без применения
специальных методов оптимизации. Тестирование показало, что даже
незначительное увеличение числа переменных в диапазоне от 8 до 10
может привести к увеличению времени вычислений на несколько по-
рядков.

2.1.2. Классификация по степени полиномов. Степень входящих в си-
стему полиномов существенно влияет на сложность промежуточных
вычислений. Выделяются следующие классы: линейные системы (сте-
пень 1); квадратичные системы (степень 2); кубические системы (сте-
пень 3); системы высших степеней (степень > 3).

Особое внимание будет уделено однородным системам, где все чле-
ны полиномов имеют одинаковую степень. Установлено, что увеличе-
ние степени полиномов приводит к значительному росту числа проме-
жуточных членов при вычислении S-полиномов и выполнении опера-
ций редукции. При работе с полиномами высших степеней наблюдает-
ся существенное увеличение размера коэффициентов в промежуточ-
ных вычислениях, что создает дополнительную нагрузку на вычисли-
тельные ресурсы. Важным моментом является тот факт, что комби-
нация высокой размерности системы с высокими степенями полино-
мов может привести к экспоненциальному росту требований к памяти
даже на ранних этапах вычислений. В случае неоднородных систем
сложность вычислений дополнительно возрастает из-за необходимо-
сти учета взаимодействия членов различных степеней.
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2.1.3. Оценка количества уравнений. Количество уравнений в систе-
ме рассматривается в соотношении с числом переменных: недоопреде-
ленные системы (уравнений меньше, чем переменных); определенные
системы (число уравнений равно числу переменных); переопределен-
ные системы (уравнений больше, чем переменных). В процессе иссле-
дования будет предпринята попытка выявления соотношения между
количеством уравнений и числом переменных, которые могут влиять
на структуру базиса Грёбнера и сложность его вычисления. Нами в
явном виде пока не установлено, но для недоопределенных систем
должно быть характерно наличие бесконечного множества решений,
что потребует специальных методов параметризации при анализе ре-
зультатов. В случае определенных систем вычислительная сложность
наиболее предсказуема и может быть эффективно оценена на основе
размерности и степени полиномов. Переопределенные системы пред-
ставляют для нас особый интерес, так как могут содержать избыточ-
ные или противоречивые условия, что существенно усложнит процесс
редукции и потребует дополнительных проверок на совместность. Эф-
фективность различных модификаций алгоритма Бухбергера может
существенно варьироваться в зависимости от типа системы по данной
классификации [13].

2.2. Вычислительные характеристики. Для оценки временной
сложности предлагается использовать следующие показатели: быст-
рые вычисления (до 1 секунды); средние по времени вычисления (1–60
секунд); длительные вычисления (более 60 секунд); сверхдлительные
вычисления (более часа). Представленная классификация временных
метрик основана на экспериментальных данных и практических по-
требностях исследователей. При проведении вычислительных экспери-
ментов выявлено, что распределение задач по временным категориям
существенно коррелирует с размерностью систем и степенью входящих
в них полиномов. Быстрые вычисления характерны преимущественно
для линейных и квадратичных систем малой размерности, в то время
как системы высших степеней даже при небольшом числе перемен-
ных могут потребовать значительных временных затрат. Особого вни-
мания заслуживают сверхдлительные вычисления, где критическим
фактором становится не только общее время работы, но и стабиль-
ность процесса вычислений, требующая специальных механизмов кон-
троля и возможности сохранения промежуточных результатов. Прак-
тика показывает, что для эффективной организации вычислительного
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процесса необходимо предварительное тестирование на малых подси-
стемах для прогнозирования времени выполнения полного расчета.

2.2.1. Анализ промежуточных вычислений. При разботки системы оце-
нивается объем и сложность промежуточных результатов следующими
параметрами: количество генерируемых S-полиномов; степень проме-
жуточных полиномов; число операций редукции; количество коэффи-
циентов в промежуточных вычислениях.

В ходе вычисления базиса Грёбнера анализ промежуточных резуль-
татов играет весьма важную роль в оценке эффективности алгоритма
и оптимизации вычислительных ресурсов. Устновлено, что количество
генерируемых S-полиномов может экспоненциально расти даже при
незначительном увеличении размерности исходной системы, что со-
здает нагрузку на оперативную память. Степень промежуточных по-
линомов имеет тенденцию к росту в процессе вычислений, причем этот
рост может быть особенно значимым при работе с неоднородными си-
стемами высокой степени. Анализ числа операций редукции выявляет
критические точки алгоритма, где происходит наибольшая концентра-
ция вычислительных затрат, что позволяет оптимизировать процесс
за счет применения специализированных критериев отбора пар для
редукции. Мониторить размер коэффициентов в промежуточных вы-
числениях необходимо для предотвращения переполнения и оценки
требуемой точности вычислений.

2.2.2. Требования к оперативной памяти. Классификация по объему
требуемой памяти: низкие требования (до 100 МБ); средние требова-
ния (100 МБ – 1 ГБ); высокие требования (более 1 ГБ).

Анализ потребления оперативной памяти при вычислении базисов
Грёбнера показывает зависимость от характеристик входных данных
и особенностей реализации алгоритма. Системы с низкими требовани-
ями к памяти характерны для задач малой размерности с целочислен-
ными коэффициентами, где промежуточные вычисления не приводят
к значительному росту данных. При переходе к средним требовани-
ям наблюдается качественное изменение характера использования па-
мяти, связанное с необходимостью хранения большого числа проме-
жуточных полиномов и их коэффициентов. Особую категорию пред-
ставляют задачи с высокими требованиями к памяти, где критиче-
ским фактором становится необходимость эффективного управления
памятью и реализации механизмов выгрузки неиспользуемых данных.
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Практика показывает, что для таких задач существенное значение
имеет реализация алгоритмов кэширования и оптимизация структур
данных.

2.2.3. Особенности редукции базисов. Мы предлагаем анализировать
характеристики процесса редукции следующими параметрами: слож-
ность редукции промежуточных полиномов; степень минимизации ба-
зиса; эффективность применения критериев Бухбергера

Процесс редукции базисов Грёбнера представляет собой критически
важный этап вычислений, который существенно влияющий на эффек-
тивность всего алгоритма. Известно, что сложность редукции проме-
жуточных полиномов может варьироваться в широких пределах в за-
висимости от структуры исходной системы и выбранного порядка тер-
мов. При неоптимальном выборе стратегии редукции количество про-
межуточных вычислений может возрастать экспоненциально. Здесь
важное значение приобретает эффективность применения критериев
Бухбергера, которые позволяют существенно сократить число необ-
ходимых проверок и редукций. Правильный выбор и реализация этих
критериев могут снизить вычислительную сложность на несколько по-
рядков. Представим для удобства таблицу 1, в которой представлены
различные системы по таким критериям как количество переменных,
степень полиномов, требования к памяти и время вычисления, разде-
ляя их на малые, средние и большие.

Таблица 1. Таблица классификации задач.

Категория Малые системы Средние системы Большие системы
Количество
переменных 3-4 5-7 8-10
Степень
полиномов 1-2 2-3 >3
Требования
к памяти <100 МБ 100 МБ - 1 ГБ >1 ГБ
Время
вычисления <1 сек 1-60 сек >60 сек

2.3. Тематическая классификация.
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2.3.1. Экономические модели. Рассматриваются системы, описываю-
щие: модели равновесия; оптимизационные задачи; финансовые мо-
дели; модели распределения ресурсов. Применение базисов Грёбнера
в экономическом моделировании открывает новые возможности для
анализа сложных экономических систем. При исследовании моделей
равновесия возникают нелинейные системы уравнений, решение кото-
рых традиционными методами может быть затруднительно или невоз-
можно. Применение методов оптимизации в экономических задачах
часто приводит к системам полиномиальных уравнений и неравенств,
где базисы Грёбнера позволяют находить глобальные экстремумы це-
левых функций. В области финансового моделирования данные ме-
тоды применяются для анализа сложных финансовых инструментов
и оценки рисков, особенно в случаях нелинейных зависимостей меж-
ду параметрами. Задачи распределения ресурсов, возникающие в эко-
номическом планировании, также могут быть эффективно решены с
использованием базисов Грёбнера, особенно когда требуется учет мно-
жественных нелинейных ограничений.

В целом предложенная классификация позволит систематизировать
подход к анализу эффективности различных алгоритмов вычисления
базисов Грёбнера и, на основе этого, формировать рекомендации по
выбору оптимального метода решения для конкретных классов задач.

§3. Общая структура и реализация системы

Разрабатываемая нами система тестирования представляет собой
комплексное программное решение, состоящее из трех основных функ-
циональных блоков, взаимодействующих между собой для обеспече-
ния полного процесса тестирования алгоритмов вычисления базисов
Грёбнера: модуль импорта и классификации данных; модуль вычисле-
ния базисов Грёбнера и модуль анализа и визуализации результатов.

Преполагается, что архитектура системы будет построена по мо-
дульному принципу, что обеспечит высокую степень независимости
компонентов системы и возможность их дальнейшей модификации без
существенного влияния на работу других частей системы.

Система будет поддерживает механизм обновления результатов при
повторном выполнении тестов, что позволяет накапливать статистику
и отслеживать изменения производительности при модификации ал-
горитмов.
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Архитектура системы обеспечивает высокую степень масштабируе-
мости и позволяет легко интегрировать новые модули анализа и визу-
ализации без существенных изменений в существующем коде.

Система будет реализована с учетом современных практик разра-
ботки программного обеспечения и включает следующие технические
решения:

В качестве формата хранения и обмена данными выбран JSON, что
обусловлено следующими преимуществами:

• Простота структуры ключ-значение
• Компактность хранения данных
• Кроссплатформенная совместимость
• Широкая поддержка в различных языках программирования
• Удобство ручного редактирования и анализа

Также важно, что будет разработан механизм подробного прото-
колирования процесса тестирования: запись всех этапов выполнения
тестов; фиксация временных характеристик; сохранение промежуточ-
ных результатов; обработка и регистрация ошибок.

В версии GInv 2.0 реализован оригинальный подход к управлению
памятью. Все этапы реализации механизмов оптимизации использова-
ния памяти описаны в [14].

На рисунке 1. схематично показана общая структура разрабатыва-
емой системы тестирования, отражающая взаимодействие основных
функциональных блоков: модуля импорта и классификации данных,
модуля вычисления базисов Грёбнера и модулей анализа и визуализа-
ции результатов.v

§4. Заключение

В рамках проведенного исследования была описана комплексная ав-
томатизированная система для классификации и оценки эффективно-
сти алгоритмов вычисления базисов Грёбнера. Основные достижения
работы можно разделить на несколько ключевых направлений.

Во-первых, была создана детальная методология классификации
тестовых задач, учитывающая три основных аспекта: структурную
сложность, вычислительные характеристики и тематическую принад-
лежность. Разработанная система классификации позволяет эффек-
тивно категоризировать задачи по размерности (от малых до больших
систем), степени входящих полиномов и количеству уравнений отно-
сительно числа переменных см.таблицу 1.
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Рис. 1. Диаграмма модулей системы.

Во-вторых, была предложена система оценки вычислительных ха-
рактеристик, включающая анализ временной сложности, требований к
оперативной памяти и особенностей редукции базисов. Особое внима-
ние было уделено анализу промежуточных вычислений, что позволит
выявить критические точки алгоритмов и оптимизировать процесс вы-
числений.
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В-третьих, был описан прототип программного комплекса с модуль-
ной архитектурой, обеспечивающей высокую степень масштабируемо-
сти и гибкости. Разработанная система позволяет не только прово-
дить комплексное тестирование алгоритмов, но и накапливать стати-
стику для дальнейшего анализа и оптимизации. Созданная система
представляет собой универсальный инструмент для исследования и
сравнения различных алгоритмов вычисления базисов Грёбнера, что
открывает новые возможности для развития и оптимизации методов
компьютерной алгебры. Результаты работы могут быть использованы
как для практического применения при решении конкретных матема-
тических задач, так и для дальнейших теоретических исследований в
области алгоритмов компьютерной алгебры.
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The article is devoted to the study of the computational complexity of
the problem of finding the Grobner basis. The paper proposes to classify
such tasks according to various criteria: structural complexity; computa-
tional characteristics; thematic affiliation. An automated testing system
is also described. Special attention is paid to the creation of a universal
test formalization system that can be used by various computer algebra
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