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�1. Ââåäåíèå

Ìû áóäåì ïðèìåíÿòü ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ. Äëÿ ãðàôà G áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç V (G) ìíîæåñòâî åãî âåðøèí, à ÷åðåç v(G) � êîëè÷å-
ñòâî âåðøèí.

Îïðåäåëåíèå 1. Ãðàô íàçûâàåòñÿ n-ñâÿçíûì, åñëè â íåì íå ìåíåå
n+1 âåðøèíû è îí îñòàåòñÿ ñâÿçíûì ïðè óäàëåíèè ëþáîãî ìíîæåñòâà
èç ìåíåå ÷åì n âåðøèí.

Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî n > 3: áîëüøèíñòâî ðàññìàòðèâàåìûõ âîïðî-
ñîâ äëÿ äâóñâÿçíîãî ãðàôà äîñòàòî÷íî ïðîñòû, èëè íå èìåþò ñìûñëà.

1.1. Íåìíîãî èñòîðèè è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Íàñêîëüêî èç-
âåñòíî àâòîðàì, ó âîïðîñîâ, êîòîðûì ïîñâÿùåíà äàííàÿ ñòàòüÿ, íåò
äëèííîé èñòîðèè. Ðàññêàæåì, îòêóäà ïðèøëà èäåÿ òàêèå âîïðîñû èñ-
ñëåäîâàòü.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äâóñâÿçíûé ãðàô íà n âåðøèíàõ äëÿ ëþáîãî
k < n ìîæíî ðàçáèòü íà ñâÿçíûé ãðàô ñ k âåðøèíàìè è ñâÿçíûé
ãðàô ñ n − k âåðøèííàìè. Äüîðè [1] â 1976 ãîäó è Ëîâàñ â 1977 ãîäó
îáîáùèëè ýòî óòâåðæäåíèå: k-ñâÿçíûé ãðàô G ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê
îáúåäèíåíèå k ñâÿçíûõ ãðàôîâ ñ ëþáûìè çàäàííûìè êîëè÷åñòâàìè
âåðøèí, â ñóììå äàþùèìè v(G).

Â 1995 ãîäó Ìàê-Êâåéã è Îòà [2] âûñêàçàëè ãèïîòåçó, ÷òî äëÿ ëþ-
áîãî m èç ëþáîãî òðåõñâÿçíîãî ãðàôà ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèì ÷èñëîì
âåðøèí ìîæíî óäàëèòü ñâÿçíûé ïîäãðàô íà m âåðøèíàõ òàê, ÷òîáû
îñòàëñÿ äâóñâÿçíûé ãðàô. Íà íàñòîÿùèé ìîìåíò ãèïîòåçà äîêàçàíà
òîëüêî äëÿ k 6 5 ([2, 3, 7]), ïðè÷åì äàæå äëÿ k = 4 äîêàçàòåëüñòâî
âåñüìà òåõíè÷åñêè ñëîæíîå. Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ äëÿ áîëüøåé
ñâÿçíîñòè íåâåðíû, êàê ïîêàçàë Ìàäåð [4].

Âîçíèêëà èäåÿ âåðíóòüñÿ ê áîëåå ïðîñòîìó âîïðîñó, íåìíîãî åãî
èçìåíèâ. Èç n-ñâÿçíîãî (äàæå èç äâóñâÿçíîãî ãðàôà) ìîæíî óäàëèòü

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âåðøèííàÿ ñâÿçíîñòü ãðàôà, n-ñâÿçíûé ãðàô, äåðåâî.
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ïîäãðàô ëþáîãî ðàçìåðà òàê, ÷òîáû îñòàëñÿ ñâÿçíûé ãðàô. À ìîæíî
ëè óäàëèòü êîíêðåòíûé ïîäãðàô, íàïðèìåð, èçîìîðôíûé êîíêðåòíîìó
äåðåâó-øàáëîíó? Êîíå÷íî, íóæíî, ÷òîáû òàêèå ïîäãðàôû âîîáùå â
ëþáîì n-ñâÿçíîì ãðàôå áûëè. Âñïîìíèì êëàññè÷åñêîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1. Ïóñòü T � äåðåâî íà íå áîëåå ÷åì n+1 âåðøèíå, à G � ãðàô

ñ ìèíèìàëüíîé ñòåïåíüþ âåðøèíû íå ìåíåå n. Òîãäà ìîæíî íàéòè

â G ïîäãðàô, èçîìîðôíûé T . Áîëåå òîãî, åñëè w � ôèêñèðîâàííàÿ âåð-

øèíà T , à a � ôèêñèðîâàííàÿ âåðøèíà G, òî ìîæíî âûáðàòü ýòîò

ïîäãðàô òàê, ÷òîáû ñîîòâåòñòâóþùàÿ w âåðøèíà ïîäãðàôà ñîâïàëà

ñ a.

Ìû çíàåì, ÷òî ñòåïåíè âñåõ âåðøèí n-ñâÿçíîãî ãðàôà íå ìåíåå n,
çíà÷èò, îí ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ïîäãðàôà ëþáîå äåðåâî íà íå áîëåå ÷åì
n + 1 âåðøèíå. Åñëè â òàêîì ïîäãðàôå-äåðåâå ìåíåå n âåðøèí, òî èõ
óäàëåíèå íå íàðóøàåò ñâÿçíîñòü. Ñîâñåì íåñëîæíî äîêàçàòü, ÷òî ýòî
âåðíî äëÿ ëþáîãî äåðåâà íà n âåðøèíàõ (òåîðåìà 1).

Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ n+1 âåðøèíû ñèòóàöèÿ èíòåðåñíåå: äëÿ ëþáîãî
n-ñâÿçíîãî ãðàôà G è ëþáîãî äåðåâà T íà n + 1 âåðøèíå, êðîìå åæà
K1,n, ìîæíî óäàëèòü èç G äåðåâî T òàê, ÷òîáû îñòàëñÿ ñâÿçíûé ãðàô
(òåîðåìà 2), à äëÿ åæà ýòî óòâåðæäåíèå íåâåðíî ïðè n /∈ {3, 5}.

Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà âîçìîæíîñòè óäàëåíèÿ åæà K1,n èç n-
ñâÿçíîãî ãðàôà òàê, ÷òîáû îñòàëñÿ ñâÿçíûé ãðàô. Äëÿ n = 3 ýòî óòâåð-
æäåíèå íåñëîæíî äîêàçûâàåòñÿ (òåîðåìà 3). Äëÿ n = 4 è n > 6 â ñòàòüå
ïðèâîäèòñÿ ñåðèÿ n-ðåãóëÿðíûõ n-ñâÿçíûõ ãðàôîâ, èç êîòîðûõ íåëü-
çÿ óäàëèòü K1,n òàê, ÷òîáû îñòàëñÿ ñâÿçíûé ãðàô. Äëÿ k = 5 âîïðîñ
îñòàåòñÿ îòêðûòûì. È, íàêîíåö, åñëè n > 4 è n-ñâÿçíûé ãðàô G èìå-
åò âåðøèíó ñòåïåíè áîëåå n, èç íåãî ìîæíî óäàëèòü K1,n òàê, ÷òîáû
îñòàëñÿ ñâÿçíûé ãðàô (òåîðåìà 4).

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ëþáîé n-ñâÿçíûé ãðàô G íå ìåíåå ÷åì ñ 2n
âåðøèíàìè ñîäåðæèò ïóòü íå ìåíåå ÷åì ñ 2n âåðøèíàìè. Ìû äîêà-
æåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî k 6 2n − 1 èç G âñåãäà ìîæíî óäàëèòü ïóòü ñ k
âåðøèíàìè òàê, ÷òîáû îñòàëñÿ ñâÿçíûé ãðàô (òåîðåìà 5). Àíàëîãè÷-
íîå óòâåðæäåíèå äëÿ ïóòè íà 2n âåðøèíàõ íåâåðíî: êîíòðïðèìåðîì
ÿâëÿåòñÿ ëþáîé ïîëíûé äâóäîëüíûé ãðàô Km,n, ãäå m > n+ 2.

1.2. Èíñòðóìåíò äîêàçàòåëüñòâ: áëîêè è òî÷êè ñî÷ëåíåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóþò òî÷êè ñî÷ëåíåíèÿ è áëîêè. Ìû äàäèì íå-
îáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ, à ïîäðîáíîñòè è äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî ïðî-
÷èòàòü â [6], â [5] èëè â äðóãèõ êíèãàõ.
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Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü G � ñâÿçíûé ãðàô.
1) Âåðøèíà a ∈ V (G) íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿ, åñëè ãðàô

G− a íåñâÿçåí.
2) Áëîêîì íàçûâàåòñÿ ëþáîé ìàêñèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ ïîäãðàô

ãðàôà G, íå èìåþùèé òî÷åê ñî÷ëåíåíèÿ.
3) Âíóòðåííîñòü Int(B) áëîêà B � ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí áëîêà

B, íå ÿâëÿþùèõñÿ òî÷êàìè ñî÷ëåíåíèÿ ãðàôà G.

Áëîêè è òî÷êè ñî÷ëåíåíèÿ íåñâÿçíîãî ãðàôà � ýòî áëîêè è òî÷êè
ñî÷ëåíåíèÿ åãî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïîñòðîèì ãðàô B(G), âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåò-
ñòâóþò âñåì òî÷êàì ñî÷ëåíåíèÿ a1, . . . , an ãðàôà G è âñåì åãî áëîêàì
B1, . . . , Bm (ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ýòè âåðøèíû òàê æå, êàê è áëîêè).
Âåðøèíû ai è Bj áóäóò ñìåæíû, åñëè ai ∈ V (Bj). Äðóãèõ ð¼áåð â ýòîì
ãðàôå íåò. Ãðàô B(G) íàçûâàåòñÿ äåðåâîì áëîêîâ è òî÷åê ñî÷ëåíåíèÿ

ãðàôà G.

Äåðåâî áëîêîâ è òî÷åê ñî÷ëåíåíèÿ � äåéñòâèòåëüíî äåðåâî, à âñåì
åãî ëèñòüÿì ñîîòâåòñòâþò áëîêè, îíè íàçûâàþòñÿ êðàéíèìè.

Âíóòðåííîñòü áëîêà ìîæåò áûòü ïóñòîé. Íî â êðàéíèé áëîê âõî-
äèò ðîâíî îäíà òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ (êîòîðàÿ îòäåëÿåò åãî îò îñòàëüíûõ
âåðøèí ãðàôà), ïîýòîìó âíóòðåííîñòü êðàéíåãî áëîêà âñåãäà íåïóñòà.

�2. Óäàëåíèå äåðåâüåâ ñ n è n+ 1 âåðøèíàìè

Òåîðåìà 1. Ïóñòü T � äåðåâî íà n âåðøèíàõ, à G � n-ñâÿçíûé ãðàô.

Òîãäà G èìååò òàêîé èçîìîðôíûé T ïîäãðàô, ÷òî ïðè óäàëåíèè åãî

âåðøèí ñâÿçíîñòü ñîõðàíÿåòñÿ. Áîëåå òîãî, åñëè w � ôèêñèðîâàííàÿ

âåðøèíà T , à a � ôèêñèðîâàííàÿ âåðøèíà G, òî ìîæíî âûáðàòü ýòîò

ïîäãðàô òàê, ÷òîáû ñîîòâåòñòâóþùàÿ w âåðøèíà ïîäãðàôà ñîâïàëà

ñ a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x � ëèñò T , îòëè÷íûé îò w, à T ′ = T − x.
Âîçüìåì èçîìîðôíûé T ′ ïîäãðàô â G (îáîçíà÷èì ýòîò ïîäãðàô ïðîñòî
T ′). Ñäåëàåì ýòî òàê, ÷òîáû ñîîòâåòñòâóþùàÿ w âåðøèíà ïîïàëà â a.
Ïóñòü y � âåðøèíà T ′, ê êîòîðîé íàäî äîáàâèòü ëèñò x. Ðàññìîòðèì
ãðàô G′ = G− T ′. Ãðàô G′ ñâÿçåí.

Çàìåòèì, ÷òî y ñìåæíà â G õîòÿ áû ñ n âåðøèíàìè, òî åñòü, òî÷íî
ñìåæíà õîòÿ áû ñ îäíîé âåðøèíîé ãðàôà G′.
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Ðèñ. 1. Äîáàâëåíèå n-é âåðøèíû ê äåðåâó.

Åñëè y ñìåæíà ñ òàêîé âåðøèíîé v ãðàôà G′, ÷òî G′ − v ñâÿçåí, òî
äîáàâèì v ê T ′, ïîëó÷èòñÿ èçîìîðôíûé T ïîäãðàô T ∗, à G−T ∗ = G′−v
� ñâÿçíûé ãðàô (ñì. ðèñ. 1 ñëåâà).

Çíà÷èò, G íåäâóñâÿçåí, à y ñìåæíà òîëüêî ñ åãî òî÷êàìè ñî÷ëåíå-
íèÿ. Ðàññìîòðèì êðàéíèé áëîê B ãðàôà G′, îòäåëÿåìûé îò îñòàëüíûõ
âåðøèí òî÷êîé ñî÷ëåííèÿ c. Int(B) íå ñîäåðæèò òî÷åê ñî÷ëåíåíèÿ, à
çíà÷èò, íå ñìåæíà ñ y. Ïîýòîìó, Int(B) îòäåëÿåòñÿ îò îñòàëüíûõ âåð-
øèí ãðàôàG â ðåçóëüòàòå óäàëåíèÿ n−1 âåðøèíû: ýòî c è âñå âåðøèíû
T ′, êðîìå y. Ïðîòèâîðå÷èå ñ n-ñâÿçíîñòüþ ãðàôà G. �

Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî ñ äåðåâüÿìè íà n+1 âåðøèíå àíàëîãè÷íîå
äîêàçàòåëüñòâî íå ïðîéäåò. Òóò íàì ïîìîãóò äðóãèå ïîäõîäû. Îêàçà-
ëîñü, ÷òî èç îáùåé êàðòèíû âûáèâàåòñÿ äåðåâî-åæ (öåíòðàëüíàÿ âåð-
øèíà, ñìåæíàÿ ñ n ëèñòüÿìè).

Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ, êîãäà íàøå äåðåâî � íå åæ.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü T � îòëè÷íîå îò åæà äåðåâî íà n+ 1 âåðøèíàõ,
à G � n-ñâÿçíûé ãðàô. Òîãäà G èìååò òàêîé èçîìîðôíûé T ïîäãðàô,

÷òî ïðè óäàëåíèè åãî âåðøèí ñâÿçíîñòü ñîõðàíÿåòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûøå óæå ñêàçàíî, ÷òî G èìååò ïîäãðàôû, èçî-
ìîðôíûå T . Ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíûå ñïîñîáû óäàëåíèÿ èç G òàêîãî
ïîäãðàôà è âûáåðåì ïîäãðàô T1 òàê, ÷òî îäíà èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè
ãðàôà G − T1 � íàèáîëüøàÿ âîçìîæíàÿ (ïî âñåì ñïîñîáàì óäàëåíèÿ).
Ïóñòü ýòî êîìïîíåíòà M . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàô G − T1 íåñâÿçåí,
ïóñòü U � îòëè÷íàÿ îò M êîìïîíåíòà ãðàôà G− T1.

Òàê êàê T1 � íå åæ, â ýòîì äåðåâå åñòü äâà ðåáðà áåç îáùèõ êîíöîâ
âåäóùèå ê ëèñòüÿì. Ïóñòü ýòî ax è by (ãäå x è y � ëèñòüÿ).

Òàê êàê ãðàô G n-ñâÿçåí, à v(T1) = n + 1, êàæäàÿ êîìïîíåíòà
ãðàôà G − T1 ìîæåò áûòü íåñìåæíà ìàêñèìóì ñ îäíîé âåðøèíîé èç
T1. Ðàññìîòðèì ñëó÷àè.
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Ñëó÷àé 1. È x, è y ñìåæíû ñ M .

Êàê ìèíèìóì îäíà èç âåðøèí a, b ñìåæíà ñ U � ïóñòü, ñêàæåì, a.
Çàìåíèâ â T1 ëèñò x íà âåðøèíó èç U , ñìåæíóþ ñ a, ìû ïîëó÷èì èçî-
ìîðôíîå T1 äåðåâî T2, íî â ãðàôå G−T2 ê êîìïîíåíòå M äîáàâëÿåòñÿ
âåðøèíà x, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìàêñèìàëüíîñòè M (ñì. ðèñ. 2à).

Ñëó÷àé 2. Ëèñò x ñìåæåí ñ M , à ëèñò y íåñìåæåí ñ M .

Ðàññìîòðèì ïîäñëó÷àè.

Ñëó÷àé 2.1. a ñìåæíà ñ U .

Òîãäà ïîñòðîèì äåðåâî T2 òî÷íî òàê æå, êàê â ñëó÷àå 1 è îïÿòü
ïîëó÷èì òî, ÷òî íóæíî.

Ñëó÷àé 2.2. a íåñìåæíà ñ U .

Òîãäà M ñìåæíà ñî âñåìè âåðøèíàìè T1, êðîìå y (â òîì ÷èñëå ñ
a), à U ñìåæíà ñî âñåìè âåðøèíàìè T1, êðîìå a (â òîì ÷èñëå ñ x,
ñì. ðèñ. 2c).
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Ðèñ. 2. Äîáàâëåíèå (n+ 1)-é âåðøèíû ê äåðåâó.

Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü � äîêàçàòü, ÷òî a ñìåæíà âM ñ òàêîé âåðøè-
íîé z, ÷òî ãðàô M∗, ïîëó÷åííûé èç M çàìåíîé z íà x, ñâÿçåí. (Èíû-
ìè ñëîâàìè, M∗ � èíäóöèðîâàííûé ïîäãðàô G íà ìíîæåñòâå âåðøèí
(V (M) ∪ {x}) \ {z}.)

Åñëè v(M) = 1, òî åäèíñòâåííàÿ âåðøèíà ýòîé êîìïîíåíòû ñìåæíà
ñ a è, î÷åâèäíî, ïîäõîäèò â êà÷åñòâå z. Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî v(M) > 2.

Îòìåòèì, ÷òî îò {a, x} ê M äîëæíî âåñòè äâà íåçàâèñèìûõ ðåá-
ðà � èíà÷å ìîæíî îòðåçàòü M , óäàëèâ n − 1 âåðøèíó (âìåñòî {a, x}
âçÿòü îáùèé êîíåö ðåáåð îò íèõ ê M). Çíà÷èò, åñëè M äâóñâÿçåí èëè
v(M) = 2, òî ìîæíî âûáðàòü ñìåæíóþ ñ a âåðøèíó z òàê, ÷òîáû êðîìå
íåå â M îñòàëàñü âåðøèíà, ñìåæíàÿ ñ x, ÷òî íàì è íóæíî.

Ïóñòü ãðàô M íåäâóñâÿçåí è v(M) > 3. Ðàññìîòðèì ëþáîé òàêîé
êðàéíèé áëîê B ãðàôà M , ÷òî x ñìåæíà â M ñ ÷åì-òî, êðîìå âåðøèí
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Int(B) (ýòî ìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê êðàéíèõ áëîêîâ õîòÿ áû äâà è
ìíîæåñòâà èõ âíóòðåííèõ âåðøèí íå ïåðåñåêàþòñÿ, ñì. ðèñ. 2b).

Åñëè a ñìåæíà â M ñ âåðøèíîé z ∈ Int(B), òî òàêàÿ âåðøèíà z íàì
ïîäõîäèò (ñì. ðèñ. 2ñ). Ïóñòü a íåñìåæíà ñ Int(B). Òîãäà x ñìåæíà ñ
Int(B) (èíà÷å âåðøèíû Int(B) îòäåëÿþòñÿ îò îñòàëüíûõ âåðøèí ãðàôà
G ïðè óäàëåíèè n−1 âåðøèíû: ýòî îòðåçàþùàÿ B îò îñòàëüíîãî ãðàôà
òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ è âåðøèíû äåðåâà T1, êðîìå a, x è y, ïðîòèâîðå÷èå
ñ n-ñâÿçíîñòüþ G).

Òàêèì îáðàçîì, â åäèíñòâåííîì ñëó÷àå, êîãäà ìû íå ñìîãëè íàéòè
íóæíóþ âåðøèíó z, âíóòðåííîñòü êàæäîãî êðàéíåãî áëîêà ãðàôà M
ñìåæíà c x, à âåðøèíà a ñìåæíà ñ êàêîé-òî òî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿ z ãðàôà
G (ñì. ðèñ. 2b). Òîãäà z íàì ïîäõîäèò: êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè
ãðàôà M−z ñîäåðæèò êðàéíèé áëîê, âíóòðåííîñòü êîòîðîãî ñìåæíà ñ
x, ïîýòîìó è íà ýòîò ðàç ãðàô M∗ îêàæåòñÿ ñâÿçíûì (âñå êîìïîíåíòû
ãðàôà M − z ñâÿçàíû ÷åðåç x).

Èòàê, ìû íàøëè íóæíóþ íàì âåðøèíó z (ñì. ðèñ. 2c). Òåïåðü ïî-
ñòðîèì èçîìîðôíîå T1 äåðåâî T3, çàìåíèâ ëèñò x íà z. Â ãðàôå G−T3

åñòü ìàêñèìàëüíàÿ êîìïîíåíòà, áîëüøàÿ, ÷åì M : âåðøèíû èç M∗ ∪U
ñâÿçàíû â G− T3. Ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì M çàâåðøàåò äîêàçàòåëü-
ñòâî. �

�3. Óäàëåíèå åæåé

À ÷òî æå äåëàòü ñ åæàìè? À ñ åæàìè ïî÷òè äëÿ âñåõ n îòâåò äðóãîé.
Ñóùåñòâóþò ãðàôû-êîíòðïðèìåðû íà ñêîëü óãîäíî áîëüøîì êîëè÷å-
ñòâå âåðøèí. Îòìåòèì, ÷òî âñå èçâåñòíûå íàì êîíòðèïðèìåðû � ýòî
n-ðåãóëÿðíûå n-ñâÿçíûå ãðàôû.

Îïèøåì ñàìóþ ïðîñòóþ ñåðèþ êîíòðèïðèìåðîâ � äëÿ ÷åòíûõ n =
2k > 4. Ðàññìîòðèì áîëüøîé öèêë Z è çàìåíèì êàæäóþ åãî âåðøèíó
íà íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî èç k âåðøèí, ïóñòü ýòè ìíîæåñòâà ïî öèêëó
A1, A2, . . . , As (ñì. ðèñ 3 ñëåâà). Ñîåäèíèì âñå ïàðû âåðøèí ëþáûõ
äâóõ ñîñåäíèõ ìíîæåñòâ. Â ðåçóëüòàòå ó êàæäîé âåðøèíû ðîâíî 2k
ñîñåäåé: ó âåðøèí ìíîæåñòâà Ai ýòî â òî÷íîñòè âñå âåðøèíû ìíîæåñòâ
Ai+1 è Ai−1 (íóìåðàöèÿ öèêëè÷åñêàÿ). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòîò
ãðàô 2k-ñâÿçåí. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîïðîáóåì óäàëèòü èç íåãî åæà ñ
2k ëèñòüÿìè-èãîëêàìè. Ýòî áóäåò öåíòð c, ñêàæåì, èç At è âñå 2k åãî
ñîñåäåé � òî åñòü, ïîëíîñòüþ ìíîæåñòâà At−1 è At+1. Íî òîãäà ëþáàÿ
èç îñòàâøèõñÿ k−1 âåðøèí ìíîæåñòâà At áóäåò èçîëèðîâàííîé, òî åñòü
ãðàô îêàæåòñÿ íåñâÿçíûì! Âåðíî äàæå áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå �
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èç ýòîãî ãðàôà íåâîçìîæíî óäàëèòü 2k ñîñåäåé îäíîé âåðøèíû òàê,
÷òîáû ãðàô îñòàëñÿ ñâÿçíûì.

b

b

b

b

b

b

b

b

At

At−1

At+1

b

b

b

b

b

b

b

b

bc

bc bc

bc

bc

bc
bc

bc

bc

bc

bc

bc

bc
bc

bc

bc

bc

bc

Ðèñ. 3. Êîíòðïðèìåðû.

×óòü ñëîæíåå ñåðèÿ ïðèìåðîâ, êîòîðàÿ ïîäîéäåò äëÿ íå÷åòíûõ n
íà÷èíàÿ ñ 7. Ëþáîå òàêîå n ïðåäñòàâèìî â âèäå n = 2a+b, ãäå a, b > n

4 è
a, b > 2. Èçîáðàçèì äâà áîëüøèõ öèêëà äëèíû êðàòíîé 3, êàê íà ðèñ. 3
ñïðàâà, ñîåäèíèâ ðåáðîì ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíû ðàçíûõ öèêëîâ.
Ïîêðàñèì âåðøèíû â ÷åðíûé è áåëûé öâåòà, êàê íà ðèñóíêå, ïîñëå
÷åãî êàæäóþ áåëóþ âåðøèíó çàìåíèì íà íåçàâèñìîå ìíîæåñòâî èç a
âåðøèí, à êàæäóþ ÷åðíóþ � íà íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî èç b âåðøèí.
Ïîëó÷èòñÿ n-ðåãóëÿðíûé ãðàô (n = 2a + b), êîòîðûé, î÷åâèäíî, n-
ñâÿçåí. Àíàëîãè÷íî ïåðâîé ñåðèè êîíòðïðèìåðîâ, óäàëåíèå âåðøèíû
x èç ëþáîãî ìíîæåñòâà è âñåõ n âåðøèí èç åå îêðåñòíîñòè ïðèâåäåò ê
ïîòåðè ñâÿçíîñòè: âñå �êëîíû� x îêàæóòñÿ èçîëèðîâàííûìè.

Îñòàþòñÿ äâà çíà÷åíèÿ: n = 3 è n = 5.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü G � òðåõñâÿçíûé ãðàô, îòëè÷íûé îò K3,3, c áîëåå

÷åì 4 âåðøèíàìè. Òîãäà èç G ìîæíî óäàëèòü âåðøèíó è òðåõ åå

ñîñåäåé òàê, ÷òî ïîëó÷èòñÿ ñâÿçíûé ãðàô.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 1 ñóùåñòâóåò ïóòü P èç 3 âåðøèí abc
òàêîé, ÷òî G′ = G−{a, b, c} � ñâÿçíûé ãðàô. Âåðøèíà b èìååò ñòåïåíü
íå ìåíåå 3, à çíà÷èò, ñìåæíà ñ G′.

Åñëè â G′ åñòü òàêàÿ ñìåæíàÿ ñ b âåðøèíà x, ÷òî G′ − x ñâÿçåí,
òî äîáàâèì ê P âåðøèíó x, ïîëó÷èì åæà íà 4 âåðøèíàõ, à ãðàô G −
{a, b, c, x} = G′ − x ñâÿçåí, ÷òî íàì è íóæíî.

Çíà÷èò, ãðàô G′ íåäâóñâÿçåí, à b ñìåæíà â íåì òîëüêî ñ òî÷êàìè
ñî÷ëåíåíèÿ. Ðàññìîòðèì ëþáîé êðàéíèé áëîê B ãðàôà G′ � ïóñòü îí
îòäåëÿåòñÿ îò îñòàëüíîãî ãðàôà òî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿ d. Òîãäà â Int(B)
åñòü âåðøèíà ñìåæíàÿ ñ a è âåðøèíà ñìåæíàÿ ñ c (èíà÷å ìîæíî îòðå-
çàòü Int(B) îò îñòàëüíîãî ãðàôàG äâóìÿ âåðøèíàìè: d è îäíîé èç a, c).
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Áîëåå òîãî, åñëè |Int(B)| > 2, òî åñòü äâå ðàçíûå âåðøèíû, ñìåæíûå ñ
a è c ñîîòâåòñòâåííî, èíà÷å ïîëó÷èì òî æå ñàìîå ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëó÷àé 1. Ãðàô G èìååò òàêîé êðàéíèé áëîê B, ÷òî |Int(B)| > 2.

Îòìåòèì òàêèå âåðøèíû x, y ∈ Int(B), ÷òî x ñìåæíà ñ a, à y ñìåæ-
íà ñ b. Â äðóãîì êðàéíåì áëîêå B′ îòìåòèì âåðøèíó x′ ∈ Int(B′),
ñìåæíóþ c a (ñì. ðèñ. 4à). Òåïåðü óäàëèì èç ãðàôà åæà T c öåíòðîì
a è ëèñòüÿìè b, x, x′. Ãðàô G′ − {x, x′}, î÷åâèäíî, ñâÿçåí è ñîäåðæèò
âåðøèíó y, ñìåæíóþ ñ c. Ïîýòîìó è ãðàô G− T ñâÿçåí.

Äàëåå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî âíóòðåííîñòü êàæäîãî êðàéíåãî áëîêà

ãðàôà G′ ñîñòîèò èç îäíîé âåðøèíû, ñìåæíîé ñ a, c è òî÷êîé ñî-

÷ëåíåíèÿ, îòäåëÿþùåé ýòîò êðàéíèé áëîê.

Ñëó÷àé 2. Ãðàô G èìååò õîòÿ áû òðè êðàéíèõ áëîêà.

Ïóñòü ýòî B1, B2, B3, ïðè÷åì Bi èìååò âíóòðåííþþ âåðøèíy xi, îò-
äåëÿåìóþ òî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿ bi. Òåïåðü óäàëèì èç ãðàôà åæà T1 c
öåíòðîì a è ëèñòüÿìè b, x1, x2. Ãðàô G′ − {x1, x2}, î÷åâèäíî, ñâÿçåí è
ñîäåðæèò âåðøèíó x3, ñìåæíóþ ñ c. Ïîýòîìó è ãðàô G− T ñâÿçåí.
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Ðèñ. 4. Óäàëåíèå åæà ñ òðåìÿ ëèñòüÿìè.

Ñëó÷àé 3. Ãðàô G èìååò äâà êðàéíèõ áëîêà.

Ïóñòü ýòî B1, B2, ñîõðàíèì îáîçíà÷åíèÿ èç ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ.
Åñëè âåðøèíà c ñìåæíà â G′ ÷åì-òî, êðîìå x1, x2, îïÿòü ìîæíî óäà-
ëèòü èç G åæà T1: ãðàô G′ − {x1, x2} áóäåò ñâÿçåí è áóäåò ñîäåðæàòü
âåðøèíó, ñìåæíóþ ñ c. Çíà÷èò, c ñìåæíà òîëüêî ñ x1, x2 è àíàëîãè÷íî
a ñìåæíà òîëüêî ñ x1, x2.

Äåðåâî áëîêîâ è òî÷åê ñî÷ëåíåíèÿ ãðàôà G′ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ïðîñòîé ïóòü îòB1 äîB2, â êîòîðîì êàæäûé íåêðàéíèé áëîê ñîäåðæèò
ðîâíî äâå òî÷êè ñî÷ëåíåíèÿ.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â G′ åñòü íåêðàéíèé áëîê B ñ íåïóñòîé âíóòðåí-
íîñòüþ. Òîãäà Int(B) íåñìåæíà íè ñ îäíîé èç âåðøèí a, b, c, à çíà÷èò,
îòäåëÿåòñÿ äâóìÿ òî÷êàìè ñî÷ëåíåíèÿ, âõîäÿùèìè â B, îò îñòàëüíûõ
âåðøèí ãðàôà G, ïðîòèâîðå÷èå.

Çíà÷èò, âñå íåêðàéíèå áëîêè ñîñòîÿò ëèøü èç äâóõ ñìåæíûõ òî÷åê
ñî÷ëåíåíèÿ, òîãäà G′ � ïðîñòîé ïóòü îò x1 äî x2. Âñå ïðîìåæóòî÷íûå
âåðøèíû ýòîãî ïóòè äîëæíû èìåòü ñòåïåíü õîòÿ áû 3 â ãðàôå G è
ïîòîìó ñìåæíû ñ b (ñì. ðèñ. 4b).

Åñëè â ýòîì ïóòè ðîâíî îäíà ïðîìåæóòî÷íàÿ âåðøèíà, òî îíà ñìåæ-
íà ñ b è íàø ãðàô � ýòîK3,3, ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, íàø ïóòü èìååò âèä
x1zt . . . x2. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî óäàëèâ åæà ñ öåíòðîì z è ëèñòüÿìè
x1, b, t, ìû ïîëó÷èì ñâÿçíûé ãðàô. �

• À ÷òî æå â ñëó÷àå n = 5? Âåðíî ëè, ÷òî èç äîñòàòî÷íî áîëüøî-
ãî 5-ñâÿçíîãî ãðàôà ìîæíî óäàëèòü âåðøèíó è 5 åå ñîñåäåé òàê, ÷òî
ïîëó÷èòñÿ ñâÿçíûé ãðàô? ×åñòíûé îòâåò: íå çíàåì.

Îäíàêî, êîå-÷òî ìû âñå-òàêè çíàåì. Íà÷íåì ñ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ òåî-
ðåìû 1.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü G � n-ñâÿçíûé ãðàô, a � åãî âåðøèíà. Òîãäà

ìîæíî óäàëèòü èç G âåðøèíó a è n − 1 åå ñîñåäåé òàê, ÷òîáû ãðàô

îñòàëñÿ ñâÿçíûì.

À âîò ÷òî ìîæíî ñêàçàòü ïîëîæèòåëüíîãî ïðî óäàëåíèå èç n-ñâÿçíî-
ãî ãðàôà âåðøèíû è n åå ñîñåäåé.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü n > 4, à G � n-ñâÿçíûé ãðàô, êîòîðûé èìååò

âåðøèíó a ñòåïåíè áîëåå n. Òîãäà ìîæíî óäàëèòü èç G âåðøèíó è n
åå ñîñåäåé òàê, ÷òîáû ãðàô îñòàëñÿ ñâÿçíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óäàëèì èç ãðàôà G âåðøèíó a è ìíîæåñòâî B èç
n åå ñîñåäåé, ïóñòü A = B ∪ {a}. Ñäåëàåì ýòî òàê, ÷òîáû êîëè÷åñòâî
êîìïîíåíò ãðàôà G′ = G − A áûëî ìèíèìàëüíûì. Ãðàô G′ íåñâÿçåí,
èíà÷å òåîðåìà äîêàçàíà.

Êàæäàÿ êîìïîíåíòà ãðàôà G′ íåñìåæíà íå áîëåå ÷åì ñ îäíîé âåð-

øèíîé èç A, òàê êàê ãðàô G íåëüçÿ ñäåëàòü íåñâÿçíûì, óäàëèâ ìåíåå

n âåðøèí.

Òàê êàê dG(a) > n+1, åñòü êîìïîíåíòû U1, . . . , Uk ãðàôà G′, ñìåæ-
íûå ñ a (âîçìîæíî, k = 1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êîìïîíåíòå Ui âåðøèíà
a ñìåæíà ñ òàêîé y, ÷òî ãðàô Ui − y ñâÿçåí. Òîãäà êîìïîíåíòû G′ − y
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� ýòî Ui − y è îòëè÷íûå îò Ui êîìïîíåíòû G′. Ïîíÿòíî, ÷òî êîìïî-
íåíòà Ui − y ñìåæíà íå ìåíåå ÷åì ñ n − 2 âåðøèíàìè èç B. Òàê êàê
(n − 2) + (n − 1) > n, òî ñóùåñòâóåò z ∈ B, ñìåæíàÿ õîòÿ áû ñ äâóìÿ
êîìïîíåíòàìè G′ − y. Òîãäà äëÿ A∗ = (A∪ {y}) \ {z} ÷èñëî êîìïîíåíò
G−A∗ ìåíüøå, ÷åì ó G′ (âîçâðàùåíèå âåðøèíû z ñêëåèò êàê ìèíèìóì
äâå êîìïîíåíòû G′ − y), ïðîòèâîðå÷èå.

Çíà÷èò, â êàæäîé èç êîìïîíåíò U1, . . . , Uk ãðàôà G′ âåðøèíà a
ñìåæíà òîëüêî ñ òî÷êàìè ñî÷ëåíåíèÿ. Îòìåòèì â êàæäîé Ui âåð-
øèíó xi, ñìåæíóþ ñ a.

Óòâåðæäåíèå. Êàæäàÿ êîìïîíåíòà ãðàôà Ui − xi ñìåæíà ñî âñåìè

âåðøèíàìè ìíîæåñòâà B, êðîìå îäíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ìû çíàåì, âñå ñìåæíûå ñ a âåðøèíû Ui � òî÷êè
ñî÷ëåíåíèÿ Ui. ÏóñòüW � êîìïîíåíòà ãðàôà Ui−xi. ÒîãäàW ñîäåðæèò
ìèíèìàëüíóþ ïî âêëþ÷åíèþ êîìïîíåòó W ′, êîòîðóþ ìîæíî îòäåëèòü
â Ui òî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿ (ñêàæåì, y). Âåðøèíû W ′ íåñìåæíû ñ a (òàì
íåò òî÷åê ñî÷ëåíåíèÿ Ui). Îäíàêî, W

′ äîëæíà áûòü ñìåæíà â ãðàôå
G íå ìåíåå ÷åì ñ n âåðøèíàìè âíå ñåáÿ, à ýòî ìîãóò áûòü òîëüêî y è
n− 1 âåðøèíà èç B � òî åñòü, âñå âåðøèíû B, êðîìå îäíîé. �

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àè.

Ñëó÷àé 1. k > 2.

Ïóñòü p = n−1 ïðè k > n−1 è p = k ïðè k 6 n−2. Öåíòðîì èñêîìîãî
åæà S áóäåò a, à âåðøèíû x1, . . . , xp � ëèñòüÿìè (ïîêà íå õâàòàåò n− p
ëèñòüåâ). Äîáàâèì â ëèñòüÿ åæà S ëþáûå n − p 6 n − 2 âåðøèí èç B
òàê, ÷òîáû âñå îñòàâøèåñÿ p > 2 âåðøèíû áûëè ñìåæíû ñ îäíîé èç
êîìïîíåíò U ãðàôîâ U1 − x1, . . . , Up − xp (òàê ìîæíî, âåäü êàæäàÿ
èç ýòèõ êîìïîíåíò ñìåæíà ñ n − 1 âåðøèíîé èç B). Â ýòîì ñëó÷àå
êàæäàÿ êîìïîíåíòà ãðàôà G− (S ∪B) ñìåæíà ñ îäíîé èç îñòàâøèõñÿ
(íå âîøåäøèõ â S) âåðøèí ìíîæåñòâà B, à âñå ýòè âåðøèíû ñìåæíû
ñ U , çíà÷èò, ãðàô G− S ñâÿçåí.

Ñëó÷àé 2. k = 1.

Ïóñòü W1, . . . ,Ws � âñå êîìïîíåíòû ãðàôà U1 − x1. Êàæäàÿ èç íèõ
ìîæåò áûòü íåñìåæíà ðîâíî ñ îäíîé èç âåðøèí B. Ðàññìîòðèì ïîä-
ñëó÷àè.

Ñëó÷àé 2.1. s < n.
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Òîãäà â B åñòü âåðøèíà c, ñìåæíàÿ ñî âñåìè W1, . . . ,Ws. Â ýòîì
ñëó÷àå íàì ïîäîéäåò åæ ñ öåíòðîì a è ëèñòüÿìè x1 è B \ {c} (âñå
êîìïîíåíòû W1, . . . ,Ws ñîåäèíåíû ÷åðåç c).

Ñëó÷àé 2.2. s > n.

Â ýòîì ñëó÷àå â êàæäîé êîìïîíåíòå Wi âûáåðåì ñìåæíóþ ñ x1 âåð-
øèíó yi è óäàëèì åæà S ñ öåíòðîì x1 è ëèñòüÿìè y1, . . . , yn. Êàæäàÿ
èç êîìïîíåíò êàæäîãî èç ãðàôîâWi−yi äîëæíà áûòü ñìåæíà ñ êàêîé-
òî âåðøèíîé ìíîæåñòâà A (èíà÷å îíà îòäåëÿåòñÿ îò îñòàëüíîãî ãðàôà
äâóìÿ âåðøèíàìè: x1 è yi, ÷òî íåâîçìîæíî). Çíà÷èò, ãðàô G− S ñâÿ-
çåí. �

�4. Óäàëåíèå áîëüøèõ ïóòåé

Òåîðåìà 5. Ïóñòü n > 3, k 6 2n− 1, à G � n-ñâÿçíûé ãðàô áîëåå ÷åì

ñ k âåðøèíàìè. Òîãäà ìîæíî óäàëèòü èç G âåðøèíû ïðîñòîãî ïóòè

ñ k âåðøèíàìè òàê, ÷òî ñâÿçíîñòü ñîõðàíèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, â ãðàôå G åñòü öèêëû. Âûáåðåì èç íèõ
ñàìûé äëèííûé ïðîñòîé öèêë Z. Åñëè ýòîò öèêë ãàìèëüòîíîâ, òî ìîæ-
íî óäàëèòü k åãî ïîñëåäîâàòåëüíûõ âåðøèí � îñòàíåòñÿ, î÷åâèäíî,
ñâÿçíûé ãðàô.

Ïóñòü Z ïðîõîäèò íå ïî âñåì âåðøèíàì. Òîãäà â ãðàôå G− Z åñòü
êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè U1, . . . , Un. Êîìïîíåíòà Ui íå ìîæåò áûòü ñìåæ-
íà ñ äâóìÿ ñîñåäíèìè âåðøèíàìè a, b öèêëà Z: èíà÷å ìû çàìåíèëè áû
ðåáðî ab íà ab-ïóòü ÷åðåç êîìïîíåíòó Ui è óâåëè÷èëè áû öèêë Z, ÷òî
íåâîçìîæíî. Çíà÷èò Ui ñìåæíà íå áîëåå ÷åì ñ ïîëîâèíîé âåðøèí Z.
Òàê êàê Ui ñìåæíà õîòÿ áû ñ n âåðøèíàìè (èíà÷å, óäàëèâ âñå ñìåæíûå
ñ Ui âåðøèíû öèêëà Z, ìû îòäåëèëè áû îñòàâøèåñÿ âåðøèíû öèêëà
îò Ui è ðàçäåëèëè áû ãðàô íå áîëåå ÷åì n− 1 âåðøèíàìè, ÷òî íåâîç-
ìîæíî), â öèêëå Z íå ìåíåå ÷åì 2n âåðøèí.

Ïóñòü k 6 2n − 2. Âûáåðåì ëþáîé ïóòü P èç k ïîñëåäîâàòåëüíûõ
âåðøèí öèêëà Z è óäàëèì èõ. Èç äîêàçàííîãî âûøå, êàæäàÿ êîìïî-
íåíòà Ui ñìåæíà íå áîëåå ÷åì ñ dk2 e 6 n − 1 âåðøèíàìè ïóòè P , à
çíà÷èò, è íå ìåíåå ÷åì ñ îäíîé âåðøèíîé èç Z − P . Ñëåäîâàòåëüíî,
ãðàô G− P ñâÿçåí.

Îñòàåòñÿ ñëó÷àé k = 2n − 1. Ïîïðîáóåì óäàëèòü ïîäïóòü P =
a1a2 . . . a2n−1 öèêëà Z. Åñëè ýòî íåëüçÿ ñäåëàòü, òî ñóùåñòâóåò êîì-
ïîíåíòà U ãðàôà G − Z, íåñìåæíàÿ ñ Z − P . Çíà÷èò, U ñìåæíà ñ n
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âåðøèíàìè ïóòè P � à ýòî ìîãóò áûòü òîëüêî âñå åãî âåðøèíû ñ íå÷åò-
íûìè íîìåðàìè (ñì. ðèñ. 5 ñëåâà).
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Ðèñ. 5. Óäàëåíèå ïóòè äëèíû 2k − 1.

Äîêàæåì, ÷òî U ñîñòîèò èç îäíîé âåðøèíû. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâ-
íîå. Òîãäà ñóùåñòâóåò äâà íåçàâèñèìûõ ðåáðà, ñîåäèíÿþùèõ Z ñ U
(èíà÷å ðåáðà èç E(Z,U) ìîæíî ïîêðûòü îäíîé âåðøèíîé, óäàëåíèå
êîòîðîé íàðóøèò ñâÿçíîñòü ãðàôà, ÷òî íåâîçìîæíî). Òîãäà åñòü òàêèå
äâå âåðøèíû a2i−1 è a2i+1 ïóòè P , ÷òî îíè ñìåæíû ñ ðàçíûìè âåðøèíà-
ìè x, y ∈ U . Òîãäà, çàìåíèâ ïóòü a2i−1a2ia2i+1 íà ïóòü a2i−1x . . . ya2i+1

÷åðåç êîìïîíåíòó U , ìû óäëèíèì ìàêñèìàëüíûé öèêë Z, ïðîòèâîðå-
÷èå.

Èòàê, U = {u} (ñì. ðèñ. 5 ñïðàâà). Òîãäà ðàññìîòðèì ïóòü Q =
ua1a2 . . . a2n−2. Òåïåðü ëþáàÿ êîìïîíåíòà U ′ 6= U ãðàôà G−Z ñìåæíà
ñ Z −Q, à êîìïîíåíòà U âîøëà â ïóòü Q. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàô G−Q
ñâÿçåí. �

Îöåíêà èç òåîðåìû 5 òî÷íà: ïðè ëþáîì m > n + 2 èç ãðàôà Kn,m,
î÷åâèäíî, íåëüçÿ óäàëèòü ïóòü äëèíû 2n òàê, ÷òîáû ãðàô îñòàëñÿ ñâÿç-
íûì (òàê êàê ïðèäåòñÿ óäàëèòü âñþ äîëþ ðàçìåðà n è îñòàâèòü õîòÿ
áû äâå âåðøèíû èç äîëè ðàçìåðà m).

Íà îñíîâå ýòîãî ïîäõîäà ìîæíî ðàññìîòðåòü è äðóãèå äåðåâüÿ, íå
ñèëüíî îòëè÷àþùèåñÿ îò ïóòè. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà äåðåâî èìååò
îäíó âåðøèíó, íå ëåæàùóþ íà äèàìåòðå.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü k 6 2n − 2, G � íåãàìèëüòîíîâ n-ñâÿçíûé ãðàô

áîëåå ÷åì ñ k+1 âåðøèíàìè, à T � äåðåâî íà k+1 âåðøèíå, ïîëó÷åííîå
ïðèñîåäèíåíèåì ëèñòà ê íåêðàéíåé âåðøèíå ïóòè äëèíû k. Òîãäà G
èìååò òàêîé èçîìîðôíûé T ïîäãðàô, ÷òî ïðè óäàëåíèè åãî âåðøèí

ñâÿçíîñòü ñîõðàíÿåòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â òåîðåìå 5, ðàññìîòðèì íàèáîëüøèé ïðî-
ñòîé öèêë Z â ãðàôå G, îí èìååò äëèíó íå ìåíåå 2n. Öèêë Z íåãàìèëü-
òîíîâ, ïîýòîìó åñòü ñìåæíàÿ ñ öèêëîì âåðøèíà a /∈ V (Z). Âûáåðåì
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ïîäïóòü b1b2 . . . bk öèêëà Z òàê, ÷òîáû a áûëà ñìåæíà ñ âåðøèíîé bi,
îáðàçóÿ ïðè ýòîì èçîìîðôíîå T äåðåâî (êîòîðîå îáîçíà÷èì òîæå T ).

Ðàññìîòðèì êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè U ãðàôà G′ = G − Z − a. Èç
n-ñâÿçíîñòè ãðàôà G ñëåäóåò, ÷òî U ñìåæíà õîòÿ áû ñ n âåðøèíàìè
èç V (Z) ∪ {a}. Åñëè U íåñìåæíà ñ a, òî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó
ïðåäûäóùåé òåîðåìû ïîëó÷àåì, ÷òî U ñìåæíà ñ Z − T .

Ïóñòü U ñìåæíà ñ a. Òîãäà U íå ìîæåò áûòü ñìåæíà ñ âåðøèíàìè
bi−2, bi−1, bi+1, bi+2, åñëè òàêèå åñòü (èíà÷å çàìåíèì ó÷àñòîê öèêëà
îò îäíîé èç ýòèõ âåðøèí, ñìåæíûõ ñ U , äî bi íà ïóòü ÷åðåç U è a è
óâåëè÷èì Z, ñì. ðèñ.6 ñëåâà). Äîêàæåì, ÷òî U ñìåæíà íå áîëåå ÷åì c
n− 1 âåðøèíàìè T . Ðàññìîòðèì ñëó÷àè.

Ñëó÷àé 1. k = 3.

Òîãäà èìååì i = 2 è U ñìåæíà íå áîëåå ÷åì c 2 6 n− 1 âåðøèíàìè
T (êîìïîíåíòà U íåñìåæíà ñ b1 è b3).

Ñëó÷àé 2. k > 4, ñ îäíîé èç ñòîðîí îò bi â T âñåãî îäíà âåðøèíà

öèêëà Z.

Ïóñòü, ñêàæåì, i = k− 1 (âåðøèíû bi+2 íåò). Íî âåðøèíû bi−2, bi−1
åñòü è íå ñìåæíû ñ U , çíà÷èò, U ñìåæíà íå áîëåå ÷åì ñ dk2 e 6 n − 1
âåðøèíàìè T (ïîñêîëüêó ñìåæíà â äåðåâå T òîëüêî ñ âåðøèíàìè ïóòè
b1 . . . bk−1a äëèíû k).
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Ðèñ. 6. Óäàëåíèå ïóòè äëèíû 2n− 2 ñ ïðèñîåäèíåííîé âåðøèíîé.

Ñëó÷àé 3. k > 4, ñ êàæäîé èç ñòîðîí îò bi â T õîòÿ áû ïî äâå

âåðøèíû öèêëà Z.

Òîãäà âñå ÷åòûðå íåñìåæíûå ñ U âåðøèíû bi−2, bi−1, bi+1, bi+2 ñó-
ùåñòâóþò (ñì. ðèñ. 6 ñïðàâà). Ïðè îöåíêå êîëè÷åñòâà ñìåæíûõ ñ U
âåðøèí ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî k = 2n− 2 è i = 2m ÷åòíî. Òîãäà U ñìåæ-

íà íå áîëåå ÷åì ñ 2n−2−(2m+2)
2 = n −m − 2 âåðøèíàìè ÷åòíîãî ïóòè
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b2m+3 . . . b2n−2 è íå áîëåå ÷åì ñ m âåðøèíàìè ÷åòíîãî ïóòè b1b2 . . . b2m.
Äîáàâèâ âåðøèíó a, ìû ïîëó÷èì íå áîëåå ÷åì n− 1 âåðøèí, ñìåæíûõ
ñ U , ÷òî íàì è íóæíî.

Èòàê, U ñìåæíà íå áîëåå ÷åì c n−1 âåðøèíàìè T , à çíà÷èò, ñìåæíà
ñ G−T . Òîãäà âñå êîìïîíåíòû G′ ñìåæíû ñ Z−T , çíà÷èò, ãðàô G−T
ñâÿçåí. �

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. E. Gy�ori, On division of graphs to connected subgraphs. � Colloq. Math. Soc. Janos
Bolyai, 18. Combinatorics, Keszthely (Hungary) (1976), p.485-494.

2. W. McCuaig, K. Ota, Contractible triples in 3-connected graphs. � J. Comb. Theory
Ser.B, 60 (1994), 308�314.

3. M. Kriesell, Contractible Subgraphs in 3-Connected Graphs. � J. Comb. Theory
Ser.B, 80 (2000), 32�48.

4. W. Mader, High connectivity keeping sets in n-connected graphs. � Combinatorica
24 (3) (2004), 441�458.

5. Ô. Õàðàðè, Òåîðèÿ ãðàôîâ. Ìîñêâà, �Ìèð,� 1973. (Ïåðåâîä ñ àíãëèéñêîãî.
F.Harary, Graph theory, 1969.)

6. Ä. Â. Êàðïîâ, Òåîðèÿ ãðàôîâ. Ìîñêâà, ÌÖÍÌÎ, 2022.
7. Í. Þ. Âëàñîâà, Êàæäûé 3-ñâÿçíûé ãðàô íà íå ìåíåå ÷åì 13 âåðøèíàõ èìååò

ñòÿãèâàåìûé 5-âåðøèííûé ïîäãðàô. � Çàï. íàó÷í. ñåìèí. ÏÎÌÈ, 518 (2022),
5�93.

Aksenova E. Yu., Karpov D. V. Deletion a tree from a n-connected
graph preserving connectivity.

Let G be a n-connected graph and let T be an arbitrary tree with
n+ 1 vertices, di�erent from K1,n. It is proved that G has a subgraph H
isomorphic to T such that the graph G − H is connected. It is proved
that any 3-connected graph G has a subgraph H isomorphic to K1,3

such that the graph G − H is connected. Let n > 4 and let G be a
n-connected graph G which has a vertex of degree more than n. We
prove that G has a subgraph H isomorphic to K1,n such that the graph
G − H is connected. It is shown that, for n = 4 and n > 6, the similar
statement for n-regular n-connected graphs fails. It is proved that, for
any n-connected graph G and any k 6 2n − 1, we can delete from G
a simple path on k vertices such that the obtained graph is connected.
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It is shown that the similar statement for a path on 2n vertices fails.
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