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О ГРАФАХ КОММУТАТИВНОСТИ АЛГЕБР ОКУБО

§1. Введение

Исследование бинарных отношений на алгебраических структурах
естественным образом приводит к рассмотрению соответствующих
графов отношений. В случае алгебр над полем наиболее изученными
на данный момент являются графы коммутативности, ортогонально-
сти и делителей нуля. В настоящей работе мы сосредоточимся на гра-
фах коммутативности важного семейства неассоциативных алгебр –
алгебр Окубо.

Определение графа коммутативности произвольной алгебры A над
полем F (возможно, некоммутативной или неассоциативной) тесно свя-
зано с понятием коммутативного центра. Коммутативным центром
алгебры A называется множество её элементов, коммутирующих со
всеми элементами:

CA =
{
c ∈ A | cb = bc ∀ b ∈ A

}
.

Обозначение 1.1. Для любого подмножества X линейного простран-
ства V над F обозначим множество прямых, проходящих через элемен-
ты X, через

P(X) = {Fx | x ∈ X \ {0}}.

Определение 1.2. Графом коммутативности ΓC(A) алгебры A над
полем F называется граф, вершинам которого соответствуют элементы
множества

P(A/CA) = {[a] = Fa+ CA | a ∈ A \ CA},

причём две различные вершины [a] и [b] соединены ребром, если вы-
полнено условие ab = ba.
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В дальнейшем, говоря о вершинах определенного выше графа, мы
не будем проводить различия между ненулевым элементом a и соответ-
ствующей ему вершиной [a] = Fa+CA. Чтобы показать, что вершины
a и b коммутируют (то есть либо совпадают, либо соединены ребром),
будем использовать обозначение a ↔ b. Напомним, что для графа Γ
величина d(a, b) – это расстояние между двумя вершинами a и b, а
diam(Γ) = sup

a,b∈Γ
d(a, b) – диаметр Γ.

Целью настоящей работы является исследование графов коммута-
тивности алгебр Окубо, а именно, решение вопроса об их связности и
вычисление их диаметров. Наибольшее внимание мы уделим случаю
алгебры псевдо-октонионов над полем F, charF 6= 3, содержащим пер-
вообразный кубический корень из единицы, а также вещественной ал-
гебры Окубо с делением – так называемых вещественных псевдо-окто-
нионов. В частности, если поле F алгебраически замкнуто, charF 6= 3,
то алгебра псевдо-октонионов является единственной алгеброй Окубо
над F с точностью до изоморфизма.

Отличительной чертой перечисленных случаев является тесная
связь с матричными алгебрами, графы коммутативности которых ак-
тивно изучались в работах разных авторов [1–4, 6, 25]. На данный мо-
мент основными являются следующие результаты о диаметре
ΓC(Mn(F)) – графа коммутативности алгебры n × n матриц над по-
лем F. Над любым полем F граф ΓC(M2(F)) несвязен [4, замечание 8].
Согласно [3, теоремы 3 и 17], если при некотором n>3 граф ΓC(Mn(F))
связен, то 4 6 diam ΓC(Mn(F)) 6 6. Если поле F алгебраически за-
мкнуто и n > 3, то граф ΓC(Mn(F)) связен, и его диаметр равен 4,
см. [3, следствие 7]. Аналогичное утверждение имеет место и в случае
F = R [1]. Первый пример алгебрыMn(F), на которой достигается наи-
большее возможное значение диаметра графа коммутативности, был
получен в [25]. В работе [19] рассмотрены графы ΓC(Mn(Qp)), где Qp

обозначает поле p-адических чисел, и показано, что если q – простое
число, то диаметр ΓC(M2q(Q2)) равен 6. Это даёт первый пример гра-
фа коммутативности с наибольшим возможным диаметром, не исполь-
зующий аксиому выбора. При этом в общем случае связность графа
ΓC(Mn(F)) гарантировать нельзя, например, для любого n > 3 граф
ΓC(Mn(Q)) алгебры матриц над полем рациональных чисел несвязен,
см. [2, замечание 8]. Этот результат вытекает из теоремы 6 работы [2],
согласно которой граф ΓC(Mn(F)) является связным тогда и только
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тогда, когда n > 3 и любое расширение поля F степени n содержит
собственное промежуточное поле.

Работа построена следующим образом. В §2 мы приводим постро-
ение алгебр Окубо над полями, характеристика которых отлична от
трёх, с помощью алгебр псевдо-октонионов. Этот параграф также со-
держит основные утверждения об алгебрах Окубо, их коммутативном
центре и ненулевых идемпотентах, используемые на протяжении всей
статьи.

В §3 мы рассматриваем граф коммутативности алгебры псевдо-
октонионов P8(F) над полем F, charF 6= 3, содержащим первообраз-
ный кубический корень из единицы. Согласно предложению 3.2, граф
ΓC(P8(F)) изоморфен графу коммутативности ΓC(M3(F)) алгебры
3×3 матриц над полем F. Отсюда вытекает, что диаметр графа комму-
тативности единственной алгебры Окубо над алгебраически замкну-
тым полем F, charF 6= 3, равен 4. Однако, если поле F не является
алгебраически замкнутым, то граф коммутативности ΓC(P8(F)) мо-
жет быть несвязным, см. следствие 3.8.

В §4 мы изучаем пути между ненулевыми идемпотентами в гра-
фе коммутативности алгебры Окубо O над произвольным полем F.
Согласно следствию 4.6, расстояние между любыми двумя идемпотен-
тами в ΓC(O) не превосходит двух, то есть пересечение их централи-
заторов является ненулевым.

Параграф 5 посвящен изучению графа коммутативности веществен-
ных псевдо-октонионов P̃8(R). По лемме 5.10, в ΓC(P̃8(R)) любой нену-
левой элемент можно соединить ребром с идемпотентом. Объединяя
это утверждение с результатами §4, мы получаем теорему 5.11, соглас-
но которой граф коммутативности ΓC(P̃8(R)) связен, а его диаметр
равен четырем, как и в случае алгебры Окубо над алгебраически за-
мкнутым полем.

§2. Алгебры Окубо и их свойства

Мы будем использовать определение алгебры Окубо, данное в [8,
§1]. Сначала предположим, что характеристика поля F не равна трём
и F содержит первообразный кубический корень ω из единицы. В част-
ности, второе условие выполнено, если F алгебраически замкнуто. По-
ложим

µ =
1− ω2

3
.
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Пусть sl3(F) обозначает алгебру Ли 3 × 3 матриц над F с нулевым
следом. Определим новое неассоциативное произведение “∗” на sl3(F)
следующим образом:

x ∗ y = µxy + (1− µ)yx− tr(xy)

3
I, (2.1)

где I – единичная матрица вM3(F). Полученная алгебра обозначается
через P8(F) и называется алгеброй псевдо-октонионов над F.

На алгебре P8(F) введём квадратичную форму

n(x) =
1

6
tr(x2). (2.2)

Как отмечено в [8, стр. 101], это определение имеет смысл даже в
случае поля характеристики 2. Действительно, согласно [15, стр. 1027,
лемма], для любой матрицы x ∈M3(F) выполнено тождество

tr(x2) = (trx)2 − 2 s(x),

где s(x) – квадратичная форма, возникающая в качестве коэффици-
ента характеристического многочлена

det(λI − x) = λ3 − tr(x)λ2 + s(x)λ− det(x). (2.3)

Таким образом, tr(x2) может быть “поделен на 2” для произвольного
x ∈ sl3(F), и

n(x) = −1

3
s(x). (2.4)

Определение 2.1. Пусть (A,+, ∗) – произвольная (возможно, неуни-
тальная и неассоциативная) алгебра над полем F. Предположим, что
на A задана строго невырожденная квадратичная форма n( · ), то есть
соответствующая симметрическая билинейная форма

n(a, b) = n(a+ b)− n(a)− n(b)

невырождена на A. Тогда алгебра A называется композиционной ал-
геброй, если квадратичная форма n( · ) допускает композицию, то есть
n(a ∗ b) = n(a) n(b) для всех a, b ∈ A. Здесь n( · ) называется нормой.

Определение 2.2. Композиционная алгебра (A, ∗,n) называется сим-
метрической, если для любых x, y, z ∈ A выполнено равенство

n(x ∗ y, z) = n(x, y ∗ z).

Согласно [13, лемма 1.1], алгебра P8(F) является симметрической
композиционной алгеброй.



О ГРАФАХ КОММУТАТИВНОСТИ АЛГЕБР ОКУБО 85

Теорема 2.3 ([21, теорема 1], [18, (34.1)]). Пусть (A, ∗,n) – компози-
ционная алгебра. Следующие условия эквивалентны:
(1) A – симметрическая алгебра;
(2) (x ∗ y) ∗ x = x ∗ (y ∗ x) = n(x)y для любых x, y ∈ A.

Любая алгебра A, удовлетворяющая второму условию теоремы вы-
ше, является эластичной алгеброй. А именно, для любых элементов
x, y ∈ A выполнено тождество эластичности:

x ∗ (y ∗ x) = (x ∗ y) ∗ x.

Линеаризуя выражение из теоремы 2.3(2), получаем равенство

(x ∗ y) ∗ z + (z ∗ y) ∗ x = x ∗ (y ∗ z) + z ∗ (y ∗ x) = n(x, z)y. (2.5)

Теперь предположим, что поле F не обязательно алгебраически за-
мкнуто, и пусть F – его алгебраическое замыкание. Алгебра A над
полем F, charF 6= 3, называется алгеброй Окубо, если она является
F-формой P8(F), то есть A⊗F F ∼= P8(F).

Пример 2.4. Первыми построенными алгебрами Окубо [20] стали
комплексная алгебра P8(C) и её вещественная форма P̃8(R), опреде-
ленная как множество эрмитовых матриц с нулевым следом:

P̃8(R) =
{
x ∈M3(C) | x∗ = x, trx = 0

}
. (2.6)

Алгебра P̃8(R) называется вещественной алгеброй псевдо-октонионов.

Норма на P̃8(R) положительно определена [22, стр. 47], а потому
анизотропна, то есть если для некоторого элемента a ∈ P̃8(R) выпол-
нено n(a) = 0, то a = 0.

Замечание 2.5. Как показано в [12, теорема 6.6], с точностью до
изоморфизма существуют ровно две алгебры Окубо над R: P̃8(R) и
расщепляемая алгебра Окубо. При этом P̃8(R) имеет анизотропную
норму, а значит, является алгеброй с делением, а расщепляемая ал-
гебра Окубо обладает изотропной нормой и, следовательно, содержит
делители нуля, см. [12, лемма 2.1].

Если charF = 3, то нужно использовать другой подход для опре-
деления алгебры Окубо. Так, в работе [23] определение приводится в
виде таблицы умножения. В [14] представлен более общий подход к
определению, основаный на идеях построения алгебры Петерсона [24].
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Однако общим является тот факт, что любая алгебра Окубо над про-
извольным полем F является симметрической композиционной алгеб-
рой. Мы будем использовать символ O для обозначения произвольной
алгебры Окубо.

Замечание 2.6. Рассмотрим алгебру Окубо O над произвольным по-
лем F. Тогда OF = O⊗F F – алгебра Окубо над F. Пусть z ∈ CO – про-
извольный элемент коммутативного центра алгебры O. Для каждого
x ∈ O положим x̃ = x ⊗ 1 ∈ OF. Поскольку все элементы вида x̃ ком-
мутируют с элементом z̃ и порождают OF как векторное пространство
над F, то z̃ ∈ COF

. Согласно [9, стр. 5], алгебра OF имеет тривиальный
коммутативный центр, а именно, COF

= {0}. Следовательно, для ал-
гебры Окубо O над произвольным полем также выполнено CO = {0},
и множество вершин графа коммутативности ΓC(O) – это в точности
множество прямых, проходящих через ненулевые элементы O.

Отметим, что любая алгебра Окубо O удовлетворяет соотношению

(x ∗ x) ∗ (x ∗ x) = n(x, x ∗ x)x− n(x)x ∗ x (2.7)

для всех x ∈ O, см. [18, (34.3)]. Вместе с теоремой 2.3(2) это означает,
что подалгебра alg〈x〉, порождённая элементом x, совпадает с линей-
ной оболочкой span{x, x ∗ x}.

Предложение 2.7 ([18, (34.10)]). Пусть e ∈ O – ненулевой идемпо-
тент. Тогда n(e) = 1.

Доказательство. Имеем n(e)e = e ∗ (e ∗ e) = e ∗ e = e. �

Предложение 2.8. Пусть x ∈ O\{0}. Предположим, что выполнено
одно из следующих трёх условий:
(1) n(x) 6= λ2 ни для какого λ ∈ F;
(2) n(x) = λ2 для некоторого 0 6= λ ∈ F, и множество Fx не содер-

жит ненулевого идемпотента;
(3) n(x) = 0 и x ∗ x 6= 0.
Тогда dim(alg〈x〉) = 2, то есть x ∗ x /∈ Fx. Иначе dim(alg〈x〉) = 1.

Доказательство. Предположим, что dim(alg〈x〉) = 1 или, эквива-
лентно,

x ∗ x = λx для некоторого λ ∈ F. (2.8)
Домножая равенство (2.8) справа на x, получаем

n(x)x = (x ∗ x) ∗ x = λx ∗ x = λ2x,
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откуда n(x) = λ2.
Значит, если n(x) = 0, то условие (2.8) эквивалентно x ∗ x = 0.

Иначе, если n(x) = λ2 6= 0, оно равносильно идемпотентности элемента
x/λ ∈ Fx. �

§3. Граф коммутативности алгебры
псевдо-октонионов

В этом параграфе мы рассматриваем граф коммутативности ал-
гебры псевдо-октонионов P8(F) над полем F, charF 6= 3 и ω ∈ F. В
частности, если поле F алгебраически замкнуто, то, по определению,
P8(F) является единственной алгеброй Окубо над F (см. также [7, тео-
рема 5.1], [9, стр. 4, таблица 1] и [11, стр. 3–4]). Покажем, что граф
коммутативности ΓC(P8(F)) изоморфен графу ΓC(M3(F)).

Замечание 3.1. Для произвольных элементов a, b ∈ P8(F) рассмот-
рим операции

[a, b] = ab− ba, [a, b]∗ = a ∗ b− b ∗ a.

Тогда, как показано в [20, (2.11)], [a, b]∗ = (2µ−1) [a, b]. Отсюда следует,
что a и b коммутируют относительно матричного произведения тогда
и только тогда, когда они коммутируют относительно операции “∗”.

Предложение 3.2. Пусть charF 6= 3 и ω ∈ F. Графы ΓC(P8(F)) и
ΓC(M3(F)) изоморфны.

Доказательство. Если a ∈M3(F), то a− tr(a)/3 · I ∈ P8(F). Хорошо
известно, что центральные элементы матричной алгебры Mn(F) – это
в точности скалярные матрицы. Кроме того, прибавление скалярной
матрицы не влияет на отношение коммутативности. Следовательно,
отображение

ϕ : P(P8(F)/CP8(F))→ P(M3(F)/CM3(F)),

Fa 7→ Fa+ CM3(F),

задает изоморфизм графов коммутативности. �

Акбари, Мохаммадиан, Раджави и Раджа доказали [3, следствие 7],
что если поле F алгебраически замкнуто и n > 3, то граф коммута-
тивности ΓC(Mn(F)) связен и его диаметр равен 4.
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Замечание 3.3. В работе [3] граф коммутативности определён на
множестве всех нецентральных элементов алгебры A, тогда как в на-
шем случае вершины соответствуют классам элементов P(A/CA) =
{[a] = Fa+CA | a ∈ A \CA}. Утверждение о диаметре графа остаётся
справедливым, по следующим причинам.

• Каждому пути [v0]↔ · · · ↔ [vm] в нашем графе соответствует
путь v0 ↔ · · · ↔ vm в графе из [3].

• Любой кратчайший путь v0 ↔ · · · ↔ vm в графе из [3] инду-
цирует путь [v0] ↔ · · · ↔ [vm] в нашем графе. Поскольку на-
ше определение графа коммутативности запрещает петли, то в
случае равенства [vi] = [vi+1] мы “склеиваем” соседние верши-
ны этого пути, и длина пути уменьшается на 1. Однако если
m > 3, то все классы [vi] попарно различны, так как иначе
исходный путь можно было бы сократить.

Таким образом, переход к рассмотрению множества вершин как эле-
ментов множества P(A/CA) не влияет на диаметр графа коммутатив-
ности, если его значение не меньше трёх.

Следствие 3.4. Пусть F – алгебраически замкнутое поле, charF 6=3.
Тогда граф коммутативности ΓC(P8(F)) связен, и его диаметр ра-
вен 4.

Доказательство. Непосредственно вытекает из предложения 3.2 и [3,
следствие 7]. �

В том случае, когда поле F не является алгебраически замкнутым,
но содержит первообразный кубический корень ω из единицы, связ-
ность ΓC(P8(F)) может зависеть от поля F.

Теорема 3.5 ([3, теорема 19]). Пусть F – произвольное поле и p > 3 –
простое число. Если граф ΓC(Mp(F)) связен, то его диаметр равен 4.

Следствие 3.6. Пусть charF 6= 3 и ω ∈ F. Если граф ΓC(P8(F))
связен, то его диаметр равен 4.

Доказательство. Немедленно вытекает из предложения 3.2 и теоре-
мы 3.5. �

Покажем, что граф ΓC(P8(F)) может оказаться несвязным.

Теорема 3.7 ( [2, теорема 6]). Пусть F – некоторое поле и n > 3. То-
гда граф ΓC(Mn(F)) является связным тогда и только тогда, когда
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любое расширение поля F степени n содержит собственное проме-
жуточное поле.

Следствие 3.8. Пусть F = Q[ω] – поле, полученное присоединением
элемента ω к полю Q. Тогда граф ΓC(M3(F)) несвязен. Следователь-
но, ΓC(P8(F)) также несвязен.

Доказательство. Пусть ζ – первообразный корень девятой степени
из единицы. Тогда

[Q[ζ] : Q] = ϕ(9) = 6,

где ϕ – функция Эйлера. Минимальным многочленом для ζ является
девятый многочлен деления круга

Φ9(x) = x6 + x3 + 1.

Заметим, что ζ3 является первообразным кубическим корнем из еди-
ницы. Без ограничения общности можем считать, что ω = ζ3. Мини-
мальный многочлен ω над Q равен x2 + x+ 1, поэтому

[Q[ω] : Q] = 2.

Поскольку ω ∈ Q[ζ], поле Q[ω] является подполем в Q[ζ]. Тогда, по
теореме о башне полей,

[Q[ζ] : Q[ω]] =
[Q[ζ] : Q]

[Q[ω] : Q]
=

6

2
= 3.

Таким образом, Q[ζ] – расширение поля Q[ω] степени 3.
Теперь допустим, что расширение Q[ζ]/Q[ω] содержит промежуточ-

ное поле E. По теореме о башне полей,

[Q[ζ] : E] · [E : Q[ω]] = [Q[ζ] : Q[ω]] = 3.

Поскольку 3 – простое число, то поле E обязано совпадать с Q[ζ] или
Q[ω]. Следовательно, собственных промежуточных полей нет. Приме-
няя теорему 3.7 и предложение 3.2, получаем требуемое утвержде-
ние. �

§4. Путь длины 2 между идемпотентами

В этом параграфе мы покажем, что в любой алгебре Окубо с идем-
потентами над произвольным полем F централизаторы любых двух
идемпотентов имеют нетривиальное пересечение. Это наблюдение по-
надобится нам при изучении графа коммутативности вещественных
псевдо-октонионов в следующем параграфе.
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Лемма 4.1. Пусть e, f ∈ O – ненулевые идемпотенты. Рассмотрим
элемент

x = (e+ f) ∗ (e+ f)− 2(e+ f) = e ∗ f + f ∗ e− e− f.

Если x 6= 0, то [e]↔ [x]↔ [f ] в ΓC(O).

Доказательство. По предложению 2.7, n(e) = n(f) = 1. Используя
теорему 2.3(2) и равенство (2.5), нетрудно проверить, что

e ∗ x = e ∗ (e ∗ f) + e ∗ (f ∗ e)− e ∗ e− e ∗ f
= n(e, f)e− f ∗ (e ∗ e) + n(e)f − e− e ∗ f
= (n(e, f)− 1)e+ f − e ∗ f − f ∗ e,

x ∗ e = (e ∗ f) ∗ e+ (f ∗ e) ∗ e− e ∗ e− f ∗ e
= n(e)f + n(e, f)e− (e ∗ e) ∗ f − e− f ∗ e
= (n(e, f)− 1)e+ f − e ∗ f − f ∗ e,

то есть e ∗ x = x ∗ e. Аналогично, f ∗ x = x ∗ f . �

Лемма 4.2. Если в обозначениях леммы 4.1 выполнено x = 0, то
f = e+ z, где
(1) n(z) = n(e, z) = 0,
(2) z ∗ z = 0,
(3) z = e ∗ z + z ∗ e.

Доказательство. Имеем 0 = e ∗ x = (n(e, f)− 2)e− x = (n(e, f)− 2)e,
откуда n(e, f) = 2. Положим z = f − e. Тогда

n(z) = n(f − e) = n(f) + n(e)− n(e, f) = 1 + 1− 2 = 0,

n(z, e) = n(e+ z)− n(e)− n(z) = 1− 1− 0 = 0.

Подставляя f = e+ z в равенства x = 0 и f ∗ f = f , получаем

0 = x = e ∗ (e+ z) + (e+ z) ∗ e− e− (e+ z) = e ∗ z + z ∗ e− z,
0 = f ∗ f − f = (e+ z) ∗ (e+ z)− (e+ z)

= (e ∗ z + z ∗ e− z) + z ∗ z = z ∗ z. �

Замечание 4.3. В частности, если алгебра O не имеет делителей ну-
ля, то есть норма на O анизотропна (см. [12, лемма 2.1]), то условие
x = 0 в лемме 4.1 возможно только при e = f .
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Определение 4.4. Пусть A – произвольная алгебра. Централизато-
ром элемента a ∈ A называется множество элементов A, с ним комму-
тирующих:

CA(a) =
{
b ∈ A | ab = ba

}
.

Лемма 4.5. Пусть поле F алгебраически замкнуто, charF 6= 3 и
O = P8(F) – алгебра псевдо-октонионов. Тогда, с точностью до сопря-
жения матрицами из GL3(F), элементы, удовлетворяющие условию
леммы 4.2 при z 6= 0, имеют вид

z =

0 0 1
0 0 0
0 0 0

 , e ∈


−1 0 0

0 −1 0
0 0 2

 ,

2 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 .

При этом для элемента

g =

−1 0 0
0 2 0
0 0 −1


выполнено g ∈ CO(e) ∩ CO(z), то есть [e]↔ [g]↔ [f ].

Доказательство. Поскольку n(z) = 0, то, как нетрудно заметить,
0 = z ∗ z = zz. Используя жорданову нормальную форму, получаем
искомый вид матрицы z с точностью до сопряжения. Далее, из равен-
ства (2.1) следует, что z = e ∗ z+ z ∗ e = ez+ ze− 2/3 · tr(ez)I. Отсюда
можно получить, что

e =

α β γ
0 −1 δ
0 0 1− α


для некоторых α, β, γ, δ ∈ F. Так как элемент e идемпотентен, то, со-
гласно [9, стр. 10], он сопряжён с матрицей−1 0 0

0 −1 0
0 0 2

 .

Значит, α = −1 или α = 2. Записывая явно e = e ∗ e = ee− tr(ee)/3 · I,
получаем два возможных варианта:

e =

−1 0 γ
0 −1 δ
0 0 2

 или e =

2 β γ
0 −1 0
0 0 −1

 .
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Соответственно рассмотрим

C =

1 0 −γ/3
0 1 −δ/3
0 0 1

 или C =

1 −β/3 −γ/3
0 1 0
0 0 1

 .

Тогда CzC−1 = z,

CeC−1 =

−1 0 0
0 −1 0
0 0 2

 или CeC−1 =

2 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 .

Условие g ∈ CO(e) ∩ CO(z) нетрудно проверить непосредственно, ис-
пользуя замечание 3.1. �

Следствие 4.6. Пусть O – алгебра Окубо над произвольным полем F,
и e, f ∈ O – ненулевые идемпотенты. Тогда d([e], [f ]) 6 2 в ΓC(O).

Доказательство. Если x 6= 0 в лемме 4.1, то [e] ↔ [x] ↔ [f ] в
ΓC(O). Иначе выполнены условия леммы 4.2. Если z = 0, то e = f
и d([e], [f ]) = 0. Поэтому будем считать, что z 6= 0.

Сначала исследуем случай, когда charF 6= 3. Рассмотрим линей-
ные операторы Le и Re соответственно левого и правого умножения
на e. Тогда CO(e) = ker(Le − Re). Аналогично, CO(z) = ker(Lz − Rz).
Переходя к алгебраическому замыканию F поля F, мы получаем ал-
гебру Окубо OF = O ⊗F F над полем F, в которой элементы e и z
по-прежнему удовлетворяют условиям леммы 4.2. Матрицы линейных
операторов Le, Re, Lz, Rz, записанные в некотором базисе алгебры O,
являются матрицами соответствующих операторов на OF в том же ба-
зисе. По лемме 4.5, существует ненулевой элемент g ∈ COF

(e)∩COF
(z) =

kerF(Le−Re)∩kerF(Lz −Rz). Так как существование ненулевых реше-
ний системы линейных алгебраических уравнений не зависит от пере-
хода к алгебраическому замыканию поля, то найдётся ненулевой эле-
мент g′ ∈ kerF(Le − Re) ∩ kerF(Lz − Rz) = CO(e) ∩ CO(z), и тогда
[e]↔ [g′]↔ [f ].

Теперь предположим, что charF = 3. Положим y = z + e ∗ z. Если
y = 0, то z ∗ e = z − e ∗ z = 2z = −z = e ∗ z, поэтому [e]↔ [z]↔ [f ].

Пусть теперь y 6= 0. Используя теорему 2.3(2) и равенство (2.5),
получаем

z ∗ y = z ∗ (z + e ∗ z) = z ∗ z + n(z)e = 0,

y ∗ z = (z + e ∗ z) ∗ z = z ∗ z + n(e, z)z − (z ∗ z) ∗ e = 0,
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откуда y ∈ CO(z). Покажем, что y ∈ CO(e). Действительно,

e ∗ y = e ∗ z + e ∗ (e ∗ z) = e ∗ z + n(e, z)e− z ∗ (e ∗ e) = e ∗ z − z ∗ e,
y ∗ e = z ∗ e+ (e ∗ z) ∗ e = z ∗ e+ z = e ∗ z + 2z ∗ e.

Так как charF = 3, имеем e ∗ y = y ∗ e, поэтому [e]↔ [y]↔ [f ]. �

§5. Граф коммутативности вещественных
псевдо-октонионов

Перейдём теперь к случаю вещественной алгебры Окубо P̃8(R). В
этом параграфе мы покажем, что граф коммутативности ΓC(P̃8(R))
связен, и его диаметр равен четырём, как и в случае алгебры Окубо
над алгебраически замкнутым полем.

Рассмотрим матрицы Гелл-Манна – восемь эрмитовых матриц с
нулевым следом, удовлетворяющих условию tr(λjλk) = 2δjk, см. [16,
стр. 1074]:

λ1 =

0 1 0
1 0 0
0 0 0

 , λ2 =

0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 ,

λ3 =

1 0 0
0 −1 0
0 0 0

 , λ4 =

0 0 1
0 0 0
1 0 0

 ,

λ5 =

0 0 −i
0 0 0
i 0 0

 , λ6 =

0 0 0
0 0 1
0 1 0

 ,

λ7 =

0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 , λ8 =


1√
3

0 0

0 1√
3

0

0 0 − 2√
3

 .

Как отмечено в [22, стр. 45], элементы ej =
√

3λj (j = 1, . . . , 8) образу-
ют ортонормированный базис алгебры P̃8(R) относительно скалярного
произведения n( · , · )/2.

Определение 5.1 ([20, стр. 18]). Подалгебра

P̃4(R) = span{e1, e2, e3, e8}

называется вещественной псевдо-кватернионной алгеброй.
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Определим элемент f ∈ P̃8(R) равенством

f =

−1 0 0
0 −1 0
0 0 2

 . (5.1)

Согласно [9, стр. 10], элемент f является единственным ненулевым
идемпотентом в P8(C) с точностью до сопряжения. Так как P̃8(R) мож-
но рассматривать как подмножество в P8(C), то все идемпотентные
элементы P̃8(R) являются идемпотентными элементами в P8(C). Хо-
рошо известно, что любая эрмитова матрица унитарно подобна своей
жордановой нормальной форме, откуда немедленно вытекает следую-
щее утверждение.

Предложение 5.2. Элемент (5.1) является единственным, с точ-
ностью до унитарного подобия, идемпотентом в P̃8(R).

Установим явный вид централизатора для идемпотента f .

Предложение 5.3. CP̃8(R)(f) = P̃4(R).

Доказательство. Заметим, что подалгебра P̃4(R) состоит из блочно-
диагональных матриц с верхним блоком размеров 2 × 2 и нижним
размеров 1×1. То есть f ∈ P̃4(R), и, поскольку соответствующие блоки
матрицы f – скалярные матрицы, то P̃4(R) ⊆ CP̃8(R)(f).

С другой стороны, централизатор ненулевого идемпотента произ-
вольной алгебры Окубо над полем F, charF 6= 3, является четырёх-
мерной подалгеброй [10, следствие 5.8]. Следовательно, CP̃8(R)(f) =

P̃4(R). �

Замечание 5.4. Так как f – единственный с точностью до унитар-
ного подобия идемпотент в P̃8(R), то диагональных идемпотентов в
точности три: f, ufu∗ и vfv∗, где

u =

0 0 1
0 1 0
1 0 0

 , v =

1 0 0
0 0 1
0 1 0

 .

Тогда из предложения 5.3 следует, что их централизаторы соответ-
ственно равны P̃4 = P̃4(R), L4 = uP̃4(R)u∗ и M4 = vP̃4(R)v∗.

В дальнейшем будет удобно пользоваться понятием циклической
матрицы, централизатор которой хорошо известен.
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Определение 5.5. Матрица A ∈Mn(F) называется циклической, ес-
ли её минимальный и характеристический многочлены совпадают.

В частности, если характеристический многочлен раскладывается
на линейные множители над F, то цикличность матрицы A равно-
сильна тому, что любое её собственное значение имеет геометрическую
кратность 1.

Теорема 5.6 ( [17, теорема 3.2.4.2, задача 3.2.P2]). Матрица
a ∈ Mn(F) является циклической тогда и только тогда, когда цен-
трализатор CMn(F)(a) совпадает с унитальной подалгеброй, порож-
дённой матрицей a.

Некоторые другие эквивалентные условия, характеризующие цик-
лические матрицы над полями, содержащими по меньшей мере n эле-
ментов, приведены в [5, теорема 2.8]. Утверждение, аналогичное теоре-
ме 5.6, можно доказать и для циклической матрицы из алгебры псевдо-
октонионов.

Предложение 5.7. Пусть charF 6= 3 и ω ∈ F. Рассмотрим ненуле-
вой элемент a ∈ P8(F). Если матрица a циклическая, то CP8(F)(a) =

span
{
a, a ∗ a

}
= alg〈a〉, и размерность централизатора равна 2.

Доказательство. Согласно теореме 5.6, CM3(F)(a) = span{I, a, aa}, а
его размерность равна 3. Из замечания 3.1 получаем, что

CP8(F)(a) = {b ∈ CM3(F)(a) | b ∈ P8(F)} = {b ∈ CM3(F)(a) | tr(b) = 0}.

Из равенств a ∗ a = aa− tr(aa)/3 · I и tr(a) = tr(a ∗ a) = 0 немедленно
вытекает требуемое утверждение. �

Замечание 5.8. Аналогично можно показать, что если матрица a ∈
P̃8(R) циклическая, то CP̃8(R)(a) = spanR

{
a, a ∗ a

}
= alg〈a〉, так как

CP̃8(R)(a) = {b ∈ CP8(C)(a) | b∗ = b}.

Следующее предложение устанавливает, что множество элементов
алгебры P̃8(R), не являющихся циклическими матрицами, совпадает с
объединением прямых, проходящих через ненулевые идемпотенты.

Предложение 5.9. Пусть x ∈ P̃8(R), x 6= 0. Тогда множество Fx
содержит ненулевой идемпотент тогда и только тогда, когда x не
является циклической матрицей.
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Доказательство. Если множество Fx содержит ненулевой идемпо-
тент g, то, согласно предложению 5.2, элемент x обладает собственным
значением, геометрическая кратность которого равна 2. Следователь-
но, матрица x не является циклической.

Обратно, если x не является циклической матрицей, то x обладает
собственным значением геометрической кратности не меньше 2. Так
как x – эрмитова матрица и tr(x) = 0, набор собственных значений
матрицы x имеет вид (−λ,−λ, 2λ) для некоторого 0 6= λ ∈ R. Значит,
элемент x/λ идемпотентен. �

Как показано выше, идемпотенты в P̃8(R) обладают централизато-
рами наибольшей размерности. Теперь докажем, что любая вершина
графа коммутативности соединена ребром с идемпотентом.

Лемма 5.10. Для любого ненулевого элемента x ∈ P̃8(R) существу-
ет такой ненулевой идемпотент g∈ P̃8(R), что [x]↔ [g] в ΓC(P̃8(R)).

Доказательство. Так как матрица x является эрмитовой, существу-
ет такая унитарная матрица u ∈ M3(C), что x = udu∗, где d – диа-
гональная матрица. Положим g = ufu∗. Тогда g – идемпотент, и из
[d]↔ [f ] следует [x]↔ [g]. �

Объединяя лемму 5.10 с результатами предыдущего параграфа, со-
гласно которым расстояние между любыми двумя идемпотентами не
превосходит двух, мы получаем основное утверждение о графе ком-
мутативности вещественных псевдо-октонионов.

Теорема 5.11. Граф ΓC(P̃8(R)) связен, и его диаметр равен 4.

Доказательство. Из лемм 4.1 и 5.10 и замечания 4.3 следует, что
diam(ΓC(P̃8(R))) 6 4. С другой стороны, рассмотрим матрицы

x =

 0 i −i
−i 0 i
i −i 0

 , y = −x ∗ x =

0 1 1
1 0 1
1 1 0

 .

Тогда элементы x и y = −x ∗ x линейно независимы. Рассмотрим дву-
мерную подалгебру alg〈x〉 = span{x, y}, порождённую элементом x.
Нетрудно видеть, что

alg〈x〉 ∩ (P̃4 ∪ L4 ∪M4) = {0},

где подалгебры L4 и M4 определены в замечании 5.4.
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Согласно предложению 2.8, если ненулевые элементы a и a′ не про-
порциональны идемпотентам, то порождённые ими подалгебры alg〈a〉
и alg〈a′〉 двумерны. Тогда из a′ ∈ alg〈a〉 следует, что alg〈a′〉 = alg〈a〉.
Кроме того, согласно замечанию 5.8 и предложению 5.9, CP̃8(R)(a) =

alg〈a〉. Таким образом, любой путь из [a] в [b], где b ∈ P̃8(R) \ alg〈a〉,
обязан содержать вершину вида [g], где g – идемпотент подалгебры
alg〈a〉.

Значит, путь из [x] в [e3] должен содержать вершины [g] и [g′], где
g ∈ alg〈x〉 и g′ ∈ alg〈e3〉 – идемпотенты. Так как g′ – диагональный
идемпотент, то из замечания 5.4 следует, что CP̃8(R)(g

′) ⊆ P̃4∪M4∪L4,
откуда получаем g 6↔ g′ и d([x], [e3]) > 4. Следовательно, d([x], [e3]) = 4

и diam(ΓC(P̃8(R))) = 4. �

Замечание 5.12. Из доказательства теоремы 5.11 следует, что мак-
симальное расстояние может достигаться только между теми верши-
нами, которые не пропорциональны идемпотентам. Другими словами,
если d([x], [y]) = 4 в ΓC(P̃8(R)), то Fx и Fy не содержат ненулевых
идемпотентов, то есть матрицы x и y являются циклическими, см.
предложение 5.9. Это утверждение схоже с теоремой 1.1 работы [6],
хотя и является её ослабленной версией. Согласно упомянутой теоре-
ме, если n > 3 и поле F алгебраически замкнуто, то матрица A ∈Mn(F)
является циклической тогда и только тогда, когда найдётся такая мат-
рица X ∈Mn(F), что d(A,X) = 4 в ΓC(Mn(F)).

Авторы благодарны профессору А. Э. Гутерману за участие в по-
становке задачи, внимание к работе и ценные обсуждения.
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Zhilina S. A., Pavlinov D. A. Commuting graphs of Okubo algebras.

Commuting graphs of Okubo algebras are considered, and the problem
of their connectivity is studied. The commuting graph of a pseudo-octonion
algebra P8(F) over a field F , charF 6= 3, that contains a primitive cubic
root of unity is shown to be isomorphic to the commuting graph of the
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matrix algebra M3(F). As a consequence, if the field F is algebraically
closed, then the diameter of the commuting graph for the unique Okubo
algebra over F equals 4. It is shown that the commuting graph of the real
division Okubo algebra is connected and its diameter also equals 4. The
proof of this result relies on the fact that, given any two idempotents in
an arbitrary Okubo algebra, the intersection of their centralizers is always
nonzero.
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