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§1. Введение

Пусть A – n×n матрица. Тогда перманент матрицы A определяется
по формуле

per(A) =
∑
σ∈Sn

a1σ(1)a2σ(2) . . . anσ(n),

где Sn – симметрическая группа порядка n.
Перманент имеет разнообразные приложения. Его применяют в

комбинаторике, теории вероятностей, машинном обучении, физике и
в других дисциплинах, см. [4,6,7,11,16]. Подробное изложение теории
перманентов может быть найдено в ряде классических мнографий, см.,
например, книгу Минка [5].

Относительно недавно было начато активное исследование много-
мерных перманентов. В обзоре [10] излагается общая теория многомер-
ных перманентов и показана их связь с рядом комбинаторных объек-
тов, см. также монографии [8,9,14] и цитируемую в них литературу. В
работах [3,13] исследуются реализуемые значения функции перманент
на множестве многомерных (0, 1)-матриц. Другим значимым классом
матриц является класс (−1, 1)-матриц. Эти матрицы используют в тео-
рии кодирования, экономике и многих других приложениях, см. [12].
В этом множестве содержится важный подкласс матриц Адамара, т.е.
таких (−1, 1)-матриц H порядка n, что HHT = HTH = nEn, где XT

обозначает матрицу, транспонированную к X, а через En обозначе-
на единичная матрица. Открытой проблемой является задача доказа-
тельства того, что перманент на множестве этих матриц отличен от
нуля. Одним из эффективных способов показать, что перманент не
нулевой – доказать, что его значение не делится на некоторую степень
двойки, в отличие от нуля, который делится на любую степень двойки.
Ранее этот вопрос исследовался для двумерных (−1, 1)-матриц. Так
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в статье [1] был предложен новый метод для вычисления перманен-
та (−1, 1)-матрицы и на его основе были доказаны оценки делимости
перманентов (−1, 1)-матриц на степени числа 2.

В настоящей работе исследуется делимость перманентов многомер-
ных (−1, 1)-матриц на степени числа 2. В работе получена новая фор-
мула для вычисления перманентов многомерных (−1, 1)-матриц, обоб-
щающая соответствующую формулу из работы [1, лемма 2.3]; при по-
мощи полученной формулы доказана оценка делимости перманентов
многомерных (−1, 1)-матриц на степени числа 2.

Настоящая работа построена следующим образом. В первом па-
раграфе вводится понятие многомерной матрицы и дано определе-
ние перманента многомерной матрицы; во втором параграфе полу-
чена формула, позволяющая исследовать делимость перманентов на
степени числа 2. В третьем параграфе найдена максимальная степень
двойки, на которую делится каждое значение перманентов многомер-
ных (−1, 1)-матриц. В заключительном параграфе исследуются другие
свойства делимости перманентов многомерных (−1, 1)-матриц.

§2. Перманент многомерной матрицы

Определим многомерную матрицу следующим образом.

Определение 2.1. Пусть k, n ∈ N. k-мерной матрицей порядка n
называется массив чисел (aI)I∈Ikn , где aI ∈ R и

Ikn = {(α1, α2, . . . , αk) | αi ∈ {1, 2, . . . , n}}
– множество индексов.

Можно заметить, что при k = 2 каждый индекс состоит из двух
компонент, и получаются обычные квадратные матрицы.

Множество k-мерных матриц порядка n будем обозначать через
M (n, k). Множество k-мерных матриц порядка n с элементами, рав-
ными 1 или −1, будем обозначать через Ω(n, k).

Определим диагональ многомерной матрицы.

Определение 2.2. Пусть A ∈M(n, k). Обозначим через D(A) мно-
жество всех диагоналей матрицы A, т.е.

D(A) = {{I1, I2, . . . , In}, Ii ∈ Ikn | ∀i 6= j, ρ(Ii, Ij) = k},
где ρ – расстояние Хэмминга (число позиций, в которых два вектора
различаются).
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Пример 2.3. Пусть A ∈M(2, 3).

A =

a(1,1,1) a(1,1,2)

... a(2,1,1) a(2,1,2)

a(1,2,1) a(1,2,2)

... a(2,2,1) a(2,2,2)

 .

Тогда множество всех диагоналей матрицы A будет иметь вид

D(A) = {{(1, 1, 1), (2, 2, 2)}, {(1, 1, 2), (2, 2, 1)},
{(1, 2, 1), (2, 1, 2)}, {(1, 2, 2), (2, 1, 1)}}.

Утверждение 2.4 ([3, утверждение 3.1]). Пусть A ∈M(n, k). Тогда
число диагоналей матрицы A равно n!k−1.

Определение 2.5. Для d ∈ {1, . . . , k} d-мерной гранью матрицы
A ∈M(n, k) называется ее d-мерная подматрица, полученная фикса-
цией k − d компонент индекса, в то время как оставшиеся d компо-
нент принимают все возможные значения из {1, 2, . . . , n}.

Определение 2.6. Гипергранью называется произвольная (k − 1)-
мерная грань k-мерной матрицы.

Проиллюстрируем понятие d-мерной грани на следующих приме-
рах.

Пример 2.7. Рассмотрим матрицу из примера 2.3. Так как
A ∈M(2, 3), то ее индексы Ii состоят из трех компонент:
Ii = (α1, α2, α3), где αi ∈ {1, 2}.

(1) Пусть d = 1; согласно определению 2.5, зафиксируем k − d
= 3 − 1 = 2 компоненты мультииндекса, а оставшаяся ком-
понента может принимать любые значения из множества
{1, 2}. Зафиксируем первые две компоненты: α1 = 1, α2 = 2.
Тогда неупорядоченная пара элементов (a(1,2,1), a(1,2,2)) обра-
зует 1-мерную грань матрицы A.

(2) Пусть d = 2; зафиксируем компоненту индекса с α1 = 1. Тогда
элементы

( a(1,1,1) a(1,1,2)
a(1,2,1) a(1,2,2)

)
образуют 2-мерную грань; так как

k = 3, то, согласно определению 2.6, эта 2-мерная грань так-
же является и гипергранью. Зафиксируем другую компонен-
ту индекса, например, α2 = 1. Тогда элементы

( a(1,1,1) a(1,1,2)
a(2,1,1) a(2,1,2)

)
образуют гипергрань.
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В пункте (2) этого примера можно заметить, что в случае 3-мер-
ных матриц их гиперграни будут 2-мерными матрицами; соответ-
ственно, в случае 4-мерных матриц их гиперграни будут 3-мерными
матрицами и так далее.

Теперь можно дать определение перманента многомерной матрицы.

Определение 2.8. Пусть A ∈M(n, k). Тогда перманент матрицы A
определяется по формуле

per(A) =
∑

d∈D(A)

∏
I∈d

aI . (2.1)

Рассмотрим пример вычисления перманента многомерной матрицы.

Пример 2.9. Рассмотрим матрицу

A =


1 2 3

... 10 11 12
... −1 −2 −3

4 5 6
... 13 14 15

... −4 −5 −6

7 8 9
... 16 17 18

... −7 −8 −9

 ∈M(3, 3).

Тогда ее перманент равен

per(A)=a(1,1,1)a(2,2,2)a(3,3,3)+a(1,1,1)a(2,2,3)a(3,3,2)+a(1,1,1)a(2,3,2)a(3,2,3)

+a(1,1,1)a(2,3,3)a(3,2,2) + a(1,1,2)a(2,2,1)a(3,3,3) + a(1,1,2)a(2,2,3)a(3,3,1)

+a(1,1,2)a(2,3,1)a(3,2,3) + a(1,1,2)a(2,3,3)a(3,2,1) + a(1,1,3)a(2,2,1)a(3,3,2)

+a(1,1,3)a(2,2,2)a(3,3,1) + a(1,1,3)a(2,3,1)a(3,2,2) + a(1,1,3)a(2,3,2)a(3,2,1)

+a(1,2,1)a(2,1,2)a(3,3,3) + a(1,2,1)a(2,1,3)a(3,3,2) + a(1,2,1)a(2,3,2)a(3,1,3)

+a(1,2,1)a(2,3,3)a(3,1,2) + a(1,2,2)a(2,1,1)a(3,3,3) + a(1,2,2)a(2,1,3)a(3,3,1)

+a(1,2,2)a(2,3,1)a(3,1,3) + a(1,2,2)a(2,3,3)a(3,1,1) + a(1,2,3)a(2,1,1)a(3,3,2)

+a(1,2,3)a(2,1,2)a(3,3,1) + a(1,2,3)a(2,3,1)a(3,1,2) + a(1,2,3)a(2,3,2)a(3,1,1)

+a(1,3,1)a(2,1,2)a(3,2,3) + a(1,3,1)a(2,1,3)a(3,2,2) + a(1,3,1)a(2,2,2)a(3,1,3)

+a(1,3,1)a(2,2,3)a(3,1,2) + a(1,3,2)a(2,1,1)a(3,2,3) + a(1,3,2)a(2,1,3)a(3,2,1)

+a(1,3,2)a(2,2,1)a(3,1,3) + a(1,3,2)a(2,2,3)a(3,1,1) + a(1,3,3)a(2,1,1)a(3,2,2)

+a(1,3,3)a(2,1,2)a(3,2,1) + a(1,3,3)a(2,2,1)a(3,1,2) + a(1,3,3)a(2,2,2)a(3,1,1)

= 1 · 14 · (−9) + 1 · 15 · (−8) + 1 · 17 · (−6)

+1 · 18 · (−5) + 2 · 13 · (−9) + 2 · 15 · (−7)

+2 · 16 · (−6) + 2 · 18 · (−4) + 3 · 13 · (−8)
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+3 · 14 · (−7) + 3 · 16 · (−5) + 3 · 17 · (−4)

+4 · 11 · (−9) + 4 · 12 · (−8) + 4 · 17 · (−3)

+4 · 18 · (−2) + 5 · 10 · (−9) + 5 · 12 · (−7)

+5 · 16 · (−3) + 5 · 18 · (−1) + 6 · 10 · (−8)

+6 · 11 · (−7) + 6 · 16 · (−2) + 6 · 17 · (−1)

+7 · 11 · (−6) + 7 · 12 · (−5) + 7 · 14 · (−3)

+7 · 15 · (−2) + 8 · 10 · (−6) + 8 · 12 · (−4)

+8 · 13 · (−3) + 8 · 15 · (−1) + 9 · 10 · (−5)

+9 · 11 · (−4) + 9 · 13 · (−2) + 9 · 14 · (−1) = −9720

§3. Другая формула для вычисления перманента

Сперва введем понятие частичной отрицательной диагонали.

Определение 3.1. Пусть A ∈ Ω(n, k). Частичной отрицательной
диагональю длины j назовем подмножество индексов {I1, I2, . . . , Ij}
некоторой диагонали матрицы A, такое что aI1 = . . . = aIj = −1.

Обозначение 3.2. Для каждого j = {1, 2, . . . , n} через kj обозначим
число различных частичных отрицательных диагоналей длины j. В
частности, считаем, что k0 = 1, рассматривая пустое множество
в качестве единственной частичной отрицательной диагонали дли-
ны 0.

Пример 3.3. Рассмотрим матрицу

A =


−1 1 1

... 1 1 1
... 1 1 1

1 1 1
... 1 −1 −1

... 1 1 1

1 1 1
... 1 1 1

... 1 1 1

 ∈ Ω(3, 3).

В этой матрице есть только частичные отрицательные диагонали
длины 1 и 2. Число частичных отрицательных диагоналей длины 1
равно числу отрицательных элементов матрицы A, то есть в рас-
сматриваемом примере k1 = 3. Следующие мультииндексы образуют
частичные отрицательные диагонали длины 2: d1 ={(1, 1, 1), (2, 2, 2)},
d2 = {(1, 1, 1), (2, 2, 3)}, откуда k2 = 2.
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Определение 3.4. Дополнением частичной отрицательной диаго-
нали длины j назовем добавление к набору индексов частичной от-
рицательной диагонали таких n − j индексов, что для любых двух
индексов полученной диагонали выполняется условие ρ(Ii, Ij) = k, где
ρ(X,Y ) – расстояние Хэмминга.

Как видно из определения 3.4, после дополнения какой-либо ча-
стичной отрицательной диагонали матрицы A мы получим некоторую
диагональ d ∈ D(A) матрицы A. Диагонали, получившиеся в резуль-
тате дополнения частичной отрицательной диагонали, будем называть
полными.

Утверждение 3.5. Любую частичную отрицательную диагональ
длины j можно дополнить до полной диагонали (n−j)!k−1 способами.

Доказательство. Для индексов, которые дополняют частичную от-
рицательную диагональ до полной, должно выполняться условие
ρ(Ii, Ij) = k, где i 6= j. Следовательно, число способов добавить ин-
дексы в частичную отрицательную диагональ будет равно числу диа-
гоналей в матрице из M (n − j, k). Согласно утверждению 2.4, число
таких диагоналей равно (n− j)!k−1. �

Пример 3.6. Рассмотрим матрицу из примера 3.3 и частичную от-
рицательную диагональ d = {(2, 2, 2)} длины 1. Эту диагональ можно
дополнить до полной диагонали следующими четырьмя способами:

{(1, 1, 1), (2, 2, 2), (3, 3, 3)}, {(1, 1, 3), (2, 2, 2), (3, 3, 1)},
{(1, 3, 1), (2, 2, 2), (3, 1, 3)}, {(1, 3, 3), (2, 2, 2), (3, 1, 1)}.

Определение 3.7. Из матрицы A ∈ Ω(n, k) выберем все частичные
отрицательные диагонали длины j, дополним их до полных диагона-
лей всеми возможными способами и пронумеруем их, чтобы разли-
чать. В итоге получим множество пронумерованных дополненных
частичных диагоналей длины j; обозначим это множество через Kj.

Утверждение 3.8. Мощность множества Kj равна

|Kj | = kj · (n− j)!k−1,

где kj – число различных частичных отрицательных диагоналей дли-
ны j.

Доказательство. Пусть дана матрица A ∈ Ω(n, k).
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Число частичных отрицательных диагоналей длины j в матрице A
равно kj . Согласно утверждению 3.5, число способов дополнить каж-
дую из них до полной диагонали равно (n − j)!k−1, следовательно,
|Kj | = kj · (n− j)!k−1. �

Обозначение 3.9. Обозначим через Dm произвольную диагональ
матрицы A ∈ Ω(n, k), содержащую ровно m индексов, соответству-
ющих элементам матрицы A равным −1, и n − m индексов, соот-
ветствующих элементам равным 1.

Утверждение 3.10. Диагональ Dm содержит Cjm различных ча-
стичных отрицательных диагоналей длины j.

Доказательство. В диагонали Dm присутствуют m индексов, кото-
рым соответствуют элементы матрицы A ∈ Ω(n, k), равные −1. Тогда
любой набор из j таких индексов образует частичную отрицательную
диагональ длины j. Число способов выбрать j индексов из m рав-
но Cjm. �

Следствие 3.11. Пусть j ≤ m. Набор индексов диагонали Dm содер-
жится в Kj ровно Cjm раз.

Доказательство. Зафиксируем произвольную диагональ Dm матри-
цы A ∈ Ω(n, k). Согласно утверждению 3.10, диагональ Dm содержит
Cjm частичных отрицательных диагоналей длины j. Выберем одну из
них; обозначим выбранную частичную отрицательную диагональ че-
рез Jm. Дополним диагональ Jm до полной всеми возможными раз-
личными способами. В результате получим множество R различных
дополненных диагоналей.

Так как диагональ Jm дополнялась различными способами, то во
множестве R не найдется двух таких полных диагоналей, у которых
полностью совпадают наборы индексов. Тогда во множестве R содер-
жится одна полная диагональ, у которой набор индексов полностью
совпадает с набором индексов диагонали Dm. Аналогичные рассужде-
ния проведем для оставшихся частичных отрицательных диагоналей.
Следовательно, набор индексов Dm содержится в Kj в точности Cjm
раз. �

Наконец, мы можем сформулировать основное утверждение этого
параграфа, которое обобщает формулу для перманента из статьи [1,
лемма 2.3].
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Лемма 3.12. Пусть A ∈ Ω(n, k). Тогда

per(A) =

n∑
j=0

(−2)j · kj · (n− j)!k−1. (3.1)

Доказательство.

(1) По определению,

per(A) =
∑

d∈D(A)

∏
I∈d

aI .

Каждое слагаемое
∏
I∈d aI соответствует одной диагонали мат-

рицы A и равно 1 или −1 в зависимости от четности числа ин-
дексов, соответствующих элементам aI матрицы A равным −1.
Покажем, что в выражении (3.1) содержится такое же число
−1 и 1, что и в (2.1).

(2) Составим множества Kj из дополненных частичных отрица-
тельных диагоналей матрицы A. Будем считать, что произ-
вольная диагональ Dm матрицы A содержит 1 = C0

m частич-
ных отрицательных диагоналей длины 0. Здесь также поло-
жим Cjm = 0, если m < j. Через Dm обозначим множество
различных диагоналей матрицы A с ровно m индексами, со-
ответствующими элементам матрицы A равным −1. Распишем
правую часть выражения (3.1), учитывая следствие 3.11:

n∑
j=0

(−2)j ·kj ·(n−j)!k−1 =

n∑
j=0

(−2)j · |Kj | =
n∑
j=0

(−2)j ·
( n∑
m=0

∑
Dm∈Dm

Cjm

)
.

Преобразуем полученную сумму. Упростим слагаемое∑
Dm∈Dm

Cjm и занесем множитель (−2)j под знак второй суммы:

n∑
j=0

(−2)j ·
( n∑
m=0

∑
Dm∈Dm

Cjm

)
=

n∑
j=0

(−2)j ·
( n∑
m=0

Cjm
∑

Dm∈Dm

1

)

=

n∑
j=0

(−2)j ·
( n∑
m=0

Cjm · |Dm|
)

=

n∑
j=0

n∑
m=0

(−2)j · Cjm · |Dm|,
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где |Di| – мощность Di. Поменяем местами знаки суммирования
и вынесем множитель |Dm| за знак второй суммы:

n∑
j=0

n∑
m=0

(−2)j · Cjm · |Dm| =
n∑

m=0

n∑
j=0

(−2)j · Cjm · |Dm|

=

n∑
m=0

|Dm|
n∑
j=0

(−2)j · Cjm.

(3) Из пункта (2) видно, что все диагонали матрицы A содер-

жатся в сумме
n∑

m=0
|Dm|. Знаки этих диагоналей зависят от

n∑
j=0

(−2)j · Cjm. Учитывая, что Cjm = 0 при m < j, получим:

n∑
j=0

(−2)j · Cjm =

m∑
j=0

(−2)j · Cjm = (1− 2)m = (−1)m.

(4) В пункте (2) из правой части равенства (3.1) было получено вы-
ражение, содержащее все диагонали матрицы A; в пункте (3)
получены знаки слагаемых этого выражения. Учитывая пунк-
ты (2)–(3) и обозначая через D(A) множество всех диагоналей
матрицы A, составим итоговую цепочку равенств

n∑
j=0

(−2)j · kj · (n− j)!k−1 =

n∑
j=0

(−2)j ·
( n∑
m=0

∑
Dm∈Dm

Cjm

)

=

n∑
m=0

(−1)m · |Dm| =
∑

Dm∈D(A)

(−1)m.

Таким образом, в последней сумме каждой диагонали матри-
цы A соответствует ровно одно слагаемое, равное −1 или 1
в зависимости от четности числа индексов, соответствующих
элементам матрицы A равным −1. Согласно пункту (1), это и
есть значение перманента.

�

Рассмотрим пример вычисления перманента при помощи форму-
лы (3.1).
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Пример 3.13. Пусть A ∈ Ω(3, 3) – матрица из примера 3.3. В этом
примере было показано, что матрица A содержит только частич-
ные отрицательные диагонали длины 1 и 2, то есть k1 = 3, k2 = 2 и
k3 = 0. Согласно обозначению 3.2, число частичных отрицательных
диагоналей длины 0 равно k0 = 1. Подставим полученные значения в
формулу (3.1). Тогда получим:

per(A) =

n∑
j=0

(−2)j · kj · (n− j)!k−1

= 3!2 − 21 · 3 · 2!2 + 22 · 2 · 1!2 = 36− 24 + 8 = 20.

§4. Оценка делимости на степени числа 2

Для определения максимальной степени числа два, на которую мо-
жет делиться перманент (−1, 1)-матрицы, потребуются следующие по-
нятия и утверждения.

Определение 4.1. Пусть p ∈ N\{1} и x ∈ Z{0}. Тогда

νp(x) = max{k ∈ Z| x
pk
∈ Z}.

Замечание 4.2 ([2, замечание 2.7]). Если p – простое число, то

νp(xy) = νp(x) + νp(y).

Лемма 4.3 ([2, лемма 2.9]). Пусть n ∈ N и s – число единиц в двоич-
ной записи числа n. Тогда

ν2(n!) = n− s. (4.1)

Далее найдем максимальную степень двойки, на которую делится
каждое слагаемое в сумме (3.1).

Лемма 4.4. Пусть n,m, k ∈ N, k > 3 и 0 6 m 6 n. Тогда

ν2(2m · (n−m)!k−1) > n− 1. (4.2)

Равенство достигается при m = n− 1.

Доказательство. Применяя последовательно замечание 4.2 и лем-
му 4.3 к левой части выражения (4.2), получаем цепочку равенств

ν2(2m · (n−m)!k−1) = m+ (k− 1) · ν2((n−m)!) = (k− 1)(n−m− s) +m,
(4.3)

где s – число единиц в двоичной записи числа n−m.
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(1) Докажем сперва, что для любого значения k в неравенстве (4.2)
возможно равенство. Пусть m = n − 1. Так как в этом случае
n−m = 1, то s = 1, а тогда

(k − 1)(n− n+ 1− 1) + n− 1 = n− 1.

(2) Теперь рассмотрим случай m = n. В этом случае s = 0, так
что

(k − 1)(n− n) + n = n > n− 1.

(3) Далее будем рассматривать те значения m, для которых вы-
полнены неравенства 06m6n− 2. Пусть 2t−1+16n−m62t,
обозначим этот отрезок через Lt. На этом отрезке выполняют-
ся неравенства 0 6 s 6 t. Положим в выражении (4.3) на
отрезке Lt s равным t. Тогда

(k − 1)(n−m− s) +m > (k − 1)(n−m− t) +m. (4.4)

Минимальное значение правой части неравенства (4.4) на от-
резке Lt достигается при n − m = 2t−1 + 1. Представим m в
виде m = n − 2t−1 − 1. Тогда правая часть неравенства (4.4)
равна

(k − 1)(n− (n− 2t−1 − 1)− t) + n− 2t−1 − 1.

Раскроем скобки и добавим слагаемое (k − 1)− (k − 1) :

(k−1)n− (k−1)(n−2t−1−1)− (k−1)t+n−2t−1−1 + (k−1)− (k−1).

Перегруппируем слагаемые:

(k − 1)n− (k − 1)− (k − 2)(n− 1) + (k − 2)2t−1 − (k − 1)t+ (k − 1)

= (k − 1)(n− 1)− (k − 2)(n− 1) + (k − 2)2t−1 − (k − 1)t+ (k − 1)

= (n− 1) + (k − 2)2t−1 − (k − 1)(t− 1).

Докажем, что

(n− 1) + (k − 2)2t−1 − (k − 1)(t− 1) > n− 1.

Для этого покажем, что (k−2)2t−1−(k−1)(t−1) > 0, но перед
этим упростим это неравенство

(k − 2)2t−1 − (k − 1)(t− 1)

= (k − 1)2t−1 − 2t−1 − (k − 1)(t− 1)

= (k − 1)(2t−1 − (t− 1))− 2t−1 > 0
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и перенесем вправо слагаемое −2t−1:

(k − 1)(2t−1 − (t− 1)) > 2t−1.

При k > 3 и t ∈ N обе части неравенства больше нуля. Проло-
гарифмируем их и преобразуем левую часть:

log2((k − 1)(2t−1 − (t− 1)))

= log2(k − 1) + log2

(
2t−1

(
1− t− 1

2t−1

))
= log2(k − 1) + (t− 1) + log2

(
1− t− 1

2t−1

)
> t− 1.

Так как log2(k − 1) > 1 и log2

(
1− t−1

2t−1

)
> −1, то

log2(k − 1) + log2

(
1− t− 1

2t−1

)
> 0.

Таким образом,

log2((k − 1)(2t−1 − (t− 1))) > log2(2t−1);

(k − 1)(2t−1 − (t− 1)) > 2t−1.

Отсюда следует, что правая часть неравенства (4.4) на отрез-
ке Lt больше либо равна n− 1:

(k − 1)(n−m− t) = (n− 1) + (k − 2)2t−1 − (k − 1)(t− 1) > n− 1.

В итоге мы получили цепочку неравенств:

(k − 1)(n−m− s) +m > (k − 1)(n−m− t) +m > n− 1.

Из пунктов (1)–(3) следует, что

ν2(2m · (n−m)!k−1) > n− 1. �

Теперь можно сформулировать основное утверждение этого пара-
графа.

Теорема 4.5. Пусть A ∈ Ω(n, k), k > 3. Тогда

per(A)
... 2n−1. (4.5)

Доказательство. Представляя перманент матрицы A в виде (3.1)
и применяя неравенство (4.2) к каждому слагаемому, получаем, что

per(A)
... 2n−1. �
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§5. Свойства делимости перманентов некоторых
(−1, 1)-матриц

В этом параграфе будут рассмотрены матрицы A∈Ω(n, k), где k>2.

Утверждение 5.1. Пусть A ∈ Ω(n, k). Тогда перманент per(A) чет-
ный.

Доказательство. Утверждение следует из того, что все слагаемые в
равенстве (3.1) четны. �

Утверждение 5.2.

max
A∈Ω(n,k)

ν2(per(A)) = (k − 1)(n− s),

где s – число единиц в двоичной записи числа n.

Доказательство. Пусть A ∈ Ω(n, k) и пусть в матрице A нет элемен-
тов, равных −1.

(1) Из леммы 3.12 следует, что на матрице A достигается мак-
симальное значение перманента на множестве Ω(n, k), равное
per(A) = n!k−1.

(2) Поскольку n!k−1 – максимальное значение перманента, то все
показатели степеней двойки, делящих значения перманента, не
превосходят ν2(n!k−1) = (k − 1)(n− s). Здесь к ν2(n!k−1) были
применены лемма 4.3 и замечание 4.2. Из этого следует, что

per(A) = n!k−1
... 2(k−1)(n−s). �

Утверждение 5.3. Пусть A – k-мерная матрица из множества
Ω(n, k) и пусть все ее элементы, равные −1, содержатся в одной
гиперграни. Тогда

per(A)
... 2(k−1)(n−1−s),

где s – число единиц в двоичной записи числа n− 1.

Доказательство. Обозначим число элементов, равных −1, через l.
Согласно условиям утверждения, в A имеются только частичные от-
рицательные диагонали длины 1, и их число равно l. Представим пер-
манент per(A) в виде (3.1):

per(A) = n!k−1 − 2 · l · (n− 1)!k−1 = (n− 1)!k−1 · (nk−1 − 2 · l).



18 Т. А. АСМУС, А. Э. ГУТЕРМАН

Применяя лемму 4.3 и замечание 4.2 к множителю (n − 1)!k−1, полу-
чаем, что

per(A)
... 2(k−1)(n−1−s). �
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Let Ω(n, k) be a set of k-dimensional (−1, 1)-matrices of order n. This
paper derives a new formula for computing multidimensional permanents
of (−1, 1)-matrices. Using this formula, the divisibility of the permanents
of multidimensional (−1, 1) matrices by certain powers of 2 is proved.
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