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§1. Введение

Пусть L0 – симметричный положительно определённый вполне неса-
мосопряжённый оператор в гильбертовом пространстве H . Рассмот-
рим динамическую систему α с граничным управлением:

u(t) ∈ DomL∗0, t > 0, (1)

u′′(t) + L∗0u(t) = 0, t > 0, (2)

u(0) = u′(0) = 0, (3)
Γ1u(t) = f(t), t > 0. (4)

Здесь Γ1 – первый из двух граничных операторов [10] так называемой
граничной тройки Вишика (K ; Γ1,Γ2), где K := KerL∗0 и Γ1,Γ2 :
DomL∗0 → K ,

Γ1 := L−1L∗0 − I, Γ2 := PK L∗0,

PK – проектор на K в H , а L – расширение оператора L0 по Фри-
дрихсу. Построение этой граничной тройки основано на разложении
Вишика [8]:

DomL∗0 = DomL0+̇K +̇L−1K .

Граничное управление f представляет собой функцию из класса
C∞([0,∞); K ) с носителем supp f ⊂ (0,∞).

В одном из подходов к решению обратных задач, методе граничного
управления (BC-методе, [1, 13, 2, 3]), рассматривают семейство (гнез-
до) αT подсистем системы α на конечных интервалах [0, T ], T > 0. Для
каждого T особый интерес представляют «гладкие волны» – решения

Ключевые слова: начально-краевая задача, телеграфное уравнение, матричный
оператор Шрёдингера, метод граничного управления, управляющий оператор, за-
дача Гурса.
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системы α в момент времени T , uf (T ) ∈ H , порождаемые гладки-
ми управлениями. Гладкие волны образуют линеал U̇ T , достижи-
мое множество, замыкание которого называется достижимым под-
пространством U T системы αT . Гладкие управления образуют класс
ḞT := {f ∈ C∞([0, T ]; K ) | supp f ⊂ (0, T ]}, который плотен во внеш-
нем пространстве FT := L2([0, T ]; K ) системы αT . Пространство H
рассматривается как внутреннее пространство системы αT , а соот-
ветствие между управлениями и решениями устанавливается с помо-
щью оператора управленияWT : FT →H , действующего по правилу
f 7→ uf (T ) на DomWT = ḞT .

Свойства оператора управления определяются оператором L0 и иг-
рают важную роль в BC-методе. Например, для задачи электромаг-
нитной томографииWT неограничен [2], для задач акустической томо-
графии WT ограничен, но может быть необратимым при достаточно
больших T [2], а для оператора Шрёдингера на полуоси WT является
изоморфизмом из FT в U T (т. е. ограниченным оператором, имею-
щим ограниченный обратный) [5]. Гнездо проекторов на достижимые
подпространства {PU T }T∈[0,∞] служит разложением единицы для опе-
ратора эйконала E =

∫
[0,∞)

TdPU T в H . Переходя к спектральному

представлению этого оператора, мы получаем модельное простран-
ство функций, в котором оператор L0 имеет своё представление L̃0,
рассматриваемое как функциональная модель L0 [7, 6]. Из множества
возможных спектральных представлений особую роль играет пред-
ставление, основанное на треугольной факторизации [9] связывающе-
го оператора CT := (WT )∗WT относительно гнезда подпространств
запаздывающих управлений {FT

s }s∈[0,T ], FT
s := L2([T − s, T ]; K ), по-

скольку оно приводит к локальной функциональной модели L0, даю-
щей способ решения обратных задач.

В настоящей работе мы рассматриваем минимальный матричный
оператор Шрёдингера L0 = − d2

dx2 + q(x) в гильбертовом простран-
стве H = L2([0,∞);Cn) с локально суммируемым эрмитовым мат-
ричнозначным потенциалом q и изучаем свойства соответствующих
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гладких волн и оператора управления. В этом случае система αT при-
нимает эквивалентный вид αTv :

u(·, t) ∈ DomL∗0, t ∈ [0, T ], (5)
ü(x, t)− uxx(x, t) + q(x)u(x, t) = 0, x ∈ (0,∞), t ∈ (0, T ), (6)
u(x, 0) = u̇(x, 0) = 0, x ∈ [0,∞), (7)
u(0, t) = fv(t), t ∈ [0, T ], (8)

где управление fv ∈ FT
v := L2([0, T ];Cn) просто связано с управлени-

ем f , так что решение задачи ufvα (x, t) совпадает с uf (x, t) (см. (14)).
Дифференцирование следует понимать в следующем смысле: u̇ – это
производная функции со значениями в H (по t), а ux – это частная
производная векторнозначной функции двух переменных x и t по x.
Система αTv почти идентична начально-краевой задаче βTv для теле-
графного уравнения:

utt(x, t)− uxx(x, t) + q(x)u(x, t) = 0, x ∈ (0,∞), t ∈ (0, T ), (9)
u(x, 0) = ut(x, 0) = 0, x ∈ [0,∞), (10)
u(0, t) = fv(t), t ∈ [0, T ], (11)

где ut обозначает частную производную по t.
Если потенциал q и управление fv гладкие, а управление обраща-

ется в нуль в окрестности начального момента времени, то хорошо
известно, что система (9)–(11) имеет классическое решение:

ufvβ (x, t) := fv(t− x) +

t∫
x

w(x, s)fv(t− s)ds, (12)

где w – гладкое ядро. Можно увидеть, что это решение также является
решением системы αTv , и, следовательно, WT f = uf (T ) = ufvα (T ) =

ufvβ (T ). Это определяет соответствующий оператор управления WT
v :

fv 7→ ufvα (T ), который является изоморфизмом в L2([0, T ];Cn) (что
ясно из (12)). ПоэтомуWT (или, точнее, его замыкание) – изоморфизм
из FT = L2([0, T ]; K ) в U T = L2([0, T ];Cn). Для гладких управлений
f(t) решение uf (·, T ) является гладким, и если рассмотреть сужение
WT

v на H2([0, T ];Cn), то такой оператор окажется изоморфизмом и в
этом пространстве (т. е. в норме этого пространства).

В общем случае имеется представление
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uf (t) = −f(t) +

t∫
0

L−
1
2 sin(L

1
2 (t− s))f ′′(s)ds (13)

для решения системы αT , однако оно не помогает в установлении
свойств гладкости упомянутых выше волн. Тем не менее, оно поз-
воляет увидеть, что uf (t) единственно и является гладким по t как
H -значная функция.

В настоящей работе мы рассматриваем потенциалы q из класса
L1,loc([0,∞);Mn

C), где Mn
C обозначает квадратные матрицы размера n

с комплексными элементами. В теореме 1 мы показываем, что, хотя
ядро w(x, t) является лишь W1

1 -гладким по x, решение ufvα (x, t) ока-
зывается W2

1 -гладким по x (и C∞-гладким по t). Оператор WT тесно
связан с оператором WT

v , являющимся изоморфизмом в L2([0, T ];Cn).
В теореме 3 мы показываем, что если q ∈ L2([0, T ];Mn

C), то WT
v мож-

но рассматривать в пространстве H2([0, T ];Cn), где он является огра-
ниченным оператором и, более того, такое сужение представляет со-
бой изоморфизм в H2([0, T ];Cn). Эти результаты будут использованы
в статье [14] о характеризации операторов, унитарно эквивалентных
матричным операторам Шрёдингера.

Работа организована следующим образом. В разделе 2 мы опреде-
ляем оператор L0 и получаем эквивалентную систему αTv из системы
αT . В разделе 3 мы рассматриваем начально-краевую задачу βTv и
доказываем формулу для её решения, анализируя соответствующую
задачу Гурса. В разделе 4 мы устанавливаем связь между системами
αTv и βTv , показывая, что решения последней удовлетворяют первой.
В разделе 5 мы изучаем свойства «гладкости» оператора WT

v , т. е. его
ограниченность и обратимость в классе Соболева.

§2. Минимальный оператор Шрёдингера

Пусть q – эрмитова матричнозначная функция из класса
L1,loc([0,∞);Mn

C). Рассмотрим минимальный и максимальный матрич-
ные операторы Шрёдингера Lmin и Lmax в гильбертовом пространстве
H = L2([0,∞);Cn) с областями определения

DomLmax

= {y ∈ L2([0,∞);Cn) ∩W2
1,loc([0,∞);Cn) | − y′′ + qy ∈ L2([0,∞);Cn)},

DomLmin = {y ∈ DomLmax | supp y ⊂ (0,∞) компактен}.



178 С.А.СИМОНОВ

Пусть L0 – замыкание Lmin, тогда L∗0 = Lmax. Предположим, что
потенциал q таков, что оператор L0 положительно определён. Тогда
по теореме Повзнера – Вингольца [15] его индексы дефекта равны
n±(L0) = n, а области определения L0 и его расширения Фридрих-
са L имеют вид

DomL = {y ∈ DomL∗0 | y(0) = 0},
DomL0 = {y ∈ DomL∗0 | y(0) = y′(0) = 0}.

Ядро L∗0 состоит из решений уравнения на собственные функции для
нулевого спектрального параметра:

K = KerL∗0 = {y ∈ DomL∗0 | − y′′ + qy = 0}, dim K = n.

Разложение Вишика DomL∗0 = DomL0+̇L−1K +̇K = DomL+̇K поз-
воляет определить граничную тройку (K ; Γ1,Γ2) с граничными опера-
торами Γ1 = L−1L∗0 − I, Γ2 = PK L∗0, которые для y = y0 + L−1g + h ∈
DomL∗0, y0 ∈ DomL0, h, g ∈ K , действуют по правилу Γ1y = −h,
Γ2y = g. Используя Γ1, рассмотрим динамическую систему с гранич-
ным управлением αT , (1)–(4), где f ∈ ḞT , т. е. f ∈ C∞([0, T ]; K ) и
supp f ⊂ (0, T ].

Пусть K(x) – такое матричное решение уравнения −y′′+qy = 0, что
его столбцы k1, ..., kn образуют базис в K иK(0) = IMnC . Такое решение
существует, поскольку для любого базиса k1, ..., kn ∈ K выполняется
detK(0) 6= 0: в противном случае существует линейная комбинация
k(x) =

∑n
i=1 ciki(x), для которой k(0) = 0, и тогда k ∈ DomL ∩K , но

это пересечение тривиально в силу разложения Вишика.
Для нахождения Γ1 и Γ2 необходимо определить g и h в разложении

y = y0 +L−1g+h. Поскольку h, g ∈ K , положим g(x) = K(x)c, h(x) =
K(x)d, где c, d ∈ Cn. Обозначим K1(x) = (L−1K)(x), где оператор
применяется к столбцам матрицы K(x). Так как y0 ∈ DomL0, имеем
y0(0) = 0 и y′0(0) = 0, следовательно,

y(0) = h(0) = K(0)d = d, y′(0) = K ′1(0)c+K ′(0)d,

а также

(Γ1y)(x) = −h(x) = −K(x)d = −K(x)y(0),

(Γ2y)(x) = g(x) = K(x)c = K(x)(K ′1(0))−1(y′(0)−K ′(0)y(0)).

Здесь матрица K ′1(0) обратима, поскольку если detK ′1(0) = 0, то суще-
ствует такая нетривиальная линейная комбинация k(x) =

∑n
i=1 ciki(x),

что (L−1k)′(0) = 0, и вместе с (L−1k)(0) = 0 это означало бы, что
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L−1k ∈ DomL0 ∩ (L−1K ) = {0}, а это пересечение тривиально в силу
разложения Вишика.

Определим изоморфизм λ : Cn → K , (λv)(x) = −K(x)v, и соответ-
ствующий изоморфизм ΛT : L2([0, T ];Cn)→ L2([0, T ]; K ):

(ΛT fv)(t) := λ(fv(t)), t ∈ [0, T ].

Параметризуя
f = ΛT fv, (14)

запишем систему αT , (1)–(4), в эквивалентной форме αTv , (5)–(8), при-
чем управляющие операторы WT и WT

v будут связаны соотношением

WT
v = WTΛT . (15)

§3. Начально-краевая задача βTv

В этом разделе мы устанавливаем свойства решения системы βTv ,
(9)–(11). Мы показываем, что существует такая непрерывная матрич-
нозначная функция w(x, t), определённая при 0 6 x 6 t < ∞, что
функция

ufvβ (x, t) = fv(t−x) +

t∫
x

w(x, s)fv(t− s)ds, x ∈ [0,∞), t ∈ [0, T ], (16)

(при условии, что fv продолжена на отрицательную полуось нулём)
будет решением системы βTv .

Ядро w является обобщённым решением следующей задачи Гурса:

wtt(x, t)− wxx(x, t) + q(x)w(x, t) = 0, t > 0, x ∈ (0, t), (17)
w(0, t) = 0, t > 0, (18)

w(x, x) = −1

2

x∫
0

q(s)ds, x > 0, (19)

в том смысле, что оно является решением соответствующего инте-
грального уравнения. Далее мы выведем это уравнение тем же спосо-
бом, что и в [12], см. также [11], и покажем, что оно имеет единственное
непрерывное решение. Затем мы докажем, что ufvβ , определённая фор-
мулой (16), удовлетворяет (9)–(11).
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Чтобы свести задачу Гурса к интегральному уравнению, сделаем
замену переменных

ξ = t− x, η = t+ x, v(ξ, η) := w

(
η − ξ

2
,
η + ξ

2

)
.

Тогда (17)–(19) принимает вид

vξη(ξ, η) + q

(
η − ξ

2

)
v(ξ, η)

4
= 0, η > 0, ξ ∈ (0, η), (20)

v(ξ, ξ) = 0, ξ > 0, (21)

v(0, η) = −1

2

η
2∫

0

q(s)ds, η > 0. (22)

Формально решая неоднородное дифференциальное уравнение

vξη(ξ, η) = g(ξ, η) := −q
(
η − ξ

2

)
v(ξ, η)

4
,

получаем

v(ξ, η) =

ξ∫
0

dξ1

η∫
0

dη1g(ξ1, η1) + v1(ξ) + v2(η)

с функциями v1 и v2, которые могут быть определены из (21) и (22).
Это приводит к интегральному уравнению

v(ξ, η) = −1

2

η
2∫
ξ
2

q(s)ds− 1

4

ξ∫
0

dξ1

η∫
ξ

dη1q

(
η1 − ξ1

2

)
v(ξ1, η1). (23)

Обозначим

v0(ξ, η) := −1

2

η
2∫
ξ
2

q(s)ds, ṽ := V v,

где V – оператор, действующий по правилу

(V v)(ξ, η) := −1

4

ξ∫
0

dξ1

η∫
ξ

dη1q

(
η1 − ξ1

2

)
v(ξ1, η1).
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Тогда интегральное уравнение (23) можно записать в виде v = v0+V v,
и его решение есть v = (I−V )−1v0 =

∑∞
n=0 V

nv0. Нужно показать, что
ряд сходится в подходящем смысле. Зафиксируем T > 0 и рассмотрим
это уравнение в пространстве C({(ξ, η) | η ∈ [0, T ], ξ ∈ [0, η]}). Имеем:

‖v0(ξ, η)‖MnC 6
1

2

η
2∫

0

‖q(s)‖MnC ds =: S(η), ξ > 0,

‖(V v0)(ξ, η)‖MnC 6
1

4

ξ∫
0

dξ1

η∫
ξ

dη1S(η1)

∥∥∥∥q(η1 − ξ12

)∥∥∥∥
MnC

= S(η)

ξ∫
0

dξ1

η∫
ξ

dη1S
′(η1 − ξ1) 6 S2(η)ξ,

аналогично получаем

‖(V 2v0)(ξ, η)‖MnC 6
1

4

ξ∫
0

dξ1

η∫
ξ

dη1S
2(η1)ξ1

∥∥∥∥q(η1 − ξ12

)∥∥∥∥
MnC

= S2(η)

ξ∫
0

dξ1ξ1

η∫
ξ

dη1S
′(η1 − ξ1) 6

S3(η)ξ2

2
,

и, по индукции, ‖(V nv0)(ξ, η)‖MnC 6
Sn+1(η)ξn

n! . Следовательно, ряд схо-
дится и полученное решение v лежит в C({(ξ, η) | η ∈ [0, T ], ξ ∈ [0, η]})
при всех T > 0 и удовлетворяет оценке

‖v(ξ, η)‖MnC 6 S(η)eξS(η).

Из равенства (23) видно, что v дифференцируема и что

vξ(ξ, η) =
1

4
q

(
ξ

2

)
− 1

4

η∫
ξ

q

(
η1 − ξ

2

)
v(ξ, η1)dη1

+
1

4

ξ∫
0

q

(
ξ − ξ1

2

)
v(ξ1, ξ)dξ1,
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vη(ξ, η) = −1

4
q
(η

2

)
− 1

4

ξ∫
0

q

(
η − ξ1

2

)
v(ξ1, η)dξ1.

Кроме того, равенство

vξη(ξ, η) = −1

4
q

(
η − ξ

2

)
v(ξ, η)

выполняется для фиксированного ξ и п. в. η, а также для фиксиро-
ванного η и п. в. ξ, что дает (20). Условия (21) и (22), очевидно, вы-
полнены, так что v является решением задачи (20)–(22). Отметим, что
производные vξξ и vηη могут не существовать.

Решение v является суммой явной части v0, которая лишь диф-
ференцируема, и части ṽ, имеющей две производные, как мы сейчас
покажем. Имеем:

v0ξ(ξ, η) =
1

4
q

(
ξ

2

)
, v0η (ξ, η) = −1

4
q
(η

2

)
,

ṽξ(ξ, η)=−1

4

η∫
ξ

q

(
η1−ξ

2

)
v(ξ, η1)dη1+

1

4

ξ∫
0

q

(
ξ−ξ1

2

)
v(ξ1, ξ)dξ1

=−1

2

η−ξ
2∫

0

q(τ)v(ξ, ξ + 2τ)dτ +
1

2

ξ
2∫

0

q(τ)v(ξ − 2τ, ξ)dτ,

(24)

ṽη(ξ, η)=−1

4

ξ∫
0

q

(
η−ξ1

2

)
v(ξ1, η)dξ1 =−1

2

η
2∫

η−ξ
2

q(τ)v(η−2τ, η)dτ. (25)

Подставляя v из уравнения (23), получаем:

d

dξ
v(ξ, ξ + 2τ) =

1

4

(
q

(
ξ

2

)
− q

(
ξ

2
+ τ

))

+
1

2


ξ
2∫

0

q(σ)v(ξ − 2σ, ξ)dσ −
τ∫

0

q(σ)v(ξ, ξ + 2σ)dσ
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−

τ+ ξ
2∫

τ

q(σ)v(ξ + 2τ − 2σ, ξ + 2τ)dσ

 ,

d

dη
v(η − 2τ, η) =

1

4

(
q
(η

2
− τ
)
− q

(η
2

))

+
1

2


η
2−τ∫
0

q(σ)v(η − 2τ − 2σ, η − 2τ)dσ −
τ∫

0

q(σ)v(η − 2τ, η − 2τ + 2σ)dσ

−

η
2∫
τ

q(σ)v(η − 2σ, η)dσ

 .

Подстановка в (24) и (25) даёт

ṽξξ(ξ, η) =
q((η − ξ)/2)v(ξ, η) + q(ξ/2)v(0, ξ)

4

+
1

8


η−ξ
2∫

0

q(τ)(q(ξ/2 + τ)− q(ξ/2))dτ +

ξ
2∫

0

q(τ)(q(ξ/2− τ)− q(ξ/2))dτ


+

1

4


η−ξ
2∫

0

dτq(τ)

 τ∫
0

dσq(σ)v(ξ, ξ + 2σ)−

ξ
2∫

0

dσq(σ)v(ξ − 2σ, ξ)

+

τ+ ξ
2∫

τ

dσq(σ)v(ξ + 2τ − 2σ, ξ + 2τ)


+

ξ
2∫

0

dτq(τ)


ξ
2−τ∫
0

dσq(σ)v(ξ − 2τ − 2σ, ξ − 2τ)

−
τ∫

0

dσq(σ)v(ξ − 2τ, ξ − 2τ + 2σ)−

ξ
2∫
τ

dσq(σ)v(ξ − 2σ, ξ)


 , (26)
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ṽηη(ξ, η) =
q((η − ξ)/2)v(ξ, η)− q(η/2)v(0, η)

4

+
1

8

η
2∫

η−ξ
2

q(τ)(q(η/2)− q(η/2− τ))dτ

+
1

4


η
2∫

η−ξ
2

dτq(τ)

 τ∫
0

dσq(σ)v(η − 2τ, η − 2τ + 2σ)

−

η
2−τ∫
0

dσq(σ)v(η − 2τ − 2σ, η − 2τ) +

η
2∫
τ

dσq(σ)v(η − 2σ, η)


 , (27)

и

ṽξη(ξ, η) = −q((η − ξ)/2)v(ξ, η)

4
.

Возвращаясь к функции w, мы можем записать её в виде w = w0+w̃,
где

w0(x, t) = −1

2

t+x
2∫

t−x
2

q(s)ds.

Для второго слагаемого w̃ найдём производные второго порядка:

w̃tt((η − ξ)/2, (η + ξ)/2) = ṽξξ(ξ, η) + ṽηη(ξ, η) + 2ṽξη(ξ, η)

=
q(ξ/2)v(0, ξ)− q(η/2)v(0, η)

4

+
1

8

q(η/2)

η
2∫

η−ξ
2

q(τ)dτ − q(ξ/2)

η−ξ
2∫

0

q(τ)dτ − q(ξ/2)

ξ
2∫

0

q(τ)dτ

+

η−ξ
2∫

0

q(τ)q(ξ/2 + τ)dτ +

ξ
2∫

0

q(τ)q(ξ/2− τ)dτ −

η
2∫

η−ξ
2

q(τ)q(η/2− τ)dτ


+ ŵ((η − ξ)/2, (η + ξ)/2),
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где функция ŵ содержит все оставшиеся интегральные члены и явля-
ется непрерывной. Возвращаясь к исходным переменным, получаем:

w̃tt(x, t)=
1

4
q

(
t−x

2

)
w

(
t−x

2
,
t−x

2

)
− 1

4
q

(
t+x

2

)
w

(
t+x

2
,
t+x

2

)

+
1

8

q( t+ x

2

) t+x
2∫
t

q(τ)dτ − q
(
t− x

2

) t∫
0

q(τ)dτ

−q
(
t− x

2

) t−x
2∫

0

q(τ)dτ +

x∫
0

q(τ)q

(
t− x

2
+ τ

)
dτ

+

t−x
2∫

0

q(τ)q

(
t−x

2
−τ
)
dτ−

t+x
2∫
x

q(τ)q

(
t+x

2
−τ
)
dτ

+ŵ(x, t). (28)

В то же время, используя (21), имеем

w̃xx((η − ξ)/2, (η + ξ)/2) = ṽξξ(ξ, η) + ṽηη(ξ, η)− 2ṽξη(ξ, η)

= w̃tt((η − ξ)/2, (η + ξ)/2)− 4ṽξη(ξ, η)

= w̃tt((η − ξ)/2, (η + ξ)/2) + q((η − ξ)/2)v(ξ, η),

и, следовательно,

w̃xx(x, t) = w̃tt(x, t) + q(x)w(x, t).

Следующая лемма является следствием теоремы Фубини.

Лемма 1. Если q ∈ L1,loc([0,∞);Mn
C), то интегралы

t−x
2∫

0

q(τ)q

(
t−x

2
−τ
)
dτ,

t+x
2∫
x

q(τ)q

(
t+x

2
−τ
)
dτ и

x∫
0

q(τ)q

(
t−x

2
+τ

)
dτ

как функции x и t локально суммируемы по обеим переменным: при
всех t > 0 они лежат в L1([0, t];Mn

C) как функции x, а при всех x > 0
в L1,loc([x,∞);Mn

C) как функции t.

Доказательство. Первый интеграл равен p((t− x)/2), где

p(x) :=

x∫
0

q(τ)q(x− τ)dτ.
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Возьмём T > 0. Тогда

T∫
0

‖p(x)‖MnC dx 6
T∫

0

dx

x∫
0

dτ‖q(τ)‖‖q(x− τ)‖

=

T∫
0

dτ‖q(τ)‖
T∫
τ

dx‖q(x− τ)‖ =

T∫
0

dτ‖q(τ)‖
T−τ∫
0

dσ‖q(σ)‖

6

T∫
0

‖q(τ)‖dτ
T∫

0

‖q(σ)‖dσ <∞,

что оправдывает изменение порядка интегрирования. Следовательно,
p ∈ L1,loc([0,∞);Mn

C), и мы получаем утверждение для первого инте-
грала.

Второй интеграл можно записать как разность

t+x
2∫

0

q(τ)q

(
t+ x

2
− τ
)
dτ = p

(
t+ x

2

)

и
x∫
0

q(τ)q
(
t+x
2 − τ

)
dτ . Таким образом, остаётся рассмотреть

x∫
0

q(τ)q

(
t+ x

2
− τ
)
dτ и

x∫
0

q(τ)q

(
t− x

2
+ τ

)
dτ.

При всех t > 0 имеем:

t∫
0

dx

x∫
0

dτ‖q(τ)‖
∥∥∥∥q( t+x2

− τ
)∥∥∥∥ =

t∫
0

dτ‖q(τ)‖
t∫
τ

dx

∥∥∥∥q( t+ x

2
− τ
)∥∥∥∥

= 2

t∫
0

dτ‖q(τ)‖
t−τ∫
t−τ
2

dσ‖q(σ)‖ 6 2

t∫
0

‖q(τ)‖dτ
t∫

0

‖q(σ)‖dσ <∞,
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t∫
0

dx

x∫
0

dτ‖q(τ)‖
∥∥∥∥q( t−x2

+ τ

)∥∥∥∥=

t∫
0

dτ‖q(τ)‖
t∫
τ

dx

∥∥∥∥q( t−x2
+τ

)∥∥∥∥
= 2

t∫
0

dτ‖q(τ)‖

t+τ
2∫
τ

dσ‖q(σ)‖ 6 2

t∫
0

‖q(τ)‖dτ
t∫

0

‖q(σ)‖dσ <∞.

В то же время при всех x > 0 и T > x:

T∫
x

dt

x∫
0

dτ‖q(τ)‖
∥∥∥∥q( t+ x

2
− τ
)∥∥∥∥ =

x∫
0

dτ‖q(τ)‖
T∫
x

dt

∥∥∥∥q( t+ x

2
− τ
)∥∥∥∥

= 2

x∫
0

dτ‖q(τ)‖

T+x
2 −τ∫
x−τ

dσ‖q(σ)‖ 6 2

x∫
0

‖q(τ)‖dτ

T+x
2∫

0

‖q(σ)‖dσ <∞,

T∫
x

dt

x∫
0

dτ‖q(τ)‖
∥∥∥∥q( t− x2

+ τ

)∥∥∥∥ =

x∫
0

dτ‖q(τ)‖
T∫
x

dt

∥∥∥∥q( t− x2
+ τ

)∥∥∥∥
= 2

x∫
0

dτ‖q(τ)‖

T−x
2 +τ∫
τ

dσ‖q(σ)‖ 6 2

x∫
0

‖q(τ)‖dτ

T+x
2∫

0

‖q(σ)‖dσ <∞.

Из этого следует утверждение для второго и третьего интегралов, что
завершает доказательство. �

Мы получили следующий результат.

Лемма 2. Пусть q ∈ L1,loc([0,∞);Mn
C). Тогда выполнено следующее.

1. При всех t > 0 верно, что w̃tt(·, t) ∈ L1([0, t];Mn
C).

2. При всех x > 0 верно, что w̃tt(x, ·) ∈ L1,loc([x,∞);Mn
C).

3. При всех t > 0 равенство w̃tt(x, t) − w̃xx(x, t) + q(x)w(x, t) = 0 вы-
полняется для п. в. x ∈ [0, t].
4. Если выбран представитель класса эквивалентности q, то для п. в.
x > 0 равенство w̃tt(x, t)− w̃xx(x, t) + q(x)w(x, t) = 0 выполняется для
п. в. t ∈ [x,∞).

Замечание 1. Равенство частных производных wtt(x, t)−wxx(x, t)+
q(x)w(x, t) = 0 может не выполняться нигде.



188 С.А.СИМОНОВ

Теорема 1. Пусть q ∈ L1,loc([0,∞);Mn
C), fv ∈ C∞loc([0,∞);Cn) и

supp fv ⊂ (0,∞). Тогда функция

ufv(x, t) = fv(t− x) +

t∫
x

w(x, s)fv(t− s)ds (29)

является решением системы

utt(x, t)− uxx(x, t) + q(x)u(x, t) = 0, t > 0, . .x ∈ (0, t), (30)
u(x, t) = 0, x > t, (31)
u(0, t) = fv(t), t > 0. (32)

Кроме того, для каждого t > 0 выполнено:

ufv(·, t) ∈ W2
1 ([0, t];Cn), −ufvxx(·, t) + q(·)ufv(·, t) ∈ C([0, t];Cn).

Доказательство. Продифференцируем равенство (29) по t дважды:

ufvtt (x, t) = f ′′v (t− x) +

t∫
x

w(x, s)f ′′v (t− s)ds.

Отсюда следует, что ufvtt (·, t) ∈ C([0, t];Cn) при всех t > 0. Мы видим,
что при всех xфункции w̃(x, ·) и w̃t(x, ·) абсолютно непрерывны. Таким
образом, можно проинтегрировать по частям:

ufvtt (x, t) = f ′′v (t− x) +

t∫
x

w0(x, s)f ′′v (t− s)ds+

t∫
x

w̃(x, s)f ′′v (t− s)ds

= f ′′v (t− x) +

t∫
x

w0(x, s)f ′′v (t− s)ds+ w̃t(x, x)fv(t− x)

+

t∫
x

w̃tt(x, s)fv(t− s)ds,

поскольку w̃(x, x) = 0. Продифференцируем теперь (29) по x,
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ufvxx(x, t) = f ′′v (t− x) +

 t∫
x

w0(x, s)fv(t− s)ds


xx

+

 t∫
x

w̃(x, s)fv(t− s)ds


xx

= f ′′v (t− x) +

 t∫
x

w0(x, s)fv(t− s)ds


xx

− w̃x(x, x)fv(t− x) +

t∫
x

w̃xx(x, s)fv(t− s)ds,

снова воспользовались тем, что w̃(x, x) = 0. Тогда при всех t > 0 и п. в.
x ∈ (0, t)

ufvtt (x, t)−ufvxx(x, t)=

t∫
x

w0(x, s)f ′′v (t− s)ds−

 t∫
x

w0(x, s)fv(t−s)ds


xx

+ (w̃t(x, x) + w̃x(x, x))fv(t− x) +

t∫
x

(w̃tt(x, s)− w̃xx(x, s))fv(x, s)ds

=

t∫
x

w0(x, s)f ′′v (t− s)ds−

 t∫
x

w0(x, s)fv(t− s)ds


xx

− q(x)

t∫
x

w̃(x, s)fv(x, s)ds,

где мы использовали равенство w̃t(x, x) + w̃x(x, x) = 0. Рассмотрим
отдельно первое и второе слагаемые:

t∫
x

w0(x, s)f ′′v (t− s)ds = w0(x, x)f ′v(t− x) +

t∫
x

w0t(x, s)f
′
v(t− s)ds

= −f
′
v(t− x)

2

x∫
0

q(τ)dτ − 1

4

t∫
x

(
q

(
s+ x

2

)
− q

(
s− x

2

))
f ′v(t− s)ds

и
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 t∫
x

w0(x, s)fv(t− s)ds


xx

=

−1

2

t∫
x

ds

s+x
2∫

s−x
2

dτq(τ)fv(t− s)


xx

=
1

2

 x∫
0

q(τ)dτ

 fv(t−x)−
t∫
x

(
q

(
s+x

2

)
+q

(
s−x

2

))
fv(t−s)ds


x

=
q(x)fv(t− x)

2
− f ′v(t− x)

2

x∫
0

q(τ)dτ

− 1

2


t+x
2∫
x

q(σ)fv(t+ x− 2σ)dσ +

t−x
2∫

0

q(σ)fv(t− x− 2σ)dσ


x

= q(x)fv(t− x)− f ′v(t− x)

2

x∫
0

q(τ)dτ

− 1

2

t+x
2∫
x

q(σ)f ′(t+ x− 2σ)dσ +
1

2

t−x
2∫

0

q(σ)f ′(t− x− 2σ)dσ

= q(x)fv(t− x)− f ′v(t− x)

2

x∫
0

q(τ)dτ

− 1

4

t∫
x

(
q

(
s+ x

2

)
− q

(
s− x

2

))
f ′v(t− s)ds.

Имеем

t∫
x

w0(x, s)f ′′v (t− s)ds−

 t∫
x

w0(x, s)fv(t− s)ds


xx

= −q(x)fv(t− x)

и

ufvtt (x, t)− ufvxx(x, t)
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= −q(x)

fv(t− x) +

t∫
x

w(x, s)fv(t− s)ds

 = −q(x)ufv(x, t).

Мы видим, что выполнено утверждение (30). При всех t > 0 имеем
ufvxx(·, t) ∈ L1([0, t];Cn), что означает ufv(·, t) ∈ H2

1([0, t];Cn), а также
то, что −ufvxx(x, t) + q(x)ufv(x, t) = −ufv(x, t) есть непрерывная функ-
ция x. Условие (31), очевидно, выполнено, а (32) выполняется, посколь-
ку w(0, t) ≡ 0. �

§4. Гладкие волны

В этом разделе мы покажем, что решение ufvβ (x, t) системы βTv одно-
временно является решением системы αTv . Поскольку последнее, как
известно, единственно, см. (13), это означает, что ufvα = ufvβ .

Теорема 2. Пусть q – локально суммируемый эрмитов Mn
C-значный

потенциал. Тогда функция ufvβ (x, t), заданная формулой (16), являет-
ся решением системы αTv , (5)–(8).

Доказательство. Согласно теореме 1, решение ufvβ удовлетворяет (5).
Очевидно, что условия (7) и (8) также выполнены. Остаётся прове-
рить, что выполняется (6). Нужно показать, что производная üfvβ в H

существует и совпадает с частной производной (ufvβ )tt. Это получается
из следующей леммы (применённой дважды). �

Лемма 3. Если fv ∈ C∞([0,∞);Cn) и supp fv ⊂ (0,∞), то u̇fvβ =

(ufvβ )t.

Доказательство. Утверждение леммы следует из прямой оценки.
Пусть h ∈ (−1, 1)\{0}. Поскольку

(ufvβ )t(x, t) = f ′v(t− x) +

t∫
x

w(x, s)f ′v(t− s)ds = u
f ′v
β (x, t)

и f ′v ∈ C∞([0,∞);Cn) с supp f ′v ⊂ (0,∞), то равенство можно диффе-
ренцировать любое число раз, что означает гладкость функ-
ции ufv(x, ·). Использем формулу Тейлора

g(x+ h) = g(x) + g′(x)h+
1

2

x+h∫
x

(x+ h− t)g′′(t)dt
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для гладкой функции g, что дает∥∥∥∥g(x+ h)− g(x)

h
− g′(x)

∥∥∥∥
Cn
6
|h|
2

max
t∈[x,x+h]

‖g′′(t)‖Cn .

Получаем для ufv(x, ·) следующие оценки, предполагая |h| < 1:
∞∫
0

∥∥∥∥ufv(x, t+ h)− ufv(x, t)

h
− ufvt (x, t)

∥∥∥∥2
Cn
dx

6
h2

2

∞∫
0

max
t1∈[t,t+h]

∥∥∥ufvtt (x, t1)
∥∥∥2
Cn
dx

=
h2

2

t+h∫
0

max
t1∈[t,t+h]

∥∥∥∥∥∥f ′′v (t1 − x) +

t1∫
x

w(x, s)f ′′v (t1 − s)ds

∥∥∥∥∥∥
2

Cn

dx

6
h2

2
max

t1∈[0,t+1]
‖f ′′v (t1)‖2Cn(t+1)

[
1+ max
t1∈[0,t+1],x1∈[0,t1]

‖w(x1, t1)‖2MnC (t+1)
]2
.

Это означает, что ufv (·,t+h)−ufv (·,t)
h → ufvt (·, t) при h→ 0 в пространстве

H = L2([0,∞);Cn). �

Следующее следствие сразу получается из леммы.

Следствие 1. Если потенциал q из формулировки теоремы 2 таков,
что оператор L0 положительно определен, то функция uf (x, t) =

ufvβ (x, t), где f = ΛT fv, является решением системы αT , (1)–(4). За-
мыкание оператора WT есть изоморфизм из FT в U T , и U T =
L2([0, T ];Cn).

§5. Управляющий оператор и норма H2

Оператор WT
v : fv 7→ ufvβ (·, t), определённый формулой (16) в

L2([0, T ];Cn), может одновременно рассматриваться как оператор, дей-
ствующий в пространстве H2([0, T ];Cn). Несложно увидеть, что он
ограничен в норме этого пространства. Мы покажем, что он также
ограниченно обратим в этой норме.

Теорема 3. Если q ∈ L2([0, T ];Mn
C), то оператор WT

v , заданный фор-
мулой (15) и суженный на H2([0, T ];Cn), является изоморфизмом в
H2([0, T ];Cn).
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Доказательство. Пусть Y T : fv(·) 7→ fv(T −·) – оператор отражения
в H2([0, T ];Cn). Оператор WT

v будет изоморфизмом в H2([0, T ];Cn)

одновременно с оператором W̃T := WT
v Y

T = I +AT , где AT действует
в H2([0, T ];Cn) по правилу:

(AT fv)(x) = (Afv)(x) :=

T∫
x

w̃(x, s)−

s+x
2∫

s−x
2

q(τ)

2
dτ

 fv(s)ds.

Имеем:

(AT fv)′(x) =

 x∫
0

q(τ)

2
dτ

 fv(x)

+

T∫
x

(
w̃x(x, s)−

q
(
s+x
2

)
+ q

(
s−x
2

)
4

)
fv(s)ds,

(AT fv)′′(x) = (q(x)− w̃x(x, x))fv(x) +

 x∫
0

q(τ)

2
dτ

 f ′v(x)

+

(
q
(
T−x
2

)
− q

(
T+x
2

)
4

)
fv(T )

+

T∫
x

w̃xx(x, s)fv(s)ds−
T∫
x

(
q
(
s+x
2

)
− q

(
s−x
2

)
4

)
f ′v(s)ds.

Из этих равенств сразу видно, что AT ограничен в H2([0, T ];Cn).
Выражение для A определяет несколько операторов в разных про-

странствах. В L2([0, T ];Cn) оно определяет ATL, вольтерров интеграль-
ный оператор. Следовательно, (I+ATL)−1 существует, ограничен, и ряд
Неймана сходится в B(L2([0, T ];Cn)):

(I+ATL)−1 =

∞∑
n=0

(−1)n(ATL)n = I−ATL+(ATL)2−(ATL)3(I+ATL)−1. (33)

Покажем, что выражение для A определяет ограниченные операторы:
(I) из L2([0, T ];Cn) в C([0, T ];Cn),
(II) из C([0, T ];Cn) в C1([0, T ];Cn),
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(III) из C1([0, T ];Cn) в H2([0, T ];Cn).
Эти операторы и AT можно рассматривать как сужения ATL. Обозна-
чим

a1 := 1/2‖q‖L1([0,T ];MnC ), a2 := ‖q‖L2([0,T ];MnC ),

b1 := ‖w̃‖C({(x,t) | t∈[0,T ],x∈[0,t]};MnC ), b2 := ‖w̃x‖C({(x,t) | t∈[0,T ],x∈[0,t]};MnC ),

b3 :=

T∫
0

dx

 T∫
x

‖w̃xx(x, t)‖MnC dt

2

.

Покажем, что b3 конечно. Поскольку w̃xx(x, t) = w̃tt(x, t) + q(x)w(x, t),
функция w непрерывна и q ∈ L2([0, T ];Mn

C), нужно доказать, что

T∫
0

dx

 T∫
x

‖w̃tt(x, t)‖MnC dt

2

<∞.

Достаточно увидеть, что
T∫
x

‖w̃tt(x, t)‖MnC dt является ограниченной фун-

кцией x ∈ [0, T ]. Используя (28) и (26)–(27) для оценки ŵ, обозначая

b4 := ‖w‖C({(x,t)|t∈[0,T ],x∈[0,t]};MnC ),

запишем при каждом x ∈ [0, T ], воспользовавшись оценками из дока-
зательства леммы 1:

T∫
x

‖w̃tt(x, t)‖MnC dt 6 2a1b4 +
3a21
4

+
4a21 + 2a21

8
+

9a21b4
4

.

Отсюда следует, что b3 < ∞. Тогда при соответствующих предполо-
жениях относительно fv выполняются следующие оценки:

i. ‖AT fv‖C 6 (a1 + b1)‖fv‖L1
6 (a1 + b1)

√
T‖fv‖L2

,
ii. ‖(AT fv)′‖C 6 a1‖fv‖C+b2T‖fv‖C+2a1‖fv‖C = (3a1+b2T )‖fv‖C ,
‖AT fv‖C 6 (a1 + b1)‖fv‖L1 6 (a1 + b1)T‖fv‖C ,

iii. ‖(AT fv)′′‖L2 6 (a2 + b2
√
T )‖fv‖C + a1

√
T‖f ′v‖C + 2a1‖fv‖C +√

b3‖fv‖C + 2a1‖f ′v‖C 6 (4a1 + a2 + (a1 + b2)
√
T +
√
b3)‖fv‖C1 ,

‖AT fv‖L26
√
T‖AT fv‖C6(a1 + b1)T

3
2 ‖fv‖C6(a1 + b1)T

3
2 ‖fv‖C1 .

Это означает, что утверждения (I)–(III) верны. Следовательно, (ATL)3

можно рассматривать как ограниченный оператор из L2([0, T ];Cn) в
H2([0, T ];Cn). Поскольку оператор вложения JH2 пространства
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H2([0, T ];Cn) в L2([0, T ];Cn) ограничен, из (33) видно, что сужение
(I+ATL)−1 � H2([0, T ];Cn) есть ограниченный оператор вH2([0, T ];Cn):

(I +ATL)−1 � H2([0, T ];Cn) = I −AT + (AT )2 − (ATL)3(I +ATL)−1JH2 .

Вместе с равенством I +AT = (I +ATL) � H2([0, T ];Cn) это дает

(I +ATL)−1 � H2([0, T ];Cn)(I +AT ) = IH2

= (I +AT )(I +ATL)−1 � H2([0, T ];Cn).

Последнее означает, что

(I +ATL)−1 � H2([0, T ];Cn) = (I +AT )−1.

Отсюда получаем, что W̃T = I +AT , и, следовательно, WT
v – изомор-

физмы в H2([0, T ];Cn). Это завершает доказательство. �
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We study solutions of the system

utt − uxx + q(x)u = 0, x > 0, t > 0,

u|t=0 = ut|t=0 = 0, x > 0,

u|x=0 = f(t), t > 0,

with a locally summable Hermitian matrix-valued potential q and a C∞-
smooth Cn-valued boundary control f vanishing near the origin. We show
that the solution uf (·, T ) is a function from W2

1 ([0, T ];Cn) and that the
control operator WT : g 7→ ug(·, T ) is an isomorphism in L2([0, T ];Cn),
while for q ∈ L2([0, T ];Mn

C) it is also an isomorphism in H2([0, T ];Cn).
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