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§1. Введение

Для заданной последовательности комплексных чисел {a1, a2, . . .},
{b1, b2, . . .}, ai 6= 0, такой, что supn>1{|an|, |bn|} 6 B для некоторого
B > 0, мы задаём

A =


b1 a1 0 0 0 . . .
a1 b2 a2 0 0 . . .
0 a2 b3 a3 0 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

 . (1.1)

Для N ∈ N через AN мы обозначаем матрицу Якоби размера N ×N ,
которая является блоком матрицы (1.1), состоящим из пересечения
первых N столбцов с первыми N строками матрицы A.

Мы рассматриваем оператор H, соответствующий полубесконечной
матрице Якоби A, определённый на l2(N) 3 ψ = (ψ1, ψ2, . . .), задавае-
мый формулой{

(Hψ)n = an−1ψn−1 + bnψn + anψn+1, n > 2,

(Hψ)1 = b1ψ1 + a1ψ2, n = 1.
(1.2)

С матрицей AN мы связываем оператор HN . Функции Вейля для H и
HN определяются (см. [2]) следующим образом:

m(λ) =
(
(H − λ)−1e1, e1

)
, (1.3)

mN (λ) =
(
(HN − λ)−1e1, e1

)
, (1.4)

где en = (0, , . . . , 1, 0, . . .)T – вектор с 1 на n-м месте.

Ключевые слова: комплексные матрицы Якоби, функция Вейля.
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Отметим, что в случае вещественной матрицы A, в соответствии со
спектральной теоремой, это определение эквивалентно следующему:

m(λ) =

∫
R

dρ(z)

z − λ
, (1.5)

где dρ = d (EHe1, e1) и EH – (проекторнозначная) спектральная мера
самосопряжённого оператора H.

С матрицей A и дополнительным параметром a0 6= 0 связана дина-
мическая система с дискретным временем:

un,t+1+un,t−1−anun+1,t−an−1un−1,t−bnun,t=0, n, t∈N,
un,−1 = un,0 = 0, n ∈ N,
u0,t = ft, t ∈ N ∪ {0},

(1.6)

которая является естественным аналогом динамической системы, ас-
социированной с волновым уравнением на полуоси [1, 4]. По анало-
гии с непрерывными задачами [3], мы рассматриваем комплексную
последовательность f = (f0, f1, . . .) как граничное управление. Реше-
ние системы (1.6) обозначается через ufn,t. Мы также рассматриваем
динамическую систему, связанную с конечной матрицей AN :

vn,t+1+vn,t−1−anvn+1,t−an−1vn−1,t−bnvn,t=0, t ∈N0,

n∈1, . . . , N,
vn,−1 = vn, 0 = 0, n = 1, 2, . . . , N + 1,

v0, t = ft, vN+1, t = 0, t ∈ N ∪ {0},

(1.7)

которая является естественным аналогом динамической системы, ас-
социированной с волновым уравнением на отрезке. Решение системы
(1.7) обозначается через vf .

Фиксируя T ∈ N, мы вводим операторы реакции для систем (1.6) и
(1.7), которые действуют по правилам:(

RT f
)
t
:= uf1,t, t = 1, . . . , T, (1.8)(

RTNf
)
t
:= vf1,t, t = 1, . . . , T. (1.9)

Во втором разделе мы вспоминаем некоторые результаты о ком-
плексных матрицах Якоби в нашем случае в соответствии с [2]. Мы
также приводим некоторые результаты из [5] о представлении резоль-
венты (H − λI)−1.
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В третьем разделе мы выводим специальное “спектральное пред-
ставление” для решения системы (1.7).

В заключительном разделе мы вводим дискретное преобразование
Фурье из [9] и выводим представления для функций Вейля для H
и HN .

§2. Операторы, связанные с комплексными матрицами
Якоби, и их функции Вейля

С матрицей A можно связать оператор H, действующий в линейном
пространстве векторов из l2 с конечным числом ненулевых элементов,
используя обычное матричное умножение.

Максимальный оператор Hmax, связанный с матрицей A, определя-
ется на области

D(Hmax) := {y ∈ l2 |Ay ∈ l2} .
Другой оператор, связанный с A, – это минимальный оператор Hmin,
который по определению является наименьшим замкнутым расшире-
нием оператора A.

Определение 1. Матрица A называется правильной (proper), если
операторы Hmax и Hmin совпадают.

Мы рассматриваем два решения разностного уравнения

Hφ = zψ, (2.1)

с начальными условиями

q0(z) = 1, q1(z) = 0, p0(z) = 0, p1(z) = 1.

Определение 2. Комплексная матрица Якоби называется опреде-
ленной (determinate), если хотя бы одна из последовательностей
{pk(0)} или {qk(0)} не принадлежит l2.

В случае конечной матрицы Якоби через φ+(z) мы определяем ре-
шение уравнения (2.1) с данными Коши “на правом конце отрезка”

φ+N+1 = 0, φ+N = 1.

Для случая полубесконечной матрицы A известно [2, раздел 2.1], что
ограниченная матрица является правильной. Более того, согласно [2,
теорема 2.6], правильная матрица является определенной, и по [2, тео-
рема 2.8] для z ∈ C\σess(H) существует l2-решение уравнения (2.1),
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которое мы также обозначаем через φ+(z). Отметим, что поскольку
наша матрица ограничена, σess(H) содержится в шаре радиуса B.

Для двух решений u, v уравнения (2.1) мы вводим вронскиан W (u, v)
по правилу

W (u, v)[n] := an (unvn+1 − un+1vn) .

Нетрудно заметить (как и в вещественном случае), что W не зависит
от n. Действительно, для двух решений

an−1un−1 + bnun + anun+1 = zun,

an−1vn−1 + bnvn + anvn+1 = zvn,

умножая первую строку на vn, а вторую на un и вычитая вторую из
первой, получаем

an−1(un−1vn − vn−1un) = an(unvn+1 − vnun+1),

таким образом, мы имеем

W (u, v) :=W (u, v)[n], n = 1, 2, . . . .

В дальнейшем нам потребуется определить φ+0 . Для этого мы фор-
мально полагаем a0 = 1, тогда φ+0 можно определить (см. вторую
строку в (1.2)) из равенства

a0φ
+
0 + b1φ

+
1 + a1φ

+
2 = zφ+1 .

Таким образом, мы имеем W (u, v) =W (u, v)[0].
Следующая лемма представляет собой комплексный аналог [5, пред-

ложения 2.2, 2.3].

Лемма 1. Функции Вейля для H и HN имеют представление

m(z) = −φ
+
1 (z)

φ+0 (z)
. (2.2)

Доказательство. Функция Грина (ядро резольвенты) определяется
как

Gm,n(z) =
(
(H − z)−1em, en

)
.

Непосредственной проверкой можно убедиться, что

Gm,n(z) =
1

W (p, φ+)
pmin{m,n}(z)φ

+
max{m,n},

где выбор p, φ+ гарантирует выполнение уравнения при n = 1 и n = N
в конечном случае и при n = 1, а также то, что {

∑
nGm,n(z)fn}

∞
m=1

∈
l2 для любой f ∈ l2 с конечным числом ненулевых элементов.
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Тогда по определению (1.3), (1.4), выбору a0 = 1 и условиям на p
при n = 0, 1, мы получаем, что в конечном и полубесконечном случаях

m(z) = G1,1(z) =
p1(z)φ

+
1 (z)

a0((p0(z)φ
+
1 (z)− p1(z)φ

+
0 (z)))

= −φ
+
1 (z)

φ+0 (z)
,

что завершает доказательство. �

§3. Специальное представление решения системы (1.7)

Здесь мы излагаем вывод без подробностей специального представ-
ления решения системы (1.7) в соответствии с [8]. Сначала нам потре-
буется факторизация Отона–Такаги [10]:

Теорема 1. Пусть H ∈ Cn×n – комплексная симметрическая мат-
рица: H∗ = H. Тогда существует унитарная матрица U такая, что

UHUT = D =


d̂1 0 . . . 0

0 d̂2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . d̂n

 , (3.1)

где d̂i > 0, i = 1 . . . , n.

Мы используем эту теорему для матрицы AN : в [8] показано, что
можно выбрать унитарную матрицу U (мы опускаем индекс N) такую,
что

UAN (U)
T
=


d̂1 0 . . . 0

0 d̂2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . d̂n

 ,

d̂i ∈ C\{0}, d̂i 6= d̂j , i 6= j, i, j = 1 . . . , N.

Если мы введём обозначения

U =


û1

û2

. . .
ûN

 , UT =
(
û1 | û2 | . . . | ûN

)
,
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то есть ûi является строкой в первом равенстве или столбцом во вто-
ром, тогда ûi удовлетворяет:

AN ûi = d̂iûi, AN


ûi1
ûi2
. . .
ûin

 = d̂i


ûi1
ui2
. . .

ûin

 . (3.2)

Отметим, что первые компоненты всех векторов не равны нулю:

ûi1 6= 0, i = 1, . . . , N,

в противном случае непосредственно из (3.2) следует, что ûi = 0.
Теперь мы вводим векторы, которые используем в разложении типа

Фурье для решения (1.7) следующим образом:

ui =


0
ûi
1

ûi
1

. . .
ûi
N

ûi
1

0

 , i = 1, . . . , N,

таким образом, мы формально добавляем два значения: ui0 = uiN+1 = 0

и нормируем векторы так, что ui1 = 1. В этом случае мы получим, см.
(3.2)

AN


ûi
1

ûi
1

ûi
2

ûi
1

. . .
ûi
n

ûi
1

 = di



ûi
1

ûi
1

ûi
2

ûi
1

. . .
ûi
n

ûi
1

 ,

где мы обозначили

di := d̂i
ûi1
ûi1
, i = 1, . . . , N.

Теперь мы ищем решение системы (1.7) в виде:

vfn,t =

{∑N
k=1 c

k
t u

k
n,

ft, n = 0.
(3.3)
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Вводя обозначения
N∑
n=1

uknu
i
n = δkiρi, i = 1, . . . , N, (3.4)

Hki =

N∑
n=1

uknu
i
n, k, i = 1, . . . , N, (3.5)

Мы видим, что cit определяются из уравнения

cit+1 + cit−1 −
di
ρi

N∑
k=1

cktHki =
a0
ρi
ft, i = 1, . . . , N. (3.6)

Мы ищем решение системы (3.6) в виде:

cit =
a0
ρi

t∑
l=0

flT
(i)
t−l. (3.7)

Мы вводим обозначение

ωi =

N∑
k=1

di
Hki

ρk
, i = 1, . . . , N, (3.8)

тогда T (i)
t удовлетворяет{

T
(i)
t+1 + T

(i)
t−1 − ωiT

(i)
t = 0,

T
(i)
0 = 0, T

(i)
−1 = −1.

(3.9)

Или, другими словами, T (i)
t — это полиномы Чебышёва второго рода,

вычисленные в точках ωi: T
(i)
t = Tt(ωi).

Мы фиксируем некоторое положительное целое число T и обозна-
чаем через FT внешнее пространство системы (1.7), пространство
управлений: FT := CT , f ∈ FT , f = (f0, . . . , fT−1), f, g ∈ FT , (f, g)FT =∑T−1
k=0 fkgk. И пусть F∞ = {(f0, f1, . . .) | fi ∈ C, i = 0, 1, . . .}, так что

F∞ — это множество комплексных последовательностей.

Определение 3. Для f, g ∈ F∞ мы определяем свёртку c = f ∗ g ∈
F∞ по формуле

ct =

t∑
s=0

fsgt−s, t ∈ N ∪ {0}.
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Определение 4. Оператор реакции RT : FT 7→ CT для системы (1.6)
определяется формулой (1.8)

Вектор реакции – это ядро свёртки оператора реакции,

r = (r0, r1, . . . , rT−1) = (a0, w1,1, w1,2, . . . w1,T−1),

в [6] показано, что R является оператором свёртки:(
RT f

)
t
= uf1,t = r ∗ f·−1.

Выбирая специальное управление f = δ = (1, 0, 0, . . .), ядро оператора
реакции может быть определено как(

RT δ
)
t
= uδ1,t = rt−1, t = 1, 2, . . . .

Таким образом, для специального управления f = δ, используя
(3.3), (3.7), (3.9), имеем:

rNt−1 = vδ1,t =

N∑
k=1

ckt u
k
1 =

N∑
k=1

ckt =

N∑
k=1

1

ρk
Tt(ωk), t = 1, 2, . . . , (3.10)

где ρk и ωk определены в (3.4) и (3.8).
Мы вводим дискретную меру dρN на C, сосредоточенную на мно-

жестве точек {ωk}Nk=1, по определению полагая

dρN ({ωk}) =
1

ρk
,

так что в точках ωk она имеет веса 1
ρk
. Тогда мы можем переписать

(3.10) в форме, напоминающей спектральное представление динами-
ческих обратных данных (см. [7]).

Вследствие конечной скорости распространения волны в системе
(1.6) решение uf зависит от коэффициентов an, bn следующим обра-
зом.

Замечание 1. Для M ∈ N, ufM−1,M зависит от {a0, . . . , aM−1},
{b1, . . . , bM−1}, отклик R2T (или, что эквивалентно, вектор отклика
(r0, r1, . . . , r2T−2)) зависит от {a0, . . . , aT−1}, {b1, . . . , bT }.

Это, в частности, означает, что для векторов реакции систем (1.6),
(1.7) выполняется следующее соотношение:

rt = rNt , t = 1, 2, . . . , 2N − 2. (3.11)

Следующее предложение является одним из результатов работы [8]:
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Предложение 1. Вектор реакции системы (1.7) допускает следую-
щее представление:

rNt−1 =

∫
C

Tt(λ) dρ
N (λ), t = 1, 2, . . . . (3.12)

Вектор реакции системы (1.6) допускает представление:

rt−1 =

∫
C

Tt(λ) dρ(λ), t = 1, 2, . . . . (3.13)

Доказательство. Формула (3.12) является следствием (3.10) и опре-
деления меры dρN (λ). Из (3.11) следует, что rt =

∫
C
Tt(λ) dρ

N (λ) для

любого N , при условии t 6 2N−2. Тогда для произвольного полинома
P ∈ C[λ], P (λ) =

∑M
k=0 akλ

k, мы имеем∫
C

P (λ) dρN (λ) −−−−→
N→∞

M∑
k=0

aksk, sk =

∫
C

λk dρN (λ). (3.14)

Сходимость (3.14) означает, что dρN сходится ∗-слабо при N → ∞ к
некоторой мере dρ, что доказывает (3.13). �

§4. Представление функций Вейля.

Нам необходимо ввести соответствующее преобразование Фурье для
перехода от “динамической” задачи со временем t к “спектральной”
задаче с параметром λ. Здесь мы следуем работе [9]:

4.1. Дискретное преобразование Фурье. Рассмотрим два реше-
ния уравнения

ψn−1 + ψn+1 = λψn, (4.1)
удовлетворяющие начальным условиям:

P0 = 0, P1 = 1, Q0 = −1, Q1 = 0.

Мы ищем единственное l2-решение S:

Sn(λ) = Qn(λ) +m0(λ)Pn(λ),

где m0 — функция Вейля для H0 (частный случай H с an ≡ 1, bn ≡ 0).
Рассмотрим новую переменную z, связанную с λ соотношениями

λ = z +
1

z
, z =

λ−
√
λ2 − 4

2
=
λ− i

√
4− λ2
2

, (4.2)
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z ∈ D ∩ C− для λ ∈ C+, где D = {z | |z| 6 1}. Известно [9], что

m0(λ) = −z.

Уравнение (4.1) имеет два решения: zn и z−n. Поскольку S ∈ l2(N) и
S1(λ) = m0(λ) = −z, мы получаем

Sn(λ) = −zn.

Пусть χ(a,b)(λ) — характеристическая функция интервала (a, b). Спек-
тральная мера невозмущённого оператора H0, соответствующего (4.1),
имеет вид

dρ(λ) = χ(−2,2)(λ)

√
4− λ2
2π

dλ.

Тогда преобразование Фурье F : l2(N) 7→ L2((−2, 2), ρ) действует по
правилу: для (vn) ∈ l2(N):

F (v)(λ) = V (λ) =

∞∑
n=0

Sn(λ)vn.

Обратное преобразование задаётся формулой:

vn =

2∫
−2

V (λ)Sn(λ) dρ(λ).

4.2. Основной результат. Следующая теорема является комплекс-
ным аналогом теоремы из работы [9]. Стратегия снова состоит в ис-
пользовании преобразования Фурье для перехода от динамических си-
стем (1.6), (1.7) к «спектральным» системам с параметром λ. Различие
заключается в доказательстве для полубесконечного случая. В случае
вещественной матрицы A мы использовали сходимость функций Вей-
ля, соответствующих блокам AN , к функции Вейля для полубесконеч-
ной матрицы; здесь у нас нет этой возможности, и нам нужно непо-
средственно показать, что соответствующее решение принадлежит l2.

Теорема 2. Если коэффициенты у полубесконечной матрицы A или
конечной матрицы AN удовлетворяют условию supn>1{|an|, |bn|} 6
B, то функции Вейля m, mN допускают представления
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m(λ) = −
∞∑
t=0

ztrt, (4.3)

mN (λ) = −
∞∑
t=0

ztrNt (4.4)

через векторы реакции (ядра динамических операторов реакции, свя-
занных с (1.6), (1.7)): (r0, r1, r2, . . .),

(
rN0 , r

N
1 , r

N
2 , . . .

)
, где переменные

λ и z связаны соотношениями

λ = z +
1

z
, z =

λ−
√
λ2 − 4

2
=
λ− i

√
4− λ2
2

.

Эти представления справедливы для λ ∈ D, где D ⊂ C+ определяется
следующим образом. Пусть R := 3B + 1, тогда

D :=

{
x+ iy

∣∣∣x > (R+
1

R

)
cosφ, y >

(
1

R
−R

)
sinφ, φ ∈ (π, 2π)

}
.

Доказательство теоремы 1. В системах (1.6), (1.7) мы берём спе-
циальные управления: f = δ, g = δ и переходим к преобразованию
Фурье по переменной t: для фиксированного n мы вычисляем сумму,
используя условия при t = 0:

∞∑
t=0

St(λ)
[
uδn,t+1 + uδn,t−1 − anuδn+1,t − an−1uδn−1,t − bnuδn,t

]
= 0.

Изменяя порядок суммирования, получаем:
∞∑
t=0

uδn,t [St−1(λ) + St+1(λ)]− St(λ)
[
anu

δ
n+1,t + an−1u

δ
n−1,t + bnu

δ
n,t

]
= 0.

(4.5)
Вводя обозначение

ûn(λ) :=

∞∑
t=0

St(λ)u
δ
n,t (4.6)

и предполагая, что S удовлетворяет (4.1), мы выводим из (4.5), что û
удовлетворяет{

an−1ûn−1(λ) + anûn+1(λ) + bnûn(λ) = λûn(λ),
û0(λ) = −1.

(4.7)
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Аналогично, вводя

v̂n(λ) :=

∞∑
t=0

St(λ)v
δ
n,t (4.8)

можно проверить, что v̂ удовлетворяет{
anv̂n+1(λ) + an−1v̂n−1(λ) + bnv̂n(λ) = λv̂n(λ),
v̂0(λ) = −1, v̂N+1 = 0.

(4.9)

Тогда по (2.2) мы немедленно получаем представление для функции
Вейля в конечном случае:

mN (λ) = v̂1(λ) =

∞∑
t=0

St(λ)r
N
t . (4.10)

Переход от динамических систем с дискретным временем (1.6), (1.7)
к системам (4.7), (4.9) с параметром λ будет обоснован, как только мы
покажем, что суммы в (4.6) и (4.8) сходятся. Это показано в [9] для ве-
щественных матриц, и этот метод без каких-либо изменений работает
здесь. Вместо этого мы покажем, что решение ûn(λ) ∈ l2 в некоторой
области. Для этого нам нужны оценки для |uδn,t|. Вводя обозначение

Mt := max
16n6t

{
|uδn,t|, |uδn,t−1|

}
,

из разностного уравнения (первой строки) системы (1.6) мы получаем
следующую оценку:

|uδn,t+1| 6 (3B + 1)Mt.

Из этого соотношения получаем, что

Mt+1 6 (3B + 1)Mt, M0 = 1.

Таким образом, Mt ограничена следующим образом:

Mt 6 (3B + 1)t.

Затем заметим, что поскольку uδn,t = 0, как только t < n, сумма в (4.6)
имеет вид

ûn(λ) :=

∞∑
t=n

St(λ)u
δ
n,t (4.11)

Тогда мы можем оценить:

|ûn(λ)| 6 |z(λ)|nMn

∞∑
t=0

|z(λ)|tMt. (4.12)
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Сумма в правой части (4.11) сходится при условии

|z (λ)|t (3B + 1)t < 1,

или
|z(λ)| < 1

3B + 1
. (4.13)

Оценка (4.13) справедлива в области D ⊂ C+, указанной в (4.5). Тогда
мы можем ввести обозначение K(λ) =

∑∞
t=0 |z(λ)|tMt, и получить из

(4.12), что
|ûn(λ)| 6 |z(λ)|nMnK(λ), для λ ∈ D.

Отсюда мы немедленно получаем, что норма û(λ) в l2 может быть
оценена как

∞∑
n=0

|ûn(λ)|2 6 K(λ)

∞∑
n=0

|z(λ)|2nM2
n. (4.14)

Нам остаётся отметить, что сумма в правой части (4.14) сходится для
λ ∈ D. Последнее означает, что решение (4.6) системы (4.7) принадле-
жит l2 для λ ∈ D, и, таким образом,

m(λ) = û1(λ) =

∞∑
t=0

St(λ)rt.

что завершает доказательство. �

Замечание 2. Стандартная формула для функции Вейля в веще-
ственном случае (1.5) использует спектральную меру оператора H.
В комплекснозначном случае получено представление для функции
Вейля (4.3), (3.13) в терминах некоторой меры, построенной в третьем
разделе. Эта мера была впервые введена в работе [8], где она исполь-
зовалась для решения комплексной проблемы моментов. Детальное
изучение этой меры и связанных с ней полиномов будет предметом
будущих публикаций.
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