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ОПТИМАЛЬНЫЕ ОЦЕНКИ УСТОЙЧИВОСТИ
ВОССТАНОВЛЕНИЯ НЕОРИЕНТИРУЕМОЙ
ПОВЕРХНОСТИ С КРАЕМ ПО ЕЕ ДН-ОПЕРАТОРУ

Введение. Пусть (M, g) – поверхность (двумерное компактное глад-
кое риманово многообразие) с метрикой g и краем (Γ, dl); здесь и да-
лее dl это элемент длины на Γ, индуцированный метрикой g. Для
простоты далее будем считать, что край Γ диффеоморфен окружно-
сти. Обозначим через uf гармоническое продолжение функции f ∈
C∞(Γ;R) внутрь (M, g). Отображение Λ : f 7→ ∂νu

f |Γ, где ν – еди-
ничный вектор внешней нормали на Γ, называется ДН-оператором
поверхности (M, g). Известно (см. [1, 2]), что Λ определяет (M, g) с
точностью до конформной эквивалентности: если (M ′, g′) – другая по-
верхность с тем же краем (Γ; , dl) и ДН-оператором Λ′, то Λ′ = Λ если
и только если существует конформный диффеоморфизм β из (M, g)
на (M ′, g′), который не двигает точки общего края Γ. Классы поверх-
ностей (M, g) относительно указанной эквивалентности будут обозна-
чаться через [(M, g)].

В работах [3, 4, 5] получен следующий результат об устойчивости
определения поверхности по ее ДН-оператору. Далее будем считать,
что рассматриваемые поверхности имеют один и тот же край (Γ, dl)
и один и тот же топологический тип (χ, o), где χ = χ(M) – эйлерова
характеристика M и o = + (o = −) если M ориентируема (неориенти-
руема). ПространствоMm,o конформных классов таких поверхностей
наделяется естественной метрикой Тейхмюллера dT , которая опреде-
ляется следующим образом. Пусть β : M → M ′ – диффеоморфизм;
число

Kβ(x) :=

√
max
a∈TxM

β∗g′(a, a)

g(a, a)

/
min

a∈TxM

β∗g′(a, a)

g(a, a)

называется дилатацией отображения β в точке x, а его максимум
Kβ := maxx∈M Kβ(x) – дилатацией β. Логарифм дилатации являет-
ся естественной мерой отклонения отображения β от конформности;

Ключевые слова: электроимпедансная томография поверхностей, ДН-
операторы, устойчивость решений, расстояние Тейхмюллера, оценки устойчивости.
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в частности, Kβ > 1 и Kβ = 1 если и только если β конформно. Ве-
личина dT ([(M, g)], [(M ′, g′)]) определяется как инфимум 1

2 logKβ на
множестве все конформных диффеоморфизмов β, которые не двига-
ют точки общего края Γ. Отметим, что dT ([(M, g)], [(M ′, g′)]) не зави-
сит от выбора представителей конформных классов [(M, g)] и [(M ′, g′)]
и действительно является метрикой на Mm,o. В то же время мно-
жество Dm,o всех ДН-операторов поверхностей c краем (Γ, dl) и то-
пологического типа (m, o) наделяется метрикой dop(Λ,Λ′) = ‖Λ′ −
Λ‖H1(Γ;R)→L2(Γ;R). Введем “решающее” отображениеR : Dm,o →Mm,o,
такое, что R(Λ) является конформным классом [(M, g)] всех поверх-
ностей (M, g) с ДН-оператором Λ. В [4, 5] доказано, что отображение
R : (Dm,o, dop) → (Mm,o, dT ) непрерывно. Иными словами, если по-
верхность (M ′, g′) диффеоморфна (M, g), имеет тот же край (Γ, dl) и
ее ДН-оператор Λ′ близок к ДН-оператору Λ поверхности (M, g) по
операторной норме, то между (M, g) и (M ′, g′) существует почти кон-
формный (т.е. обладающий близкой к единице дилатацией) диффео-
морфизм, не двигающий точки Γ. Более того, в [5] доказаны локальные
оценки устойчивости:

c(Λ)dop(Λ,Λ′) 6 dT (R(Λ),R(Λ′)) 6 C(Λ)dop(Λ,Λ′)

(o = +, dop(Λ,Λ′) ∈ [0, t0(Λ));

c(Λ)dop(Λ,Λ′) 6 dT (R(Λ),R(Λ′)) 6 C(Λ)dop(Λ,Λ′)1/3

(o = −, dop(Λ,Λ′) ∈ [0, t0(Λ)),

(1)

где положительные константы c, C, t0 зависят только от Λ. В ориенти-
руемом случае оценка (1) является оптимальной, а отображение R –
поточечно билипшицевым.

Результат. В этой заметке мы выводим оптимальную оценку устой-
чивости

dT (R(Λ),R(Λ′)) 6 C(Λ)dop(Λ,Λ′) (o = −, dop(Λ,Λ′) ∈ [0, t0(Λ)) (2)

в неориентируемом случае. С этой целью мы применяем аргументы
из предыдущей статьи [5], которые сводят доказательство (2) к иссле-
дованию свойств определенных нелинейных уравнений, содержащих
ДН-оператор Λ.

Редукция доказательства оценки (2) с помощью метода [5].
Пусть (M, g) – фиксированная неориентируемая поверхность с кра-
ем (Γ, dl) и ДН-оператором Λ, а (M ′, g′) – произвольная поверхность
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с тем же краем и того же топологического типа, что и (M, g), а ее
ДН-оператор Λ′ удовлетворяет оценке ‖Λ′ − Λ‖H1(Γ;R)→L2(Γ;R) 6 ε, где
ε – малый параметр. Пусть π : (M,g) → (M, g) – двулистное нераз-
ветвленные локально изометрическое накрытие, где поверхность M и
M′ ориентируема и наделена инволюцией τ , причем π ◦ τ = π (тогда
M называется двулистным ориентируемым накрытием M). Граница
Γ = ∂M ≡ Γ × {+,−} представляет собой две копии края (Γ, dl).
Конформный класс метрики g и ориентация определяют комплекс-
ную структуру (комплексный атлас) на M. Обозначим через A∞(M)
алгебру (гладких вплоть до края) голоморфных функций на M. То-
гда (антиголоморфная) инволюция τ на M индуцирует инволюцию † :
w 7→ w† := w ◦ τ на алгебре A∞(M). Введем пространство H∞(M) =
{w ∈ A∞(M) | w ◦ τ = w} эрмитовых элементов в A∞(M), тогда
A∞(M) = H∞(M)+iH∞(M). Обозначим (инъективный) оператор сле-
да w 7→ w|Γ на A∞(M) через Tr. Аналогичным образом вводится дву-
листное ориентируемое накрытие (M′,g′, τ ′, π′) поверхности (M ′, g′),
алгебра A∞(M′) голоморфных функций на нем, оператор следа Tr′ и
т.д.

Мы рассматриваем голоморфные вложения E = (w1, . . . ,wn), E ′ =
(w′1, . . . ,w

′
n) римановых поверхностей M и M′ в Cn (здесь функции

wk и w′k голоморфны на M и M′ соответственно). Поверхности E(M)
и E ′(M′) наделяются метриками, индуцируемыми объемлющим про-
странством Cn; при таком выборе метрик E(M) и E ′(M′) конформно
эквивалентны (M,g) и (M′,g′), соответственно. Выбирая достаточно
большую размерность n = n(M, g) = n(Λ), можно подчинить вложе-
ние E дополнительному условию проективности: для любой точки
ξ0 ∈ E(M) существует такое C-линейное отображение (“проекция”) P :
Cn → C и такая область D 3 P (ξ0), что сужение P на E(M) ∩ P−1(D)
инъективно. Напомним, что расстоянием Хаусдорфа dH(K,K ′) между
двумя компактами K и K ′ в Cn называется такое минимальное ε > 0,
что ε-окрестность K содержит K ′ и ε-окрестность K ′ содержит K.

Для доказательства (1) мы используем следующий результат работ
[4, 5].

Теорема 0.1 (см. [4, 5]). Пусть E – голоморфное проективное вло-
жение римановой поверхности с гладким краем Γ в Cn. Тогда суще-
ствуют такие достаточно малые положительные числа t0 = t0(E) и
c = c(E), что для любого голоморфного отображения E ′ из римановой
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поверхности, M′ с тем же краем Γ в Cn, подчиненного оценке

t(E , E ′) := ‖E ′|Γ − E|Γ‖C7(Γ;Cn) < t0, (3)

отображение E ′ является проективным вложением, образы E(M) и
E ′(M′) близки по метрике Хаусдорфа dH(E(M), E ′(M′)) 6 ct(E , E ′) и
существует диффеоморфизм α : E(M) → E ′(M′), который является
почти изометрией

max
ξ∈E(M)

max
a∈TξE(M)

∣∣∣∣‖dα[a]‖Tα(ξ)(Cn)

‖a‖Tξ(Cn)
− 1

∣∣∣∣ 6 ct(E , E ′),
и удовлетворяет соотношению α◦E = E ′ на Γ. Как следствие, отоб-
ражение β := E ′−1 ◦ α ◦ E : M → M′ является почти конформным
диффеоморфизмом |Kβ − 1| 6 ct(E , E ′), не двигающим точки общего
края Γ поверхностей M и M′; в частности, dT ([M], [M′]) 6 ct(E , E ′).

Если при этом поверхности M, M′ наделены антиголоморфными
инволюциями τ и τ ′, τ |Γ = τ ′Γ, M = M/τ , M ′ = M′/τ ′ – (ориентируе-
мые и ли неориентируемые) поверхности с одним и тем же гладким
краем Γ = Γ/τ ∼= Γ/τ ′ и оба вложения симметричны относитель-
но соответствующих инволюций E ◦ τ = E, E ′ ◦ τ ′ = E ′ (где верх-
няя черта обозначает покомпонентное комплексное сопряжение), то
α(ξ) = α(ξ) при всех ξ ∈ E(M) и, в частности, β удовлетворяет со-
отношению β ◦ τ = τ ′ ◦β и потому правило β ◦ π = π′ ◦β определяет
почти конформный диффеоморфизм β : M →M ′, |Kβ − 1| 6 ct(E , E ′);
в частности,

dT ([(M, g)], [(M ′, g′)]) 6 ct(E , E ′). (4)

Таким образом, для вывода оценки (2) достаточно построить “почти
тождественное” вещественно-линейное отображение ι : TrH∞(M) →
Tr′ H∞(M′), удовлетворяющее оценкам

‖ιη − η‖Cl(Γ;R) 6 c(Λ,η, l) ε ∀η ∈ TrH∞(M) (5)

и определить (по любому фиксированному проективному вложению
E = (w1, . . . ,wn)) индуцированное вложение E ′ = (w′1, . . . ,w

′
n) прави-

лом
w′k|Γ = ιwk|Γ.

Тогда величина t(E , E ′) в (3) и (4) допускает оценку t(E , E ′) 6 C(E)ε.
Для построения отображения ι мы используем характеризацию сле-

дов эрмитовых голоморфных функций на ориентируемом накрытии
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(неориентируемой) поверхности в терминах ее ДН-оператора, полу-
ченную в [7]. Обозначим через ∂γ оператор дифференцирования по
длине на Γ = ∂M и введем оператор интегрирования ∂−1

γ , обращаю-
щий ∂γ на пространстве ∂γC∞(Γ;R) и аннулирующий константы. Вве-
дем функцию σ, равную ±1 на компоненте связности Γ×{±} границы
Γ = ∂M. Введем линейный оператор D и нелинейные отображения N,
G, действующие на C∞(Γ;R) по следующим правилам

Df : = (∂γ + Λ∂−1
γ Λ)f,

N(f) : =
1

2
Λ[f2 − (∂−1

γ Λf)2]− fΛf − (∂−1
γ Λf)∂γf,

G(f) : = Df · ∂γN(f)−N(f)∂γDf.

(6)

Лемма 0.2 (см. [6, 7]). Пусть f ∈ C∞(Γ;R) отлична от константы
и Γ̃ – сегмент кривой Γ сколь угодно малой длины. Тогда справедливы
следующие утверждения.

(1) Критерий ориентируемости (см. Следствие 2.4, [6]): Df
аннулируется на Γ̃, если и только если (M, g) ориентируема
и f = <w|Γ, где w голоморфна на M (относительно комплекс-
ной структуры, задаваемой конформным классом метрики g
и выбором ориентации на M).

(2) Характеризация следов голоморфных функций на на-
крытии (см. Лемму 1, [7]): G(f) = 0 если и только если
отношение N(f)/Df = cf является константой и функция

η := f ◦ π + iσ
(
(∂−1
γ Λf) ◦ π + cf

)
(7)

является следом на Γ некоторой эрмитовой голоморфной фун-
кции w ∈ H∞(M).

То же самое верно для поверхностей (M ′, g′), (M′,g′) и ассоции-
рованных с ними отображений D′, N′, G′, f 7→ c′f = N′(f)/D′f . В
частности, G′(f ′) = 0 если и только если

η′ := f ′ ◦ π′ + iσ
(
(∂−1
γ Λ′f ′) ◦ π′ + c′f ′

)
(8)

является следом на Γ некоторой эрмитовой голоморфной функции
w′ ∈ H∞(M′).

Поскольку все ДН-операторы являются ПДО первого порядка (см.
[8]) и на пространстве таких ПДО любые две нормы

‖ · ‖Hl+1(Γ;R)→Hl(Γ;R) и ‖ · ‖Hs+1(Γ;R)→Hs(Γ;R) (l, s = 0, 1, . . . )
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эквивалентны, справедливы оценки

‖Λ− Λ′‖Cl+2(Γ;R)→Cl(Γ;R) 6 clε. (9)

Ввиду последнего факта и формул (7) и (8) построение отображения ι,
удовлетворяющего (5), сводится к построению “почти тождественно-
го” отображения Y : G−1({0}) → G′−1({0}), то есть к доказательству
устойчивости (нелинейного) уравнения G(f) = 0 к малым возмущени-
ям G′ оператора G.

Хотя отображение G нелинейно, оно положительно однородно со
степенью однородности 3, т.е. G(cf) = c3G(f) при любых f ∈ C∞(Γ;R)
и c > 0. Кроме того, множество G−1({0}) совпадает со множеством
вещественных частей следов эрмитовых голоморфных функций w ∈
H∞(M) на Γ × {+} ∼= Γ и потому является линейным пространством
коразмерности −χ(M). (Те же самые факты верны для оператора G′,
ассоциированного с (M ′, g′).) В общем случае мы называем непрерыв-
ное положительно однородное отображение G : E → F (где E и F –
нормированные пространства) (χ, α)−допустимым если степень одно-
родности G равна α и G−1({0}) является линейным подпространством
коразмерности χ в E . Множество Qχ,α(E;F ) всех (χ, α)−допустимых
отображений из E в F наделяется метрикой

d(G′,G) = sup
‖f‖E=1

‖G′(f)− G(f)‖F .

Таким образом, введенные формулой (6) отображения G, G′ являют-
ся (χ, α)−допустимыми, где χ = −χ(M) = −χ(M ′), α = 3, E =
Cl+4(Γ;R), F = Cl(Γ;R), а из оценок (9) следует, что

d(G′,G) 6 c(E)ε. (10)

Для построения отображения Y используется следующая лемма, до-
казанная в [5].

Лемма 0.3. Пусть G ∈ Qχ,α(E;F ) и h1, . . . , hα ∈ E линейно незави-
симы по модулю G−1({0}). Для каждого f ∈ G−1({0}) введем функцию

ef (t) := sup
{
|~d|
∣∣ ~d = (d1, . . . , dχ)T ∈ Cχ,

‖G
(
f −

χ∑
k=1

dkhk

)
‖F 6 t‖f‖αE

} (11)

(тогда limt→0 ef (t) = 0 при каждом f ∈ E).
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Тогда существует такое достаточно малое d0 > 0, что для каж-
дого отображения G′ ∈ Qχ,α(E;F ), подчиненного неравенству d(G′,G)

< d0, элементы h1, . . . , hα линейно независимы по модулю G′−1({0})
и прямое разложение

f =

χ∑
k=1

dk(f)hk + Yf (dk(f) ∈ C, Yf ∈ G
′−1({0}))

определяет отображение Y : G−1({0}) → G′−1({0}), которое при
каждом f ∈ G−1({0}) подчинено оценке

‖Yf − f‖E 6 cef
(
d(G′,G)

)
, (12)

где c не зависит от f и G′.

Итак, Лемма 0.3 доставляет отображениеY : G−1({0})→ G′−1({0}),
удовлетворяющее оценкам (12). Определим отображение

ι : TrH∞(M)→ Tr′ H∞(M′)

правилом ιη = η′, где η,η′ заданы формулами (7), (8) и f и f ′ связаны
равенством f ′ = Yf . Тогда из оценок (12), (10) и (9) следует, что

‖ιη − η‖Cl(Γ;R) 6 cl[ef
(
Cε
)

+ ε], (13)

где f ◦ π = <η и cl, C не зависят от G′ и η. Таким образом, для того,
чтобы доказать неравенства (5) и, тем самым, оценку (2), достаточно
доказать, что при всех f ∈ G−1({0}) функция ef удовлетворяет оценке

ef (s) = O(s) (s→ 0). (14)

Отметим, что в [5] доказаны более грубые оценки ef (s) = O(s1/3),
подстановка которых в (13), (3) и (4) дает оценку t(E , E ′) = O(ε1/3) и
второе неравенство в (1).

Доказательство оценок (14). Вторую формулу в (6) можно пере-
писать в виде N(f) = Q(f, f)/2, где Q – билинейное отображение,
заданное правилом

Q(f, h) := Λ
[
f · h− (∂−1

γ Λf) · (∂−1
γ Λh)

]
− f · Λh− h · Λf − (∂−1

γ Λf) · ∂γh− (∂−1
γ Λh) · ∂γf.

(15)

Тогда
N(f + h) = N(f) + Q(f, h) + N(h).
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Отсюда и из (6) вытекает разложение

G(f + h) =

3∑
k=0

Gf,(k)(h)

для оператора G. Здесь Gf,(0)(h) := G(f), Gf,(3)(h) := G(h) и

Gf,(1)(h) := ∂γN(f) ·Dh−N(f) · ∂γDh
+ (Df) · ∂γQ(f, h)− (∂γDf) ·Q(f, h),

Gf,(2)(h) := (Df) · ∂γN(h)− (∂γDf) ·N(h)

+ ∂γQ(f, h) ·Dh−Q(f, h) · ∂γDh.

(16)

Каждый член Gf,(k) : E → F является непрерывным положитель-
но однородным отображением со степенью однородности k, то есть
Gf,(k)(sh) = skGf,(k)(h) для всех s > 0 и f ∈ C∞(Γ;R). Более того,
Gf,(1) является линейным оператором.

Следующее утверждение является ключевым для доказательства
оценок (14) и (2).

Лемма 0.4. При каждом f ∈ G−1({0})\{0} для линейного оператора
(16) справедливо равенство

KerGf,(1) = G−1({0}). (17)

Доказательство. Пусть f 6= const (случай f = const тривиален).
Ввиду неориентируемости M и утверждения 1. Леммы 0.2 функция
Df не может аннулироваться ни на каком сегменте Γ. Теперь из опре-
деления (6) оператора G следует, что уравнение G(f) = 0 эквивалентно
условию N(f) = cfDf , где cf ∈ R. С учетом этого условия формула
(16) принимает вид

Gf,(1)(h) := cf
[
∂γDf ·Dh−Df · ∂γDh

]
+ (Df) · ∂γQ(f, h)− (∂γDf) ·Q(f, h)

= (Df)−2∂γ

(
Q(f, h)− cf ·Dh

Df

)
.

Поэтому Gf,(1)(h) = 0 если и только если

Q(f, h) = cf ·Dh+ c̃f,hDf (18)

при некоторых cf , c̃f,h ∈ R.
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Введем функции

f = f ◦ π, p = σ
(
(∂−1
γ Λf) ◦ π + cf

)
,

h = h ◦ π, q = σ
(
(∂−1
γ Λh) ◦ π + c̃f,h

)
(19)

и обозначим через uf гармоническое продолжение f внутрь накрытия
(M,g). Из условия G(f) = 0 и утверждения 2. Леммы 0.2 следует,
что функция w := uf + iup голоморфна на накрытии (M,g). Условие
Коши-Римана для w можно представить в виде

Φ∇uf = ∇up, (20)

где Φ : TM→ TM – непрерывное семейство

g(Φa,Φb) = g(a, b), g(Φa, b) = −g(a,Φb),

Φ2a = −a (a, b ∈ TxM, x ∈M),

(иногда называемое почти комплексной структурой, см. [9]).
Пусть ν – единичный вектор внешней нормали на Γ и Λ : f 7→ uf |Γ

– ДН-оператор поверхности (M,g). Ввиду локальной изометричности
накрытия π : (M,g)→ (M, g) справедливы соотношения

uf◦π = uf ◦ π, dπ[ν] = ν, Λ(h ◦ π) = (Λh) ◦ π. (21)

Введем единичный касательный вектор γ := Φν; тогда γ = dπ[σγ] –
единичный касательный вектор на Γ.

Сужая уравнение (20) на Γ и учитывая (21), получаем

∂γp = Λf = (Λf) ◦ π, Λp = −∂γf = −σ · (∂γf) ◦ π, (22)

где Λ – ДН-оператор поверхности (M,g) (напомним, что Λ(h ◦ π) =
(Λh) ◦ π).

Пусть U – односвязная область в M, содержащая сегмент Γ̃ кри-
вой Γ. Поскольку функция uh гармонична на U , из леммы Пуанкаре
вытекает существование такой (определенной с точностью до адди-
тивной константы) функции vU на U , что функция w̃U := uh + ivU
голоморфна на U . Сужая уравнение Коши-Римана Φ∇uh = ∇vU для
w̃U на сегмент Γ̃ и учитывая соотношение dπ[σγ] = γ, получаем

∂γvU = ∂νuh = Λh = (Λh) ◦ π, ∂νvU = −∂γh = −σ · (∂γh) ◦ π. (23)

Сравнивая (23) с (19), получаем ∂γvU = ∂γq. Таким образом, функцию
vU можно выбрать так, чтобы на Γ̃ выполнялось равенство vU = q.
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Поскольку w и w̃ голоморфны на U , функция

Re(ww̃U ) = ufuh − upvU

гармонична на U , причем на Γ̃ выполнены равенства

Re(ww̃U ) = fh− pq =
[
fh−

(
∂−1
γ Λf + cf

)
·
(
∂−1
γ Λh+ c̃f,h

)]
◦ π =: Y

и (ввиду (22) и (23))

∂ν Re(ww̃U ) = h ·Λf + f ·Λh− q ·Λp− p∂νvU

= h ·Λf + f ·Λh + q∂γf + p∂γh

=
[
hΛf+fΛh+

(
∂−1
γ Λh+c̃f,h

)
∂γf+

(
∂−1
γ Λf+cf

)
∂γh

]
◦ π.

Из последних двух формул и определений (15), (6) формы Q и опера-
тора D имеем

Q(f, h) ◦ π :=
[
Λ
[
fh− (∂−1

γ Λf)(∂−1
γ Λh)

]]
◦ π

−
[
fΛh− hΛf − (∂−1

γ Λf)∂γh− (∂−1
γ Λh)∂γf

]
◦ π

= ΛY +
[
c̃f,hΛ∂−1

γ Λf + cfΛ∂−1
γ Λh

]
◦ π

− ∂ν Re(ww̃U ) +
[
c̃f,h∂γf + cf∂γh

]
◦ π

= ∂ν
[
uY − Re(ww̃U )

]
+
[
c̃f,hDf + cfDh

]
◦ π.

Таким образом, уравнение (18) эквивалентно выполнению равенства

∂ν
[
uY − Re(ww̃U )

]
= 0 на Γ̃ (24)

при любых U и Γ̃. Поскольку функции uY и Re(ww̃U ) гармонические
на U , из (24), из (24) и теоремы о единственности решений задачи
Коши для эллиптических уравнений следует, что

uY = Re(ww̃U ) на U.

Последнее равенство можно переписать в виде

vU =
ufuh − uY

up
,

причем здесь правая часть определена глобально на M, а левая часть
гладкая и гармоническая на любой окрестности U и удовлетворяет
условию Коши-Римана Φ∇uh = ∇vU на U . Таким образом, функция

w̃ := uh + i
ufuh − uY

up
.
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(глобально) голоморфна на (M,g), причем w̃ ◦ τ = w̃ и

w̃|Γ = h + i
fh−Y

p
= h + iq = h ◦ π + iσ

(
(∂−1
γ Λh) ◦ π + c̃f,h

)
.

Отсюда и из утверждения 2. Леммы 0.2 следует, что G(h) = 0. Тем
самым доказано включение KerGf,(1) ⊂ G−1({0}).

Теперь пусть h ∈ G−1({0}); тогда из утверждения 2. Леммы 0.2
следует, что функция ẃ = uh +uq голоморфна, где h и q заданы фор-
мулой (19) и c̃f,h – некоторая константа. Тогда функция Re(ẃw) гар-
монична на (M,g) и Re(ẃw) = Y на Γ̃, откуда следует uY = Re(ẃw)
и равенство (24) на Γ. Поскольку последнее равенство эквивалент-
но уравнениям (18) и Gf,(1)(h) = 0, доказано включение KerGf,(1) ⊃
G−1({0}). �

Пусть функция f ∈ G−1({0}) непостоянна. Поскольку функции h1,
. . . , hχ из леммы 0.3 линейно независимы по модулю G−1({0}), из фор-
мулы (17) и компактности единичной сферы Sχ−1 в Cχ следует, что

inf
~e∈Sχ−1

∥∥∥Gf,(1)

( χ∑
k=1

ekhk

)∥∥∥ > C(G, f) > 0. (25)

Из (25) и непрерывности и однородности (степени k) каждого отобра-
жения Gf,(k) следует, что∥∥∥G(f − χ∑

k=1

dkhk

)∥∥∥
F

=
∥∥∥ 3∑
n=1

Gf,(n)

(
−

χ∑
k=1

dkhk

)∥∥∥
F

=
∥∥∥ 3∑
n=1

|~d|nGf,(n)

(
−

χ∑
k=1

dk

|~d|
hk

)∥∥∥
F

> |~d|
∥∥∥Gf,(1)

(
−

χ∑
k=1

dk

|~d|
hk

)∥∥∥
F
−
∑
n=2,3

|~d|n
∥∥∥Gf,(n)

(
−

χ∑
k=1

dk

|~d|
hk

)∥∥∥
F

> C(G, f)|~d| − c(G, f)|d|2 > C(G, f)|~d|/2

при достаточно малых ~d ∈ Cχ. Отсюда и из определения (11) функции
ef немедленно следует оценка (14).

Наконец, подстановка (14) в формулы (13), (3) и (4) дает оценку
t(E , E ′) = O(ε) и неравенство (2). Таким образом, мы приходим к сле-
дующему утверждению.
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Следствие 0.5. При всех m = 0, 1, . . . и o = ± решающее отображе-
ние R : (Dm,o, dop)→ (Mm,o, dT ) поточечно билипшицево.

Оценки устойчивости определения поверхности с краем по
ДН-оператору, заданному на части границы. Пусть (M, g) –
(ориентируемая или неориентируемая) поверхность с краем и (Γ, dl)
– компонента связности ∂M (dl – элемент длины, индуцированный
метрикой g на Γ). Введем оператор Лапласа–Бельтрами ∆g на (M, g)
и обозначим через uf решение задачи

∆gu
f = 0 в M\∂M, uf = f на Γ, ∂νu

f = 0 на ∂M\Γ,

где ν – единичный вектор внешней нормали на ∂M . Определим (ча-
стичный) ДН-оператор поверхности (M, g) правилом Λf = ∂νu

f |Γ. Мы
пишем [(M, g)] = [(M ′, g′)] если (Γ, dl) является общей частью краев
∂M и ∂M ′ и между (M, g) и (M ′, g′) существует конформный диф-
феоморфизм, не двигающий точки Γ; тогда [(M, g)] = [(M ′, g′)] ес-
ли и только если их ДН-операторы совпадают. Как и раньше, про-
странство M конформных классов [(M, g)] поверхностей (M, g) фик-
сированного топологического типа наделяется метрикой Тейхмюллера
dT ([(M, g)], [(M ′, g′)]) = inf 1

2 logKβ (где инфимум берется по всем диф-
феоморфизмам между M и M ′, не двигающим точки Γ), а простран-
ство D соответствующих им ДН-операторов – метрикой dop.

Вне зависимости от ориентируемости поверхности M для нее опре-
делено двулистное (разветвленное) накрытие (M, g, τ̄), такое, что
(M, g)/τ̄ = (M, g) (если M ориентируема, то M получается склеива-
нием двух копий M вдоль M\Γ, если же M неориентируема, то M
получается из двулистного ориентируемого накрытия (M,g, τ, π) по-
верхностиM отождествлением таких точек x и τ(x), что π(x) ∈M\Γ).
Для таких накрытий по-прежнему верна Теорема 0.1, а характериза-
ция граничных следов голоморфных функций w, симметричных от-
носительно инволюции (w ◦ τ̄ = w) – такая же, как в утверждении 2.
Леммы 0.2 (этот факт доказан в Лемме 2, [10]). Поэтому повторение
рассуждений выше приводит к следующему утверждению.

Предложение 0.6. Решающее отображение R : (D, dop)→ (M, dT )
поточечно билипшицево.
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Korikov D. V. Optimal stability estimates for determination of a non-
orientable surface with boundary via its DN-map.

As is well-known, a surface with boundary is determined, up to confor-
mal equivalence, by its Dirichlet-to-Neumann (DN) map. In this note,
we prove the local estimates of the Teichmüller distance between the
conformal classes of non-orientable surfaces (M, g) and (M ′, g′) with given
boundary Γ = ∂M = ∂M ′ and the topology via the operator norm of the
difference between their DN-maps. These estimates are optimal and they
refine the corresponding results of previous works [4, 5].
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