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§1. Введение

Согласно классическому результату Титчмарша (см. монографию
[9, глава 5]), реализация Дирихле оператора Штурма–Лиувилля
−d2/dx2+q с суммируемым потенциалом q( · ) ∈ L1(R+) имеет неотри-
цательный лебеговский спектр кратности 1 (см. Определение 2.6). На
матричный случай этот результат был распространен разными мето-
дами в работах [16, 17, 21] и [4] (см. также монографию [11]). Отметим,
что в [16] рассматривался также случай матричного оператора Шре-
дингера с конечным числом точек дельта-взаимодействий. Касательно
операторов с дельта-взаимодействиями см. монографии [12, 13], обзор
[18] и литературу в них. Далее, в [17] результаты статьи [16] распро-
странены на случай конечных некомпактных квантовых графов, а в
[4] – на случай сингулярных потенциалов.

Основным объектом настоящей работы является трехчленное диф-
ференциальное матричное выражение Штурма–Лиувилля вида:

L(P,Q,R)y := R−1(x)
(
−(P (x)y′)′ +Q(x)y

)
, y = (y1, . . . , ym)>. (1.1)

Здесь матричные коэффициенты P ( · ) и R( · ) предполагаются локаль-
но суммируемыми, а потенциальная матрица Q( · ) – принадлежащей
соболевскому пространству W−1,1(R+;Cm×m). При этом операторы,
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порожденные выражением (1.1), рассматриваются в весовом простран-
стве L2(R+;R;Cm).

Наш основной результат распространяет результат работы [4] на
случай коэффициентов P ( · ) и R( · ) специального вида. Именно, мы
показываем, что при условии Q( · ) ∈ W−1,1(R+;Cm×m) и некоторых
необременительных условиях на P ( · ) и R( · ), зависящих от малого
параметра ε, неотрицательный спектр реализации Дирихле LD, как
и любой другой самосопряженной реализации выражения L(P,Q,R),
является лебеговским кратности m, а ее сингулярный непрерывный
спектр – пуст. Кроме того, в отличие от метода Титчмарша, наше ис-
следование базируется на изучении решения Вейля E(x, z), а не реше-
ний задачи Коши уравнения (2.9). Полученный результат дополняет
результат нашей работы [4].

При этом мы трактуем дифференциальное выражение (1.1), поль-
зуясь регуляризацией, предложенной в статьях [7, 8]. Впоследствии
эта регуляризация использовалась для исследования спектральных
свойств операторов вида (1.1) во многих работах (см., например, ста-
тью [15] и литературу в ней).

В нашей статье основным инструментом исследования является ап-
парат граничных троек и соответствующих функций Вейля (см. [3, 5],
а также монографию [20]). Именно, мы исследуем функцию Вейля, со-
ответствующую специальной граничной тройке, и показываем, что со-
ответствующая (неортогональная) спектральная мера из ее интеграль-
ного представления абсолютно непрерывна на R+. Этот факт вместе с
известным результатом о спектральной эквивалентности ортогональ-
ной и неортогональной спектральных мер самосопряженного операто-
ра (см. [19]) позволяет получить упомянутые результаты об абсолют-
ной непрерывности спектра самосопряженных реализаций выражения
L(P,Q,R).

Обозначения.

R+ := (0,∞), R− := (−∞, 0), R+ := [0,∞), R− := (−∞, 0],

C+ := {z ∈ C : Imz > 0}, C+ := C+ ∪ R; Cm×m

– множество всех матриц порядка m с комплексными элементами;
ρ(T ) – резольвентное множество замкнутого оператора T ,
ET ( · ) – спектральная мера оператора T = T ∗; σac(A), σs(A), σpp(A) –
абсолютно непрерывный, сингулярный и чисто точечный спектр опе-
ратора A соответственно.
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§2. Общий случай сингулярного W−1,1-потенциала

Здесь в результате регуляризации дифференциального выражения
L(P,Q,R) мы получаем новое выражение L := L(P,R, σ1, σ2) и иссле-
дуем свойства функции Вейля MD( · ), соответствующей реализации
Дирихле LD выражения L. Кроме того, находится формула для нека-
сательного предела функции Вейля MD(λ+ i0) на вещественной оси.
Главная цель – показать, что неотрицательная часть произвольной са-
мосопряженной реализации выражения L является чисто абсолютно
непрерывной с постоянной кратностью m. Также показано, что отри-
цательная часть каждой самосопряженной реализации дифференци-
ального выражения L – дискретна с нулевой предельной точкой.

2.1. Регуляризация. В дальнейшем предполагается, что коэффици-
енты P ( · ) и R( · ) из выражения (1.1) имеют следующий вид:

P (x, εP ) = εP Im + P1(x) =
(
ε−1P Im + P2(x)

)−1
, 0 < εP 6 1,

P1( · ) ∈ L1(R+;Cm×m) ∩ L∞(R+;Cm×m),
(2.1)

и

R(x, εR)=εRIm+R1(x)=R(x, εR)∗>0 для п.в. x∈R+, 0<εR61,

R1( · ) ∈W 1,1(R+;Cm×m).
(2.2)

Также далее мы считаем, что матричные функции P (x, εP ) и
R(x, εR) являются самосопряженными и обратимыми при п.в. x ∈ R+.
Кроме того, будем предполагать, что Q( · ) ∈ W−1,1(R+;Cm×m). Со-
гласно классическому определению соболевского классаW−1,1 (см. [10,
глава 3]), это означает наличие представления:

Q(x)=σ1(x)+σ′2(x), σj( · )=σj( · )∗∈L1(R+;Cm×m), j∈{1, 2}. (2.3)

Здесь производная понимается в смысле теории распределений. Отме-
тим еще, что всюду в дальнейшем в отношении σ2( · ) предполагается
справедливость более сильного включения:

σ2( · ) ∈ L1(R+;Cm×m) ∩ L2(R+;Cm×m). (2.4)

Лемма 2.1.
(i) Скалярные коэффициенты εP и εR из условий (2.1) и (2.2) равны:

εP = εR := ε, 0 < ε 6 1. (2.5)
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(ii) Условия (2.1) на коэффициент P1( · ) влекут аналогичные условия
на коэффициент P2( · ):

P2( · ) ∈ L1(R+;Cm×m) ∩ L∞(R+;Cm×m). (2.6)

Следуя [8], регуляризуем выражение (1.1) следующим образом:

L(y) :=R−1ε (x)
(
σ1(x)y−(y[1])′−σ2(x)P−1ε (x)y[1]−σ2(x)P−1ε (x)σ2(x)y

)
,

(2.7)
где

y[1] := Pε(x)y′ − σ2(x)y (2.8)
называют квазипроизводной функции y (см. [1, Добавление II]). Ре-
гуляризация (2.7) дает строгую трактовку формального выражения
(1.1). Отметим, что если Q( · ) является гладкой функцией, то выра-
жения (1.1) и (2.7) совпадают.

Пусть Yε( · , z) – матричное решение уравнения L(y) = zy, т.е.

L(Yε(x, z)) = zYε(x, z), x ∈ R+, z ∈ C. (2.9)

Обозначим через ACloc(R+) множество локально абсолютно непре-
рывных функций на R+, т.е. f ∈ ACloc(R+), если f ∈ AC[0, b] при
каждом b ∈ R+. С дифференциальным выражением (2.7) связывают
минимальный и максимальный операторы. Максимальный оператор
Lmax задается выражением L на области:

dom(Lmax) :=

{
f ∈L2 (R+;Rε;Cm) :

f, f [1]∈ACloc(R+;Cm),
L(f)∈L2 (R+;Rε;Cm)

}
. (2.10)

Минимальный оператор A := Lmin является симметрическим сужени-
ем оператора Lmax на область:

dom(A) :=
{
f ∈ dom(Lmax) : f(0) = f [1](0) = 0

}
. (2.11)

Хорошо известно, что Lmax = L∗min(= A∗). Важно отметить, что опе-
ратор A является простым (см. Аппендикс). Также отметим, что в
случае Q( · ) ∈ L1(R+;Cm×m) ⇔ σ′2( · ) ≡ 0 определения минимально-
го и максимального операторов совпадают с классическими опреде-
лениями (см. [1], [6]), поскольку условие f [1] ∈ ACloc (R+;Cm) влечет
Pε( · )f ′ ∈ ACloc (R+;Cm) и обратно.

Известно ([1, 20]), что индексы дефекта симметрического оператора
A удовлетворяют неравенству:

m 6 n±(A) 6 2m.



ОПЕРАТОРЫ ШТУРМА–ЛИУВИЛЛЯ 93

В следующей лемме мы показываем, что индексы дефекта оператора
A, заданного выражением (2.11), являются минимальными.

Лемма 2.2. Пусть выполнены условия (2.1)–(2.4). Тогда верны сле-
дующие утверждения.
(i) Уравнение (2.9) имеет матричное решение Вейля

Eε( · , z) ∈ L2(R+;Cm×m).

Кроме того, справедливы следующие соотношения:

Eε(x, z)=eix
√
z [Im + om,ε(1)] при x→∞, z∈C+ ∪ R+,

||Eε( · , z)||C(R+;Cm×m) <∞, z ∈ C+ \ {0}.
(2.12)

(ii) Уравнение (2.9) также имеет экспоненциально растущееm×m–
матричное решение Ẽε( · , z), удовлетворяющее соотношению:

Ẽε(x, z)=e−ix
√
z [Im +Om,ε(1)] при x→∞, z∈C+ ∪ R+. (2.13)

(iii) Индексы дефекта симметрического оператора A минимальны,
т.е.

n±(A) = m. (2.14)

2.2. Функции Вейля самосопряженных реализаций. В этом па-
раграфе всюду предполагается, что матричные коэффициенты Pε( · ),
Rε( · ), σ1( · ), σ2( · ), входящие в выражение (2.7), удовлетворяют усло-
виям (2.1)–(2.4), т.е.

Pε( · ) =εIm + P1( · )=
(
ε−1Im + P2( · )

)−1
, 0 < ε61,

P1( · ) ∈L1(R+;Cm×m) ∩ L∞(R+;Cm×m),

Rε( · )=εIm +R1( · )=Rε( · )∗>0, R1( · )∈W 1,1(R+;Cm×m),

σ1( · )=σ1( · )∗∈L1(R+;Cm×m),

σ2( · )∈L1(R+;Cm×m) ∩ L2(R+;Cm×m).

(2.15)

Далее, определим реализацию Дирихле LD = A∗ � dom(LD) выра-
жения (2.7), полагая

dom(LD) := {f ∈ dom(A∗) : f(0) = 0} . (2.16)

В следующей лемме строится граничная тройка оператора A∗ =
Lmax.
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Лемма 2.3. Пусть выполнены условия (2.15). Тогда совокупность
Π = ΠD := {H,Γ0,Γ1}, в которой

H = Cm, Γ0f = f(0), Γ1f = f [1](0),

f = (f1, . . . , fm)T ∈ dom(Lmax),
(2.17)

является граничной тройкой оператора A∗ = Lmax. При этом расши-
рение A0,

A0 := A∗ � ker(Γ0),

является реализацией Дирихле выражения L: A0 = LD.

Предложение 2.4. Пусть выполнены условия (2.15), и −ε∈ρ(R1(0)).
Пусть также MD

ε ( · ) – функция Вейля, соответствующая гранич-
ной тройке (2.17). Тогда:
(i) Матричные функции

N0,ε(z) := Eε(0, z) и N1,ε(z) := E[1]
ε (0, z) (2.18)

корректно определены, голоморфны в C+\{0} и непрерывны в C+\{0}.
Кроме того, при всех z ∈ C+ \ {0} и 0 < ε 6 1 функции N0,ε(z) и
N1,ε(z) допускают следующие представления:

(
Im+ε−1R1(0)

)
N0,ε(z)=Im+

1

ε
√
z

∞∫
0

sin(t
√
z)σ1(t)Eε(t, z)dt

−
∞∫
0

cos(t
√
z)(ε−1Im+P2(t))σ2(t)Eε(t, z)dt

− 1

ε
√
z

∞∫
0

sin(t
√
z)σ2(t)(ε−1Im + P2(t))σ2(t)Eε(t, z)dt

−
∞∫
0

cos(t
√
z)P2(t)E[1]

ε (t, z)dt

− 1

ε
√
z

∞∫
0

sin(t
√
z)σ2(t)(ε−1Im + P2(t))E[1]

ε (t, z)dt

−1

ε

∞∫
0

cos(t
√
z)R′1(t)Eε(t, z)dt−

1

ε

∞∫
0

cos(t
√
z)R1(t)E′ε(t, z)dt,

(2.19)
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и

N1,ε(z) = iε
√
zIm −

∞∫
0

cos(t
√
z)σ1(t)Eε(t, z)dt

−ε
√
z

∞∫
0

sin(t
√
z)(ε−1Im + P2(t))σ2(t)Eε(t, z)dt

+

∞∫
0

cos(t
√
z)σ2(t)(ε−1Im + P2(t))σ2(t)Eε(t, z)dt

−ε
√
z

∞∫
0

sin(t
√
z)P2(t)E[1]

ε (t, z)dt

+

∞∫
0

cos(t
√
z)σ2(t)(ε−1Im + P2(t))E[1]

ε (t, z)dt

−
√
z

∞∫
0

sin(t
√
z)R′1(t)Eε(t, z)dt−

√
z

∞∫
0

sin(t
√
z)R1(t)E′ε(t, z)dt.

(2.20)

(ii) Справедливо соотношение:

MD
ε (z)N0,ε(z) = N1,ε(z), z ∈ C+. (2.21)

В следующей теореме мы исследуем функцию Вейля MD
ε ( · ), со-

ответствующую реализации Дирихле LD. В частности, показывается,
что на положительной полуоси R+ спектральная мера ΣMD

ε
( · ) функ-

ции Вейля MD
ε ( · ) из интегрального представления (3.4) – абсолютно

непрерывна, и указываем явный вид ее плотности.

Теорема 2.5. Пусть L – дифференциальное выражение вида (2.7)
при ε ∈ (0, 1], и выполнены условия предложения 2.4. Тогда для функ-
ции Вейля MD

ε ( · ), соответствующей граничной тройке (2.17), спра-
ведливы следующие утверждения:
(i) Детерминант d0,ε(z) = det(N0,ε(z)) определяет голоморфную в C\
[0,∞) функцию. Множество ее нулей Λ0,ε является либо конечным,
либо дискретным с единственно возможной предельной точкой ноль.
В частности, Λ0,ε является компактным.
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(ii) Функция Вейля допускает представление

MD
ε (z) = N1,ε(z)N0,ε(z)

−1, z ∈ C \ Λ0,ε,

Λ0,ε = {z ∈ C : d0,ε(z) = 0}.
(2.22)

(iii) При всех λ ∈ R+ существуют некасательные предельные значе-
ния

MD
ε (λ+ i0) := lim

z→�λ
MD
ε (z)

и справедливо равенство:

MD
ε (λ) := MD

ε (λ+ i0) = N1,ε(λ)N0,ε(λ)−1, λ ∈ R+. (2.23)

Кроме того, для мнимой части Im(MD
ε ( · )) справедливо представле-

ние:

Im(MD
ε (λ)) = ε

√
λ (N0,ε(λ)N0,ε(λ)∗)

−1
, λ ∈ R+. (2.24)

В частности, мнимая часть положительно определена для каждого
λ ∈ R+.
(iv) Соответствующая спектральная мера ΣMD

ε
( · ) функции Вейля

MD
ε ( · ) на R+ является абсолютно непрерывной и допускает следую-

щее представление:

ΣMD
ε

(t) =
ε

π

t∫
0

√
λ (N0,ε(λ)N0,ε(λ)∗)

−1
dλ, t ∈ R+. (2.25)

Более того, ее плотность dΣMD
ε

(t)/dt является непрерывной на R+

и имеет максимальный ранг, т.е.

rank(dΣMD
ε

(t)/dt) = m

при всех t ∈ R+.

Определение 2.6. Пусть K, – измеримое подмножество R, K ⊆
R. Говорят, что самосопряженный оператор T в H с разложением
единицы ET ( · ) имеет лебеговский спектр кратности d на K, если
его часть TET (K) унитарно эквивалентна оператору умножения на
λ в пространстве

⊕d
1 L

2(K, dλ), где dλ – мера Лебега.

В следующей теореме изучаются спектральные свойства реализа-
ции Дирихле LD оператора A. В частности, показывается, что его
неотрицательная часть является чисто абсолютно непрерывной.
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Теорема 2.7. Пусть выполнены условия теоремы 2.5, ΠD={H,Γ0,Γ1}
– граничная тройка вида (2.17), и LD – реализация Дирихле вида
(2.16). Тогда справедливы следующие утверждения:
(i) Неотрицательная часть ELD (R+)LD оператора LD имеет лебе-
говский спектр кратности m, т.е.

σac(L
D) = [0,∞), σs(L

D) ∩ R+ = ∅ и NLD
ac

(t) = m, t ∈ R+.

(ii) Оператор LD полуограничен снизу и его отрицательный спектр
совпадает с множеством нулей Λ0,ε (см. (2.22)) голоморфной функ-
ции d0( · ), т.е.

σpp(L
D) = σpp(L

D) ∩ R− = Λ0,ε.

Таким образом, отрицательный спектр оператора LD дискретен с
единственной предельной точкой ноль. В частности, он компактен.

Замечание 2.8. Аналогичный результат справедлив для произволь-
ного самосопряженного расширения Ã = Ã∗ минимального оператора
A, т.е.

σac(Ã) = [0,∞), σs(Ã) ∩ R+ = ∅ и NÃac(t) = m, t ∈ R+.

Более того, положительные части EÃ(R+)Ã и ELD (R+)LD операто-
ров Ã и LD унитарно эквивалентны, а отрицательная часть EÃ(R−)Ã

оператора Ã компактна.

2.3. Пример Глазмана. Рассмотрим скалярное дифференциальное
выражение:

`a,εy := −((ε+ (1 + x)a)y′)′, x ∈ R+, ε ∈ [0, 1]. (2.26)

Предложение 2.9. Пусть Aa,ε – минимальный оператор, ассоции-
рованный в L2(R+) с выражением (2.26) при a < −1 (см. (2.10)). Тогда
при ε ∈ [0, 1] оператор Aa,ε – неотрицательный и симметрический
с индексами дефекта n±(Aa,ε) = 1. Более того, каждая самосопря-
женная реализация Ãa,ε = (Ãa,ε)

∗ выражения `a,ε имеет лебеговский
спектр кратности 1, т.е.

σ(Ãa,ε)=σac(Ãa,ε)=[0,∞), σs(Ãa,ε)=∅ и NÃac
a,ε

(t)=1, t∈R+. (2.27)

Доказательство. Так как при a < −1 справедливо включение

(1 + x)a ∈ L1(R+) ∩ L∞(R+),
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то при ε > 0 выполнены условия теоремы 2.7. Поэтому она примени-
ма при любом ε > 0 и, значит, каждая самосопряженная реализация
Ãa,ε = (Ãa,ε)

∗ выражения `a,ε имеет чисто лебеговский спектр крат-
ности 1, т.е. выполнено (2.27).

Доказательство соотношений (2.27) для оператора Ãa,0 базируется
на установлении предельного равенства s−R− limε↓0 Ãa,ε = Ãa,0. �

Замечание 2.10. В монографии И. М. Глазмана [2, глава II] отмече-
но, что индексы дефекта симметрического оператора Aa,0, ассоцииро-
ванного в L2(R+) с выражением (2.26), при ε = 0 и a 6 2 минимальны,
т.е. n±(Aa,0) = 1, а спектр его самосопряженных расширений Ãa,0 –
непрерывен и определяется соотношениями

σ(Ãa,0) = σc(Ãa,0) =

{
[0,∞) при a < 2,

[ 14 ,∞) при a = 2.

Предложение 2.9 дополняет результат Глазмана [2, глава II] (при ε 6=0)
и усиливает его при ε = 0 и a < −1, устанавливая абсолютную непре-
рывность (и даже лебеговость) спектра σ(Ãa,0) оператора Ãa,0, а не
только его непрерывность.

§3. Аппендикс: граничные тройки, функция Вейля, и
параметризация

Здесь мы приведем некоторые факты из теории граничных троек и
соответствующих функций Вейля, используемые в основном тексте.

Пусть A – плотно заданный замкнутый симметрический оператор
в H, Nz = Nz(A) := H 	 ran(A − z∗) = ker(A∗ − z), z ∈ C± – его
дефектные подпространства, а n±(A) := dimN±i(A) – его индексы
дефекта. Пусть также n+(A) = n−(A) 6∞.

Определение 3.1 ([3], [5, глава 7]). Совокупность Π = {H,Γ0,Γ1}, в
которой H – гильбертово пространство, а Γ0 и Γ1 – линейные отоб-
ражения из dom(A∗) в H, называется граничной тройкой оператора
A∗, если:

(i) справедливо тождество Грина

(A∗f, g)− (f,A∗g) = (Γ1f,Γ0g)H− (Γ0f,Γ1g)H, f, g ∈ dom(A∗); (3.1)

(ii) отображение Γ : f 7→ {Γ0f,Γ1f} из dom(A∗) в H×H сюръек-
тивно.



ОПЕРАТОРЫ ШТУРМА–ЛИУВИЛЛЯ 99

Граничная тройка для оператора A∗ существует, лишь при условии
n+(A) = n−(A). В этом случае n±(A) = dimH и ker(Γ) = ker(Γ0) ∩
ker(Γ1) = dom(A). Понятие граничной тройки позволяет параметризо-
вать все собственные расширения оператора A. В частности, справед-
лив следующий результат.

Предложение 3.2. Пусть A – замкнутый симметрический опера-
тор в H с n±(A) = m <∞. Пусть также Π = {H,Γ0,Γ1} – граничная
тройка оператора A∗. Тогда множество всех самосопряженных рас-
ширений оператора A параметризуется следующим образом:

Ã = Ã∗ = AC,D = A∗ � ker(DΓ1 − CΓ0),

CD∗ = DC∗, 0 ∈ ρ(CC∗ +DD∗), C,D ∈ Cm×m.
(3.2)

Среди всех самосопряженных расширений оператора A выделяют
расширения A0 = A∗0 и A1 = A∗1, определяемые равенствами:

Aj := A∗ � ker(Γj), j ∈ {0, 1}.

Определение 3.3 ([14], [5, глава 7]). Пусть Π = {H,Γ0,Γ1} – гранич-
ная тройка для A∗. Функцией Вейля, соответствующей граничной
тройке Π, называют оператор-функцию M( · ), определяемую равен-
ством

Γ1fz = M(z)Γ0fz, fz ∈ Nz, z ∈ ρ(A0). (3.3)

Функция Вейля определена корректно и является R[H]-функцией:
Imz · ImM(z) > 0 и M(z̄) = M∗(z). Кроме того, 0 ∈ ρ(ImM(i))
(см. [14]).

Пусть A – простой симметрический оператор в H, т.е. не допускаю-
щий нетривиального ортогонального разложения A = A′ ⊕ S, в кото-
ром A′ – симметрический оператор, а S = S∗. Тогда функция Вейля
M( · ) определяет пару {A,A0} однозначно с точностью до унитарной
эквивалентности (см. [14]).

Хорошо известно, что M( · ) допускает интегральное представление
(см., напр. [1]):

M(z) = C0 + C1z +

∫
R

(
1

t− z
− t

1 + t2

)
dΣM (t), z ∈ ρ(A0). (3.4)

Здесь ΣM ( · ) является операторнозначной борелевской мерой на R,
удовлетворяющей соотношению

∫
R

(1+t2)−1dΣM (t) ∈ B(H), и Cj = C∗j ∈



100 Я. И. ГРАНОВСКИЙ, М. М. МАЛАМУД

B(H), j ∈ {0, 1}, где C1 > 0. Интеграл в (3.4) понимается в смысле
сильной сходимости. Отметим, что C1 = 0 в (3.4), если A является
плотно определенным (см. [14]).
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Granovskii Ya. I., Malamud M. M. On the absolute continuity of the
spectrum of Sturm–Liouville operator with matrix singular coefficients.

In the present work the spectral structure of realizations on the half-line
of a matrix three-term Sturm–Liouville operator

L(P,Q,R)y := R−1(x)
(
−(P (x)y′)′ +Q(x)y

)
, y = (y1, . . . , ym)>,

with singular potential Q( · ) = Q( · )∗ on the half-line is investigated. It
is shown that under certain conditions on the coefficients P ( · ) and R( · )
depended from the small parameter ε, the Dirichlet realization LD (and
other self-adjoint realizations) in the case of Q( · ) ∈ W−1,1(R+;Cm×m)
has Lebesgue non-negative spectrum with constant multiplicity m.
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