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§1. Введение

Операторы Шредингера с точечными взаимодействиями, задавае-
мые формальным дифференциальным выражением

lX,α := − d2

dx2
⊗ Im +

∞∑
n=1

αnδ(x− xn), (1.1)

играют большую роль в спектральной теории и математической физи-
ке. Здесь δ – дельта-функция Дирака, X = {xn}∞n=1 ⊂ I = (0, b), b 6∞
строго возрастающая последовательность с x0 := 0, xn+1 > xn, n ∈ N,
xn → b, и {αn}∞1 ⊂ Cm×m, αn = α∗n.

Скалярные операторы, задаваемые выражением (1.1), впервые воз-
никли в квантовой механике как описывающие точно решаемые мо-
дели (см. [1]). Их спектральные свойства достаточно хорошо изучены
(см., например, монографии [1, 2], обзоры [7, 9] и литературу в них).

Одним из основных объектов настоящей работы является матрич-
ный оператор Шредингера HX,α, ассоциированный с формулой (1.1).
Его строгое определение дается в рамках теории расширений. Для это-
го сначала вводится предминимальный оператор H0

X,α :

H0
X,α := − d2

dx2
⊗ Im, (1.2)

Ключевые слова: операторШредингера, точечные взаимодействия, индексы де-
фекта, самосопряженность, блочная якобиева матрица, возмущение.

Исследования первого автора в параграфах 1–3 выполнены за счёт гранта Рос-
сийского научного фонда No. 23-11-00153, а в параграфах 4–5 выполнялись в рам-
ках государственного задания Министерства науки и высшего образования Рос-
сийской Федерации (тема No. 1023020800027-5-1.1.1).
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dom(H0
X,α)=

{
f ∈W 2,2

comp(R+\X;Cm) :
f ′(0+)=0, f(xn+)=f(xn−)
f ′(xn+)− f ′(xn−)=αnf(xn)

}
.

Минимальный симметрический оператор HX,α определяется как за-
мыкание оператора H0

X,α в L2(R+;Cm).
В работах А. Костенко и М. Маламуда [8, 22] (см. также [9]), опе-

ратор HX,α трактуется в рамках теории расширений, как расширение
минимального симметрического оператора HX =

⊕
n∈N Hn, где

Hnf := −f ′′, dom(Hn) = W 2,2
0 [xn−1, xn].

Именно, для сопряженного (максимального) оператора H∗X,α построе-
на такая граничная тройка Π = {H,Γ0,Γ1} (см. определение 6.1) для
которой расширение HX,α задается равенством

dom(HX,α) = ker(Γ1 − JX,α(H)Γ0),

в котором JX,α(H) – граничный оператор (см. определения в аппен-
диксе, ф-ла (6.3)), порождаемый скалярной якобиевой матрицей вида
(2.7) при m = 1 (см. ниже). Используя общую теорию граничных тро-
ек (см. [6, 20] и аппендикс), в [8, 22] (см. также [9]) показано, что
ряд спектральных свойств (индексы дефекта, дискретность спектра,
полуограниченность, положительная определенность, отрицательный
точечный и сингулярный спектры и др.) гамильтониана HX,α тесно
связан с соответствующими свойствами (минимального) якобиева опе-
ратора JX,α(H) (в случаеm = 1). В частности, в [8] доказано равенство
n±(HX,α) = n±(JX,α(H)), ведущее к оценке n±(HX,α) 6 1. Эта оценка
впервые установлена различными методами в [4, 10].

Отметим еще, что впервые связь индексов дефекта симметрическо-
го расширения AB абстрактного симметрического оператора A и соот-
ветствующего ему граничного оператора B обнаружена в работе [28]
(см. аппендикс, предложение 6.2).

В работе [23] соответствующая связь спектральных свойств опера-
торов HX,α и JX,α(H) перенесена на матричный случай (m > 1). В
частности, там доказано равенство

n±(HX,α) = n±(JX,α(H)) 6 m, (1.3)

вытекающее (после конструкции соответствующей тройки) из общей
теории граничных троек (см. предложение 6.2 (iii)).

Примерно в то же время, что и статья [23], появилась работа К. Мир-
зоева и Т. Сафоновой [29], в которой для матричных операторов HX,α

другим методом установлено равенство (1.3) в случае максимальных
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индексов дефекта якобиевой матрицы (т.е. в случае n±(JX,α(H))
= m).

Используя равенство (1.3), в недавней работе авторов и М. Мала-
муда [17] другим методом найдены новые условия самосопряженности
и максимальности индексов дефекта матричных операторов Шредин-
гера HX,α, а также условия дискретности их спектров.

В работе Р. Карлоне, М. Маламуда и А. Посиликано [5] результаты
из [8, 22] распространены на случай скалярных операторов Дирака с
точечными взаимодействиями. В частности, получен аналог равенства
(1.3) для оператора Дирака. В работах [3, 17] и [18] исследованы опера-
торы Дирака с матричными точечными взаимодействиями и найдены
новые условия самосопряженности, максимальности индексов дефек-
та, дискретности их спектра.

В настоящей работе при m > 1 получено условие для максималь-
ности индексов дефекта операторов Шредингера HX,α на конечном
интервале без использования связи с якобиевыми матрицами. Кроме
того, отправляясь от этого результата, используя равенство (1.3), дока-
зана максимальность индексов дефекта якобиевой матрицы JX,α(H).

Также в этой статье мы продолжаем исследования индексов дефек-
та некоторого класса блочных якобиевых матриц J с m ×m-матрич-
ными элементами вида

J=



A0 B0 Om Om Om . . . Om Om Om Om . . .
B0 A1 B1 Om Om . . . Om Om Om Om . . .
Om B1 A2 B2 Om . . . Om Om Om Om . . .
...

...
...

...
... . . .

...
...

...
... . . .

Om Om Om Om Om . . . Bn−1 An Bn Om . . .
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
. . .


. (1.4)

Здесь An, Bn, (∈ Cm×m), n ∈ N0 самосопряженные матрицы, Bn –
обратимы, n ∈ N0, Om — нулевой оператор. Следуя М. Г. Крейну (см.
[26]), матрицу J также называют якобиевой матрицей с матричными
элементами.

Пусть l20(N0;Cm) – подмножество финитных последовательностей
в l2(N;Cm). Отображение l20(N0;Cm) 3 f → Jf определяет линейный
симметрический, но незамкнутый оператор J0 в l20(N0;Cm). Его замы-
кание определяет минимальный (замкнутый) симметрический опера-
тор Jmin в l2(N0;Cm). В дальнейшем мы отождествляем минимальный
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оператор Jmin с матрицей J. Положим также Jmax = J∗. Хотя опера-
тор J симметрический, J ⊂ J∗, он не обязательно самосопряжен. Его
индексы дефекта

n±(J) := dimN±i(J) := dim ker(J∗ ∓ iI)

удовлетворяют оценкам 0 6 n±(J) 6 m (см. [13, 26, 27]). Более того,
для каждой пары чисел {n+, n−} ∈ N0×N0 с 0 6 n± 6 m− 1 найдется
матрица J с n±(J) = n± ([21]). При этом, n−(J) = m и n+(J) = m
лишь одновременно.

Проблема нахождения индексов дефекта, в частности, условий са-
мосопряженности, блочных якобиевых матриц является первой основ-
ной задачей, естественно возникающей в спектральной теории якобие-
вых матриц. Эта проблема привлекала значительное внимание на про-
тяжении многих лет (см., например, [3, 5, 8, 9], [11–29] и литературу
в них). Отметим, что статье [3] найдены новые условия самосопря-
женности и дискретности спектра блочных якобиевых матриц общего
вида.

В работе [17] получены новые условия самосопряженности, макси-
мальности индексов дефекта и дискретности спектра некоторого клас-
са блочных якобиевых матриц JX,α(H) класса JX,α(H,m) (см. (2.7)).

В данной работе мы продолжаем исследования из [3] и [17] для
изучения некоторых спектральных свойств (индексов дефекта, дис-
кретности спектра) возмущений блочных якобиевых матриц из класса
Ĵ ′X,α(H,m) (см. (5.1)).

§2. Предварительные сведения

1. Операторы Шредингера с точечными взаимодействиями.
Пусть X = {xn}∞n=0 ⊂ I = (0, b), b 6 ∞ и xn+1 > xn, x0 = 0, xn → b,
n ∈ N0. Пусть также dn := xn − xn−1 > 0 и α := {αn}∞1 ⊂ Cm×m,
αn = α∗n, n ∈ N.

Теорема 2.1 ([8, 23]). Пусть HX,α – реализация оператора Шредин-
гера в L2(I;Cm). Тогда оператор H∗X,α := (HX,α)∗ сопряженный к
симметрическому оператору HX,α имеет вид

H∗X,α = − d2

dx2
⊗ Im � dom(H∗X,α) (2.1)

dom(H∗X,α)=

{
f ∈W 2,2(I \X;Cm) :

f ′(0)=0, f(xn+)=f(xn−)
f ′(xn+)− f ′(xn−)=αnf(xn)

}
.
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В работе [17] получены новые результаты об индексах дефекта и
дискретности спектра оператора HX,α.

Предложение 2.2 ([17]). Пусть |I| < ∞, т.е. {dn}∞1 ∈ l1(N). То-
гда индексы дефекта оператора HX,α в L2(I;Cm), максимальны, т.е.
n±(HX,α) = m, если выполнено условие (2.8).

Предложение 2.3 ([17]). Пусть |I| 6 ∞ и αn < 0, n ∈ N. Если вы-
полнены условия (2.9), то HX,α = H∗X,α. Если к тому же выполнены
условия теоремы 2.8 и lim

n→∞
dn = 0, то оператор HX,α самосопряжен,

имеет дискретный спектр и (HX,α−iI)−1 ∈ Sp(l2(N0;Cm)), p ∈ (1,∞].

2. Возмущенные блочные якобиевы матрицы. В работе [3] на-
ряду с матрицей (1.4) была рассмотрена якобиева матрица вида

Ĵ=



Â0 B̂0 Om Om Om . . . Om Om Om Om . . .

B̂0 Â1 B̂1 Om Om . . . Om Om Om Om . . .

Om B̂1 Â2 B̂2 Om . . . Om Om Om Om . . .
...

...
...

...
... . . .

...
...

...
... . . .

Om Om Om Om Om . . . B̂n−1 Ân B̂n Om . . .
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
. . .


, (2.2)

где Ân = Â∗n, B̂n ∈ Cm×m и det B̂n 6= 0, n ∈ N0.
Как обычно, якобиева матрица Ĵ вида (2.2) порождает в l2(N0;Cm)

минимальный (замкнутый) симметрический оператор (см. [12, 13]).

Теорема 2.4 ([3]). Пусть J и Ĵ – якобиевы матрицы вида (1.4) и
(2.2), соответственно. Пусть для некоторого N ∈ N0 выполняются
следующие условия:

(i)
sup
n>N
‖Im − B̂∗n(B∗n)−1‖Cm×m = aN < 1; (2.3)

(ii)
sup
n>N
‖B̂n − B̂∗n−1(B∗n−1)−1Bn‖Cm×m = CB <∞; (2.4)

(iii) Пусть для каждого ε > 0 существуют N1 = N1(ε) ∈ N и
C ′A(ε) > 0 такие, что для каждого вектора f ∈ l20(N0;Cm)∑

n>N1

‖(Ân − B̂∗n−1(B∗n−1)−1An)fn‖2Cm 6 ε‖Jf‖2l2 + C ′A(ε)‖f‖2l2 . (2.5)
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Тогда:
(a) domJ = dom Ĵ и n±(J) = n±(Ĵ);
(b) если к тому же J = J∗ и спектр J дискретен, то спектр

возмущенного якобиева оператора Ĵ = Ĵ∗ также дискретен.

Следствие 2.5 ([3]). Пусть для некоторого N ∈ N0 выполняются
условия (2.3) и (2.4) теоремы 2.4. Предположим также, что верно
следующее условие

sup
n>N
‖Ân − B̂∗n−1(B∗n−1)−1An‖Cm×m = CA <∞. (2.6)

Тогда domJ = dom Ĵ и n±(J) = n±(Ĵ).

3. Индексы дефекта и дискретность спектра класса
JX,α(H,m) блочных якобиевых матриц. В работе [17] рассмот-
рена блочная якобиева матрица вида

JX,α(H)=



Om 1
d21
Im Om Om Om . . .

1
d21
Im − 1

d21
Im 1

d
3/2
1 d

1/2
2

Im Om Om . . .

Om 1

d
3/2
1 d

1/2
2

Im α1
d2

1
d22
Im Om . . .

Om Om 1
d22
Im − 1

d22
Im 1

d
3/2
2 d

1/2
3

Im . . .

Om Om Om 1

d
3/2
2 d

1/2
3

Im α2
d3

. . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .


.

(2.7)
Здесь α := {αn}∞1 ⊂ Cm×m, αn = α∗n, и dn > 0, n ∈ N. Обозначим
через JX,α(H,m) класс матриц (2.7).

В статье [17] найдены условия, обеспечивающие максимальность ин-
дексов дефекта матрицы JX,α(H) при условии {dn}∞1 ∈ l1(N).

Теорема 2.6 ([17]). Пусть {dn}∞1 ∈ l1(N) и αn = α∗n, n ∈ N. Пусть
также при некоторых 0 6 a < 1 и N ∈ N выполнены условия

‖αn‖Cm×m 6
a

dn+1

(
1 +

(
dn+1

dn

)3/2
)
, n > N. (2.8)

Тогда n±(JX,α(H)) = m.

Также в [17] получены условия, обеспечивающие самосопряжен-
ность матрицы JX,α(H).
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Теорема 2.7 ([17]). Предположим, что {dn}∞1 ∈ l1(N) и αn < 0,
n ∈ N. Пусть JX,α(H) – блочная якобиева матрица вида (2.7) и A –
ее диагональ с kerA = {0}. Если |αn| =

√
α2
n и

lim sup
n→∞

∥∥|αn|−1/2
∥∥
Cm×m

d
1/2
n

<
1

2
, lim sup

n→∞

∥∥|αn|−1/2
∥∥
Cm×m

d
1/2
n+1

<
1

2
, (2.9)

то оператор JX,α(H) самосопряжен в l2(N0;Cm).

Теорема 2.8 ([17]). Пусть выполнены условия теоремы 2.7 и A′ :=
diag

{
α1

d2
, α2

d3
, . . .

}
– часть диагонали A матрицы JX,α(H). Если A′

имеет дискретный спектр, то спектр матрицы JX,α(H) = J∗X,α(H)

также дискретен. Более того, если A−1 ∈ Sp(l2(N0;Cm)), p ∈ (1,∞],
то (JX,α(H)− iI)−1 ∈ Sp(l2(N0;Cm)).

Здесь Sp(l2(N0;Cm)) обозначает класс идеалов Неймана–Шатена.

§3. О максимальности индексов дефекта
оператора HX,α

В этом разделе при условии, что |I| < ∞, для матричных опера-
торов Шредингера HX,α получим условие максимальности индексов
дефекта n±(HX,α) = m без использования якобиевых матриц, связан-
ных с ними.

Теорема 3.1. Пусть α := {αn}∞1 ⊂ Cm×m – последовательность
самосопряженных m×m-матриц, αn = α∗n, n ∈ N. Предположим
также, что выполнено следующее условие:

∞∑
n=2

dn

n−1∏
k=1

(1 + ‖αk‖Cm×m)
2
< +∞. (3.1)

Тогда n±(HX,α) = m.

Доказательство. (i) Достаточно показать, что при условии (3.1)
уравнение (H∗X,α ± i)F = 0 имеет нетривиальное матричное
L2(I,Cm×m)-решение полного ранга, т.е. rankF (x) = m.

Ограничимся случаем (H∗X,α + i)F = 0, который эквивалентен си-
стеме

− d2

dx2
F = −iF. (3.2)
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Здесь

F =
(
F 1 F 2 . . . Fm

)
∈Cm×m и F j=

(
f j1 . . . f jm

)>
, j∈{1, . . . ,m}.

Уравнение (3.2) имеет следующие кусочно-гладкие m×m-матричные
решения

F =

∞⊕
n=1

Fn,

где

F =

∞⊕
n=1

Fn,

Fn(x) =Une−
1+i√

2
(xn−x)

+Vne
1+i√

2
(xn−x)

, x∈ [xn−1, xn],

(3.3)

F ′ =

∞⊕
n=1

F ′n,

F ′n(x) =
1 + i√

2
Une−

1+i√
2

(xn−x) − 1 + i√
2
Vne

1+i√
2

(xn−x)
, x ∈ [xn−1, xn]

(3.4)

с {Un}∞1 ⊂ Cm×m, {Vn}∞1 ⊂ Cm×m.
Согласно описанию dom(H∗X,α) (см. Теорема 2.1) каждая компонен-

та F j матрицы F , j ∈ {1, . . . ,m}, должна удовлетворять граничным
условиям (2.1). Сначала находим рекуррентные соотношения для мат-
ричных последовательностей {Un}∞1 , {Vn}∞1 , которые обеспечивают
выполнение этих условий.

Условие F ′n(x0+) = Om дает 1+i√
2
U1e
− 1+i√

2
d1 − 1+i√

2
V1e

1+i√
2
d1 = Om. Да-

лее условие
Fn(xn+) = Fn(xn−), n ∈ N,

согласно формулы (3.3) превращается в

Un+1e
− 1+i√

2
dn+1 + Vn+1e

1+i√
2
dn+1 = Un + Vn , n ∈ N. (3.5)

Кроме того, условие скачка

F ′n(xn+)− F ′n(xn−) = αn Fn(xn), n ∈ N,

согласно формул (3.3), (3.4) эквивалентно

1+i√
2

(
Un+1e

− 1+i√
2
dn+1−Vn+1e

1+i√
2
dn+1−(Un−Vn)

)
=αn(Un+Vn). (3.6)
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Объединяя (3.5) и (3.6), приходим к следующим рекуррентным урав-
нениям

Un+1 =

(
Un +

αn√
2(1 + i)

(Un + Vn)

)
e

1+i√
2
dn+1 , n ∈ N, (3.7)

Vn+1 =

(
Vn −

αn√
2(1 + i)

(Un + Vn)

)
e
− 1+i√

2
dn+1 , n ∈ N, (3.8)

для последовательностей {Un}∞1 и {Vn}∞1 со следующими начальными
условиями

U1 =

√
2

1 + i
e

1+i√
2
d1Im и V1 =

√
2

1 + i
e
− 1+i√

2
d1Im . (3.9)

(ii) Докажем, что rangFn(x) = m для каждого x ∈ [xn, xn+1] и
n ∈ N.

Граничные условия (1.2) в точке x = 0 можно понимать как недо-
определенные начальные условия такие, что rangF1(x) = m. Покажем,
что граничные условия (1.2), заданные в дальнейших точках xn, n ∈ N,
являются корректно определенными начальными условиями, превра-
щающими исходную краевую задачу в серию задач Коши на отрезках
[xn, xn+1], соответственно, каждая из которых имеет единственное ре-
шение. Переход решения F (x) через точку xn определяется соотноше-
ниями (3.7), (3.8), которые можно переписать в виде(

Un+1

Vn+1

)
= Tn

(
Un
Vn

)
, (3.10)

где матрица Tn имеет вид

Tn =

(
(Im + Cn)e

1+i√
2
dn+1 Cne

1+i√
2
dn+1

−Cne−
1+i√

2
dn+1 (Im − Cn)e

− 1+i√
2
dn+1

)
. (3.11)

В свою очередь, матрица Cn связана с граничными условиями (2.1)
соотношением Cn = 1√

2(1+i)
αn.

Совершая элементарные преобразования над строками, а затем над
столбцами матрицы Tn, получим detTn = 1. откуда следует, что
rang Tn = 2m, т.е. Tn – невырожденная матрица при любом n ∈ N.

Покажем, по индукции, что матрица Fn(x) имеет ранг m. Пусть
матрицы U1 и V1 являются невырожденными, как, например, в слу-

чае (3.9). Пусть, по предположению индукции, 2m×m-матрица
(
Uk
Vk

)
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имеет ранг m. Тогда 2m×m-матрица
(
Uk+1

Vk+1

)
также имеет ранг m,

так как является произведением невырожденной 2m×2m-матрицы Tk

и матрицы
(
Uk
Vk

)
ранга m. Понимая граничные условия в точках xn,

как начальные и применяя теорему Коши для системы уравнений (3.2)
на каждом из отрезков [xn, xn+1], получаем, что каждая пара матриц

U1 и V1 таких, что rang

(
U1

V1

)
= m, задает единственное решение

F (x) =
⊕∞

n=1 Fn(x) с матрицами Fn(x) полного ранга m в любой точ-
ке x.

(iii) Осталось проверить, что при условии (3.1) выполняется вклю-
чение F ∈ L2(I;Cm×m). Из (3.3) следует, что

‖F‖22 =
∞∑
n=1

‖Fn‖22 (3.12)

=

∞∑
n=1

dn∫
0

(‖Un‖2Cm×me−2x + ‖Vn‖2Cm×me2x)dx

=
1

2

∞∑
n=1

(
‖Un‖2Cm×m(1− e−2dn) + ‖Vn‖2Cm×m(e2dn − 1)

)
.

Так как
∞∑
n=1

dn = |I| < +∞, получим, что dn → 0 и поэтому

(1− e−2dn) ∼ (e2dn − 1) ∼ 2dn

при n→∞. Это дает неравенство ‖F‖2 < +∞ при условии, что
∞∑
n=1

(
‖Un‖2Cm×m + ‖Vn‖2Cm×m

)
dn < +∞ . (3.13)

Так как

T ∗nTn =

(
A11 A12

A21 A22

)
, (3.14)

где
A11 = (Im + C∗n)(Im + Cn)e

√
2dn+1 + CnC

∗
ne
−
√

2dn+1 ,

A12 = (Im + C∗n)Cne
√

2dn+1 − (Im − Cn)C∗ne
−
√

2dn+1 ,

A21 = (Im + Cn)C∗ne
√

2dn+1 − (Im − C∗n)Cne
−
√

2dn+1 ,
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A22 = (Im − C∗n)(Im − Cn)e−
√

2dn+1 + CnC
∗
ne
√

2dn+1 ,

то

‖Tn‖2 6 trT ∗nTn 6 2tr(Im + 2CnC
∗
n)e
√

2dn+1 (3.15)

= 2tr(Im +
1

2
α2
n)e
√

2dn+1 6 2(Im +
m

2
‖α2

n‖)e
√

2dn+1 .

Объединяя (3.13) с (3.15) и предположением (3.1), заключаем, что
F ∈ L2(I;Cm×m). �

Замечание 3.2. Для любого фиксированного a ∈ [xn−1, xn] следует
эквивалентность

Fn(a)h = F ′n(a)h = 0⇐⇒ Unh = Vnh = 0. (3.16)

Из (3.16) и соотношения аналогичного (3.12) для F ′ следует, что F ′
вида (3.4) принадлежит L2(I;Cm×m) в то время, как в [9, Пример 2.3]
f ′ 6∈W 1,2(R+ \X).

Следствие 3.3. Оператор HX,α симметрический с n±(HX,α) = m,
когда {αn}∞1 ∈ l1(N;Cm×m).

Следствие 3.4. Оператор HX,α симметрический с n±(HX,α) = m,
когда

lim sup
n→∞

dn+1

dn
(1 + ‖αn‖Cm×m)

2
< 1 . (3.17)

В частности, n±(HX,α) = m при условии, что выполнено одно из
следующих условий
(i) lim supn→∞(dn+1/dn) = 0 и supn∈N ‖αn‖Cm×m <∞;
(ii) lim supn→∞(dn+1/dn) =: (1/d) с d > 1 и supn∈N ‖αn‖Cm×m <

√
d−1.

Замечание 3.5. Отметим, что аналогичные результаты доказаны для
операторов Дирака с точечными взаимодействиями в скалярном
(см. [5]) и матричном случае (см. [3]).

§4. Об индексах дефекта класса якобиевых матриц
JX,α(H,m). Сравнение с известными результатами

Далее, используя вышеуказанную связь между якобиевым операто-
ром и оператором Шредингера (см. предложение 6.2), получим теоре-
му о максимальности индексов дефекта якобиева оператора JX,α(H).
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Теорема 4.1. Пусть JX,α(H) – блочный якобиев оператор, ассоции-
рованный с матрицей вида (2.7). Если выполнено условие (3.1), то
индексы дефекта якобиевой матрицы JX,α(H) максимальны, т.е.
n±(JX,α(H)) = m.

Далее сравним эти условия с известными.
Другие условия максимальности индексов дефекта якобиевых мат-

риц вида (1.4) были также получены в работе [25]. Здесь мы сравни-
ваем наш результат об индексах дефекта (теорема 4.1) с результатами
из [25].

Чтобы сформулировать их результат, следуя [25], введем матрицы
C0 := B∗1

−1, C1 := Im, и

Cn =

{
(−1)jB−1

2j−1B∗2j . . .B∗2B
−1
1 , при n = 2j,

(−1)jB−1
2j B∗2j−1 . . .B

−1
2 B∗1 , при n = 2j + 1, j ∈ N. (4.1)

Теорема 4.2 ([25]). Предположим, что элементы матрицы J (1.4)
удовлетворяют условиям

+∞∑
n=1

‖Cn‖2Cm×m < +∞, (4.2)

+∞∑
n=1

‖C∗nAnCn‖Cm×m < +∞, (4.3)

где последовательность Cn определяется равенством (4.1). Тогда для
матрицы J имеет место вполне неопределенный случай, т.е.
n±(J)=m.

Этот результат был применен к оператору Шредингера с δ-взаимо-
действиями (1.2) на полуоси (

∑
n∈N

dn = ∞) в [8] (скалярный случай,

m = 1) и в [23, 29] (матричный случай, m > 1).
Далее опишем область применимости теоремы 4.2 для матриц JX,α(H).

Предложение 4.3. Пусть {dn}∞n=1 ∈ l1(N). Пусть также JX,α(H)
– якобиева матрица вида (2.7) и Cn – матрицы вида (4.1), составлен-
ные из элементов JX,α(H). Тогда ряд (4.3) сходится тогда и только
тогда, когда {αn}∞1 ∈ l1(N;Cm×m).
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Доказательство. В нашем случае элементы Bn и An якобиевой мат-
рицы имеют вид

Bn=

{
d−2
j+1Im, n=2j,

d
−3/2
j+1 d

−1/2
j+2 Im, n=2j+1,

An=

{ αj

dj+1
, n=2j,

− 1
d2j+1

Im, n=2j+1.
(4.4)

В соответствие с (4.1) и (4.4), приходим к

C2j+1 = (−1)jB−1
2j B2j−1 . . .B−1

4 B3B−1
2 B1

= (−1)jd2
j+1 ·

1

d
3/2
j d

1/2
j+1

· d2
j ·

1

d
3/2
j−1d

1/2
j

· . . . · d2
3 ·

1

d
3/2
2 d

1/2
3

· d2
2 ·

1

d
3/2
1 d

1/2
2

Im

= (−1)j
d

3/2
j+1

d
3/2
1

Im. (4.5)

Объединяя (4.4) с (4.5) для n = 2j + 1, j ∈ N, получаем
+∞∑
j=1

‖C∗2j+1A2j+1C2j+1‖Cm×m =

+∞∑
j=1

‖C2j+1‖2Cm×m · ‖A2j+1‖Cm×m

=

+∞∑
j=1

d3
j+1

d3
1

· 1

d2
j+1

=
1

d3
1

+∞∑
j=1

dj+1 < +∞. (4.6)

В соответствие с (4.1) и (4.4), приходим к

C2j = (−1)jB−1
2j−1B2j−2 . . .B2B−1

1 = (−1)jd
3/2
j d

1/2
j+1 ·

1

d2
j

· d3/2
j−1d

1/2
j

· . . . · d3/2
2 d

1/2
3 · 1

d2
2

· d3/2
1 d

1/2
2 Im = (−1)jd

1/2
j+1d

3/2
1 Im. (4.7)

Объединяя (4.4) с (4.7) для n = 2j, j ∈ N, получаем
+∞∑
j=1

‖C∗2jA2jC2j‖Cm×m =

+∞∑
j=1

dj+1d
3
1 ·
‖αj‖Cm×m

dj+1
= d3

1

+∞∑
j=1

‖αj‖Cm×m . (4.8)

Таким образом, ряд (4.3) сходится тогда и только тогда, когда {αn}∞1 ∈
l1(N;Cm×m). �

Предложение 4.3 показывает, что условия теоремы 4.2 в сравнении
с условиями теоремы 4.1 слишком ограничительны для применения к
якобиевым матрицам JX,α(H).
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Замечание 4.4. Условия предложения 4.3 совпадают с таковыми в
следствии 3.3. Однако условия следствия 3.4, следовательно, и усло-
вия теоремы 4.1 существенно слабее условий предложения 4.3. Проде-
монстрируем этот факт, рассмотрев следующие два простых примера.

(i) Пусть dn = 2−n
2

и ‖αn‖Cm×m = 1. Очевидно, что условия след-
ствия 3.4 (i) выполнены и n±(JX,α(H)) = m. В то же время, {αn}∞1 /∈
l1(N;Cm×m), и условия следствия 3.3 (предложения 4.3) нарушены.

(ii) Пусть dn = 2−n и ‖αn‖Cm×m < 2−1(
√

2 − 1). Тогда матрица
JX,α(H) удовлетворяет условиям следствия 3.4 (ii) с d = 2, следова-
тельно, n±(JX,α(H)) = m. С другой стороны, {αn}∞1 /∈ l1(N;Cm×m), и
условия следствия 3.3 (предложения 4.3) нарушены.

Таким образом, следствие 3.4 обеспечивает равенство n±(JX,α(H))
= m, хотя теорема 4.2 к ней не применима.

§5. Об индексах дефекта класса якобиевых матриц
Ĵ ′X,α(H,m) и дискретности их спектров

Отнесем возмущенную блочную якобиеву матрицу вида

Ĵ′X,α(H) =

A′0
1
d21

(Im + B′0) Om Om . . .

1
d21

(Im + B′0) − 1
d21

(Im +A′1)
1

d
3/2
1 d

1/2
2

(Im + B′1) Om . . .

Om 1

d
3/2
1 d

1/2
2

(Im + B′1)
α1
d2

(Im +A′2)
1
d22

(Im + B′2) . . .

Om Om 1
d22

(Im + B′2) − 1
d2

(Im +A′3) . . .

Om Om Om 1

d
3/2
2 d

1/2
3

(Im + B′3) . . .

. . . . . . . . . . . . . . .


(5.1)

к классу Ĵ ′X,α(H,m). Здесь A′n = (A′n)∗, B′n = (B′n)∗, αn = α∗n ∈ Cm×m
(n ∈ N0) и внедиагональные элементы Im + B′n, n ∈ N0, обратимы.

Через Ĵ′X,α(H) обозначим минимальный якобиев оператор, ассоци-
ированный в стандартной форме с матрицей Ĵ′X,α(H) в l2(N;Cm) (см.
[12, 13], а также [26]). Очевидно, что оператор Ĵ′X,α(H) является сим-
метрическим. Хорошо известно, что n±(Ĵ′X,α(H)) 6 m (см. [13, 26, 27]).

Теорема 5.1. Предположим, что для некоторого N ∈ N0 элементы
матрицы (5.1) удовлетворяют следующим условиям:

(i) sup
n>N
‖B′n‖Cm×m = AN < 1; (5.2)
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(ii) sup
j>0

1

d2
j+1

∥∥B′2j − B′2j−1

∥∥
Cm×m = C ′B <∞, (5.3)

sup
j>0

1

d
3/2
j+1d

1/2
j+2

∥∥B′2j+1 − B′2j
∥∥
Cm×m = C ′′B <∞; (5.4)

(iii) sup
j>0

1

dj+1

∥∥αj(A′2j − B′2j−1)
∥∥
Cm×m = C ′A <∞, (5.5)

sup
j>0

1

d2
j+1

∥∥A′2j+1 − B′2j
∥∥
Cm×m = C ′′A <∞. (5.6)

Тогда:
(a) индексы дефекта якобиева оператора Ĵ′X,α(H) максимальны,

т.е. n±(Ĵ′X,α(H)) = m, если к тому же α := {αn}∞1 (⊂ Cm×m) удовле-
творяют условию (2.8) или (3.1);

(b) якобиев оператор Ĵ′X,α(H) самосопряжен, т.е.

Ĵ′X,α(H) =
(
Ĵ′X,α(H)

)∗
,

если к тому же α := {αn}∞1 (⊂ Cm×m) удовлетворяют условиям (2.9)
и αn < 0.

Доказательство. Проверим выполнение условий следствия 2.5 для
якобиевых матриц Ĵ′X,α(H) и JX,α(H) вида (5.1) и (2.7), соответствен-
но.

(i) Сначала проверим условие (2.3) в случае n = 2j. Применяя к
этим матрицам оценку (5.2), легко получим

sup
j>N
‖Im − B̂2jB−1

2j ‖Cm×m = sup
j>N

∥∥∥∥∥Im − 1

d2
j+1

(Im + B′2j) · d2
j+1

∥∥∥∥∥
Cm×m

= sup
j>N

∥∥B′2j∥∥Cm×m 6 AN < 1. (5.7)

Случай n = 2j + 1 доказывается аналогично.
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(ii) Далее проверим условие (2.4). Рассмотрим только случай n = 2j.
Применяя оценку (5.3) к паре {JX,α(H), Ĵ′X,α(H)}, получим

sup
j>0
‖B̂2j − B̂2j−1B−1

2j−1B2j‖Cm×m

= sup
j>0

∥∥∥∥∥ 1

d2
j+1

(Im + B′2j)−
1

d
3/2
j d

1/2
j+1

(Im + B′2j−1)
d

3/2
j d

1/2
j+1

d2
j+1

∥∥∥∥∥
Cm×m

= sup
j>0

1

d2
j+1

∥∥B′2j − B′2j−1

∥∥
Cm×m 6 C

′
B <∞. (5.8)

Случай n = 2j + 1 доказывается аналогично.
(iii) Наконец проверим условие (2.6), рассматривая только случай

n = 2j. Случай n = 2j + 1 доказывается аналогично. Применяя оцен-
ку (5.5) к паре {JX,α(H), Ĵ′X,α(H)}, получим

sup
j>0
‖Â2j − B̂2j−1B−1

2j−1A2j‖Cm×m

= sup
j>0

∥∥∥∥∥ αj
dj+1

(Im +A′2j)−
1

d
3/2
j d

1/2
j+1

(Im + B′2j−1)
d

3/2
j d

1/2
j+1 · αj
dj+1

∥∥∥∥∥
Cm×m

= sup
j>0

1

dj+1

∥∥αj(A′2j − B′2j−1)
∥∥
Cm×m = C ′A <∞. (5.9)

Таким образом, из объединения следствия 2.5 с:
(a) теоремой 2.6 следует, что n±(Ĵ′X,α(H)) = n±(JX,α(H)) = m;
(b) теоремой 2.7 следует, что n±(Ĵ′X,α(H)) = n±(JX,α(H)) = 0, т.е.

Ĵ′X,α(H) =
(
Ĵ′X,α(H)

)∗
. �

Замечание 5.2. Также отметим, что условие (5.2) обеспечивает об-
ратимость внедиагональных элементов якобиевой матрицы (5.1).

Теорема 5.3. Пусть выполнены условия теоремы 2.8 и оценки
(5.2)–(5.6). Тогда оператор Ĵ′X,α(H) имеет дискретный спектр.

Доказательство. Объединяя теорему 2.4 с теоремой 2.8 и оценками
(5.2)–(5.6), приходим к утверждению данной теоремы. �
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§6. Аппендикс

1. Линейные отношения. Пусть H — гильбертово пространство.
Линейным отношением в H называется линейное (необязательно за-
мкнутое) подпространство в H⊕ H. Множество замкнутых линейных
отношений в H обозначим C̃(H).

Напомним, что dom Θ =
{
f : {f, f ′} ∈ Θ

}
, ran Θ =

{
f ′ : {f, f ′} ∈ Θ

}
,

ker Θ = {f ∈ H : {f, 0} ∈ Θ} и mul Θ =
{
f ′ : {0, f ′} ∈ Θ

}
называют об-

ластью определения, множеством значений, ядром и многозначной
частью линейного отношения Θ, соответственно.

Линейное отношение Θ называется симметрическим, если Θ ⊂ Θ∗

и самосопряженным, если Θ = Θ∗.
Для симметрического линейного отношения Θ ⊆ Θ∗ в H многознач-

ная часть mul Θ ортогональна dom Θ в H. Полагая Hop := domΘ и
H∞ = mul Θ, получаем ортогональное разложение Θ = Θop ⊕ Θ∞,
где Θop – симметрический оператор в Hop, который называется опе-

раторной частью Θ, а Θ∞ =

{[
0
f ′

]
: f ′ ∈ mul Θ

}
— многозначная

часть Θ.
Замкнутый линейный оператор T в H отождествляют с его графи-

ком grT . Поэтому множество C(H) замкнутых линейных операторов в
H отождествляется с подмножеством C̃(H).

2. Граничные тройки. ПустьA— плотно заданный симметрический
оператор в H, Nλ(A) := H 	 ran(A − λI) = ker(A∗ − λ), λ ∈ C, — его
дефектные подпространства, а n±(A) := dimN±i(A) — его индексы
дефекта.

Всюду в дальнейшем мы считаем, n+(A) = n−(A) <∞.

Определение 6.1. [6, 20, 19] Совокупность Π = {H,Γ0,Γ1}, в кото-
рой H — сепарабельное гильбертово пространство, а Γj — линейное
отображение из domA∗ в H, j ∈ {0, 1}, называется граничной трой-
кой оператора A∗, если:

(i) справедливо тождество Грина

(A∗f, g)− (f,A∗g) = (Γ1f,Γ0g)H − (Γ0f,Γ1g)H, f, g ∈ domA∗; (6.1)

(ii) Отображение Γ : f → {Γ0f,Γ1f} из domA∗ в H ⊕H сюръек-
тивно.
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Граничная тройка для оператора A∗ существует в том и только том
случае, когда n+(A) = n−(A). Более того, n±(A) = dimH и ker Γ =
ker Γ0 ∩ ker Γ1 = domA.

Расширение Ã плотно заданного симметрического оператора A на-
зывается собственным, если domA ⊂ dom Ã ⊂ domA∗. Множество
собственных расширений оператора A обозначают ExtA.

Предложение 6.2. [6, 20] Пусть Π = {H,Γ0,Γ1} — граничная трой-
ка для оператора A∗. Тогда отображение Γ = {Γ0,Γ1} : domA∗ →
H⊕H задает биективное соответствие между совокупностью ExtA
собственных расширений Ã оператора A и совокупностью C̃(H) за-
мкнутых линейных отношений в H

ExtA 3 Ã→ Θ := Γ(dom Ã) = {{Γ0f,Γ1f} : f ∈ dom Ã} ∈ C̃(H). (6.2)

Если Θ является графиком линейного оператора B, Θ = grB, то
соотношение (6.2) принимает вид:

domAB = {f ∈ domA∗ : Γ1f = BΓ0f}. (6.3)

Для расширения Ã при выполнении условия (6.2) Ã =: AΘ или Ã =:
AB при (6.3). При этом справедливы соотношения

(i) (AB)∗ = AB∗ ;
(ii) AB1

⊆ AB2
⇐⇒ B1 ⊆ B2;

(iii) расширение AB симметрическое ⇐⇒ оператор B симметри-
ческий. При этом n±(AB) = n±(B). В частности,

AB = A∗B ⇐⇒ B = B∗.

(iv) пусть AB1 = A∗B1
и AB2 = A∗B2

. Тогда справедлива эквива-
лентность:

(AB1
− iI)−1 − (AB2

− iI)−1 ∈ Sp(H)

m
(B1 − iI)−1 − (B2 − iI)−1 ∈ Sp(H), p ∈ (0,+∞];

(vi) если domB1 = domB2, то справедлива импликация

B1 −B2 ∈ Sp(H) =⇒ (AB1−iI)−1−(AB2−iI)−1 ∈ Sp(H), p ∈ (0,+∞].

Аналогичные утверждения верны и для линейного отношения Θ.

Отношение Θ называют граничным отношением оператора Ã=AΘ.
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Рассмотрим расширения оператора A, задаваемые следующим об-
разом:

A0 := A∗ � ker Γ0, A1 := A∗ � ker Γ1.

При этом Aj = AΘj
, j ∈ {0, 1}, где подпространства Θ0 := {0} × H

и Θ1 := H × {0} — самосопряженные линейные отношения в H. В
силу Предложения 6.2 Aj = A∗j , j ∈ {0, 1}. Заметим, что Θ0 — чи-
стое линейное отношение. При этом оператор B называют граничным
оператором расширения AB .

В работе [8] в скалярном случае и в [23] – в матричном, построе-
на граничная тройка Π = {H,Γ0,Γ1}, для которой граничный опера-
тор, соответствующий оператору Шредингера HX,α, задается якобие-
вой матрицей JX,α вида (2.7), т.е.

dom(HX,α) = ker(Γ1 − JX,α(H)Γ0).

Отсюда и из общих результатов теории граничных троек [20] вытекает
как соотношение n±(JX,α(H)) = n±(HX,α), так и другие результаты о
связи спектральных свойств операторов HX,α и JX,α(H)).

Список литературы
1. S. Albeverio, F. Gesztesy, R. Hoegh-Krohn, H. Holden, Solvable models in quantum

mechanics, AMS Chelsea Publishing, Providence, RI (2005).
2. S. Albeverio, P. Kurasov, Singular perturbations of differential operators and

Schrödinger type operators, Cambridge University Press (2000).
3. V. Budyka, M. Malamud, Deficiency indices and discreteness property of block

Jacobi matrices and Dirac operators with point interactions. — J. Math. Anal.
Appl. 506 (2022), Paper No. 125582, 50.

4. D. Buschmann, G. Stolz, J. Weidmann, One-dimensional Schrödinger operators
with local point interactions. — J. Reine Angew. Math. 467 (1995), 169–186.

5. R. Carlone, M. Malamud, A. Posilicano, On the spectral theory of Gesztesy–Šeba
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