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§1. Введение

Цепные дроби могут использоваться для представления элементов
некоторых множеств. В классических случаях в качестве множества
элементов рассматривались некоторые множества скаляров: множе-
ство R вещественных чисел, [1–3], а затем множество C комплексных
чисел, [4–6]. Некоторые авторы рассматривали различные обобщения
цепных дробей для представления элементов необязательно числовых
множеств, [7–11].

В этой работе рассматривается некоторый класс специальных ассо-
циативных алгебр, в котором содержатся поля R, C, тело кватернионов
H и некоторые другие, например алгебра бикватернионов. Элементы
этих алгебр будем называть гиперчислами или просто числами. Наи-
более полные новые результаты получены для тела кватернионов H.
Элементы этого множества могут интерпретироваться как четырех-
компонентные наборы вещественных величин, однако эти элементы
могут также рассматриваться как многомерные скаляры.

Мы будeм изучать вопросы представления элементов каждого рас-
сматриваемого множества цепными дробями с элементами из неко-
торого дискретного подмножества (решетки целых элементов) этого
множества. Для множества R в качестве такого множества будем рас-
сматривать множество целых чисел Z, для множества C – множество
гауссовых комплексных целых чисел Z[i], для множества H – множе-
ство липшицевых целых кватернионов Z[i, j, k] (в квадратных скобках
указаны мнимые единицы). Могут быть рассмотрены и другие виды
решеток.

Мы будем также изучать вопросы качества приближений элемен-
тов некоторых множеств конечными дробями. В классическом случае
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условия сходимости цепных дробей к аппроксимируемым элементам
могут быть даны в терминах поведения знаменателей подходящих цеп-
ных дробей. Кроме аналогичных условий мы дадим другие условия
сходимости в терминах поведения так называемых квазизнаменателей
аппроксимируемых элементов, формируемых с помощью определен-
ных процедур. Мы покажем, как эти условия соотносятся со стандарт-
ными условиями сходимости.

Эта работа продолжает исследования работ [13–17] и некоторых
других. Необходимый теоретический материал можно найти в [18–20].

1.1. Предварительные сведения о цепных дробях. Пусть
{a0, a1, . . . , an, . . . } – некоторая последовательность абстрактных сим-
волов из некоторого множества W с бинарными операциями сложения
и умножения (необязательно коммутативного) элементов и операци-
ей обращения элемента, которая выполнима необязательно для всех
элементов.

Конечная цепная дробь задается для любого n формальным выра-
жением вида

a0 + (a1 + · · ·+ (an−1 + (an)−1)−1 . . . )−1. (1)

Бесконечная цепная дробь задается формальным выражением вида

a0 + (a1 + · · ·+ (an−1 + (an + . . . )−1)−1 . . . )−1. (2)

Мы предполагаем, что для данной последовательности an все опера-
ции выполнимы, иначе считаем, что последовательности an является
исключительной.

Отрезок rn = (a0, a1, . . . , an) длины n бесконечной цепной дроби (2)
является конечной цепной дробью и является краткой формой записи
цепной дроби (1). Таким образом, бесконечная цепная дробь понима-
ется как предельный объект (в определенном смысле) последователь-
ности своих отрезков.

Используя арифметические операции, выражение вида (1) можно
записать в виде «обыкновенной дроби», числитель и знаменатель ко-
торой суть целые элементы. Так как мы не предполагаем наличия ком-
мутативности по умножению, то имеются два варианта записи обыкно-
венных дробей. Предполагая, что знаменатели обыкновенных дробей
не обращаются в ноль, для n = 1, 2, . . . мы имеем следующие левую и
правую обыкновенные дроби

r′n = (q′n)−1p′n, r′′n = p′′n(q′′n)−1, (3)



182 С. М. ХРЯЩЕВ

где значения p′n, q
′
n и p′′n, q

′′
n являются соответственно числителем и

знаменателем отрезка цепной дроби длины n.
В частности, для n = 1 цепная дробь записывается в виде следую-

щей правой обыкновенной дроби:

r1 = a0 + a−11 = (a0a1 + 1)a−11 =: p′1(q′1)−1 =: r′1, (4)

где

q′1 = a1, p′1 = a0a1 + 1, (5)

и для левой обыкновенной дроби

r1 = a0 + a−11 = a−11 (a1a0 + 1) =: (q′′1 )−1p′′1 =: r′′1 , (6)

где

q′′1 = a1, p′′1 = a1a0 + 1. (7)

Аналогично, для n = 2, используя формулу (4), имеем для цепной
дроби в виде следующей правой обыкновенной дроби

r2 =a0+(a1+a−12 )−1 =a0+((a1a2+1)a−12 )−1 =a0+a2(a1a2+1))−1

=(a0(a1a2+1))+a2)(a1a2+1))−1 =(a0a1a2+a0+a2)(a1a2+1))−1

= ((a0a1 + 1)a2 + a0)(a1a2 + 1))−1 =: p′2(q′2)−1 =: r′2,

(8)

где

q′2 = a1a2 + 1, p′2 = (a0a1 + 1)a2 + a0, (9)

и, используя формулу (6), имеем запись в виде левой обыкновенной
дроби

r2 =a0+(a1+a−12 )−1 =a0+(a−12 (a2a1+1))−1 =a0+(a2a1+1))−1a2

=(a2a1+1))−1((a2a1+1))a0+a2)=(a2a1+1))−1(a2a1a0+a0+a2)

= (a2a1 + 1)−1(a2(a1a0 + 1) + a0) =: (q′′2 )−1p′′2 =; r′′2 ,

(10)

где

q′′2 = a2a1 + 1, p′′2 = a2(a1a0 + 1) + a0, (11)

и т. д.
Методом математической индукции может быть обосновано, что па-

ры значений (q′n, p
′
n) и (q′′n, p

′′
n) однозначно определяют обыкновенные

дроби r′n и r′′n, которые, очевидно, совпадают, т. е.

r′n = r′′n =: rn, n = 0, 1, 2, . . . . (12)
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При этом соотношения (5) или (7) образуют базу индукции, а соотно-
шения вида (9) или (11) используются для индукционного перехода.
Очевидно, соотношения (12) эквивалентны следующим соотношениям

q′np
′′
n = p′nq

′′
n, n = 0, 1, 2, . . . . (13)

Отметим, что значения q′n, p′n и q′′n, p′′n выражаются через элементы
an, n = 0, 1, . . . цепной дроби по однотипным формулам, но порядок
следования элементов цепной дроби взаимно обратный, а именно

q′n = Kn(an, an−1, . . . , a1), p′n = Kn+1(an, an−1, . . . , a1, a0), (14)
q′′n = Kn(a1, . . . , an−1, an), p′′n = Kn+1(a0, a1, . . . , an−1, an), (15)

где Kn, n = 0, 1, . . . является последовательностью полиномов специ-
ального вида от коэффициентов цепных дробей. Эти полиномы назы-
ваются континуантами.

Таким образом, если имеется последовательность символов
(a0; a1, a2, . . . , an, . . . ), то формулам (14) или (15) могут быть вычисле-
ны пары значения (q′n, p

′
n) и (q′′n, p

′′
n), из которых можно формировать

значения дробей r′n и r′′n для n = 0, 1, 2, . . . . Альтернативный способ
формирования этих последовательностей может быть осуществлен с
помощью ниже следующих уравнений Эйлера.

1.2. Уравнения Эйлера. Пусть имеется некоторое последователь-
ность (a0; a1, a2, . . . , an, . . . ) элементов, из которых составлены цепные
дроби вида (1) или (2). Нетрудно показать, что величины q′n и p′n, а
также q′′n и p′′n, удовлетворяют некоторым рекуррентным соотношени-
ям (уравнениям Эйлера).

Для удобства дальнейших вычислений положим, что

q′−1 = q′′−1 = 0, q′0 = q′′0 = 1, (16)

p′−1 = p′′−1 = 1, p′0 = p′′0 = a0. (17)

Таким образом, левая и правая пары уравнений для числителей и зна-
менателей подходящих дробей при n > 1 соответственно имеют вид

q′n = anq
′
n−1 + q′n−2, (18)

p′n = anp
′
n−1 + p′n−2, (19)
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и

q′′n = q′′n−1an + q′′n−2, (20)
p′′n = p′′n−1an + p′′n−2. (21)

Доказательство формул (19), (18) и (21), (20) можно провести мето-
дом математической индукции, где в качестве базы при n = 1 можно
использовать формулы (16), (17), (см., например, [2, 3]).

Векторная запись уравнений Эйлера. Рассмотрим следующие соот-
ветственно вектор-столбец и вектор-строку:

r′n = col(q′n, p
′
n), rr′′n = row(q′′n, p

′′
n), (22)

где q′n ∈W, p′n ∈W и q′′n ∈W, p′′n ∈W при n = −1, 0, 1, 2, . . . .
Системы уравнений Эйлера (19) – (18) и (21) – (20) начальными

данными

r′−1 = col(0, 1), r′0 = col(1, a0), (23)

rr′′−1 = row(0, 1), rr′′0 = row(1, a0) (24)

могут быть записаны соответственно в виде векторного уравнения

r′n = anr
′
n−1 + r′n−2, n > 1 (25)

или в виде векторного уравнения

rr′′n = rr′′n−1an + rr′′n−2, n > 1. (26)

Обозначим r′′n = col(q′′n, p
′′
n) = (rr′′n)>. Тогда, учитывая, что an – ска-

ляр, последнее уравнение можно переписать в виде

r′′n = r′′n−1an + r′′n−2, n > 1. (27)

Каждую последовательностей пар элементов, даваемых уравнени-
ями Эйлера, будем называть сопровождающей последовательностью
пар (левой (q′n, p

′
n) или правой (q′′n, p

′′
n)), связанную с последовательно-

стью an, где n = 0, 1, . . . .

1.3. Некоторые замечания о структурах на множестве целых
элементов. Если мы рассматриваем классические цепные дроби с
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элементами из множеств Z или Z[i], в которых имеется коммутатив-
ность по умножению, то можно рассматривать только левое или толь-
ко правое представления, которые эквивалентны. Но для цепных дро-
бей с элементами из алгебры без свойства коммутативности умноже-
ния приходится рассматривать левые и правые представления одно-
временно, как мы увидим ниже.

Приведенные выше формулы показывают, что множество W, из эле-
ментов которых формируются цепные дроби, должно иметь алгебра-
ическую структуру кольца W := (W,+, ◦), где «+» есть операция сло-
жения и «◦» есть операция умножения. Вместо знака «◦» используется
также знак «·» или пустой символ.

Величины q′n, p
′
n и q′′n, p

′′
n, n = 0, 1, . . . , также принадлежат этому

кольцу. Мы априори не предполагаем, что все элементы кольца обя-
зательно обратимы, однако мы предполагаем, что множество необра-
тимых элементов является в определенном смысле исключительным,
которое задается некоторым соотношением. Например, для множе-
ства квадратных матриц это множество матриц, определители кото-
рых равны нулю.

Использование сопровождающих последовательностей пар делает
целесообразным использование удвоенного множества W ×W = W2

целых элементов. Это множество допускает структуру линейного про-
странства (модуля) над кольцом (множеством скаляров) W. Элемен-
тами множества W2 являются пары (w1, w2). Операции «+» сложения
пар и операция «·» умножения скаляра на пару осуществляются по-
компонентно.

Для произвольной последовательности (a0; a1, a2, . . . , an, . . . ) эле-
ментов из множества W объект вида (2), т. е. цепная дробь, может не
существовать. Этот объект понимается как финальный объект для со-
провождающей последовательности пар, даваемых системами уравне-
ний Эйлера вида (19)–(18) или (21)–(20). Для установления существо-
вания этого финального объекта на множестве W2 должны быть опре-
делены некоторые геометрические структуры, в терминах которых
описывается сходимость последовательностей пар (q′n, p

′
n) или (q′′n, p

′′
n),

где n = 0, 1, . . . . В том случае, если величины q′n или q′′n обратимы, мы
говорим о сходимости обыкновенных дробей вида (3), которые назы-
ваются подходящими дробями, или конвергентами.

Например, для классических цепных необходимым и достаточным
условием существования бесконечной цепной дроби вида (2) является
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расходимость ряда
∞∑
n=0

an, см. [1]. Для обобщенных бесконечных цеп-

ных дробей условия существования финальных объектов более слож-
ные.

В дальнейшем, мы в определенном смысле будем исследовать об-
ратную проблему, а именно находить условия разложимости элемен-
тов некоторых множеств T в цепные дроби с элементами из множеств
W. В следующих разделах мы снабдим рассматриваемые множества
T некоторыми структурами.

§2. Структуры на множестве состояний

В этом и следующем разделах мы описываем некоторые алгебраи-
ческие и геометрические структуры множества состояний, элементы
которых будут представляться цепными дробями.

2.1. Основные алгебраические структуры множества состо-
яний. В качестве множеств состояний мы будем использовать мно-
жества различной природы (обозначаются W, T и т.д.). В частности,
будут использоваться числовые множества (Z, R, C). На рассматри-
ваемых множествах могут быть заданы бинарные операции сложения
«+ » и умножения «◦ » (также используется вариант обозначения «·»
или пустой символ).

Алгебраические структуры на множествах задаются набором объ-
ектов и операций. Под объектами понимаются исходные множества, а
также уже имеющиеся структуры. Структура и множество обознача-
ются одной и той же буквой, но разными шрифтами. Мы рассматри-
ваем следующие структуры.
T+ = (T,+) – абелева группа по сложению на множестве T.
T◦ = (T, ◦) – полугруппа по умножению на множестве T.
T = (T+, T◦) – кольцо на множестве T.
T=(R, φ,T) – алгебра над полем R на кольце T, где отображение R φ7→T
– гомоморфизм. Гомоморфизм позволяет ввести умножение слева эле-
мента f поля R на элемент t кольца T по формуле f · t=φ(f) ◦ t. Таким
образом, определено отображение R×T

.7→ T. Аналогичное справедли-
во для умножения справа. Введенная структура позволяет трактовать
алгебру как линейное пространство.
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Для введенных выше структур мы используем выделение объекта
из структуры, например T = set(T), T = ring(T) и т.д., что позволяет
конструировать новые структуры из имеющихся.
L(A,T) = (A,T, ·,+) – линейное пространство (линейный модуль)

на множестве T над алгеброй A, где A×T
.7→ T – операция умножения

слева элемента алгебры на элемент множества и T×T
+7→ T – операция

сложения элементов множества.
В линейном пространстве L(A,T) можно фиксировать некоторый

базис E = {e1, . . . , em}, где ei ∈ T, i = 1, . . . ,m. Тогда это линейное
пространство имеет A-размерностьm и его можно представить как ли-
нейную оболочку элементов базиса E , т. е. L(A,T) = L (A,E). Таким
образом, L(A,T) ' Am, т. е. линейное пространство L(A,T) изоморфно
пространству Am.

Мы рассматриваем следующие два случая линейных пространств.
1. Пространство L(R,T) ' Rm имеет R-размерность m. В этом под-

пространстве может быть рассматрена линейная оболочка элементов
базиса E над кольцом целых чисел Z, т. е. решетка L (Z,E) =: Z[E]. Из
элементов этого множества формируются цепные дроби. Как и выше,
мы будем считать, что линейное пространство (модуль) Z[E] изоморф-
но множеству Zm. Множество W = (Z, φ,W) будем интерпретировать
как некоторую дискретную подалгебру алгебры T.

2. Пространство L(T,T2) ' T2, где T2 – удвоенное пространство
состояний имеет T-размерность 2.

В заключение этого раздела отметим, что заданная на некотором
множестве T алгебра T является основной структурой для простран-
ства состояний в этой работе. В частности, для алгебр R, C, H ли-
нейные пространства имеют соответственно вещественные размерно-
сти m = 1, 2, 4 и элементы этих алгебр могут быть представлены как
линейные комбинации своих вещественных и мнимых единиц с веще-
ственными коэффициентами. Как известно, это единственные ассоци-
ативные алгебры, в которых обратные элементы существуют для всех
ненулевых элементов.

Наличие структуры алгебры на множестве состояний позволяет ин-
терпретировать элементы множества состояний как многокомпонент-
ные скаляры. Кроме того, она позволяет ввести понятие сопряженного
элемента и понятие обратного элемента по крайней мере для части
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элементов множества состояний. Связанные с этим понятием струк-
туры, а также некоторые другие структуры на множестве состояний,
будут рассмотрены в следующих разделах.

2.2. Операция сопряжения. Для элемента t ∈ T элемент t?r ∈ T
является правым сопряженным, а элемент t?l ∈ T является левым со-
пряженным, если для них выполнены соотношения

t · t?r = e1fr = fr, t?l · t = fle1 = fl, (28)

где fr, fl ∈ R. Мы обычно предполагаем, что t?l ·t = t ·t?r , т.е. fl=fr :=f .
Заметим, что введенные сопряженные элементы определяются неод-

нозначно указанными выше соотношениями. В частности, элемент t?
определяется с точностью до скалярного множителя (элемента поля).
Обычно дополнительно требуют, чтобы были выполнены следующие
соотношения

(t?)? = t, (t · s)? = s? · t?, (29)

а также

(t+ s)? = t? + s?, (tλ)∗ = t∗λ = λt∗ = (λt∗). (30)

Мы далее будем рассматривать алгебры с операцией сопряжения,
т. е. будем предполагать, что этих алгебрах каждый элемент имеет cо-
пряженный элемент. Для конкретных алгебр, сопряженные элементы
также могут быть введены тем или иным способом.

2.3. Норма элемента. Величина t ·t? =: |t|2 называется «веществен-
ным квадратом» элемента t ∈ T. Она может быть неопределенного
знака. Кроме того, значение |t|2 может обращаться в ноль для ненуле-
вых элементов. Корень из модуля этой величины может быть назван
псевдонормой. Из формул (30), в частности, следует, что |ts|2 = |t|2|s|2.

Если в алгебре каждый элемент имеет ненулевую псевдонорму, и
следовательно обратный элемент, то этом случае алгебру можно так-
же рассматривать как тело. В более общем случае рассматриваемую
ассоциативную алгебру будем называть алгеброй над полем с частич-
ным делением,

Псевдонорма алгебры T индуцирует псевдонорму | · | в пространстве
Rm, которая может не совпадать с евклидовой нормой ‖ · ‖. Мы пред-
полагаем, что между этими нормами имеется следующее отношение
подчинения. Существует вещественная неотрицательная монотонная
функция γ : R 7→ R, такая что γ(0) = 0 и для любого t ∈ T верно
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неравенство 0 6 γ(|t|) 6 ‖t‖. В силу этого неравенства сходимость
последовательностей в норме ‖ · ‖ является сильной и влечет слабую
сходимость в норме | · |.

Приведем примеры. Если алгебра T является телом, то для любого
t ∈ T верно |t| = ‖t‖, т. е. γ – тождественная функция и соотноше-
ния |t| = 0 и t = 0 равносильны. Если алгебра T является алгеб-
рой матриц и для матрицы t сопряженая матрица t? является союз-
ной матрицей, состоящей из алгебраических дополнений матрицы t,
то |t|2 = |tt?| = det t и |t| = (abs(det t))1/2 6 ‖t‖m/2. Последнее нера-
венство есть следствие известного неравенства Адамара. Отметим, что
для алгебры вещественных матриц множество необратимых матриц t
задается соотношением |t|2 := det t = 0. Для матриц второго порядка
правая часть этого соотношения является знакопеременной квадра-
тичной формой в пространстве R4. Таким образом, указанное соотно-
шение задает поверхность второго порядка (конус) пространстве R4.
Аналогичное справедливо для всех алгебр, не являющихся телом.

2.4. Операция обращения элемента. Для элементов t, имеющих
ненулевой квадрат псевдонормы |t|2, можно определить обратные эле-
менты по следующим формулам

t−1r =
1

t · t?r
t?r =

1

|t|2
t?r , t−1l =

1

t?l · t
t?l =

1

|t|2
t?l ,

для которых справедливы равенства t·t−1r = 1 и t−1l ·t = 1. Если t?r = t?l ,
то t−1r = t−1l . Также справедливы равенства (t1t2)−1 = (t2)−1(t1)−1.
Кроме того, |t−1| = 1

|t| .

§3. Расширенное пространство состояний и его
структуры

Пусть имеется некоторая алгебра T. Рассмотрим множество T2, ко-
торое будем понимать как множество столбцов col(t, s), где компо-
ненты t ∈ ring(T), t ∈ ring(T) являюся элементами соответствующе-
го кольца. На этом множестве определена операция покомпонентного
сложениия столбцов и операция покомпонентного умножения (слева
или справа) столбцов на элемент λ ∈ ring(T). Таким образом, множе-
ство T2 имеет структуру линейного пространства.
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3.1. Проекции и поднятия. Введем далее проективное простран-
ство как фактор-пространство по классам эквивалентности «однород-
ных элементов».

L) Левое проективное пространство:
P1
l (T) := ((T2 \ {0})/ ∼), где (t, s) ∼ (λt, λs) = λ(t, s) для t, s, λ ∈

ring(T) \ {0}.
Разбиение на классы эквивалентности определяет отображение про-

ектирования

Pr
l

: T2 7→ P1
l (T). (31)

Если элемент x имеет левый обратный элемент, то (x, y) = x(1, x−1y).
Следовательно, соответствующий проективный элемент из множества
P1
l (T) можно отождествить с элементом z′ = x−1y ∈ ring(T). Таким

образом, компоненты компоненты x и y элемента (x, y) связаны соот-
ношением y = xz′.

R) Правое проективное пространство:
P1
r(T) := ((T2 \ {0})/ ∼), где (t, s) ∼ (tµ, sµ) = (t, s)µ для t, s, λ ∈

ring(T) \ {0}.
Разбиение на классы эквивалентности определяет отображение про-

ектирования

Pr
r

: T2 7→ P1
r(T). (32)

Если элемент x имеет правый обратный элемент, то (x, y) = (1, yx−1)x.
Следовательно, соответствующий проективный элемент из множества
Prl (T) можно отождествить с элементом z′′ = yx−1 ∈ ring(T). Таким
образом, компоненты x и y элемента (x, y) связаны соотношением y =
z′′x.

Далее, соответствие z 7→ (1, z) =:
◦
z можно рассматривать как вклю-

чение T в T2. Элемент вида
◦
z будем называть базовым элементом соот-

ветствующего одномерного линейного подпространства в пространстве
T2. Величину z назовем его базовым направлением.

Пусть некоторое дискретное множество W (решетка целых элемен-
тов) содержится в T. В пространстве T2 рассмотрим подмножество
W2, элементы которого суть пары (q, p). Этому подмножеству соот-
ветствует в пространстве P1

l (T) подмножество P1
l (W) (множество ра-

циональных элементов).
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Пусть имеется некоторый элемент (q′, p′) множестваW2. Подмноже-
ство Q′ таких элементов r′ = q′

−1
p′ множества P1

l (W) будем считать
множеством “обыкновенных дробей”

Аналогично для элементов (q′′, p′′) множества W2 вводится под-
множество Q′′ множества P1

r(W), состоящее из элементов вида r′′ =

p′′q′′
−1. Очевидно, Q′ = Q′′ =: Q.

Если элементы (q′, p′) и (q′′, p′′) множества W2 таковы, что им со-
ответствующие проективные элементы r′ = q′

−1
p′ и r′′ = p′′q′′

−1 сов-
падают, т. е. r′ = r′′ =: r, то эти элементы принадлежат линейному
одномерному подпространству с базовым элементом (1, r) =:

◦
r ∈ T2.

Замечание 1. Если в T все ненулевые элементы имеют обратные, то
мы будем отождествлять пространства P1

l (T) или P1
r(T) с простран-

ством T \ {0} (например, в случае, когда алгебра T есть тело). При
этом P1

l (W) или P1
r(T) – множества рациональных элементов в T. Та-

ким образом, в этом случае сходимость дробей rn можно трактовать
как сходимость соответствующих последовательностей в пространстве
P1(T).

Для элемента z ∈ T \ {0} его прообраз Pr−1l (z) ∈ T2 (левый) или
прообраз Pr−1r (z) ∈ T2 (правый) будем называть поднятием этого эле-
мента.

Правый и левый прообразы принадлежат одномерным линейным
подпространствам с одним и тем же базисным элементом

◦
r = (1, z).

Пусть

r′n = (q′n)−1p′n, r′′n = p′′n(q′′n)−1,

где r′n = r′′n =: rn.
Используя понятие поднятия, сопровождающие последовательно-

сти пар вида (25), (27) можно записать в следующих формах:

r′n = q′n
◦
rn, r′′n =

◦
rnq
′′
n, n = 1, 2, . . . ,

где
◦
rn = col(1, rn).

3.2. Билинейные формы на множестве T2 × T2. Введем опре-
делитель второго порядка с коэффициентами из алгебры T. Пусть
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элемент b ∈ T2 и элемент c ∈ T2, где b = col(b1, b2), c = col(c1, c2).
Определим функцию ∆ переменных b, c по “правилу определителя”:

∆(b, c) := det(b, c) :=

∣∣∣∣b1 c1

b2 c2

∣∣∣∣ = b1c2 − b2c1, (33)

где разложение определителя происходит по элементам первого столб-
ца. Отметим, что элементы определителя необязательно перестановоч-
ны и значение определителя есть некоторый элемент множества T.
Функцию ∆ можно понимать также как симплектическое скалярное
произведение.

Очевидно, справедливы следующие равенства

∆(b
′
+ b
′′
, c) = ∆(b

′
, c) + ∆(b

′′
, c), ∆(b, c′ + c′′) = ∆(b, c′) + ∆(b, c′′),

∆(δb, c) = δ∆(b, c), ∆(b, cγ) = ∆(b, c)γ, γ, δ ∈ T.

Из приведенных свойств следует, что значение ∆(b, c) можно интер-
претировать как величину T-значного объема параллелограмма, натя-
нутого на векторы b, c.

Для некоторых пар упорядоченных b, c величина ∆ может прини-
мать вещественное значение. Для таких пар можно ввести понятие
ориентации. Если ∆(b, c) > 0, то пару b, c будем называть положи-
тельно ориентированной, если ∆(b, c) < 0, то пару b, c будем называть
отрицательно ориентированной.

Легко видеть, что для любых элементов b, c существует элемент δ ∈
T и существует элемент γ ∈ T, такие что

∆(δb, c) ∈ R, ∆(b, cγ) ∈ R, (34)

т. е. эти значения являются вещественными. Например, δ = (∆(b, c))? –
левый сопряженный элемент к исходному определителю, γ = (∆(b, c))?

– правый сопряженный элемент к исходному определителю.
Если элементы b, c – целые, то элементы δ и γ также будут целыми.

Следовательно, значения определителей ∆(δb, c) и ∆(b, cγ) будут це-
лыми вещественными числами. Знаки этих чисел задают ориентацию
пар (δb, c) и (b, cγ). Таким образом, можно определить ориентацию

пары направлений (
◦
b,
◦
c), где

◦
b = (1, (b1)−1b2) и

◦
c = (1, c2(c1)−1).

Если первые компоненты векторов b, c обратимы, то

∆(b, c) = 0 ⇔ (b1)−1b2 = c2(c1)−1 =: r ⇔ b = b1
◦
r, c =

◦
rc1,
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где
◦
r = col(1, r). Из этого свойства следует, что параллелограмм имеет

нулевой объем тогда и только тогда, когда векторы b, c имеют одно и
тоже базовое направление r, т. е. в этом смысле они параллельны.

Мы будем говорить, что вектор
◦
z = (1, z) лежит между векторами

r′ и r′′, если пары (r′, r′′) и (
◦
z, r′′) имеют одинаковую ориентацию, т. е.

∆(r′, r′′) ·∆(
◦
z, r′′) > 0, см. рис. 1 и рис. 3.

Рис. 1. Вектор
◦
z = (1, z) лежит между ограничиваю-

щими последовательностями r′n и r′′n, n = 0, 1, . . . .

Билинейная форма ∆ является некоторой метрической характери-
стикой пространства T, в терминах которой можно выражать многие
приведенные ниже свойства цепных дробей. В частности, условие (13)
может быть переписано в виде

∆(r′n, r
′′
n) = 0, n = 0, 1, . . . . (35)

В следующих разделах мы рассмотрим некоторые другие важные
свойства цепных дробей, выраженные в терминах билинейной формы
∆, см. формулы (36) – (37) и другие.

§4. Вспомогательные утверждения

Приведенные ниже утверждения о свойствах цепных дробей будут
использоваться для получения величин невязок цепных дробей и ап-
проксимируемых элементов в разделах 9.1.
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Справедлива следующая лемма.

Лемма 1. Пусть r′n, r
′′
n – сопровождающие последовательности пар

вида (25), (27) Предположим, что выполнены условия (13), или (35).
Тогда справедливы соотношения

∆(r′n−1, r
′′
n) = q′n−1p

′′
n − p′n−1q′′n = (−1)n−1, (36)

∆(r′n, r
′′
n−1) = q′np

′′
n−1 − p′nq′′n−1 = (−1)n. (37)

Доказательство леммы 1. .
Докажем формулу (37). Доказательство леммы проведем по индук-

ции. Учитывая формулы (16), (17), получим, что первые два значения
формулы (37) имеют вид

∆(r′0, r
′′
−1) =

∣∣∣∣ 1 0
a0 1

∣∣∣∣ = 1, ∆(r′1, r
′′
0) =

∣∣∣∣ a1 1
a1a0 + 1 a0

∣∣∣∣ = −1. (38)

Из формулы (25) с учетом формулы (35) следует, что

∆(r′n, r
′′
n−1) = ∆(anr

′
n−1 + r′n−2, r

′′
n−1)

= an∆(r′n−1, r
′′
n−1) + ∆(r′n−2, r

′′
n−1) = ∆(r′n−2, r

′′
n−1).

Далее, из формулы (27) с учетом формулы (35) следует, что

∆(r′n−2, r
′′
n−1) = ∆(r′n−2, r

′′
n−2an−1 + r′′n−3)

= ∆(r′n−2, r
′′
n−2)an−1 + ∆(r′n−2, r

′′
n−3) = ∆(r′n−2, r

′′
n−3).

Учитывая формулы (38), по индукции получим, что ∆(r′n, r
′′
n−1)

= (−1)n.
Аналогично доказывается формула (36). �

Замечание 2. Знаки правых частей равенств (36) и (37) задают ори-
ентации соответствующих пар векторов (r′n, r

′′
n−1) и (r′n−1, r

′′
n) при ме-

няющихся значениях параметра n. При возрастании параметра n лево-
правая первая пара (36) имеет положительную ориентацию, при убы-
вании параметра n лево-правая первая пара (37) имеет отрицательную
ориентацию.

Лемма 2. Верны следующие соотношения

p′n(p′n−1)−1 = (p′′n−1)−1p′′n, q′n(q′n−1)−1 = (q′′n−1)−1q′′n. (39)
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Доказательство. Преобразуем уравнения Эйлера к следующему ви-
ду. Левую пару (19)–(18) и правую пару (21)–(20) запишем соответ-
ственно в виде

s′n = an + (s′n−1)−1, s′0 = a0, n > 1, (40)

t′n = an + (t′n−1)−1, t′1 = a1, n > 2, (41)

где

s′n = p′n(p′n−1)−1 =: p′n/n−1, t′n = q′n(q′n−1)−1 =: q′n/n−1. (42)

Аналогично

s′′n = an + (s′′n−1)−1, s′′0 = a0, n > 1, (43)

t′′n = an + (t′′n−1)−1, t′′1 = a1, n > 2, (44)

где

s′′n = (p′′n−1)−1p′′n =: p′′n/n−1, t′′n = (q′′n−1)−1q′′n =: q′′n/n−1. (45)

Пары уравнений (40), (43) и ( 41), (44) задают одни и те же величи-
ны, как как начальные условия для них соответственно совпадают, а
именно, s′0 = s′′0 = a0 и t′1 = t′′1 = a1. Таким образом, для n > 0 верно,
что

s′n = s′′n =: sn =: pn/n−1, t′n = t′′n =: tn =: qn/n−1. (46)

Таким образом, выше приведенные систеиы левых и правых уравнений
одинаковы и могут быть переписаны в виде

sn = an + (sn−1)−1, s0 = a0, n > 1, (47)

tn = an + (tn−1)−1, t1 = a1, n > 2. (48)

�

Замечание 3. Рекуррентная формула (48), определяющая последова-
тельность tn, аналогична введенной ниже рекуррентной формуле (53),
определяющей последовательность αn, но в обратном времени. После-
довательности tn соответствуют цепные дроби, аналогичные тем, ко-
торые генерируются итеративной последовательностью αn, но коэф-
фициенты записываются в обратном порядке. В частности, для n > 1
значение tn = ((an, . . . , a1)), т. е. может быть записано в виде цепной
дроби с обратным следованием элементов.
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Замечание 4. Соотношения (39) могут быть переписаны в виде

∆(s′′n, s
′
n) :=

∣∣∣∣p′′n−1 p′n−1
p′′n p′n

∣∣∣∣ = 0, ∆(t
′′
n, t
′
n) :=

∣∣∣∣q′′n−1 q′n−1
q′′n q′n.

∣∣∣∣ = 0. (49)

Следствие 1. Из леммы 2, учитывая соотношения |q′0| = |q′′0 | = 1 и
|p′0| = |p′′0 | = |a0|, следует, что

|q′n| = |q′′n|, |p′n| = |p′′n|, n = 0, 1, . . . . (50)

Обозначим общее значение |q′n|2 = |q′′n|2 =: q2n. Тогда |qn| =
√
q2n.

§5. О процедуре представления элементов
пространства T последовательностями цепных

дробей

Далее мы будем изучать свойства разложений элементов некоторых
множеств состояний в цепные дроби. В качестве таких множеств будем
рассматривать некоторые алгебры T, рассмотренные в раздела 2.1, со-
держащие дискретные подмножества (решетки)W . Из элементов этих
множеств будем формировать цепные дроби.

5.1. Способы округления. При формировании цепной дроби ис-
пользуются те или другие способы округления. Округление – это неко-
торая аппроксимация элемента множества T некоторым элементом
множества W.

По аналогии с вещественными числами, каждое число z ∈ T \ {0}
будем представлять в виде z = [z] + 〈z〉, где [z] –целая часть числа
z принадлежит множеству W и 〈z〉 – дробная часть числа z (“оста-
ток”). Для числа z значение его целой части [z] может определяться
по-разному и зависит от способа округления. Обычно предполагается,
что для дробной части должно быть выполнено условие, что норма
|〈z〉| < 1.

Таким образом, в общем случае задается некоторая функция

a : Rm \ {0} 7→ Zm \ {0}, z 7→ [z] =: a(z). (51)

Конкретные способы назначения целой части элемента (способ ок-
ругления) могут быть, например, следующие.

1. Покомпонентное округление числа до целой части с недостатком
или избытком. В этом случае целую часть будем обозначать bzc или
dze.
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2. Целая часть может быть ближайшим целом числом к числу z. В
этом случае целую часть будем обозначать bze.

3. Если способ округления не важен, то целую часть будем обозна-
чать [z].

Cпособы округления, при которых функция a не меняется на каж-
дом шаге формирования цепной дроби, будем называть стационарны-
ми. Альтернативно, можно предполагать, что имеется возможность
выбирать функцию округления на каждом шаге из некоторого набора
допустимых функций, т. е. считать, что функция a является много-
значной. В основном, это, нужно, чтобы избежать вырождения про-
цесса формирования цепной дроби.

5.2. Алгоритм Евклида. Для разложения элемента в цепную дробь
c элементами an ∈W \ {0}, n = 0, 1, 2, . . . может быть использован ал-
горитм Евклида, который приводит к построению некоторой рекур-
рентной последовательности {αn}, n = 0, 1, 2, . . . .

Пусть α0 := z. Далее члены рекуррентной последовательности вы-
числяем по следующим формулам:

α0 = [α0] + 〈α0〉 = [α0] + α−11 , гдеα1 = 〈α0〉−1,
α1 = [α1] + 〈α1〉 = [α1] + α−12 , гдеα2 = 〈α1〉−1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ˙. . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn = [αn] + 〈αn〉 = [αn] + α−1n+1, гдеαn+1 = 〈αn〉−1, (52)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ˙. . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

где для [.] – целая часть числа и 〈.〉 – дробная часть числа, которые
определенны некотором способом по формуле вида (51). Для n > 0
обозначим an = [αn]. Тогда среднее уравнение (52) можно переписать
в виде

αn = an + α−1n+1. (53)

Отметим, что на каждом шаге n функция округления a(.) может
быть разная, т. е. она она может зависеть от параметра n. Выбор спосо-
ба округления на каждом шаге делается, в частности, таким образом,
чтобы обеспечить на следующем шаге существование обратного эле-
мента. Кроме того, выбор способа округления позволяет в ряде случаев
обеспечить для последовательности αn некоторые желаемые свойства.
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Следуя работе [4], последовательность {αn, n = 0, 1, . . . } будем на-
зывать итерационной последовательностью. Она полностью опреде-
ляет отрезки (a0, a1, . . . , an), n = 0, 1, 2, . . . бесконечной цепной дроби.

Если z – “иррациональное число”, то при формировании итерацион-
ной последовательности могут быть следующие ситуации.

1. Процедура продолжается неограниченное число шагов.
2. На некотором шаге n при любом способе округления величины αn

для остатка 〈αn〉 величина нормы |〈αn〉| = 0, т. е. величина 〈αn〉 6= 0 не
имеет обратной, так значение этой величины принадлежит множеству
M критических элементов tt? = 0. Заметим, что такая ситуация невоз-
можна, если в качестве пространства состояний T рассматриваются
множества R, C или H.

3. Существует номер n0, такой что при любых способах округления
для всех n > n0 верно |〈αn〉| = 1. Это означает, что при n > n0 все
значения αn лежат на единичной сфере tt? = 1.

Мы будем говорить, что имеется невырожденая итерационная по-
следовательность, если для нее не встречаются случаи 2 или 3.

Рис. 2. Итеративная последовательность αn = akn +
〈αkn〉, 〈αkn〉 =: rαkn, k = 1, 2, 3, 4.

На рис. 2 дана схематическая иллюстрация действия функции ок-
ругления для случая T = C. На рис. 2a) показаны точки akn, k = 1, 2, 3, 4
вершин единичного квадрата In, которые суть разные варианты округ-
ления вектора αn. Все иэображенные векторы исходят из начала систе-
мы координат, конец вектора αn находятся внутри квадрата In, концы
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векторов akn находятся в вершинах этого квадрата. Векторы 〈αkn〉 =: rαkn
– возможные остатки округления, где k = 1, 2, 3, 4.

На рис. 2b) начальные точки векторов 〈αkn〉, k = 1, 2, 3, 4 поме-
щены в начало системы координат посредством параллельного пере-
носа. Двойной линией показаны точки критического множества M,
на котором не должны лежать одновременно концы всех векторов
〈αkn〉, k = 1, 2, 3, 4.

5.3. Представление элементов разложения в виде рекуррент-
ной последовательности конечных цепных квазидробей. Ис-
пользуя элементы итеративной последовательности, каждую беско-
нечную цепную дробь можно записать формально (символически) в
конечном виде.

((a0; a1, . . . , an−1, αn)), n = 1, 2, . . . , (54)

где αn – величина остатка последовательности, который можно пред-
ставить с учетом формулы (53) в виде αn = an + (αn+1)−1. Таким
образом, дробь (54) также может быть записана в виде

((a0; a1, . . . , an−1, an, αn+1)), n = 0, 1, 2, . . . . (55)

С ростом n элемент αn сдвигается вправо. Для единообразия конечная
дробь может быть также записана в виде

((a0; a1, . . . , an−1, an, 0)), n = 0, 1, 2, . . . , (56)

где символ “0” можно понимать как “ноль” или бесконечную последо-
вательность, состоящую из нулей.

Мы можем рассматривать любую обыкновенную дробь с числи-
телем p и знаменателем q как элемент r проективного пространства
P1(T) (левого или правого), связанного с пространством T2.

Пусть имеется некоторый элемент z ∈ T и rn – последовательность
подходящих дробей. Пусть r′n = (q′n)−1p′n – левое представление под-
ходящей дроби и r′′n = p′′n(q′′n)−1 – правоя представление подходящая
дроби, где r′n = r′′n = rn (формула (12)).

Если число z – рациональное, то это значение, записанное в виде
конечной цепной дроби вида (1), совпадает со значением её послед-
ней подходящей дроби на шаге n, которое можно представить соот-
ветственно в левом и правом видах, т. е.

r′n = (anq
′
n−1 + q′n−2)−1(anp

′
n−1 + p′n−2), (57)

r′′n = (p′′n−1an + p′′n−2)(q′′n−1an + q′′n−2)−1. (58)
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Эти формулы непосредственно следует соответственно из формул
(19)–(18) и из формул (21)–(20).

Принимая во внимание формулу (55), для бесконечной цепной дро-
би можно также выписать соотношения, аналогичные соотношениям
(57) и (58).

Таким образом, для n = 0, 1, . . . аппроксимируемое значение z в
левом и правом представлениях удовлетворяют соотношениям

z′ = (α′n+1q
′
n + q′n−1)−1(α′n+1p

′
n + p′n−1), (59)

z′′ = (p′′nα
′′
n+1 + p′′n−1)(q′′nα

′′
n+1 + q′′n−1)−1, (60)

где z′ = z′′ = z и α′n = α′′n — члены итеративной последовательности
αn в левом и правом представлениях (они совпадают). В формулах
(59) и (60), величины

x′n+1 := α′n+1q
′
n + q′n−1, x′′n+1 := q′′nα

′′
n+1 + q′′n−1, (61)

y′n+1 := α′n+1p
′
n + p′n−1, y′′n+1 := p′′nα

′′
n+1 + p′′n−1 (62)

можно интерпретировать как члены последовательностей соответст-
венно левых и правых квазичислителей величины z. Для величины
z ∈ T ее поднятие есть элемент

◦
z := col(1, z) ∈ T2. Следовательно,

справедливы соотношения, аналогичные соотношениям (25), (27), т. е.
для n > 0

z′n+1 = αn+1r
′
n + r′n−1, (63)

z′′n+1 = r′′nαn+1 + r′′n−1, (64)

где

z′n+1 := col(x′n+1, y
′
n+1) = x′n+1

◦
z, z′′n+1 := col(x′′n+1, y

′′
n+1) =

◦
zx′′n+1. (65)

В формулах (65) использовано, что для любого n верно z′n = z′ и
z′′n = z′′, где z′ = z′′ = z.

Уравнения (63), (64) имеют форму уравнений (25), (27) для сопро-
вождающей последовательности пар знаменателей и числителей для
подходящих дробей. Таким образом, уравнения (63), (64) задают “со-
провождающие последовательности пар квазизнаменателей и квази-
числителей” для аппроксимируемых элементов.
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Рис. 3. Направление
◦
z = (1, z) элемента z = x′n+1

◦
z, где

x′n+1 – знаменатель дроби z := z′n+1 = y′n+1(x′n+1)−1.

§6. Формулы для невязок аппроксимируемых
элементов

В этом разделе мы дадим выражения невязок через знаменатели и
квазизнаменатели.

Пусть r′n и r′′n – некоторые целые левые и правые элементы расши-
ренного пространства состояний. Пусть также z′n и z′′n – квазицелые
левые и правые элементы аппроксимируемых элементов расширенного
пространства состояний, заданные формулами (63) и (64).

Тогда с учетом формул из раздела (3.2), умножая соотношения (63)
справа на r′′n и соотношения (64) слева на r′n, получаем, что

∆(z′n+1, r
′′
n) = ∆(r′n−1, r

′′
n), ∆(r′n, z

′′
n+1) = ∆(r′n, r

′′
n−1). (66)

Из формул (66) следует, что вектор z′n+1 лежит между векторами
r′n−1, r

′′
n и вектор z′′n+1 лежит между векторами r′n, r

′′
n−1, см. рис. 1.

С учетом формул из раздела (3.2) формулы (66) можно переписать
в следующих видах

x′n+1∆(
◦
z,
◦
rn) = q′n−1∆(

◦
rn−1,

◦
rn), ∆(

◦
rn,
◦
z)x′′n+1 = ∆(

◦
rn,
◦
rn−1)q′′n−1. (67)
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Пусть r′′n = col(q′′n, p
′′
n) и r′n = col(q′n, p

′
n). Тогда соотношения (65)

можно переписать с учетом формул (36) – (37) в следующем виде

x′n+1(p′′n − zq′′n) = (−1)n−1, (q′nz − p′n)x′′n+1 = (−1)n. (68)

Заметим, что если |xn+1|−1 < 1, то величины pn и qn не имеют
общего делителя.

Замечание. В формулах (68) необязательно предполагать, что ком-
поненты пар направлений обратимы. В случае обратимости можно го-
ворить об аппроксимации “тангенса угла направления” z = z

1 подхо-
дящими дробями rn. Если величины xn+1, qn обратимы, то формулы
(68) можно записать в следующих видах

(z − rn) = (−1)n(x′n+1)−1(q′′n)−1, (z − rn) = (−1)n(q′n)−1(x′′n+1)−1. (69)

§7. Критерии сходимости подходящих дробей

Мы здесь будем использовать псевдонорму “|.|” алгебры T. Для ал-
гебр R,C,H она совпадает с сильной нормой “‖.‖”. Пусть элемент z
не является рациональным. Значения правых частей в формулах (68)
и (69) можно считать некоторыми характеристиками аппроксимации
направления (1, z) направлениями (1, rn).

Из формул (68) непосредственно следует теорема о слабой сходимо-
сти.

Теорема 1. При n→∞ справедливы соотношения

|q′′nz − p′′n| = |q′nz − p′n| → 0 ⇔ |xn| → ∞, (70)

где |xn| := |x′n| = |x′′n| — значения модулей квазизнаменателей x′n, x′′n
величин z′n, z′′n в формулах (65).

Аналогичное утверждение справедливо для сходимости величин z−
rn, где rn := r′n = r′′n последовательность подходящих дробей.

Теорема 2. При n→∞ справедливы соотношения

|z − rn| → 0 ⇔ |xn| · |qn| → ∞, (71)

где |qn| := |q′n| = |q′′n| – значения модулей знаменателей q′n, q′′n подхо-
дящих дробей r′n, r′′n.
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В общем случае имеется необходимое условие сильной сходимости
подходящих дробей к аппроксимируемой величине, а именно из фор-
мул (68) с учетом (70) при n→∞ следует справедливость импликаций

‖q′nz − p′n‖ → 0 ⇒ |q′nz − p′n| → 0 ⇒ |x′′n| → ∞
⇒ ‖x′′n‖ → ∞. (72)

Для алгебр с частичным делением при изменении параметра n воз-
можно приближение величин ‖xn‖ к критическому множеству вида
{t ∈ T|t · t? = 0}. Это может приводить к потере обратимости элемен-
тов xn, что может привести к отсутствию сильной сходимости к ап-
проксимируемой величине. Рассмотрим однако случай, когда для всех
n квазизнаменатели xn элемента z обратимы, т. е. существует значе-
ние x−1n = x?n|xn|−2. Тогда справедлива следующая импликация при
n→∞

‖x?n‖ = o(|xn|2), |xn| → ∞ ⇒ ‖x−1n ‖ → 0. (73)

Таким образом, с учетом формул (68) условие (73) можно рассматри-
вать как достаточное условие сильной сходимости подходящих дробей
xn к аппроксимируемому элементу z.

Рассмотрим, как выглядит это условие для случая матричной ал-
гебры. Пусть для некоторого матричного элемента z имеется после-
довательность матричных конвергентов xn, n → ∞. Для квадратной
матрицы xn = {xn(i, j)} размерности m квадратная матрица x?n =
{x?n(i, j)} размерности m является союзной, т. е. ее элементы являются
алгебраическими дополнениями исходной матрицы, а именно компо-
нента x?n(i, j) = det[xn(i, j)], где квадратная субматрица xn(i, j) раз-
мерности m − 1 соответствует компоненте xn(i, j) матрицы xn. Тогда
условие (73) может быть записано в следующем виде

max
i,j

det[xn(i, j)] = o(det[xn]), |xn| → ∞ ⇒ ‖x−1n ‖ → 0. (74)

Это условие может быть интерпретировано как отсутствие доминиро-
вания по величине одних элементов xn(i, j) матриц xn над другими
при росте параметра n.

§8. Некоторые оценки невязок для подходящих
дробей

В этом разделе будут даны оценки в сильной норме для невязок
через знаменатели подходящих дробей.
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8.1. Соотношение знаменателей qn и квази-знаменателей xn.
Коэффициент рассогласования этих величин. Предположим,
что для величины z определена последовательность подходящих дро-
бей rn (знаменатели этих дробей обратимы). Из формул (61) имеем
следующие соотношения, связывающие (левые q′n и правые q′′n ) зна-
менатели подходящих дробей и квази-знаменателей xn разложенной в
цепную дробь величины z :

x′n+1 = cnq
′
n, x′′n+1 = q′′ncn. (75)

Величина

cn = αn+1 + (tn)−1 (76)

является коэффициентом рассогласования (искажения) знаменателей
и квазизнаменателей. Здесь величины tn := q′n(q′n−1)−1 = (q′′n−1)−1q′′n,
характеризующие относительную скорость роста модулей знаменате-
лей |qn|, определены по формулам (42), (45), (46), величины αn+1, ха-
рактеризующие ошибку округления величины αn, определены по фор-
мулам (53).

Формулы (75) можно записать также в виде

(x′n+1)−1 = (q′n)−1(cn)−1, (x′′n+1)−1 = (cn)−1(q′′n)−1. (77)

Заметим, что последовательности величин cn, а также к ним обратных
c−1n , могут быть, вообще говоря, не ограниченными.
Замечание. Коэффициент θn = c−1n введен в работе [12], где получе-
ны его оценки для вещественных цепных дробей. Условие (81) можно
рассматривать как экстраполяцию условия для случая, рассмотренно-
го в упомянутой работе.

8.2. Оценки снизу линейных форм. Предположим, что существу-
ет постоянная c, такая что полнено условие

‖cn‖ 6 c, n = 1, 2, . . . . (78)

Тогда с учетом соотношения (75) справедливы следующие соотноше-
ния

‖q′nz − p′n‖ = ‖(x′′n+1)−1‖ > 1

‖x′′n+1‖
>

1

‖cn‖ · ‖q′′n‖
>

1

c

1

‖q′′n‖
. (79)

Необходимое условие сильной сходимости подходящих дробей дает-
ся следующей теоремой.
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Теорема 3. При n→∞ справедливы соотношения

‖q′nz − p′n‖ → 0 ⇒ ‖q′′n‖ → ∞.

Эта теорема непосредственно следует из неравенств (79), которые
дают оценку снизу скорости сходимости.

8.3. Оценки сверху линейных форм. Из формул (77) справедли-
вы следующие соотношения

‖q′nz − p′n‖ = ‖(x′′n)−1‖ 6 ‖(cn)−1‖ · ‖(q′′n)−1‖. (80)

Достаточное условие сильной сходимости подходящих дробей дает-
ся следующей теоремой

Теорема 4. Пусть при n→∞ справедливо соотношение

‖(cn)−1‖ = o

(
1

‖(q′′n)−1‖

)
. (81)

Тогда ‖q′nz − p′n‖ → 0.

Эта теорема непосредственно следует из неравенств (80).

8.3.1. Оценки сверху линейных форм для случая кватернионов. Для
тела кватернионов значения слабых и сильных норм совпадают. Пред-
положим, что существует постоянная c, такая что выполнено условие

c 6 ‖cn‖, n = 1, 2, . . . . (82)

В этом случае с учетом неравенства (82) соотношения (80) можно за-
писать в виде

‖q′nz − p′n‖ = ‖(x′′n)−1‖ = ‖(cn)−1‖ · ‖(q′′n)−1‖

=
1

‖(cn)‖ · ‖(q′′n)‖
6

1

c

1

‖(q′′n)‖
.

(83)

Достаточное условие сильной сходимости подходящих дробей дает-
ся следующей теоремой.

Теорема 5. При n→∞ справедливы соотношения

‖q′′n‖ → ∞ ⇒ ‖q′nz − p′n‖ → 0.

Эта теорема непосредственно следует из неравенств (83), которые
дают ограничение сверху на скорость сходимости.
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8.3.2. Оценки величины коэффициента рассогласования cn через ха-
рактеристики итерационной последовательности αn и обратной
итерационной последовательности tn. Выполнение неравенства (83)
можно обеспечить при предположениях, сделанных в следующей лем-
ме.

Лемма 3. Пусть выполнены условия отделимости от единицы сле-
дующих последовательностей αn и t−1n , а именно справедливы нера-
венства

‖αn‖ > α > 1, ‖t−1n ‖ < 1 (84)

или

‖αn‖ > 1, ‖t−1n ‖ 6 rc−1 < 1. (85)

Тогда из (76) следует, что

c 6
∣∣‖αn+1‖ − ‖t−1n ‖

∣∣ 6 ‖cn‖, (86)

где c = max{α− 1, 1− rc−1}.

Дадим комментарии к условиям леммы 3.
Поведение подходящих дробей полностью определяется свойствами

итерационной последовательности αn, определенной условием (53), где
|αn| > 1.

В разделе 5.2 было дано определение невырожденной итерационной
последовательности. Это определение может быть переформулировано
следующим образом.

Итерационная последовательность αn удовлетворяет условию невы-
рожденности, если существует такая подпоследовательность αnk

, что
для любого натурального k > 1 верно |αnk

| > 1. Это условие может
быть обеспечено соответствующим использованием функции выбора
(способа округления), см. раздел 5.1.

Будем говорить, что итерационная последовательность удовлетво-
ряет условию сильной невырожденности, если для любого натураль-
ного n > 1 верно |αn| > 1.

Будем говорить, что итерационная последовательность удовлетво-
ряет условию равномерной сильной невырожденности, если существу-
ет α > 1, такое что для любого натурального n > 1 верно |αn| > α.

Некоторое промежуточное условие невырожденности будет рассмо-
трено в разделе 9.2, см. формулы (94).
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Для обратной итерационной последовательности tn, определенной
формулой (48), второе условие (84) эквивалентно условию |qn| < |qn+1|
(условие строгой монотонности знаменателей). Достаточные усло-
вия (в терминах коэффициентов an) для выполнения условия строгой
монотонности знаменателей были получены в [5] для случая комплекс-
ных цепных дробей, т. е. в коммутативном случае, но при выводе этих
условий свойство коммутативности не использовалось. Поэтому спра-
ведлив аналог этого условия для случая кватернионов.

Условие (85) эквивалентно условию |qn| > rc|qn−1| (условие экспо-
ненциального роста модулей знаменателей) всегда выполнено (в ти-
пичных случаях) для вещественных цепных дробей, но не известно,
когда оно справедливо для других пространств состояний. В следую-
щем разделе будут даны некоторые условия выполнения этого условия
для случая тела.

§9. Условия сходимости цепных дробях, выраженные
через свойства итерационной последовательности

В разделе 8 были даны условия сходимости цепных дробях в тер-
миных скорости роста их знаменателей. В этом разделае будут да-
ны условия сходимости цепных дробях в терминых асимптотических
свойств итерационной последовательности.

Ниже следующие оценки справедливы для случая, когда алгебра
состояний является телом. В частности, телом кватернионов. В этом
случае слабая норма совпадает с сильной нормой.

9.1. Формулы для невязок от итеративная последовательно-
сти. Пусть элемент z не является рациональным, т. е. z ∈ T \P1(W2).

Соотношения (59) и (60) можно переписать в следующем виде

−(α′n+1)−1 = (q′nz − p′n)(q′n−1z − p′n−1)−1, (87)

−(α′′n+1)−1 = (zq′′n−1 − p′′n−1)−1(zq′′n − p′′n). (88)

Из этих формул следует, что справедливы соотношения.

q′nz − p′n = (−1)n(α1 · · ·αn+1)−1, (89)

zq′′n − p′′n = (−1)n(αn+1 · · ·α1)−1. (90)
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9.2. Равномерные оценки скорости сходимости. Мы охаракте-
ризуем сходимость подходящих дробей в терминах итерационной по-
следовательности αn для аппроксимируемого значения z, используя
представление линейной формы в виде (89) или (90). Тогда

‖q′nz−p′n‖=‖α1· · ·αn+1‖−1 =‖αn+1‖−1· · ·‖α1‖−1 =‖Tn+1‖· · ·‖T1‖, (91)

‖zq′′n−p′′n‖=‖αn+1· · ·α1‖−1 =‖α1‖−1· · ·‖αn+1‖−1 =‖T1‖· · ·‖Tn+1‖, (92)

где Tn+1 = 〈αn〉 – дробная часть величины αn.
Обозначим

‖q′′nz − p′′n‖ = ‖q′nz − p′n‖ =: ∆n(z).

Зависимость от z введенной величины будем при необходимости опус-
кать для простоты записи.

Определим величину

lim inf
n→∞

‖αn‖ = α > 1. (93)

Очевидно, если α > 1, то ∆n → 0 при n→∞, см. формулы (83), (84).
Рассмотрим случай, когда α = 1. Пусть итерационная последова-

тельность не вырождена. Будем считать, что модули членов итера-
тивной последовательности изменяются с ростом параметра n в неко-
торой окрестности значения α = 1. Таким образом, предположим, что
выполнены условия

1 6 ‖αn‖ 6 1 + pξn, ‖α−1n ‖ > 1− qξn, (94)

где pξn, qξn – вещественные числа, такие что 0 6 pξn и 0 6 qξn 6 1. Оче-
видно, что ln(1 + pξn) 6 pξn и ln(1− qξn) 6 −qξn.

Приведем необходимые условия сходимости.

Утверждение 1. Пусть последовательность подходящих дробей
сходится, т.е. ∆n → 0 при n→∞. Тогда следующий ряд расходится,
т. е.

∞∑
n=1

pξn = +∞. (95)
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Доказательство. Из условий (89) или (90) следует, что

∆n = ‖(α1 · · ·αn+1)−1‖ > 1

‖(α1 · · ·αn+1)‖
>

1

‖α1‖ · · · ‖αn+1‖

>
1

(1 + pξ1) . . . (1 + pξn+1)
= e−(ln(1+

pξ1)+···+ln(1+pξn+1) > e−(
pξ1+···+pξn+1).

Таким образом, если ∆n → 0 при n → ∞, то условие (95) также удо-
влетворено. �

Приведем достаточные условия сходимости.

Утверждение 2. Пусть следующий ряд расходится, т. е.
∞∑
n=1

qξn = +∞. (96)

Тогда условие ∆n → 0 при n→∞ удовлетворено.

Доказательство. Из условия (89) (или (90)) следует, что

‖qnα−pn‖ = ‖(α1 · · ·αn+1)−1‖6‖α−1n+1‖· · ·‖α
−1
1 ‖=eln ‖α

−1
1 ‖+...+ln ‖α

−1
n+1‖

6 eln(1−
qξ1)+···+ln ‖1−qξn+1‖ 6 e−(

qξ1+···+qξn+1). (97)

Поэтому условие (96) влечет условие ∆n → 0 при n → ∞. Утвер-
ждение 2 доказано. �

Это утверждение можно интерпретировать так, что если элементы
последовательности Tn попадают в окрестность единицы не слишком
часто, то ∆n → 0.

Определим величины

lim sup
n→∞

1

n
(pξ1 + · · ·+ pξn) =: ξ, (98)

lim inf
n→∞

1

n
(qξ1 + · · ·+ qξn) =: ξ. (99)

Предположим, что 0 < ξ <∞ и 0 < ξ <∞.
Утверждение 1 можно дополнить следующим образом. Если выпол-

нены условия (95), (98), то в случае ∆n → 0 скорость сходимости не
ниже экспоненциальной, т. е. для достаточно больших n выполнено
неравенство e−nξ 6 ∆n.
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Утверждение 2 можно дополнить следующим образом. Если выпол-
нены условия (96), (99), то ∆n → 0 сходится со скоростью не ниже экс-
поненциальной, т. е. для достаточно больших n выполнено неравенство
∆n 6 e

−nξ.
Таким образом, величины ξ и ξ являются характеристиками скоро-

сти сходимости сверху и снизу.

§10. О приложении теории цепных дробей к
некоторым задачам теории управления

Многокомпонентные цепные дроби применялись в работах авто-
ра [13–17] к следующей задаче теории управления. Пусть имеется неко-
торая динамическая полисистема, т. е. конечный набор динамических
систем. На каждом временном промежутке функционирует некоторая
динамическая система из этого набора. Одна динамическая система
может быть заменена на другую в некоторый момент времени, кото-
рый называется моментом переключения управлений.

Предполагается, что данная динамическая полисистема может быть
переведена из некоторого начального состояния в заданное финаль-
ное состояние с помощью конечного числа переключений управлений
в непрерывном времени, т. е. моменты переключений образуют конеч-
ный набор вещественных чисел. При выполнении некоторых предпо-
ложений общего характера известно, что динамическая полисистема
может быть переведена в сколь угодно малую окрестность финально-
го состояния с помощью конечного числа переключений управлений в
дискретном времени, т. е. моменты переключений образуют конечный
набор рациональных чисел. Требуется определить множество момен-
тов этих переключений.

Для этой цели нужно решить задачу совместной аппроксимации
массива вещественных чисел массивом рациональных чисел с одинако-
выми знаменателями. Более точно, произвольный элемент простран-
ства Rm требуется аппроксимировать с любой степенью точности эле-
ментом пространства Qm. Для решения этой задачи применяются из-
ложенные выше методы теории многокомпонентных цепных дробей.

§11. Заключение

В этой работе изучались свойства мультикомпонентных цепных дро-
бей с элементами из некоторых специальных алгебр, в которых опре-
делены операция сопряжения, операция взятия обратного элемента и
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операции точного деления или деления с остатком. Наиболее полные
результаты получены для тела кватернионов, что связано с обратимо-
стью всех ненулевых элементов и совпадением слабой и сильных норм
элементов.

Отметим некоторые особенности изучения свойств аппроксимации
элементов цепными дробями при отсутствии коммутативности умно-
жения. При исследовании было предложено рассматривать левые и
правые представления подходящих дробей, а также рассматривать од-
новременно левые и правые уравнения Эйлера, которые являются сво-
его рода сопряженными друг другу. В коммутативном случае эти урав-
нения фактически совпадают. Использование пары сопряженных урав-
нений позволяет получить важный факт об инвариантности билиней-
ных симплектических форм вида (33), аргументы которых принад-
лежат фазовым пространствам сопряженных уравнений Эйлера, см.
формулы (36), (37). Это свойство справедливо для всех видов рас-
смотренных в работе алгебр независимо от их размерностей.

Использование билинейных симплектических форм позволило обоб-
щить понятие “лежать между”, которое ранее использовалось в веще-
ственном случае для описания факта, что аппроксимируемое значение
лежит между двумя соседними подходящими дробями. В общем слу-
чае аппроксимируемое направление стягивает соседние подходящие
дроби, лежащие в сопряженных левых и правых подпространствах
расширенного пространства состояний, см. рис. 3. С ростом числа ите-
раций угол между соседними подходящие дробями уменьшается, при
этом абсолютная величина фазового объема постоянна и равна едини-
це, см. рис. 1.

В работе для формулировок многих предложений используется по-
нятие итерационной последовательности. Рассматриваются только не-
вырожденные итерационные последовательности, которые порождают
своего рода цепные дроби общего положения. С помощью итерацион-
ной последовательности введено понятие последовательности квазиз-
наменателей величины, которая аппроксимируется цепными дробями.
Значения квазизнаменателей можно контролировать при вычислении
последовательных приближений. В терминах этого понятия показано,
что при n→∞ стремление к бесконечности модулей квазизнаменате-
лей аппроксимируемой величины является необходимым и достаточ-
ным условием слабой сходимости подходящих дробей к этой величине.
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Формулы для невязок между аппроксимируемыми элементами и под-
ходящими дробями имеют одинаковый вид для всех рассмотренных
размерностей мультикомпонентных дробей, см. формулы (79) и (83).
Показано также, что модули величин невязок не зависят от левого или
правого представлений подходящих дробей.

Что касается сильной сходимости подходящих дробей, то в общем
случае даны только необходимые условия сходимости. Достаточные
условия сходимости в данной работе приведены только для случая
тела H и некоторых других алгебр, относящихся к семейству алгебр
Клиффорда. Отметим, что эти результаты аналогичны результатам
для полей R и C. Для тела H показано, что при выполнении некоторых
условий сильной невырожденности итерационной последовательности
скорость сходимости подходящих дробей экспоненциальная.

Подводя итог отметим, что результаты теории многокомпонентные
цепных дробей могут быть применены для развития теории приближе-
ний и, следовательно, могут быть полезны для решения многих при-
кладных задач технического характера.
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Khryaschev S. M. On representation by continued fractions of elements
of some special algebras.

In this paper we consider continued fractions with elements from some
special algebras. In absence of commutativity under multiplication, the
study of properties of continued fractions is significantly complicated. For
such fractions, some concepts related to classical continued fractions need
to be modified. However, on the other hand, many properties of classical
continued fractions are fulfilled for the generalized continued fractions
under consideration. In particular, the values of the residuals are calculated
using similar formulas. The most complete results can be obtained for
continued fractions on the set of quaternions.
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