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ÏÎËÓÎÑÈ

�1. Ââåäåíèå

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ òî÷íûå íåðàâåíñòâà âèäà

E(f, Y )2 6 K(r, Y )‖f (r)‖2. (1.1)

Çäåñü E(f, Y )2 � íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè f íåêîòîðûì ïîä-
ïðîñòðàíñòâîì Y â òîì èëè èíîì ïðîñòðàíñòâå L2 (íà ïåðèîäå, íà
îñè, íà îòðåçêå èëè íà ïîëóîñè). Åñëè êîíñòàíòà K(r, Y ) íå ìîæåò
áûòü óìåíüøåíà çà ñ÷åò ïåðåõîäà ê äðóãîìó ïðèáëèæàþùåìó ïîäïðî-
ñòðàíñòâó òîé æå èëè ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, òî ãîâîðÿò, ÷òî íåðàâåí-
ñòâî (1.1) òî÷íî â ñìûñëå ïîïåðå÷íèêîâ, à ïîäïðîñòðàíñòâî Y íàçûâà-
þò îïòèìàëüíûì èëè ýêñòðåìàëüíûì äëÿ äàííîãî êëàññà ôóíêöèé f .
Â ñëó÷àå ïðèáëèæåíèé áåñêîíå÷íîìåðíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè íà îñè
èëè ïîëóîñè â ýòîì îïðåäåëåíèè èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå ñðåäíåé ðàçìåð-
íîñòè (ñì. �5).

Õîðîøî èçâåñòíà ýêñòðåìàëüíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâ òðèãîíîìåòðè-
÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ, öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà è íåêî-
òîðûõ ñïëàéíîâ â ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷àõ íà ïåðèîäå è íà îñè; ñì.,
íàïðèìåð, [1]. Îäíàêî ìíîæåñòâà ýêñòðåìàëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ãî-
ðàçäî øèðå. Â [2] àâòîðû ïîëíîñòüþ îïèñàëè ýêñòðåìàëüíûå ïîäïðî-
ñòðàíñòâà, ïîðîæäåííûå ðàâíîîòñòîÿùèìè ñäâèãàìè îäíîé ôóíêöèè
(êîðî÷å, ïðîñòðàíñòâà ñäâèãîâ) íà ïåðèîäå è óêàçàëè ñåðèþ äðóãèõ
áîëåå îáùèõ ýêñòðåìàëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Â [3] Óëèöêàÿ ïîëó÷èëà
ðåçóëüòàòû òîãî æå òèïà íà îñè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðîñòðàíñòâà ñäâèãîâ, ñðåäíÿÿ ðàçìåðíîñòü, ñðåäíèå
ïîïåðå÷íèêè.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà No. 23-11-
00178.
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Â ñëó÷àå îòðåçêà ïåðâûé ðåçóëüòàò íà ýòó òåìó ïðèíàäëåæèò Êîë-
ìîãîðîâó [4]. Ôëîàòåð è Ñàíäå [5] âû÷èñëèëè ïîïåðå÷íèêè òðåõ ñå-
ìåéñòâ ñîáîëåâñêèõ êëàññîâ íà îòðåçêå ñ íåêîòîðûìè ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè, è óêàçàëè íåñêîëüêî îïòèìàëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ è ñïëàéíîâ. Â [6] àâòîðû óêàçàëè øèðîêîå
ñåìåéñòâî ýêñòðåìàëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, â òîì ÷èñëå ñïëàéíîâûõ,
êàê íîâûõ, òàê è èìåþùèõñÿ â [5].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à íà ïîëóîñè. Â
ýòîé ñèòóàöèè ïðåäøåñòâåííèêè íàì íåèçâåñòíû.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñåìåéñòâà ñîáîëåâñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñ ãðàíè÷-
íûìè óñëîâèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ÷åòíîìó èëè íå÷åòíîìó ïðîäîë-
æåíèþ ôóíêöèè. Â �2 äëÿ øèðîêîãî êëàññà ïîäïðîñòðàíñòâ óñòàíàâ-
ëèâàþòñÿ íåðàâåíñòâà âèäà (1.1). Äëÿ ýòîãî çàäà÷à î ïðèáëèæåíèè íà
ïîëóîñè ñ ïîìîùüþ ïðîäîëæåíèÿ ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å î ïðèáëèæåíèè
íà îñè, ïîñëå ÷åãî ïðèìåíÿþòñÿ ðåçóëüòàòû èç [3]. Äëÿ ôèêñèðîâàííî-
ãî ïîäïðîñòðàíñòâà äîêàçàòåëüñòâî òî÷íîñòè íåðàâåíñòâà îòíîñèòåëü-
íî ïðîñòî. Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü ñîñòîèò â äîêàçàòåëüñòâå òî÷íîñòè â
ñìûñëå ïîïåðå÷íèêîâ. Ñ ýòîé öåëüþ â ��5 è 6 âû÷èñëÿþòñÿ ñðåäíèå
ðàçìåðíîñòè ïðèáëèæàþùèõ ïîäïðîñòðàíñòâ è ñðåäíèå ïîïåðå÷íèêè
ïðèáëèæàåìûõ êëàññîâ. Ðåçóëüòàòû î ñðåäíåé ðàçìåðíîñòè âåðíû â
ïðîñòðàíñòâàõ Lp ïðè âñåõ p ∈ [1,+∞], à íå òîëüêî â L2. Â êîíå÷íî-
ìåðíîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå î ðàçìåðíîñòè áûëî òðèâèàëüíî, à ïîïå-
ðå÷íèêè èçâåñòíû; çäåñü æå îáà ôàêòà íåî÷åâèäíû.

�2. Îáîçíà÷åíèÿ

Â äàëüíåéøåì C, R, Z, Z+, N � ìíîæåñòâà êîìïëåêñíûõ, âåùå-
ñòâåííûõ, öåëûõ, íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ è íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñîîò-
âåòñòâåííî; χA è |A| � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ è ëåáåãîâà ìåðà
ìíîæåñòâà A. Åñëè èç êîíòåêñòà íå ñëåäóåò ïðîòèâíîå, âñå ðàññìàòðè-
âàåìûå ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé ìîãóò áûòü êàê âåùåñòâåííûìè, òàê è
êîìïëåêñíûìè.

Åñëè p ∈ [1,+∞), A ⊂ R � íåâûðîæäåííûé ïðîìåæóòîê, òî Lp(A) �
ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ ôóíêöèé f , äëÿ êîòîðûõ

‖f‖p =

(∫
A

|f |p
)1/p

< +∞;
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L∞(A) � ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííûõ íà A

ôóíêöèé ñ ess sup-íîðìîé; W
(r)
p (A) ïðè r ∈ N � ïðîñòðàíñòâî ôóíê-

öèé f èç Lp(A), ó êîòîðûõ f (r−1) ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíà, à

f (r) ∈ Lp(A). Åñëè ìíîæåñòâî A íå óêàçàíî, òî ñ÷èòàåì, ÷òî A = R,
ò.å. Lp = Lp(R), W

(r)
p = W

(r)
p (R). Ïðè p ∈ [1,+∞) ÷åðåç `p îáîçíà÷àåò-

ñÿ ïðîñòðàíñòâî äâóñòîðîííèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé a = {ak}k∈Z, äëÿ
êîòîðûõ

‖a‖p =

(∑
k∈Z
|ak|p

)1/p

< +∞;

`∞ � ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ sup-íîðìîé;

E(f, Y )p = inf
g∈Y
‖f − g‖p

åñòü íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè f ∈ Lp(A) ýëåìåíòàìè ïîäïðî-
ñòðàíñòâà Y .

Âî âñåé ðàáîòå ïàðàìåòð σ > 0 ôèêñèðîâàí; xj = jπ
σ , â òîì ÷èñëå

è ïðè íåöåëûõ j. Ïðîñòðàíñòâî Lp ñîñòîèò èç âñåõ èçìåðèìûõ íà R
ôóíêöèé B, òàêèõ ÷òî ôóíêöèÿ B0 =

∑
j∈Z
|B(· − xj)| ïðèíàäëåæèò

Lp
[
0, πσ

]
; íîðìà â Lp ðàâíà ‖B‖Lp = ‖B0‖Lp[0,πσ ].

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f ∈ L1(R) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

f̂(y) =
1

2π

∫
R

f(x)e−ixy dx.

Äëÿ ôóíêöèé èç L2(R) îïðåäåëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñòàíäàðò-
íûì îáðàçîì ïåðåíîñèòñÿ ñ L1(R) ∩ L2(R).

Ñèìâîëàìè fe è fo îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ÷åòíàÿ è íå÷åòíàÿ
÷àñòè ôóíêöèè f , ò.å.

fe =
f + f(−·)

2
, fo =

f − f(−·)
2

.

Åñëè S � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, çàäàííûõ íà R, òî ÷åðåç Se è So

áóäåì îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâåííî ïîäïðîñòðàíñòâà ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ
ôóíêöèé èç S.

Ïðè σ > 0, µ ∈ Z+ ÷åðåç Sσ,µ îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ñïëàéíîâ

ïîðÿäêà µ ìèíèìàëüíîãî äåôåêòà ñ óçëàìè
jπ

σ
, j ∈ Z, à ÷åðåç Lp,σ �

ïðîñòðàíñòâî öåëûõ ôóíêöèé ñòåïåíè íå âûøå σ, âõîäÿùèõ â Lp(R).
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�3. Ïðîñòðàíñòâà ñäâèãîâ

Ïóñòü p ∈ [1,+∞], B ∈ Lp, σ > 0. Îïåðàòîð ñèíòåçà

T pB,σ : `0p → Lp,

ïîðîæäåííûé ôóíêöèåé B, çàäàåòñÿ íà ïðîñòðàíñòâå `0p âñåõ ôèíèò-
íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ `p-íîðìîé ðàâåíñòâîì

T pB,σβ(x) =
∑
j∈Z

βjB(x− xj), β ∈ `0p.

Ñèñòåìà ñäâèãîâ {B(· − xj)}j∈Z íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé Áåññåëÿ ñ ïî-
êàçàòåëåì p èëè p-áåññåëåâîé, åñëè îïåðàòîð T pB,σ îãðàíè÷åí.

Åñëè B ∈ Lp, òî ñèñòåìà {B(·−xj)}j∈Z p-áåññåëåâà, ïðè÷åì ‖T pB,σ‖ 6
‖B‖Lp . Ïðè p = 1,+∞ âåðíî è îáðàòíîå, à íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â
ðàâåíñòâî. Ýòî ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì; ñì. [7, òåîðå-
ìà 2.1] è [8, ïðåäëîæåíèå 5.3.1].

Åñëè ñèñòåìà {B(· − xj)}j∈Z p-áåññåëåâà, òî îïåðàòîð T pB,σ ïðîäîë-
æàåòñÿ ñ ñîõðàíåíèåì íîðìû íà âñå ïðîñòðàíñòâî `p ôîðìóëîé

s(x) = T pB,σβ(x) =
∑
j∈Z

βjB(x− xj), β ∈ `p. (3.1)

Ðÿä â (3.1) ñõîäèòñÿ ïî íîðìå â Lp, åñëè p ∈ [1,+∞), è àáñîëþòíî
ñõîäèòñÿ ïî÷òè âåçäå, åñëè p = +∞. Ïðè p ∈ [1,+∞) ýòî î÷åâèäíî èç
ïëîòíîñòè `0p â `p, à ïðè p = +∞ � èç âêëþ÷åíèÿ B ∈ L∞.

Ïóñòü ñèñòåìà {B(·−xj)}j∈Z p-áåññåëåâà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç SpB,σ ïðî-
ñòðàíñòâî ôóíêöèé s, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå (3.1). Ïðîñòðàíñòâà SpB,σ
íàçûâàþòñÿ ïðîñòðàíñòâàìè ñäâèãîâ, ïîðîæäåííûìè ôóíêöèåé B.
Äðóãèìè ñëîâàìè, SpB,σ = T pB,σ(`p).

Íàïðèìåð, ïðîñòðàíñòâà ñïëàéíîâ ïî ðàâíîîñòîÿùèì óçëàì ïîðîæ-
äàþòñÿ ñäâèãàìè B-ñïëàéíîâ; áóêâà B êàê ðàç íàïîìèíàåò îá ýòîì
ïðèìåðå.

Â [9, òåîðåìà 2.14] óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè p = 2 ïðîñòðàíñòâà ñäâèãîâ
äîïóñêàþò îïèñàíèå â òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå; ñì. òàêæå [8,
òåîðåìà 5.2.10]. Èìåííî, ñîîòíîøåíèå (3.1) ðàâíîñèëüíî ïðåäñòàâèìî-
ñòè ŝ â âèäå

ŝ(y) = ζ(y)B̂(y), (3.2)
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ãäå ôóíêöèÿ ζ èìååò ïåðèîä 2σ è ïðèíàäëåæèò L2[−σ, σ]. Ïðè ýòîì

βj =
1

2σ

σ∫
−σ

ζ(y)ei
jπ
σ y dy. (3.3)

Ïóñòü 0 < ρ < σ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S2B,σ,ρ ïðîñòðàíñòâî âñåõ òåõ

ôóíêöèé s ∈ S2B,σ, ó êîòîðûõ â ïðåäñòàâëåíèè (3.3) áóäåò ζ(y) = 0 ïðè

ρ < |y| < σ. Ïîëîæèì åùå S2B,σ,σ = S2B,σ.
Ïî òåîðåìå Ïýëè � Âèíåðà îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâ S2B,σ,ρ ðàâíî-

ñèëüíî ñëåäóþùåìó: ýòî ìíîæåñòâî ôóíêöèé s âèäà (3.1), òàêèõ ÷òî
βj = g(xj), ãäå g ∈ L2,ρ. Â ñàìîì äåëå, åñëè âåðíî ðàâåíñòâî (3.3) è
ζ(y) = 0 ïðè ρ < |y| < σ, òî

g(z) =
1

2σ

ρ∫
−ρ

ζ(y)eizy dy.

Â òàêîé ôîðìå îïðåäåëåíèå ïåðåíîñèòñÿ íà ïîêàçàòåëè p 6= 2, äëÿ
êîòîðûõ èñïîëüçîâàòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå çàòðóäíèòåëüíî.

Ïóñòü p ∈ [1,+∞], σ, ρ > 0, B ∈ Lp, ñèñòåìà {B(· − xj)}j∈Z p-
áåññåëåâà. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîñòðàíñòâî SpB,σ,ρ ñîñòîèò èç âñåõ ôóíê-
öèé s âèäà (3.1), òàêèõ ÷òî βj = g(xj), ãäå g ∈ Lp,ρ.

Åñëè p ∈ (1,+∞) è β ∈ `p, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíê-
öèÿ g ∈ Lp,σ, òàêàÿ ÷òî βj = g(xj) ïðè âñåõ j ∈ Z. Îáðàòíî, åñëè
p ∈ [1,+∞], g ∈ Lp,γ ïðè êàêîì-íèáóäü γ > 0, à βj = g(xj), òî β ∈ `p.
Ïîýòîìó ïðè p ∈ (1,+∞) áóäåò SpB,σ,σ = SpB,σ. Ïðè p = 1,+∞ èí-
òåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à íå âñåãäà èìååò ðåøåíèå è ïîòîìó âêëþ÷åíèå
SpB,σ,σ ⊂ SpB,σ ìîæåò áûòü ñòðîãèì. Ïðè ρ > σ îïðåäåëåíèå íå äàåò

íè÷åãî íîâîãî: SpB,σ,ρ = SpB,σ. Óïîìÿíóòûå ñâåäåíèÿ îá èíòåðïîëÿöèè

öåëûìè ôóíêöèÿìè ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [10, ëåêöèè 20 è 21].
Ïðîñòðàíñòâà SpB,σ,ρ ïðè p = 2 ââåäåíû Óëèöêîé â [11], à ïðè ïðî-

èçâîëüíûõ p � Âèíîãðàäîâûì â [12]. Òàì æå áûëî ïîëó÷åíî åùå îäíî
ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé èç ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöè-
îííîé ôîðìóëû Êàðòðàéò, êîòîðîå ïîíàäîáèòñÿ íàì äàëåå.

Çàôèêñèðóåì τ, r > 0 è íå áóäåì óêàçûâàòü ýòè ïàðàìåòðû â îáî-
çíà÷åíèÿõ. Ïîëîæèì

zl =
lπ

σ(τ + r)
, ψ(z) =

sinσrz

σrz

sinσ(τ + r)z

σ(τ + r)z
.
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Ïóñòü ôóíêöèÿ s çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (3.1), βj = g(xj), ãäå g ∈ Lp,ρ.
Ïîëîæèì τ = ρ/σ. Òîãäà âåðíà èíòåðïîëÿöèîííàÿ ôîðìóëà Êàðòðàéò
(ñì., íàïðèìåð, [10, ëåêöèÿ 21] è [13, Äîïîëíåíèå, ï.55])

g(z) =
∑
l∈Z

g(zl)ψ(z − zl). (3.4)

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ÷óòü áîëåå îáùèé âàðèàíò ôîðìóëû Êàðòðàéò ñî
ñäâèãîì

g(z) =
∑
l∈Z

g(u+ zl)ψ(z − u− zl), u ∈ R. (3.5)

Ðàâåíñòâî (3.5) ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ïðèìåíèòü ôîðìóëó (3.4) ê ôóíêöèè
gu = g(u + ·) â òî÷êå z − u. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñÿêàÿ ôóíêöèÿ s ∈
SpB,σ,ρ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

s(x) =
∑
l∈Z

g(u+ zl)
∑
j∈Z

ψ(xj − u− zl)B(x− xj). (3.6)

Ïåðåìåíà ïîðÿäêà ñóììèðîâàíèÿ îáîñíîâàíà â [12] â ñëó÷àå u = 0, à â
îáùåì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ.

Åñëè g ∈ Lp,ρ, u ∈ R, 0 < ρ < σ, βj = g(u+ xj), òî

‖β‖p 6 C‖g‖p 6 C‖β‖p. (3.7)

Ëåâîå íåðàâåíñòâî âåðíî è áåç îãðàíè÷åíèÿ ρ < σ.
Ïî ôîðìóëå Êàðòðàéò Lp,ρ = Spψ,σ(τ+r),ρ ïðè τ = ρ/σ, ïîýòîìó ýòè

ïðîñòðàíñòâà âêëþ÷àþòñÿ â îáùóþ ñõåìó êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé.

�4. Îöåíêè ïðèáëèæåíèé

Ïóñòü r ∈ N. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå êëàññû ôóíêöèé:

Hr
0 ={u ∈W (r)

2 [0,+∞) : u(k)(0) = 0, 0 6 k < r, k íå÷åòíî},

Hr
1 ={v ∈W (r)

2 [0,+∞) : v(k)(0) = 0, 0 6 k < r, k ÷åòíî}.

Çàìå÷àíèå 1. Î÷åâèäíî, êàæäàÿ ôóíêöèÿ èç W
(r),e
2 èëè W

(r),o
2 ïðè-

íàäëåæèòHr
0 èëèH

r
1 ñîîòâåòñòâåííî. Îáðàòíî, â ñèëó ãðàíè÷íûõ óñëî-

âèé èç îïðåäåëåíèÿ êëàññîâ Hr
i ÷åòíîå (íå÷åòíîå) ïðîäîëæåíèå ôóíê-

öèè u ∈ Hr
0 (v ∈ Hr

1 ) íà (−∞, 0] ïðèíàäëåæèò W
(r),e
2 (ñîîòâåòñòâåí-

íî W
(r),o
2 ).
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Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ î ïðèáëèæåíèè êëàññîâ Hr
0 è Hr

1 ñâîäèòñÿ ê
ðàññìîòðåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññîâ ôóíêöèé íà îñè. Â äàëüíåé-

øåì ìû áóäåì ôîðìóëèðîâàòü âñå ðåçóëüòàòû äëÿ W
(r),e
2 è W

(r),o
2 .

Ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå îáùåèçâåñòíî.

Çàìå÷àíèå 2. Ïóñòü Y � ïîäïðîñòðàíñòâî Lp (íå îáÿçàòåëüíî çàìêíó-
òîå), êîòîðîå âìåñòå ñ êàæäîé ôóíêöèåé s ñîäåðæèò s(−·). Òîãäà äëÿ
ëþáûõ ôóíêöèé u ∈ Lep è v ∈ Lop áóäåò

E(u, Y )p = E(u, Y e)p, E(v, Y )p = E(v, Y o)p.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè s ∈ Y

‖v − so‖p = ‖vo − so‖p =

∥∥∥∥v − s2
− v(−·)− s(−·)

2

∥∥∥∥
p

6
1

2

(
‖v − s‖p + ‖v(−·)− s(−·)‖p

)
= ‖v − s‖p,

è àíàëîãè÷íî ‖u− se‖p 6 ‖u− s‖p, îòêóäà è ñëåäóåò òðåáóåìîå.

Íàïîìíèì, ÷òî íàáîð {fj}j∈Z ýëåìåíòîâ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà
H íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé Ðèññà â H ñ ïîñòîÿííûìè A1, A2 > 0, åñëè
äëÿ ëþáîãî β ∈ `2 ðÿä

∑
j∈Z

βjfj ñõîäèòñÿ â H è

A1‖β‖22 6

∥∥∥∥∥∥
∑
j∈Z

βjfj

∥∥∥∥∥∥
2

H

6 A2‖β‖22.

Çàìå÷àíèå 3. Åñëè ñèñòåìà ñäâèãîâ {B(·−xj)}j∈Z åñòü ñèñòåìà Ðèññà
â L2, òî äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè s âèäà (3.1) âêëþ÷åíèÿ s ∈ L2 è β ∈ `2
ðàâíîñèëüíû è äëÿ âñåõ ρ ∈ (0, σ] ïðîñòðàíñòâà S2B,σ,ρ çàìêíóòû â L2.
Ñëåäîâàòåëüíî, â íèõ ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ
ëþáîé ôóíêöèè. Ýòè ñâîéñòâà î÷åâèäíû. Ñèñòåìà {B(· − xj)}j∈Z åñòü
ñèñòåìà Ðèññà â L2 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà

a1 6
∑
k∈Z
|B̂(y + 2kσ)|2 6 a2 (4.1)

ïðè ïî÷òè âñåõ y; ñì., íàïðèìåð, [14, òåîðåìà 1.1.6]. Çäåñü ãðàíèöû ai
ïðîïîðöèîíàëüíû Ai.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà äàåò îïèñàíèå ñèììåòðèè ïðîñòðàíñòâà ñäâèãîâ
â òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå.
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Ëåììà 1. Ïóñòü B ∈ L2(R) è ñèñòåìà ñäâèãîâ {B(· − xj)}j∈Z åñòü

ñèñòåìà Ðèññà â L2(R). Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû.

1. B(−·) ∈ S2B,σ.
2. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ 2σ-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ γ ∈ L2[−σ, σ],

÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ y ∈ R ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî B̂(−y) = γ(y)B̂(y).
3. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ 2σ-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ γ ∈ L∞[−σ, σ],

÷òî inf |γ| > 0 è äëÿ ïî÷òè âñåõ y ∈ R ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî B̂(−y) =

γ(y)B̂(y).
Äëÿ ëþáîãî ρ ∈ (0, σ] ïðè âûïîëíåíèè îäíîãî èç ýòèõ óñëîâèé èç

âêëþ÷åíèÿ s ∈ S2B,σ,ρ ñëåäóåò s(−·) ∈ S2B,σ,ρ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Èìïëèêàöèÿ 3 =⇒ 2 òðèâèàëüíà. Ðàâíîñèëü-
íîñòü óòâåðæäåíèé 1 è 2 íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç êðèòåðèÿ (3.2). Äî-
êàæåì èìïëèêàöèþ 2 =⇒ 3. Ñóììèðóÿ, íàõîäèì∑

k∈Z
|B̂(−y − 2kσ)|2 = |γ(y)|2

∑
k∈Z
|B̂(y + 2kσ)|2.

Ïî êðèòåðèþ ñèñòåìû Ðèññà
a1
a2
6 |γ(y)|2 6 a2

a1
,

ãäå a1 è a2 � ãðàíèöû Ðèññà èç ôîðìóëû (4.1).
2. Ïóñòü s ∈ S2B,σ,ρ è âûïîëíåíî óñëîâèå 3. Ïî ôîðìóëå (3.2)

ŝ(y) = ζ(y)B̂(y),

ãäå ôóíêöèÿ ζ èìååò ïåðèîä 2σ, ζ ∈ L2[−σ, σ] è ζ(y) = 0 íà (ρ, σ]. Ïî
óñëîâèþ 3

ŝ(−·)(y) = ŝ(−y) = ζ(−y)B̂(−y) = ζ(−y)γ(y)B̂(y).

Ôóíêöèÿ ζ(−·)γ îáëàäàåò òåìè æå ñâîéñòâàìè, ÷òî è ζ, ïîñêîëüêó γ ∈
L∞. Ïî êðèòåðèþ (3.2) áóäåò s(−·) ∈ S2B,σ,ρ. �

Íàì ïîíàäîáèòñÿ êðèòåðèé ýêñòðåìàëüíîñòè ïðîñòðàíñòâ ñäâèãîâ
äëÿ ïðèáëèæåíèÿ ñîáîëåâñêèõ êëàññîâ íà îñè.

Òåîðåìà A ([3, ñëåäñòâèå 4]). Ïóñòü r > 1, 0 < ρ 6 σ, B ∈ L2(R)
è ñèñòåìà ñäâèãîâ {B(· − xj)}j∈Z åñòü ñèñòåìà Ðèññà â L2(R). Òîãäà
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû.

1. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈W (r)
2 (R) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

E
(
f, S2B,σ,ρ

)
2
6

1

ρr
‖f (r)‖2. (4.2)
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2. Äëÿ ïî÷òè âñåõ y ∈ (−ρ, ρ) áóäåò B̂(y) 6= 0 è∑
k∈Z

|B̂(y + 2kσ)|2
1

(y+2kσ)2r −
1
ρ2r

> 0. (4.3)

Êîíñòàíòà 1
ρr â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (4.2) òî÷íàÿ.

Èç òåîðåìû A è ëåììû 1 âûòåêàåò ïðèçíàê ýêñòðåìàëüíîñòè ÷åòíîé

è íå÷åòíîé ÷àñòåé ïîäïðîñòðàíñòâà S2B,σ,ρ äëÿ êëàññîâ W
(r),e
2 è W

(r),o
2

ñîîòâåòñòâåííî. Â òåîðåìå A ÷èñëî r ìîæåò áûòü è íåöåëûì (ñ èçâåñò-
íûì îáîáùåíèåì îïðåäåëåíèÿ ñîáîëåâñêèõ êëàññîâ), íî ïðèìåíèì ìû
åå òîëüêî äëÿ íàòóðàëüíûõ r.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü r ∈ N, 0 < ρ 6 σ, B ∈ L2(R) è ñèñòåìà ñäâèãîâ

{B(· − xj)}j∈Z åñòü ñèñòåìà Ðèññà â L2(R). Ïðåäïîëîæèì òàêæå,

÷òî ôóíêöèÿ B óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì.

1. Ñóùåñòâóåò γ ∈ L2[−σ, σ], òàêàÿ ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ y ∈ R
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî B̂(−y) = γ(y)B̂(y).

2. Äëÿ ïî÷òè âñåõ y ∈ (−ρ, ρ) áóäåò B̂(y) 6= 0 è∑
k∈Z

|B̂(y + 2kσ)|2
1

(y+2kσ)2r −
1
ρ2r

> 0.

Òîãäà äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé u ∈ W (r),e
2 è v ∈ W (r),o

2 âûïîëíÿþòñÿ òî÷-

íûå íåðàâåíñòâà

E
(
u,S2,eB,σ,ρ

)
2
6

1

ρr
‖u(r)‖2, (4.4)

E
(
v,S2,oB,σ,ρ

)
2
6

1

ρr
‖v(r)‖2. (4.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ B óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
âòîðîãî ïóíêòà òåîðåìû A,

E
(
u,S2B,σ,ρ

)
2
6

1

ρr
‖u(r)‖2.

Ïî ëåììå 1 ïðîñòðàíñòâî S2B,σ,ρ âìåñòå ñ êàæäîé ôóíêöèåé ñîäåðæèò

åå ÷åòíóþ è íå÷åòíóþ ÷àñòè. Ïîýòîìó S2B,σ,ρ â ëåâîé ÷àñòè ìîæíî çà-

ìåíèòü íà S2,eB,σ,ρ, òî åñòü âåðíî íåðàâåíñòâî (4.4). Íåðàâåíñòâî (4.5)
äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
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Äîêàæåì òî÷íîñòü ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâ. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíà-
äîáÿòñÿ ïî÷òè ýêñòðåìàëüíûå ôóíêöèè êîíêðåòíîãî âèäà â íåðàâåí-
ñòâå (4.2). Â [11, òåîðåìà 2] ïîëó÷åíà ÿâíàÿ ôîðìóëà äëÿ íàèëó÷øåãî
ïðèáëèæåíèÿ ïðîñòðàíñòâîì S2B,σ,ρ:

E2
(
f, S2B,σ,ρ

)
2

= 2π

∫
R

|f̂ (r)(y)|2

y2r
dy

−
ρ∫
−ρ

1

DB,σ(y)

∣∣∣∣∣∑
ν∈Z

B̂(y + 2νσ) f̂ (r)(y + 2νσ)

(y + 2νσ)r

∣∣∣∣∣
2

dy

 ,

ãäå

DB,σ(y) =
∑
ν∈Z
|B̂(y + 2νσ)|2.

Ïðè ρ < σ âîçüìåì ε ∈ (0, σ − ρ) è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f̂
(r)
ε =

χ(ρ,ρ+ε). Òîãäà âû÷èòàåìîå îáíóëÿåòñÿ è

E2
(
fε,S2B,σ,ρ

)
2

= 2π

ρ+ε∫
ρ

dy

y2r
=

2πε

ρ2r
+ o(ε), ε→ 0+,

à ‖f (r)ε ‖22 = 2πε, îòêóäà è ñëåäóåò òî÷íîñòü (4.2).

Ïðè ρ = σ ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ. Åñëè ôóíêöèÿ B̂ îòäåëåíà îò
íóëÿ â ïðàâîé îêðåñòíîñòè òî÷êè −σ, òî ñóììó ïî ν ìîæíî îáíóëèòü,
ïîëîæèâ

f̂
(r)
ε (y) = − B̂(y + 2σ)

B̂(y)
· yr

(y + 2σ)r
χ(−σ,−σ+ε) + χ(σ,σ+ε). (4.6)

Ïîñëå ýòîãî òî÷íîñòü äîêàçûâàåòñÿ, êàê â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå.

Åñëè æå ôóíêöèÿ B̂ íå îòäåëåíà îò íóëÿ, òî ôóíêöèÿ (4.6) ìîæåò íå
ïðèíàäëåæàòü L2, ïîýòîìó ïîñòóïèì ïî-äðóãîìó. Äëÿ êàæäîãî ε > 0

ïîëîæèì f̂
(r)
ε = χAε , ãäå

Aε =
{
y ∈ (−σ,−σ + ε) : |B̂(y)| < ε

}
.

Ìåðà ìíîæåñòâà Aε ïîëîæèòåëüíà, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå |B̂(y)|
> ε ïî÷òè âñþäó íà (−σ,−σ + ε), òî åñòü B̂ îòäåëåíà îò íóëÿ (íàïîì-
íèì, ÷òî ýêâèâàëåíòíûå ôóíêöèè îòîæäåñòâëÿþòñÿ). Ôóíêöèÿ DB,σ
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îòäåëåíà îò íóëÿ ïî êðèòåðèþ ñèñòåìû Ðèññà (4.1). Ïîýòîìó

E2
(
fε,S2B,σ

)
2

= 2π

∫
Aε

dy

y2r
−
∫
Aε

o(1) =
2π|Aε|
σ2r

+ o(|Aε|), ε→ 0+,

à ‖f (r)ε ‖22 = 2π|Aε|, ÷òî è äîêàçûâàåò òî÷íîñòü (4.2).
Âî âñåõ ðàçîáðàííûõ ñëó÷àÿõ íîñèòåëè ôóíêöèé fε è fε(−·) ïåðå-

ñåêàþòñÿ ðàçâå ëèøü ïî ìíîæåñòâó íóëåâîé ìåðû. Ïîýòîìó

‖feε ‖22 = ‖foε ‖22 =
1

2
‖fε‖22.

Ïóñòü íåðàâåíñòâà (4.4) è (4.5) âûïîëíÿþòñÿ ñ êîíñòàíòàìè a è b. Òîãäà

E2
(
fε,S2B,σ,ρ

)
2

= E2
(
feε ,S

2,e
B,σ,ρ

)
2

+ E2
(
foε ,S

2,o
B,σ,ρ

)
2

6 a2
∥∥(feε )(r)

∥∥2
2

+ b2
∥∥(foε )(r)

∥∥2
2

=
a2 + b2

2

∥∥f (r)ε

∥∥2
2
,

÷òî íåâîçìîæíî, åñëè a èëè b ìåíüøå, ÷åì ρ−r. �

Â ��5 è 6 áóäåò äîêàçàíî, ÷òî ïðè îäíîì äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè
ñèììåòðèè ôóíêöèè B íåðàâåíñòâà òåîðåìû 1 òî÷íû â ñìûñëå ñðåäíèõ
ïîïåðå÷íèêîâ.

Îöåíêè òåîðåìû 1 ìîæíî óñèëèòü ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì, çàìåíèâ
èõ ïðàâûå ÷àñòè íà íàèëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ. Îáîçíà÷èì

Zr =
{
s(r) : s ∈ S2B,σ,ρ ∩W

(r)
2

}
.

Çàìå÷àíèå 4. Åñëè B ∈ W (r)
2 è îáå ñèñòåìû ñäâèãîâ

{
B(· − xj)

}
j∈Z

è
{
B(r)(· − xj)

}
j∈Z ñóòü ñèñòåìû Áåññåëÿ â L2, òî S2B,σ,ρ ⊂ W

(r)
2 è

Zr = S2
B(r),σ,ρ

.

Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ðÿä (3.1) ìîæíî äèôôåðåíöèðîâàòü
ïî÷ëåííî.

Ñëåäñòâèå 1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé u ∈ W (r),e
2

è v ∈W (r),o
2 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

E
(
u,S2,eB,σ,ρ

)
2
6

{
1
ρrE

(
u(r), Zer

)
2
, r ÷åòíî,

1
ρrE

(
u(r), Zor

)
2
, r íå÷åòíî.

E
(
v,S2,oB,σ,ρ

)
2
6

{
1
ρrE

(
v(r), Zor

)
2
, r ÷åòíî,

1
ρrE

(
v(r), Zer

)
2
, r íå÷åòíî,
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâîå íåðàâåíñòâî, âòîðîå äîêàçûâàåòñÿ
àíàëîãè÷íî. Âîçüìåì A > 1 è âûáåðåì ýëåìåíò g ∈ Zr òàê, ÷òî

‖u(r) − g‖2 6 AE
(
u(r), Zr

)
2
.

Ïðè ÷åòíîì r åãî ìîæíî âûáðàòü ÷åòíûì, à ïðè íå÷åòíîì r � íå÷åò-
íûì. Òîãäà g = s(r), ãäå s ∈ S2B,σ,ρ. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó A èëè òåîðåìó 1
ê ôóíêöèè u− s, ïîëó÷àåì

E
(
u,S2,eB,σ,ρ

)
2

= E
(
u,S2B,σ,ρ

)
2

= E
(
u− s,S2B,σ,ρ

)
2
6

1

ρr
‖u(r) − g‖2

6
A

ρr
E
(
u(r), Zr

)
2

=

{
A
ρrE

(
u(r), Zer

)
2
, r ÷åòíî,

A
ρrE

(
u(r), Zor

)
2
, r íå÷åòíî.

Îñòàåòñÿ óñòðåìèòü A ê 1. �

Â [3, ñëåäñòâèå 6] ïîëó÷åíî ëåãêî ïðîâåðÿåìîå óñëîâèå âûïîëíåíèÿ
íåðàâåíñòâà (4.3), îáùåãî äëÿ òåîðåìû A è òåîðåìû 1, à èìåííî,

|y + 2kσ|r|B̂(y + 2kσ)| 6 |y|r|B̂(y)|

ïðè ïî÷òè âñåõ y ∈ (−ρ, ρ) è ïðè âñåõ k ∈ Z. Â ÷àñòíîñòè, ýòîìó
óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿþò ôóíêöèè ñ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå âèäà

B̂(y) =

(
ei
π
σ y − 1

iπσ y

)µ+1

ψ(y), µ ∈ Z+, µ+ 1 > r,

ãäå ïðè ïî÷òè âñåõ y ∈ (−ρ, ρ) âåðíî ψ(y) 6= 0 è |ψ(y+2kσ)| 6 |ψ(y)| äëÿ
âñåõ k∈Z\{0}. Åñëè ψ åñòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèèK ∈ L1(R),
òî òàêàÿ ôóíêöèÿ B åñòü ñðåäíåå Ñòåêëîâà ïîðÿäêà µ+ 1 îò K.

Äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè òåîðåìû 1 íåîáõîäèìî åùå íàëîæèòü óñëî-
âèÿ (4.1), ïðè êîòîðûõ ñäâèãè ôóíêöèè B îáðàçóþò ñèñòåìó Ðèññà,
è óñëîâèå ñèììåòðèè. Â ÷àñòíîñòè, ïðè µ > r− 1 òåîðåìà 1 âåðíà äëÿ
B-ñïëàéíà Bσ,µ è ñäâèíóòîãî íà ïîëøàãà B-ñïëàéíà, êîòîðûå ïîðîæ-
äàþò ïðîñòðàíñòâà ñïëàéíîâ ñ óçëàìè xj è

π
2σ + xj , j ∈ Z.

�5. Ñðåäíÿÿ ðàçìåðíîñòü

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ñðåäíåé ðàçìåðíîñòè, à â ñëåäóþùåì ïàðà-
ãðàôå � ñðåäíåãî ïîïåðå÷íèêà ïî Êîëìîãîðîâó, ñëåäóÿ îáîçíà÷åíèÿì
èç [1].
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Ïóñòü Dp � çàìêíóòûé åäèíè÷íûé øàð ïðîñòðàíñòâà Lp = Lp(R).
Äëÿ A > 0 è çàäàííîé íà R ôóíêöèè f îáîçíà÷èì

PAf(t) =

{
f(t), |t| < A,

0, |t| > A.

Âåëè÷èíà

dn(W,X) = inf
Xn

sup
x∈W

inf
y∈Xn

‖x− y‖X ,

ãäå ïåðâûé èíôèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ïîäïðîñòðàíñòâàì Xn ïðîñòðàí-
ñòâà X ðàçìåðíîñòè íå âûøå n, íàçûâàåòñÿ n-ïîïåðå÷íèêîì ïî Êîë-

ìîãîðîâó ìíîæåñòâà W â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X.
Ïóñòü H � ïîäïðîñòðàíñòâî Lp, p ∈ [1,+∞]. Ïðè ε,A > 0 ïîëîæèì

K(ε,A,H) = K(ε,A,H,Lp) = min{n ∈ Z+ : dn(PA(H ∩Dp), Lp) < ε}.

Ìû ïðèíèìàåì ñîãëàøåíèå min∅ = +∞. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êîíå÷-
íîñòü âåëè÷èíû K(ε,A,H) ïðè âñåõ ε > 0 ðàâíîñèëüíà êîìïàêòíîñòè
îïåðàòîðà PA|H . Â ýòîì è ïîñëåäóþùèõ îïðåäåëåíèÿõ èíîãäà ÿâíî
òðåáîâàëîñü, ÷òîáû ïðîñòðàíñòâî H îáëàäàëî ñâîéñòâîì: ïðè ëþáîì
A > 0 îïåðàòîð PA|H êîìïàêòåí. Ñîãëàøåíèå min∅ = +∞ ïîçâîëÿåò
ýòîãî íå äåëàòü.

Âåëè÷èíà

dimH = dim (H,Lp) = lim
ε→0+

lim
A→+∞

K(ε,A,H,Lp)

2A

íàçûâàåòñÿ ñðåäíåé ðàçìåðíîñòüþ ïîäïðîñòðàíñòâà H â Lp.
Èçâåñòíî (ñì. [1, ëåììà 2.1]), ÷òî ñðåäíÿÿ ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà

ñïëàéíîâ Sσ,µ ∩Lp è ïðîñòðàíñòâà Lp,σ â Lp, p ∈ [1,+∞], ðàâíÿåòñÿ σ
π .

Â [15] Âèíîãðàäîâûì áûëè äàíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñðåäíÿÿ ðàç-
ìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâ SpB,σ òàêæå ðàâíÿåòñÿ σ

π . Â [12] ýòè óñëîâèÿ áû-

ëè îñëàáëåíû è ðåçóëüòàòû îáîáùåíû íà ïðîñòðàíñòâà SpB,σ,ρ. Èìåííî,
â [12] äîêàçàíî, ÷òî ðàâåíñòâà dimSpB,σ = σ

π è dimSpB,σ,ρ = ρ
π âåðíû

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé B1 è B2, ñôîðìóëèðîâàííûõ íèæå. Ýòîò ðå-
çóëüòàò âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïðåäûäóùèå.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ãîâîðèò, ÷òî ïðè îïðåäåëåííîì óñëîâèè ñèì-
ìåòðèè ôóíêöèè B ñðåäíèå ðàçìåðíîñòè ÷åòíîé è íå÷åòíîé ÷àñòåé
ïðîñòðàíñòâ SpB,σ è SpB,σ,ρ ðîâíî âäâîå ìåíüøå, ÷åì ó âñåãî ïðîñòðàí-
ñòâà. Ïðè âñåé êàæóùåéñÿ î÷åâèäíîñòè ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìû íå çíà-
åì åãî êîðîòêîãî äîêàçàòåëüñòâà è ïîëüçóåìñÿ òåõíèêîé èç [12].
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü p ∈ [1,+∞], 0 < ρ 6 σ, à ôóíêöèÿ B ∈ Lp óäîâëå-
òâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì B1 è B2.
B1. Ðÿä ∑

j∈Z
|B(· − xj)|

ñõîäèòñÿ ïî íîðìå â Lp
[
0, πσ

]
.

B2. Ñóùåñòâóåò òàêîå C > 0, ÷òî åñëè β ∈ `p, à ôóíêöèÿ s çàäà-
åòñÿ ôîðìóëîé (3.1), òî

‖β‖p 6 C‖s‖p. (5.1)

Ïóñòü åùå B(−·) = ±B(· − xθ) äëÿ íåêîòîðîãî θ ∈ Z. Òîãäà

dimSp,eB,σ,ρ = dimSp,oB,σ,ρ =
ρ

2π
,

dimSp,eB,σ = dimSp,oB,σ =
σ

2π
.

Çàìå÷àíèå 5. Èç óñëîâèÿ B1 ñëåäóåò p-áåññåëåâîñòü ñèñòåìû ñäâèãîâ
è òåì ñàìûì êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâ ñäâèãîâ. Óñëîâèå
B2 îçíà÷àåò îãðàíè÷åííóþ îáðàòèìîñòü îïåðàòîðà ñèíòåçà. Ïîýòîìó â
óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 ñèñòåìà ñäâèãîâ {B(·−xj)}j∈Z åñòü ñèñòåìà Ðèññà
â Lp.

Çàìå÷àíèå 6. Ïðè p = 2 óñëîâèå B(−·) = ±B(· − xθ) äëÿ íåêîòîðîãî
θ ∈ Z îçíà÷àåò, ÷òî â óñëîâèÿõ ïóíêòà 3 ëåììû 1 ôóíêöèÿ γ èìååò âèä

γ(y) = θ0e
−i θπσ y, θ0 ∈ {1,−1}, θ ∈ Z.

Çàìå÷àíèå 7. Ìíîæåñòâî ôóíêöèé B ñ óêàçàííûì ñâîéñòâîì ñèì-
ìåòðèè âêëþ÷àåò ÷åòíûå è íå÷åòíûå ôóíêöèè (ïðè θ = 0, θ0 = 1 è
θ0 = −1 ñîîòâåòñòâåííî). Ïî ôîðìóëå Êàðòðàéò Lp,ρ = Spψ,σ(τ+r),ρ ïðè
τ = ρ/σ, ïîýòîìó òåîðåìà 2 â ñèëó ÷åòíîñòè ôóíêöèè ψ âåðíà äëÿ
ïðîñòðàíñòâ Lp,ρ. B-ñïëàéí

Bσ,µ(x) =

∫
R

(
ei
π
σ y − 1

iπσ y

)µ+1

eixy dy, σ > 0, µ ∈ Z+,

òîæå îáëàäàåò íóæíûì ñâîéñòâîì ñèììåòðèè (ïðè θ0 = 1, θ = µ+ 1).
Êðîìå òîãî, ÿñíî, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ B óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óñëîâèþ,
òî è ôóíêöèè B(xq/2 ± ·) òîæå åìó óäîâëåòâîðÿþò ïðè ëþáîì q ∈ Z
(âîîáùå ãîâîðÿ, ñ äðóãèì çíà÷åíèåì θ). Ïîýòîìó òåîðåìà 2 âåðíà äëÿ
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ïðîñòðàíñòâ ñïëàéíîâ Sσ,µ ∩Lp è ñïëàéíîâ èç Sσ,µ ∩Lp, ñäâèíóòûõ íà
ïîëøàãà ñåòêè.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. 1. Îöåíêà ñâåðõó. Ñíà÷àëà ðàçáåðåì
áîëåå òðóäíûé ñëó÷àé ρ < σ. Äîêàæåì, ÷òî

dimSp,eB,σ,ρ 6
ρ

2π
.

Äëÿ ïðîñòðàíñòâà Sp,oB,σ,ρ äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî.
Ïîëó÷èì óäîáíîå âûðàæåíèå ÷åòíîé ÷àñòè ôóíêöèè s ∈ SpB,σ,ρ.

Ïóñòü ôóíêöèÿ s çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (3.1), βj = g(xj), ãäå g ∈ Lp,ρ.
Çàôèêñèðóåì åùå r > 0 è ïîëîæèì τ = ρ/σ, òîãäà τ ∈ (0, 1). Âîñïîëü-
çóåìñÿ ôîðìóëîé Êàðòðàéò (3.5) ñî ñäâèãîì íà u = xθ/2. Ïî ðàâåí-
ñòâó (3.6)

s(x) =
∑
l∈Z

g(xθ/2 + zl)
∑
j∈Z

ψ(xj − xθ/2 − zl)B(x− xj). (5.2)

Îòñþäà ïî óñëîâèþ ñèììåòðèè è â ñèëó ÷åòíîñòè ôóíêöèè ψ

s(−x) =
∑
l∈Z

g(xθ/2 + zl)
∑
j∈Z

ψ(xj − xθ/2 − zl)B(−x− xj)

= ±
∑
l∈Z

g(xθ/2 + zl)
∑
j∈Z

ψ(xj − xθ/2 − zl)B(x+ xj−θ)

= ±
∑
l∈Z

g(xθ/2 + zl)
∑
j∈Z

ψ(xθ−j − xθ/2 − zl)B(x− xj)

= ±
∑
l∈Z

g(xθ/2 + zl)
∑
j∈Z

ψ(xj − xθ/2 + zl)B(x− xj)

= ±
∑
l∈Z

g(xθ/2 − zl)
∑
j∈Z

ψ(xj − xθ/2 − zl)B(x− xj).

Ñëåäîâàòåëüíî,

se(x) =
∑
l∈Z

cl
∑
j∈Z

ψ(xj − xθ/2 − zl)B(x− xj),

ãäå

cl = cl,θ,g =
g(xθ/2 + zl)± g(xθ/2 − zl)

2
.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî c−l = ±cl.
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Ïðè N ∈ Z+ îáîçíà÷èì ÷åðåç YN = YN,θ ìíîæåñòâî ôóíêöèé sN
âèäà

sN (x) =
∑
|l|6N

αl
∑
j∈Z

ψ(xj − xθ/2 − zl)B(x− xj), (5.3)

ãäå αl � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå èëè êîìïëåêñíûå ÷èñëà.
Äëÿ îöåíêè K(ε,A,Sp,eB,σ,ρ) äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü çíà÷åíèÿ A =

xM , ãäå M ∈ N. Ïóñòü s ∈ SpB,σ,ρ. Ïîëîæèì τ = ρ/σ, òîãäà τ ∈ (0, 1).

Çàôèêñèðóåì åùå r > 0 è çàïèøåì s ïî ôîðìóëå (5.2). Ïîëîæèì αl =
g(xθ/2 + zl), âîçüìåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî N > (τ + r)M è îïðåäåëèì

ôóíêöèþ sN ôîðìóëîé (5.3). Íàïîìíèì, ÷òî xM = Mπ
σ , zN = Nπ

σ(τ+r) ,
îòêóäà

zN − xM =
π(N − (τ + r)M)

σ(τ + r)
> 0. (5.4)

Âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêîé

‖PAs− PAsN‖p 6 ‖α‖pη(zN − xM ), (5.5)

ãäå η(y) → 0 ïðè y → +∞. Îíà ïîëó÷åíà â [12, ôîðìóëà (4.1)] â
ñëó÷àå θ = 0, òî åñòü ïðè îòñóòñòâèè ñäâèãà â ôîðìóëå Êàðòðàéò. Åå
äîêàçàòåëüñòâî â îáùåì ñëó÷àå íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ.

Èç íåðàâåíñòâ (5.5), (3.7) è (5.1) ïîëó÷àåì

‖PAs− PAsN‖p 6 C‖s‖pη(zN − xM ).

Ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó (5.4), ïî ε > 0 ïîäáåðåì íîìåð N1(ε) òàê, ÷òî
Cη(zN − xM ) < ε ïðè âñåõ N > (τ + r)M + N1(ε). Âîçüìåì N =
b(τ+r)M+N1(ε)c+1. Ïî äîêàçàííîìó ëþáóþ ôóíêöèþ èç PA(SpB,σ,ρ∩
Dp) ìîæíî ïðèáëèçèòü ïîäïðîñòðàíñòâîì PA(YN ) ïðîñòðàíñòâà Lp ñ
òî÷íîñòüþ ε. Òåì áîëåå ëþáóþ ôóíêöèþ èç PA(Sp,eB,σ,ρ ∩ Dp) ìîæíî

ïðèáëèçèòü ïîäïðîñòðàíñòâîì PA(Y eN ) ïðîñòðàíñòâà Lp ñ òî÷íîñòüþ ε.
Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà Y eN è òåì áîëåå PA(Y eN ) íå âûøå N+1 ââèäó
ðàâåíñòâà c−l = ±cl. Ïîýòîìó

K(ε, xM ,Sp,eB,σ,ρ) 6 N + 1 6 (τ + r)M +N1(ε) + 2.

Îòñþäà

lim
M→+∞

K(ε, xM ,Sp,eB,σ,ρ)
2xM

6 lim
M→+∞

(τ + r)M +N1(ε) + 2

2xM
=

(τ + r)σ

2π
(5.6)
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è, ñëåäîâàòåëüíî,

dimSp,eB,σ,ρ 6
(τ + r)σ

2π
=
ρ+ rσ

2π
.

Óñòðåìëÿÿ r ê íóëþ, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.
Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ïðîñòðàíñòâ Sp,eB,σ àíàëîãè÷íî, íî ïðîùå. Â êà-

÷åñòâå ïðèáëèæåíèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü ÷àñòè÷íûå ñóììû ðàçëîæå-
íèÿ (3.1); ïîäðîáíîñòè ñì. â [12]. Ïåðåõîä ê ÷åòíîé ÷àñòè îñíîâàí íà
ôîðìóëå

se(x) =
∑
j∈Z

βj ± βθ−j
2

B(x− xj).

Íàêîíåö, óòâåðæäåíèå ïðè ρ = σ ñëåäóåò èç âêëþ÷åíèÿ SpB,σ,σ ⊂ SpB,σ
è óæå äîêàçàííîé îöåíêè.

2. Îöåíêà ñíèçó. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðîâåäåì ðàññóæäåíèå ïðè
ρ < σ, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî. Îáîçíà÷èì
äëÿ êðàòêîñòè Y = Sp,eB,σ,ρ, Z = Sp,oB,σ,ρ. Åñëè y ∈ Y , z ∈ Z, òî ‖y‖p, ‖z‖p
6 ‖y + z‖p. Ïîýòîìó

(Y + Z) ∩Dp ⊂ (Y ∩Dp) + (Z ∩Dp),

îòêóäà

dn+m(PA((Y + Z) ∩Dp), Lp)

6 dn(PA(Y ∩Dp), Lp) + dm(PA(Z ∩Dp), Lp),

K(2ε,A, Y + Z) 6 K(ε,A, Y ) +K(ε,A, Z).

Ðàçäåëèì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî íà 2A è ïåðåéäåì ê íèæíåìó ïðå-
äåëó ïðè A → +∞. Â [12, òåîðåìà 1] äîêàçàíî, ÷òî dimSpB,σ,ρ = ρ

π ,
ïðè÷åì ïðåäåë ïðè A → +∞ íå çàâèñèò îò äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε. Ïî
äîêàçàííîìó îöåíêà ñâåðõó (5.6) âåðíà íå òîëüêî äëÿ íèæíåãî, íî è
äëÿ âåðõíåãî ïðåäåëà è òîæå íå çàâèñèò îò ε. Ïî ñâîéñòâàì íèæíåãî
ïðåäåëà

ρ

π
= lim
A→+∞

K(2ε,A, Y + Z)

2A
6 lim
A→+∞

K(ε,A, Y )

2A
+ lim
A→+∞

K(ε,A, Z)

2A
6
ρ

π
,

è àíàëîãè÷íî, åñëè ïîìåíÿòü Y è Z ðîëÿìè. Îòñþäà ïî îïðåäåëåíèþ
ñðåäíåé ðàçìåðíîñòè ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî. �
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�6. Ñðåäíèå ïîïåðå÷íèêè

Ïóñòü p ∈ [1,+∞], ν > 0. Ñðåäíèì ν-ïîïåðå÷íèêîì ïî Êîëìîãîðîâó

ìíîæåñòâà W â ïðîñòðàíñòâå Lp íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

dν(W,Lp) = inf
Xν

sup
x∈W

inf
y∈Xν

‖x− y‖p,

ãäå ïåðâûé èíôèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ïîäïðîñòðàíñòâàì Xν ïðîñòðàí-
ñòâà Lp ñðåäíåé ðàçìåðíîñòè íå âûøå ν.

Îáîçíà÷èì

D(r)
p =

{
f ∈W (r)

p : ‖f (r)‖p 6 1
}
.

Äëÿ ñîáîëåâñêèõ êëàññîâ ôóíêöèé íà ïðÿìîé ïðè íàòóðàëüíûõ r ñïðà-
âåäëèâî ðàâåíñòâî

d σ
π

(W
(r)
2 ∩D2, L2) =

1

σr

(ñì. [1, òåîðåìà 4.2]). Ñôîðìóëèðóåì åùå îäíó òåîðåìó èç òîãî æå
èñòî÷íèêà [1, òåîðåìà 5.1], íåìíîãî ïîìåíÿâ îáîçíà÷åíèÿ.

Òåîðåìà B. Ïóñòü p ∈ [1,+∞], Y � ïîäïðîñòðàíñòâî Lp, ν > 0 è äëÿ
êàæäîãî A > 0 ñóùåñòâóþò òàêèå RA � ïîäïðîñòðàíñòâî PA(Y ) è
ΛA � ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð èç RA â Y , ÷òî dimRA < +∞,

PA ◦ ΛA � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð è

lim
A→+∞

dimRA
2A

> ν.

Òîãäà

dν(Y ∩Dp, Lp) > lim
A→+∞

‖ΛA‖−1.

Äîêàæåì, ÷òî â ïðîñòðàíñòâàõ SpB,σ,ρ, à òàêæå èõ ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ
÷àñòÿõ âûïîëíÿåòñÿ àíàëîã òåîðåìû Òèõîìèðîâà î ïîïåðå÷íèêå øàðà.
Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì òåîðåìû B è îäíîé âñïîìî-
ãàòåëüíîé îöåíêè èç [12].

Òåîðåìà 3. 1. Ïóñòü p ∈ [1,+∞], 0 < ρ 6 σ, 0 6 ν < ρ
π , à ôóíêöèÿ

B ∈ Lp óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì B1 è B2. Òîãäà

dν
(
SpB,σ,ρ ∩Dp, Lp

)
= 1, 0 6 ν <

ρ

π
,

dν
(
SpB,σ ∩Dp, Lp

)
= 1, 0 6 ν <

σ

π
.
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2. Åñëè, êðîìå òîãî, B(−·) = ±B(· − xθ) äëÿ íåêîòîðîãî θ ∈ Z, òî

dν
(
Sp,eB,σ,ρ ∩Dp, Lp

)
= dν

(
Sp,oB,σ,ρ ∩Dp, Lp

)
= 1, 0 6 ν <

ρ

2π
,

dν
(
Sp,eB,σ ∩Dp, Lp

)
= dν

(
Sp,oB,σ ∩Dp, Lp

)
= 1, 0 6 ν <

σ

2π
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêè ïîïåðå÷íèêîâ ñâåðõó òðèâèàëüíû. Ââèäó
âêëþ÷åíèÿ SpB,σ,ρ ⊂ SpB,σ,σ ⊂ SpB,σ îöåíêè ñíèçó äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü
ïðè ρ < σ.

1. Âûáåðåì τ, r > 0 òàê, ÷òî σ(τ +2r) = ρ. ÏóñòüM,N ∈ N, A = xM ,
N < (τ + r)M . Òîãäà

zN − xM =
π(N − (τ + r)M)

σ(τ + r)
< 0.

Âûáîð ïàðàìåòðîâ r è N óòî÷íèì ïîçæå.
Íàïîìíèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâà YN îïðåäåëåíû ðàâåíñòâîì (5.3). Â

òåîðåìå B ïîëîæèì RA = PA(YN ) (ïðè êàêîì-íèáóäü θ). Â [12, � 5]
äîêàçàíî, ÷òî dimRA = 2N + 1, ò.å. êîýôôèöèåíòû αl îïðåäåëÿþòñÿ
ïî çíà÷åíèÿì ôóíêöèè sN íà [−A,A] îäíîçíà÷íî. Ïîýòîìó ìîæíî â
êà÷åñòâå ΛA âçÿòü îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ ïî òîé æå ôîðìóëå (5.3).
Òàêæå â [12, ôîðìóëà (5.1)] ïîëó÷åíà îöåíêà

‖sN − PAsN‖p 6 ‖α‖pη(xM − zN ), (6.1)

ãäå η(y) → 0 ïðè y → +∞. Óêàçàííûå ôàêòû â [12] äîêàçàíû ïðè
θ = 0, íî äîêàçàòåëüñòâî â îáùåì ñëó÷àå íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ. Ïî
íåðàâåíñòâàì (6.1), (3.7) è (5.1) ïîëó÷àåì

‖sN‖p 6 ‖PAsN‖p + ‖α‖pη(xM − zN ) 6 ‖PAsN‖p + Cη(xM − zN )‖sN‖p.

Çàôèêñèðóåì ε ∈ (0, 1) è ïîäáåðåì òàêîé íîìåð N0(ε), ÷òî Cη(xM −
zN ) < ε ïðè âñåõ N 6 (τ + r)M − N0(ε). Ïîëîæèì N = b(τ + r)M −
N0(ε)c.

Òîãäà

‖sN‖p 6
‖PAsN‖p

1− ε
,

îòêóäà

‖ΛA‖−1 > 1− ε.
Êðîìå òîãî,

lim
A→+∞

dimRA
2A

= lim
M→+∞

2N + 1

2xM
=

(τ + r)σ

π
=
ρ− rσ
π

.
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Ïîñêîëüêó ν < ρ
π , ìîæíî âûáðàòü r ñòîëü ìàëûì, ÷òî ïîñëåäíÿÿ äðîáü

áîëüøå ν. Òîãäà ïî òåîðåìå B

dν
(
SB,σ,ρ ∩Dp, Lp

)
> 1− ε,

îòêóäà â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε ñëåäóåò òðåáóåìîå.
2. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ íàäî âîñïîëüçîâàòü-

ñÿ ïðîñòðàíñòâàìè PA(Y eN ) è PA(Y oN ) âìåñòî PA(YN ) (ñ êîíêðåòíûì
çíà÷åíèåì θ èç óñëîâèÿ ñèììåòðèè). Ðàçìåðíîñòü îäíîãî èç ýòèõ ïðî-
ñòðàíñòâ â òî÷íîñòè ðàâíà N , à äðóãîãî N + 1. Ýòî ñëåäóåò èç ñîîòíî-
øåíèé

2N + 1 = dimPA(YN ) 6 dimPA(Y eN ) + dimPA(Y cN )

è îöåíîê ðàçìåðíîñòåé ñâåðõó. Ñàìî äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíà-
ëîãè÷íî. �

Äëÿ ïðîñòðàíñòâ öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà Lp,σ è
ñïëàéíîâ Sσ,µ ∩ Lp ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3 äîêàçàë Ìàãàðèë-
Èëüÿåâ [1, òåîðåìà 5.4].

Ïóñòü, êàê îáû÷íî, D
(r),e
p è D

(r),o
p � ìíîæåñòâà ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ

ôóíêöèé èç D
(r)
p .

Òåîðåìà 4. Ïóñòü r ∈ N, σ > 0. Òîãäà

d σ
2π

(
D

(r),e
2 , L2

)
= d σ

2π

(
D

(r),o
2 , L2

)
=

1

σr
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òåîðåìó äëÿ D
(r),e
2 , óòâåðæäåíèå äëÿ

D
(r),o
2 ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Îöåíêà ñâåðõó óæå ôàêòè÷åñêè äîêàçàíà. Âîñïîëüçóåìñÿ îáùåèç-

âåñòíûì íåðàâåíñòâîì

E(f, L2,σ)2 6
1

σr
‖f (r)‖2.

Åñëè ôóíêöèÿ f ÷åòíà, òî ïðîñòðàíñòâî L2,σ â ëåâîé ÷àñòè ìîæíî
çàìåíèòü íà Le2,σ (ýòî íåðàâåíñòâî ñîäåðæèòñÿ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé â
òåîðåìå 1). Ïî òåîðåìå 2 ñðåäíÿÿ ðàçìåðíîñòü ïîñëåäíåãî ðàâíà σ

2π ,
îòêóäà ïî îïðåäåëåíèþ ñðåäíåãî ïîïåðå÷íèêà âûòåêàåò òðåáóåìîå.

Îöåíêà ñíèçó ñòàíäàðòíî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà Áåðíøòåéíà

‖f (r)‖2 6 τ r‖f‖2, f ∈ L2,τ .

Îòñþäà ìíîæåñòâî D
(r),e
2 ñîäåðæèò øàð ðàäèóñà τ−r ïðîñòðàíñòâà

Le2,τ , åñëè r ÷åòíî, èëè ïðîñòðàíñòâà L
o
2,τ , åñëè r íå÷åòíî. Ïî òåîðåìå 2
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ñðåäíÿÿ ðàçìåðíîñòü ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ðàâíà τ
2π . Âîçüìåì τ > σ. Ïî

òåîðåìå 3

d σ
2π

(
D

(r),e
2 , L2

)
>

1

τ r
.

Óñòðåìëÿÿ τ ê σ, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. �

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåì 1 è 2 (ïðè p = 2).
Òîãäà íåðàâåíñòâà òåîðåìû 1 òî÷íû â ñìûñëå ïîïåðå÷íèêîâ.

Äåéñòâèòåëüíî, ñðåäíÿÿ ðàçìåðíîñòü ïðèáëèæàþùåãî ïðîñòðàíñòâà

ðàâíà ρ
2π , ïîýòîìó øàð D

(r),e
2 èëè D

(r),o
2 íåëüçÿ ïðèáëèçèòü òàêèì ïðî-

ñòðàíñòâîì ñ ïîãðåøíîñòüþ, ìåíüøåé, ÷åì ρ−r.
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Vinogradov O. L., Ulitskaya A. Yu. Optimal subspaces for mean square
approximation of classes of di�erentiable functions on the half-line.

We obtain sharp inequalities for the best mean square approximation
of two classes of functions on the half-line, de�ned by boundary conditions
corresponding to even and odd extension of a function. Optimal subspaces
are provided by even and odd parts of the spaces generated by equidistant
shifts of a single function. Under certain additional conditions on this
function, the sharpness of the inequalities in the sense of average widths
is proved.
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