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§1. Введение

Изучаются всплески на множестве M -положительных векторов,
введенном в [1], которое ассоциировано с матрицей M и является мно-
гомерным аналогом полупрямой в анализе Уолша (ассоциированной с
числом M). Следуя идеям анализа Уолша, пространство M -положи-
тельных векторов снабжено покоординатным сложением. Известно,
что гармонический анализ на этом пространстве аналогичен гармони-
ческому анализу Уолша, в частности, преобразование Фурье таково,
что существует класс так называемых тест-функций (у которых ком-
пактностный носитель и самой функции, и ее преобразования Фурье).
Фреймы всплесков, состоящие из тест-функций, представляют особый
интерес, поскольку они могут быть полезны для цифровой обработки
сигналов и изображений, что уже было подтверждено использованием
некоторых примеров на полупрямой (см. [2]). В статье развит метод
построения пар двойственных фреймов всплесков.

§2. Обозначения и предварительные сведения

Как обычно, обозначим через Zd целочисленную решётку евклидова
пространства Rd, скалярное произведение в гильбертовом простран-
стве обозначаем как 〈·, ·〉. Меру Лебега на Rd обозначим через µ; 1A –
характеристическая функция множества A.

Пусть M − целочисленная матрица размера d × d такая, что m =
|detM | > 2. Говорят, что векторы l, k ∈ Zd сравнимы по модулю M
(обозначение: l ≡ k (mod M)), если l− k = Ms для некоторого s ∈ Zd.
Множество D = D(M) называется множеством цифр матрицы M ,
если D = {s0, s1, . . . , sm−1}, где s0 = 0− нулевой вектор, si ∈ Zd
и si 6≡ sj (mod M) при i 6= j, i, j ∈ {0, 1, . . . ,m − 1}. Пусть M∗−
матрица, транспонированная к M , и пусть векторы s∗0, s

∗
1, . . . , s

∗
m−1,
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где s∗0 = 0, образуют множество D∗ цифр матрицы M∗, т.е. D∗ =
D(M∗) = {s∗0, s∗1, . . . , s∗m−1}.

Далее мы будем рассматривать класс Md матриц растяжения по-
рядка d. Целочисленную матрицу M размера d× d называют матри-
цей растяжения, если все собственные числа этой матрицы по модулю
больше единицы. Для любой матрицы M ∈ Md справедливо соотно-
шение

∞∑
n=1

‖M−n‖δ <∞, ∀δ > 0,

(см., например, [3, Приложение А5]).

Пусть M ∈ Md, D− множество цифр матрицы M и пусть X+ =
X+(M,D)− множество векторов x ∈ Rd, представимых в виде

x =

∞∑
j=−∞

M−jxj , xj ∈ D, (1)

где только конечное число xj с отрицательными индексами могут быть
отличными от нулевого вектора. Обозначим через X0 = X0(M,D)
множество векторов x ∈ X+, для которых существует конечное пред-
ставление, т.е представление вида (1), в котором только конечное чис-
ло xj отлично от нулевого вектора.

Следуя [4], определим множество M -положительных вектров. Для
любой матрицы M ∈ Md и произвольного множества цифр D этой
матрицы положим

U+ = U+(M,D) := {u ∈ Rd : u =

∞∑
j=1

M−juj , uj ∈ D}.

Множество U+ компактно, имеет непустую внутренность и удовлетво-
ряет условию самоподобия

MU+ =
⋃
s∈D

(U+ + s) (2)

(см., например, [3, §2.8], [5, §6.1], [6, 7]), кроме того, µ(U+) всегда яв-
ляется целым числом (о способах вычисления этой меры см. [8]).

Все приводимые далее в этом разделе теоремы и предложения до-
казаны в работе [4].
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Теорема 1. Для почти всех x ∈ X+(M,D) представление вида (1)
единственно. Для каждого x ∈ X0 существует единственное конеч-
ное представление.

Определение 2. M -положительными векторами, ассоциированны-
ми с матрицей M ∈ Md и множеством цифр D этой матрицы,
будем называть векторы, принадлежащие множеству

X = X(M,D) := (X+ \ X̃) ∪X0,

где X̃ – множество векторов, для которых бесконечное представ-
ление (1) не единственное. Для каждого вектора x ∈ X0 мы будем
использовать его конечное представление, единственность которого
установлена в теореме 1.

Положим

U = U(M,D) := {u ∈ X(M,D) : u =

∞∑
j=1

M−juj , uj ∈ D}.

Множество

H = H(M,D) := {u ∈ X(M,D) : u =

0∑
j=−∞

M−juj , uj ∈ D}

играет роль множества целых неотрицательных чисел.
Множества U∗, H∗ и X∗ определяются по матрице M∗ аналогично

множествам U , H и X соответственно. Произвольный вектор ω ∈ X∗
единственным образом представим в виде

ω =

∞∑
j=−∞

(M∗)−jωj , ωj ∈ D∗, (3)

где ωj = 0 при всех достаточно больших по модулю отрицательных j.

Для произвольного числа α ∈ Z+, имеющего m-ичное разложение

α =

∞∑
j=0

αjm
j , αj ∈ {0, 1, . . . ,m− 1},

по множествам цифр D = {s0, s1, . . . , sm−1} и D∗ = {s∗0, s∗1, . . . , s∗m−1}
определим векторы

γ[α] :=

∞∑
j=0

M jsαj , γ∗[α] :=

∞∑
j=0

(M∗)js∗αj .
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Отметим, что H = {γ[α] : α ∈ Z+} и H∗ = {γ∗[α] : α ∈ Z+}, и для
любых n ∈ Z и k ∈ Z+ положим

Un,k := M−n(γ[k] + U), U∗n,k := (M∗)−n(γ∗[k] + U∗).

Определение 3. Сумма ⊕ произвольных векторов x, y ∈ X опреде-
ляется равенством

x⊕ y :=

∞∑
j=−∞

M−j(xj ⊕ yj),

где цифры xj, yj берутся из разложений вида (1) для x и y соответ-
ственно, а xj ⊕ yj – цифра, сравнимая с xj + yj по модулю M .

Предложение 4. Если x, y ∈ X, то x⊕ y ∈ X.

Определение 5. Пусть x, y, z ∈ X. Вектор z является результа-
том операции x	 y, если z ⊕ y = x.

Определение 6. Для любых x ∈ X, ω ∈ X∗ положим

χ(x, ω) := exp

2πi
∑
j∈Z
〈M−1xj , ω1−j〉

 , (4)

где цифры xj и ωj берутся из разложений (1) и (3) соответственно.

Отметим, что введённые функции χ являются аналогами характе-
ров для групп Виленкина и обладают следующими очевидными свой-
ствами:

χ(x⊕ y, ω) = χ(x, ω) · χ(y, ω), χ(Mx,ω) = χ(x,M∗ω). (5)

Предложение 7. Если ω ∈ H∗, ω 6= 0, то∫
U

χ(x, ω) dµ(x) = 0. (6)

Определение 8. Систему Уолша {Wα}∞α=0 на множестве X∗ опре-
делим по формуле

Wα(x) := χ(γ[α], x), α ∈ Z+, x ∈ X∗.
Полиномом Уолша на X∗ будем называть конечную линейную комби-
нацию функций Уолша. Будем говорить, что полином Уолша

w(x) =

mn−1∑
k=0

akWk(x), x ∈ X∗,
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имеет порядок n.

Теорема 9. Функции Уолша Wα H
∗-периодичны, при 0 6 α 6 mn− 1

постоянны на каждом из множеств Un,k, где k ∈ Z+, а система
{Wα/

√
µU∗}∞α=0 является ортонормированным базисом в простран-

стве L2(U∗).

Определение 10. Преобразованием Фурье функции f ∈ L1(X) будем
называть функцию

f̂(ω) =
1

µ(U)

∫
X

f(x)χ(x, ω)dµ(x), ω ∈ X∗. (7)

Преобразование f → f̂ , заданное на L1(X) ∩ L2(X) по формуле
(7), стандартным образом продолжается на пространство L2(X). А
именно, если f ∈ L2(X) и

Jlf(ω) :=
1

µ(U)

∫
M l(U)

f(x)χ(x, ω) dµ(x), l ∈ Z+, ω ∈ X∗, (8)

то f̂ совпадает с пределом Jlf в L2(X∗) при l→ +∞.
Имеет место следующий аналог теоремы Планшереля.

Теорема 11. Если f ∈ L2(X), то f̂ ∈ L2(X∗) и верно равенство
1

µ(U)

∫
X

|f(x)|2 dµ(x) =
1

µ(U∗)

∫
X∗

|f̂(ω)|2 dµ(ω). (9)

Более того, для любых f, g ∈ L2(X) имеем
1

µ(U)

∫
X

f(x)g(x) dµ(x) =
1

µ(U∗)

∫
X∗

f̂(ω)ĝ(ω) dµ(ω). (10)

Определение 12. Для каждого n ∈ Z+ через Sn(X) обозначим мно-
жество функций, заданных на X и постоянных на множествах Un,k.
Множества S(l)n (X) и S(X) определим равенствами

S(l)n (X) :=
{
f ∈ Sn(X) : supp f ⊂M l(U)

}
и S(X) :=

⋃
n,l

S(l)n (X).

Пространство S(X) является своего рода аналогом класса Шварца,
его элементы мы будем называть тест-функциями.

Классы Sn(X∗), S(l)n (X∗) и S(X∗) определяются аналогично.
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Предложение 13. Множество S(X) плотно в L2(X).

Предложение 14. Для любой функции f ∈ S(X) справедлива фор-
мула

f(x) =
1

µ(U∗)

∫
X∗

f̂(ω)χ(x, ω) dµ(ω), x ∈ X.

Теорема 15. Для любых n, l ∈ Z имеем

f ∈ S(l)n (X) ⇐⇒ f̂ ∈ S(n)l (X∗).

Предложение 16. Если f ∈L2(X), γ∈H, то ̂f(· ⊕ γ)(ω)=f̂(ω)χ(γ, ω).

§3. Масштабирующие функции

Наша цель – построение систем всплесков, состоящих из тест-функ-
ций. Следуя стандартным методам теории всплесков, конструкция бу-
дет базироваться на масштабирующих тест-функциях, которые, в свою
очередь, базируются на полиномах Уолша.

Определение 17. Масштабирующей функцией будем называть фун-
кцию ϕ ∈ L2(X), преобразование Фурье которой удовлетворяет мас-
штабирующему уравнению

ϕ̂(ω) = m0(M∗−1ω)ϕ̂(M∗−1ω), (11)

где m0 – полином Уолша, который назовём маской масштабирующего
уравнения (11) (или маской масштабирующей функции ϕ ).

Далее нам будет удобно использовать следующую форму записи.
Для произвольного вектора ω из X∗ равенство

ω = ω−mω−m+1 . . . ω0, ω1ω2ω2 . . .

означает, что этот вектор представим в виде (3), где ωj ∈ D∗ и ωj = 0
для всех j < −m. В частности, каждый вектор ω ∈ U∗ может быть
записан в виде ω = 0, ω1ω2 . . . . В случае, когда ωj = 0 при всех j > n,
пишем

ω = ω−mω−m+1 . . . ω0, ω1ω2 . . . ωn.

Обозначим черезM(n)
0 множество полиномов Уолша порядка n, та-

ких что m0(0) = 1.
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Определение 18. Для r ∈ Z+, n ∈ N, m0 ∈ M(n)
0 обозначим через

σr = σr(m0) множество всех векторов

(s0, s1, . . . , sr), s0 6= 0, sj ∈ D∗,
таких, что для каждого l ∈ {0, 1, . . . , r} выполнены неравенства

m0(0, s1−n+l . . . sl) 6= 0, (12)

где sj = 0 при j < 0.

Легко видеть, что если m0 ∈M(n)
0 – маска масштабирующей функ-

ции ϕ, то

ϕ̂(ω) = C

∞∏
j=1

m0(M∗−jω), C > 0, (13)

где, в силу теоремы 9, произведение конечно и ϕ̂ ∈ Sn−1(X∗).

Теорема 19 ([9]). Пусть r ∈ Z+ и m0 ∈M(n)
0 , где n ∈ N. Если σr = ∅,

то m0 – маска масштабирующей функции ϕ, где ϕ̂ ∈ S(r−n+1)
n−1 (X∗).

Теорема 20 ( [9]). Пусть m0 ∈M(n)
0 и r = mn−1−1, где n ∈ N. Функ-

ция m0 является маской ступенчатой масштабирующей функции с
компактным носителем тогда и только тогда, когда σr(m0) = ∅.

§4. Построение двойственных систем всплесков

Определение 21. Пусть ψ(1), . . . , ψ(r) ∈ L2(X). Множество функ-
ций

{ψ(ν)
j,k }j,k,ν := {ψ(ν)

j,k : 1 6 ν 6 r, j ∈ Z, k ∈ Z+},
где

ψ
(ν)
j,k (x) = mj/2ψ(ν)(M jx⊕ γ[k]), x ∈ X,

назовём системой всплесков, порождённой набором всплеск-функций
ψ(1), . . . , ψ(r).

Определение 22. Пусть ϕ, ϕ̃ ∈ S(X) – масштабирующие функции
с масками m0, m̃0 соответственно, и пусть при ν = 1, . . . , r, ω ∈ X∗

ψ̂(ν)(ω) = mν(M∗−1ω)ϕ̂(M∗−1ω),̂̃
ψ(ν)(ω) = m̃ν(M∗−1ω)̂̃ϕ(M∗−1ω),
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где mν , m̃ν – полиномы Уолша, удовлетворяющие условию
r∑

ν=0

mν(M∗−1(ω + q))m̃ν(M∗−1(ω + s)) = δq,s ∀ω ∈ X∗,∀q, s ∈ D(M∗).

Пару {ψ(ν)
j,k }j,k,ν , {ψ̃

(ν)
j,k }j,k,ν будем называть двойственными система-

ми всплесков, порождёнными масштабирующими функциями ϕ, ϕ̃.

Предложение 23 ( [9]). Пусть ϕ = 1√
µU

1U ; {mν}m−1ν=1 полиномы

Уолша, mν(ω) = 1U∗1,ν для ω ∈ U∗, функции
{
θ(ν)

}m−1
ν=1

определены
равенствами

θ̂(ν)(ω) = mν(M∗−1ω)ϕ̂(M∗−1ω), ω ∈ X∗, ν = 1, 2, . . . ,m− 1.

Тогда система всплесков {θ(ν)j,k }, порождённая набором {θ(ν)}m−1ν=1 , об-
разует ортонормированный базис в L2(X).

Определение 24. Систему {θ(ν)j,k } из предложения 23 будем назы-
вать базисом Хаара.

Система функций {fn}∞n=1 в гильбертовом пространстве H называ-
ется фреймом, если существуют постоянные A,B > 0, такие что

A‖f‖2 6
∞∑
n=1

|〈f, fn〉|2 6 B‖f‖2 ∀f ∈ H.

Если же для всех f ∈ H выполняется только второе неравенство, то
система {fn}∞n=1 называется системой Бесселя. Важное свойство фрей-
ма: любая функция f ∈ H может быть разложена в ряд вида

f =

∞∑
n=1

〈f, f̃n〉fn,

где {f̃n}∞n=1 – двойственный фрейм в H (см., например, [5, Sec. 1]).

Теорема 25. Пусть {ψ(ν)
j,k }j,k,ν , {ψ̃

(ν)
j,k }j,k,ν – пара двойственных си-

стем всплесков, порождённых масштабирующими функциями ϕ, ϕ̃ ∈
S(X), ϕ̂(0)̂̃ϕ(0) = 1

µ(U) , системы {ψ(ν)
j,k }j,k,ν , {ψ̃

(ν)
j,k }j,k,ν – бесселевы.

Тогда эти системы – двойственные фреймы в L2(X).

Для доказательства этой теоремы нам понадобятся следующие вспо-
могательные утверждения.
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Положим для ω ∈ U∗

[f, g](ω) =
∑
h∈H∗

f(ω ⊕ h)g(ω ⊕ h).

Лемма 26 ([9]). Пусть f ∈ L2(X), ψ ∈ S(X). Тогда [f̂ , ψ̂] ∈ L2(U∗) и
для любого k ∈ Z+ имеем

1

µ(U)
〈f, ψ0,k〉 =

1

µ(U∗)

∫
U∗

[f̂ , ψ̂](ω)Wk(ω) dµ(ω),

т.е. произведение
√
µ(U∗)[µ(U)]−1〈f, ψ0,k〉 совпадает с k-м коэффици-

ентом Фурье функции [f̂ , ψ̂] по системе {Wk/
√
µU∗}∞k=0.

Лемма 27. Пусть f ∈ L2(X), ψ, ψ̃ ∈ S(X). Тогда для любого j ∈ Z∑
k∈Z+

〈f, ψj,k〉〈f, ψ̃j,k〉 =
µ(U)2

µ(U∗)
mj

∫
U∗

[f̂(M∗j ·), ψ̂](ω)[f̂(M∗j ·), ̂̃ψ](ω) dµ(ω).

Эта лемма следует из равенства Парсеваля, леммы 26, теоремы 9 и
тривиальных формул

〈f, ψj,k〉 = 〈f−j,0, ψ0,k〉, 〈f, ψ̃j,k〉 = 〈f−j,0, ψ̃0,k〉.

Лемма 28. Пусть ν = 1, . . . , r, {ψ(ν)
j,k }j,k,ν , {ψ̃

(ν)
j,k }j,k,ν − пара двой-

ственных систем всплесков, порождённых масштабирующими функ-
циями ϕ, ϕ̃ ∈ S(X). Тогда для любой f ∈ L2(X) и любых j, j′ ∈ Z,
j < j′, имеет место равенство

∑
k∈Z+

〈f, ϕj,k〉〈f, ϕ̃j,k〉+

j′−1∑
i=j

r∑
ν=1

∑
k∈Z+

〈f, ψ(ν)
i,k 〉〈f, ψ̃

(ν)
i,k 〉

=
∑
k∈Z+

〈f, ϕj′,k〉〈f, ϕ̃j′,k〉.
(14)

Доказательство. Требуется доказать, что для любой функции f ∈
L2(X) равенство (14) верно для всех j, j′ ∈ Z, j < j′. Легко видеть,
что достаточно проверить (14) для j′ = j + 1.

Используя лемму 27 и масштабирующее уравнение для ϕ, ϕ̃, при-
нимая также во внимание H∗-периодичность функций m0,m1, . . . ,mr,
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получаем

µ(U∗)

mjµ(U)2

∑
k∈Z+

〈f, ϕj,k〉〈f, ϕ̃j,k〉+

r∑
ν=1

∑
k∈Z+

〈f, ψ(ν)
j,k 〉〈f, ψ̃

(ν)
j,k 〉


=

∫
U∗

[f̂(M∗j ·), ϕ̂](ω)[f̂(M∗j ·), ̂̃ϕ](ω) dµ(ω)

+

r∑
ν=1

∫
U∗

[f̂(M∗j ·), ψ̂(ν)](ω)[f̂(M∗j ·), ̂̃ψ(ν)](ω) dµ(ω)

=

r∑
ν=0

∫
U∗

∑
k∈H∗

f̂
(
M∗j(ω + k)

)
mν

(
M∗−1(ω + k)

)
ϕ̂
(
M∗−1(ω + k)

)
×
∑
l∈H∗

f̂
(
M∗j(ω + l)

)
m̃ν

(
M∗−1(ω + l)

) ̂̃ϕ (M∗−1(ω + l)
)
dµ(ω)

=

r∑
ν=0

∫
U∗

 ∑
q∈D(M∗)

[f̂(M∗(j+1)·), ϕ̂](M∗−1(ω + q))mν

(
M∗−1(ω + q)

)
×

 ∑
s∈D(M∗)

[f̂(M∗(j+1)·), ̂̃ϕ](M∗−1(ω + s))m̃ν

(
M∗−1(ω + s)

) dµ(ω).

Поскольку
r∑

ν=0

mν

(
M∗−1(ω + q)

)
m̃ν

(
M∗−1(ω + s)

)
= δq,s, q, s ∈ D(M∗),

для всех ω ∈ X∗, то полученное выражение сводится к следующему:∫
U∗

∑
q∈D(M∗)

[f̂(M∗
(j+1)·), ϕ̂](M∗−1

(ω+q))[f̂(M∗(j+1)·), ̂̃ϕ](M∗−1(ω + q)) dµ(ω).

Используя равенство U∗ = ∪q∈D(M∗)M
∗−1(U∗ + q), находим∑

k∈Z+

〈f, ϕj,k〉〈f, ϕ̃j,k〉+

r∑
ν=1

∑
k∈Z+

〈f, ψ(ν)
j,k 〉〈f, ψ̃

(ν)
j,k 〉 =

µ(U)2

µ(U∗)
mj+1

×
∑

q∈D(M∗)

∫
M∗−1(U∗+q)

[f̂(M∗(j+1)·), ϕ̂](ω)[f̂(M∗(j+1)·), ̂̃ϕ](ω) dµ(ω)
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=
µ(U)2

µ(U∗)
mj+1

∫
U∗

[f̂(M∗(j+1)·), ϕ̂](ω)[f̂(M∗(j+1)·), ̂̃ϕ](ω) dµ(ω).

Для завершения доказательства формулы (14) при j′ = j+ 1 остаётся
воспользоваться леммой 27 ещё раз. �

Лемма 29. Если f ∈ L2(X), ϕ, ϕ̃ ∈ S(X), то

lim
j→+∞

∑
k∈Z+

〈f, ϕj,k〉〈f, ϕ̃j,k〉 = µ(U)ϕ̂(0)̂̃ϕ(0) ‖f‖22 . (15)

Доказательство. По лемме 27 имеем∑
k∈Z+

〈f, ϕj,k〉〈f, ϕ̃j,k〉

= mj µ(U)2

µ(U∗)

∫
U∗

[f̂(M∗j ·), ϕ̂](ω)[f̂(M∗j ·), ̂̃ϕ](ω) dµ(ω). (16)

Если ω ∈ U∗, h′, h̃ ∈ H∗ и h′ ⊕ h̃ = 0, то

[f̂(M∗j ·), ϕ̂](ω) =
∑
h∈H∗

f̂(M∗j(ω + h))ϕ̂(ω + h)

=
∑
h∈H∗

f̂(M∗j(ω ⊕ h′ ⊕ h̃⊕ h)ϕ̂(ω ⊕ h′ ⊕ h̃⊕ h)

=
∑
h∈H∗

f̂(M∗j((ω + h′)⊕ h)ϕ̂((ω + h′)⊕ h),

и такое же соотношение верно для второго множителя под интегралом.
Значит,

I :=

∫
U∗

[f̂(M∗j ·), ϕ̂](ω)[f̂(M∗j ·), ̂̃ϕ](ω) dµ(ω)

=

∫
U∗

[f̂(M∗j ·), ϕ̂](ω)
∑
h′∈H∗

f̂(M∗j(ω + h′))̂̃ϕ(ω + h′) dµ(ω)

=
∑
h′∈H∗

∫
U∗

f̂(M∗j(ω + h′))̂̃ϕ(ω + h′)

×
∑
h∈H∗

f̂(M∗j((ω + h′)⊕ h)ϕ̂((ω + h′)⊕ h) dµ(ω)
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=

∫
X∗

f̂(M∗jω)̂̃ϕ(ω)
∑
h∈H∗

f̂(M∗j(ω ⊕ h))ϕ̂(ω ⊕ h) dµ(ω)

= m−j
∫
X∗

f̂(ω)̂̃ϕ(M∗−jω)
∑
h∈H∗

f̂(ω ⊕M∗jh)ϕ̂(M∗−jω ⊕ h) dµ(ω).

Рассмотрим сначала случай, когда f ∈ S(X). Очевидно, найдётся
такое число j0, что если j > j0, то при всех h ∈ H∗ \ {0}, ω ∈ X∗

f̂(ω)f̂(ω ⊕M∗jh) = 0.

Тогда для каждого j > j0, имеем

I = m−j
∫
X∗

f̂(ω)f̂(ω)ϕ̂(M∗−jω)̂̃ϕ(M∗−jω) dµ(ω).

Сопоставляя с (16), получаем∑
k∈Z+

〈f, ϕj,k〉〈f, ϕ̃j,k〉=
µ2(U)

µ(U∗)

∫
X∗

|f̂(ω)|2ϕ̂(M∗−jω)̂̃ϕ(M∗−jω) dµ(ω), (17)

при всех j > j0. Поскольку для каждого ω ∈ X∗

lim
j→+∞

ϕ̂(M∗−jω)̂̃ϕ(M∗−jω) = ϕ̂(0)̂̃ϕ(0),

то по теореме Лебега и теореме 11 равенство (15) следует из (17) в
пределе при j → +∞.

Пусть теперь f – произвольная функция из L2(X). В силу предло-
жения 13, для любого ε > 0 найдётся функция fε ∈ S(X), такая что
‖f−fε‖2 < ε. По лемме 24 из работы [9] для любой функции F ∈ L2(X)∑

k∈Z+

|〈F,ϕj,k〉|2 6 Cϕ ‖F‖22 ,
∑
k∈Z+

|〈F, ϕ̃j,k〉|2 6 Cϕ̃ ‖F‖22 .

Так как (15) доказано для функции fε, то используя эти неравен-
ства, неравенство Коши, а также неравенство треугольника, получа-
ем (15) для f ∈ L2(X). �

Лемма 30 ([9]). Если f ∈ L2(X) и ϕ ∈ S(X), то

lim
j→−∞

∑
k∈Z+

|〈f, ϕj,k〉|2 = 0. (18)
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Лемма 31. Пусть θ, ψ ∈ S(X) и θ̂(0) = ψ̂(0) = 0. Тогда

〈θr,0, ψ0,k〉 = 0 для всех (r, k) ∈ (Z× Z+) \ Ω, (19)

где Ω – некоторое конечное множество, Ω ⊂ Z× Z+.

Доказательство. Выберем σ ∈ N, такое что ψ̂(ω) = 0 для всех ω ∈
M∗−σU∗. Применяя теорему 11, имеем

1

µ(U)
〈θr,0, ψ0,k〉 =

1

µ(U∗)
〈θ̂r,0, ψ̂0,k〉 =

1

µ(U∗)
〈θ̂r,0, ψ̂χ(γ[k], ·)〉

=
m−r/2

µ(U∗)

∫
supp ψ̂\M∗−σU∗

θ̂(M∗−rω)ψ̂(ω)χ(γ[k], ω) dµ(ω).

Так как функция θ̂ имеет компактный носитель, то существует це-
лое отрицательное число r1, такое что при всех ω 6∈ M∗−σU∗ и всех
r < r1 будет θ̂(M∗−rω) = 0. Так как θ̂ – ступенчатая функция и
θ̂(0) = 0, то существует r2 ∈ N, такое что при всех ω ∈ supp ψ̂ и
всех r > r2 будет θ̂(M∗−rω) = 0. Таким образом, если r ∈ Z\ [r1, r2], то

〈θr,0, ψ0,k〉 = 0 для всех k ∈ Z+.

Для каждого целого r ∈ [r1, r2] мы имеем

〈θr,0, ψ0,k〉 = mr/2

∫
supp θ(Mr·)

θ(Mrx)ψ(x⊕ γ[k]) dµ(x).

Для фиксированного r найдётся такое число kr ∈ Z+, что x⊕ γ[k] 6∈
suppψ для всех x ∈ supp θ(Mr·) и k > kr. Отсюда видно, что условие
(19) выполняется для множества

Ω := {(r, k) ∈ Z× Z+ : r ∈ [r1, r2], k 6 kr}. �

Теорема 32. Пусть ψ ∈ S(X) и ψ̂(0) = 0. Тогда семейство
{ψj,k}j∈Z,k∈Z+

является системой Бесселя в пространстве L2(X).

Доказательство. При ν = 1, . . . ,m − 1, j ∈ Z, k ∈ Z+, x ∈ X поло-
жим

θ
(ν)
j,k (x) := mj/2θ(ν)(M jx⊕ γ[k]),

где θ(1), . . . , θ(m−1) – всплеск-функции Хаара в L2(X) (эти функции
определяются по общей схеме из [10]). Для любой функции f ∈ L2(X)
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и любого ε > 0 существует конечное множество Kε ⊂ Z × Z+ такое,
что ∥∥∥f − m−1∑

ν=1

∑
(j,k)∈Kε

〈f, θ(ν)j,k 〉θ
(ν)
j,k

∥∥∥
2
6 ε‖f‖2. (20)

По хорошо известному обобщению неравенства Гёльдера (см. [11, тео-
рема 161]) имеем∑

i∈Z,
l∈Z+

|〈f, ψi,l〉|2 = sup
{∣∣∣∑

i∈Z,
l∈Z+

αi,l〈f, ψi,l〉
∣∣∣2 :

∑
i∈Z,
l∈Z+

|αi,l|2 6 1
}
. (21)

Возьмём последовательность {αi,l} такую, что
∑

(i,l)∈Z×Z+

|αi,l|2 6 1. Со-

гласно (20), для каждой пары (i, l) ∈ Z×Z+ можно подобрать конечное
множество Ki,l такое, что

|∆(f,Ki,l)| 6 |ai,l| ‖f‖2 ,

где

∆(f,Ki,l) :=

〈
f −

m−1∑
ν=1

∑
(j,k)∈Ki,l

〈f, θ(ν)j,k 〉θ
(ν)
j,k , ψi,l

〉
.

По неравенству треугольника имеем∣∣∣∣∣∣
∑

(i,l)∈Z×Z+

αi,l〈f, ψi,l〉

∣∣∣∣∣∣
6

∑
(i,l)∈Z×Z+

|αi,l|

m−1∑
ν=1

∑
(j,k)∈Ki,l

|〈f, θ(ν)j,k 〉〈θ
(ν)
j,k , ψi,l〉|+ |∆(f,Ki,l)|


6

∑
(i,l)∈Z×Z+

|αi,l|

m−1∑
ν=1

∑
(j,k)∈Ki,l

|〈f, θ(ν)j,k 〉〈θ
(ν)
j,k , ψi,l〉|

+ ‖f‖2 .

Отсюда ясно, что для доказательства теоремы достаточно получить
оценку вида ∑

i∈Z,l∈Z+

|αi,l|ci,l 6 A ‖f‖2 , (22)
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где A ∈ R, ci,l = c′i,l + c′′i,l,

c′i,l :=

m−1∑
ν=1

∑
j∈Z,

k∈Z+,j6i

|〈f, θ(ν)j,k 〉〈θ
(ν)
j,k , ψi,l〉|,

c′′i,l :=

m−1∑
ν=1

∑
j∈Z,

k∈Z+,j>i

|〈f, θ(ν)j,k 〉〈θ
(ν)
j,k , ψi,l〉|.

Пусть u, v ∈ L2(X), j 6 i. Тогда

〈uj,k, vi,l〉 = m(j+i)/2

∫
X

u(M jx⊕ γ[k])v(M ix⊕ γ[l]) dµ(x)

= m(j−i)/2
∑
h∈H

∫
U

u(M j−i(x+ h)⊕ γ[k])v((x+ h)⊕ γ[l]) dµ(x)

= m(j−i)/2
∑
h∈H

∫
U

u(M j−i(x⊕ h)⊕ γ[k]))v(x⊕ h⊕ γ[l]) dµ(x)

= m(j−i)/2
∑
h∈H

∫
U

u
(
M j−i(x⊕ h⊕M i−jγ[k])

)
v(x⊕ h⊕ γ[l]) dµ(x).

Взяв выражение x⊕ h⊕M i−jγ[k] за новую переменную, получаем

〈uj,k, vi,l〉 = m(j−i)/2
∫
X

u(M j−ix)v(x⊕ γ[l] 	M i−jγ[k]) dµ(x),

то есть

〈uj,k, vi,l〉 = 〈ur(j,i),0, v0,s(l,r(j,i),k)〉, (23)

где r(j, i) = j− i, величина s = s(l, r, k) определяется равенством γ[s] =

γ[l] 	M−rγ[k].
Положим в формуле (23) u = θ(ν), v = ψ. Тогда

〈θ(ν)j,k , ψi,l〉 = 〈θ(ν)r(j,i),0, ψ0,s(l,r(j,i),k)〉.
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Поэтому

c′i,l =

m−1∑
ν=1

∑
j∈Z,k∈Z+,j6i

|〈f, θ(ν)j,k 〉〈θ
(ν)
r(j,i),0, ψ0,s(l,r(j,i),k)〉|

=

m−1∑
ν=1

0∑
r=−∞

∑
k∈Z+

|〈f, θ(ν)i+r,k〉〈θ
(ν)
r,0 , ψ0,s(l,r,k)〉|.

По лемме 31 найдутся такие конечные множества ρ ⊂ Z и σ ⊂ Z+, что
〈θ(ν)r,0 , ψ0,s〉 = 0 при (r, s) 6∈ ρ× σ. Тогда

c′i,l =

m−1∑
ν=1

∑
r∈ρ,r60

∑
k∈Z+,s(l,r,k)∈σ

|〈f, θ(ν)i+r,k〉〈θ
(ν)
r,0 , ψ0,s(l,r,k)〉|

6 L
m−1∑
ν=1

∑
r∈ρ,r60

∑
k∈Z+,s(l,r,k)∈σ

|〈f, θ(ν)i+r,k〉|,

где L = max
r∈ρ,s∈σ

|〈θ(ν)r,0 , ψ0,s〉|.

Из формулы γ[s] = γ[l] 	M−rγ[k] следует, что γ[k] = Mr(γ[l] 	 γ[s]).
Последняя формула определяет функцию k = k(r, l, s). Если Mr(γ[l]	
γ[s]) 6∈ H при каких-то значениях r, l, s, то полагаем 〈f, θ(ν)i+r,k(r,l,s)〉 = 0.
Поскольку при фиксированных l и r отображение k 7→ s(l, r, k) инъек-
тивно, то для внутренней суммы справедлива оценка∑

k∈Z+,s(l,r,k)∈σ

|〈f, θ(ν)i+r,k〉| 6
∑
s∈σ
|〈f, θ(ν)i+r,k(r,l,s)〉|.

Имеем

c′i,l 6 L
m−1∑
ν=1

∑
r∈ρ,s∈σ

|〈f, θ(ν)i+r,k(r,l,s)〉|.

Следовательно,

∑
i∈Z,l∈Z+

|αi,l|c′i,l 6 L
m−1∑
ν=1

∑
r∈ρ,s∈σ

∑
i∈Z,l∈Z+

|αi,l||〈f, θ(ν)i+r,k(r,l,s)〉|.
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Применяя к внутренней сумме неравенство Коши–Буняковского,
находим

∑
i∈Z,l∈Z+

|αi,l||〈f, θ(ν)i+r,k(r,l,s)〉| 6

 ∑
i∈Z,l∈Z+

|αi,l|2
1/2

×

 ∑
i∈Z,l∈Z+

|〈f, θ(ν)i+r,k(r,l,s)〉|
2

1/2

.

Для фиксированных r и s отображение l 7→ k(r, l, s) инъективно. Тогда
справедлива оценка∑

i∈Z,l∈Z+

|〈f, θ(ν)i+r,k(r,l,s)〉|
2 6

∑
i∈Z,k∈Z+

|〈f, θ(ν)i+r,k〉|
2 6 ‖f‖22 .

Кроме того,
∑
|αi,l|2 6 1. Следовательно,

∑
i∈Z,l∈Z+

|αi,l|c′i,l 6 L
m−1∑
ν=1

∑
r∈ρ,s∈σ

‖f‖2 = A′ ‖f‖2 , A′ ∈ R.

Пусть теперь j > i. Положим в формуле (23) j = i, i = j, l = k,
k = l, u = ψ, v = θ(ν). Тогда

〈ψi,l, θ(ν)j,k 〉 = 〈ψr(i,j),0, θ
(ν)
0,s(k,r(i,j),l)〉.

Поэтому

c′′i,l =

m−1∑
ν=1

∑
j∈Z,k∈Z+,j>i

|〈f, θ(ν)j,k 〉〈ψr(i,j),0, θ
(ν)
0,s(k,r(i,j),l)〉|

=

m−1∑
ν=1

−1∑
r=−∞

∑
k∈Z+

|〈f, θ(ν)i−r,k〉〈ψr,0, θ
(ν)
0,s(k,r,l)〉|

По лемме 31 найдутся такие конечные множества ρ ⊂ Z и σ ⊂ Z+, что
〈ψr,0, θ(ν)0,s 〉 = 0 при (r, s) 6∈ ρ× σ. Тогда
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c′′i,l =

m−1∑
ν=1

∑
r∈ρ,r<0

∑
k∈Z+,s(k,r,l)∈σ

|〈f, θ(ν)i−r,k〉〈ψr,0, θ
(ν)
0,s(k,r,l)〉|

6 L
m−1∑
ν=1

∑
r∈ρ,r<0

∑
k∈Z+,s(k,r,l)∈σ

|〈f, θ(ν)i−r,k〉|,

где L = max
r∈ρ,s∈σ

|〈ψr,0, θ(ν)0,s 〉|.

Из формулы γ[s] = γ[k] 	M−rγ[l] следует, что γ[k] = (M−rγ[l])⊕ γ[s].
Последняя формула определяет функцию k = k(r, l, s). Поскольку при
фиксированных l и r отображение k 7→ s(k, r, l) инъективно, то для
внутренней суммы справедлива оценка∑

k∈Z+,s(k,r,l)∈σ

|〈f, θ(ν)i−r,k〉| 6
∑
s∈σ
|〈f, θ(ν)i−r,k(r,l,s)〉|.

Имеем

c′′i,l 6 L
m−1∑
ν=1

∑
r∈ρ,r<0

∑
s∈σ
|〈f, θ(ν)i−r,k(r,l,s)〉|.

Следовательно,∑
i∈Z,l∈Z+

|αi,l|c′′i,l 6 L
m−1∑
ν=1

∑
r∈ρ,r<0,s∈σ

∑
i∈Z,l∈Z+

|αi,l||〈f, θ(ν)i−r,k(r,l,s)〉|.

Применяя к внутренней сумме неравенство Коши–Буняковского,
находим

∑
i∈Z,l∈Z+

|αi,l||〈f, θ(ν)i−r,k(r,l,s)〉| 6

 ∑
i∈Z,l∈Z+

|αi,l|2
1/2

×

 ∑
i∈Z,l∈Z+

|〈f, θ(ν)i−r,k(r,l,s)〉|
2

1/2

.

Для фиксированных r и s отображение l 7→ k(r, l, s) инъективно. Тогда
справедлива оценка∑

i∈Z,l∈Z+

|〈f, θ(ν)i−r,k(r,l,s)〉|
2 6

∑
i∈Z,k∈Z+

|〈f, θ(ν)i−r,k〉|
2 6 ‖f‖22 .
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Кроме того,
∑
|αi,l|2 6 1. Следовательно,∑

i∈Z,l∈Z+

|αi,l|c′′i,l 6 L
m−1∑
ν=1

∑
r∈ρ,r<0,s∈σ

‖f‖2 = A′′ ‖f‖2 , A′′ ∈ R.

Тем самым, неравенство (22) установлено при A = A′ +A′′. �

Доказательство теоремы 25. Пусть f ∈ L2(X). Из неравенства Ко-
ши–Буняковского и леммы 30 следует, что

lim
j→−∞

∑
k∈Z+

〈f, ϕj,k〉〈f, ϕ̃j,k〉 = 0.

Тогда, переходя к пределу при j → −∞ в равенстве (14), имеем
j′−1∑
i=−∞

r∑
ν=1

∑
k∈Z+

〈f, ψ(ν)
i,k 〉〈f, ψ̃

(ν)
i,k 〉 =

∑
k∈Z+

〈f, ϕj′,k〉〈f, ϕ̃j′,k〉.

Переходя в этом равенстве к пределу при j′ → +∞, принимая во вни-
мание лемму 29 и условие ϕ̂(0)̂̃ϕ(0) = 1

µ(U) , получаем

+∞∑
i=−∞

r∑
ν=1

∑
k∈Z+

〈f, ψ(ν)
i,k 〉〈f, ψ̃

(ν)
i,k 〉 = ‖f‖22 .

Остаётся применить лемму 6.3.4 из [12]. �

§5. Примеры

Положим
Yk(x) = χ(x, γ∗[k]).

Заметим, что по определению функции χ

Yk(x) = χ(x, γ∗[k]) = exp

2πi
∑
j∈Z
〈M−1xj , (γ∗[k])1−j〉


= exp

2πi
∑
j∈Z
〈xj ,M∗−1(γ∗[k])1−j〉

= exp

2πi
∑
j∈Z
〈x1−j ,M∗−1(γ∗[k])j〉


= exp

2πi
∑
j∈Z
〈M∗−1(γ∗[k])j , x1−j〉

 .
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Из последней формулы и определения функций Уолша следует, что
{Yk}∞k=0 – система Уолша на множестве X.

Лемма 33. Пусть n ∈ Z, k ∈ Z+, x ∈ X. Тогда

(1U∗n,k)∨(x) =
1

mn
1U (M−nx)Yk(M−nx).

Доказательство. Предположим сначала, что n = k = 0. По теоре-
ме 15 будет (1U∗)

∨ ∈ S(0)
0 (X). В силу предложения 14

(1U∗)
∨(0) =

1

µU∗

∫
X∗

1U∗(ω)χ(0, ω) dµ(ω) = 1,

поэтому
(1U∗)

∨ = 1U . (24)
Пусть теперь n ∈ Z, k ∈ Z+. Имеем

(1U∗n,k)∨(x) =
1

µU∗

∫
X∗

1U∗n,k(ω)χ(x, ω) dµ(ω)

=
1

µU∗

∫
M∗−n(U∗+γ∗

[k]
)

χ(x, ω) dµ(ω)

=
1

mnµU∗

∫
U∗
χ(x,M∗−n(ω + γ∗[k])) dµ(ω)

Используя равенства (5), находим

(1U∗n,k)∨(x) =
1

mnµU∗

∫
U∗
χ(M−nx, ω) dµ(ω) · χ(M−nx, γ∗[k])

=
1

mn
(1U∗)

∨(M−nx)Yk(M−nx).

Остаётся воспользоваться формулой (24). �

Лемма 34. Пусть n ∈ N, m0 ∈ M(n+1)
0 , m0 – маска масштабирую-

щей функции ϕ, ϕ ∈ S(X), r = mn − 1. Тогда для ω ∈ X∗

ϕ̂(ω) = ϕ̂(0)

mr−1∑
k=0

1U∗n,k(ω)

r∏
j=1

m0(M∗−(j+n)γ∗[k]).

Доказательство. В силу теорем 19 и 20 будет ϕ̂ ∈ S(r−n)n (X∗). Это
значит, что функция ϕ̂ имеет вид

ϕ̂ =

mr−1∑
k=0

dk1U∗n,k ,
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где dk ∈ C. Ясно, что dk = ϕ̂(M∗−nγ∗[k]). По формуле (13) имеем

dk = ϕ̂(0)

∞∏
j=1

m0(M∗−(j+n)γ∗[k]).

Так как вектор γ∗[k] имеет не более r знаков, а полином Уолша m0

зависит только от n+ 1 знака после запятой, то при j > r + 1 будет

m0(M∗−(j+n)γ∗[k]) = m0(0) = 1.

Значит,

dk = ϕ̂(0)

r∏
j=1

m0(M∗−(j+n)γ∗[k]),

что и требовалось. �

Теорема 35. Пусть n ∈ N, m0 ∈ M(n+1)
0 , m0 – маска масштабиру-

ющей функции ϕ, ϕ ∈ S(X), r = mn − 1. Тогда

ϕ(x) =
ϕ̂(0)

mn
1U (M−nx)

mr−1∑
k=0

Yk(M−nx)

r∏
j=1

m0(M∗−(j+n)γ∗[k]).

Доказательство. В силу леммы 34

ϕ(x) = ϕ̂∨(x) = ϕ̂(0)

mr−1∑
k=0

(1U∗n,k)∨(x)

r∏
j=1

m0(M∗−(j+n)γ∗[k]).

Остаётся применить лемму 33. �

Теорема 36. Пусть n ∈ N, r = mn − 1, mν ∈ M(n+1)
0 , ν = 0, 1, . . . , r;

m0 – маска масштабирующей функции ϕ, {mν}rν=1 – маски всплеск-
функций

{
ψ(ν)

}r
ν=1

; ϕ,ψ(1), . . . , ψ(r) ∈ S(X). Тогда для ν = 1, 2, . . . , r

ψ(ν)(x) =
ϕ̂(0)

mn
1U (M−nx)

mr+1−1∑
k=0

Yk(M−nx)mν(M∗−(n+1)γ∗[k])cbk/mc,

где

cl =

r∏
j=1

m0(M∗−(j+n)γ∗[l]).
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Доказательство. По определению всплеск-функций

ψ̂(ν)(ω) = mν(M∗−1ω)ϕ̂(M∗−1ω). (25)

Так как mν ∈ Sn+1(X∗), а в силу теорем 19 и 20 будет ϕ̂ ∈ S(r−n)n (X∗),
то ψ̂(ν) ∈ S(r+1−n)

n (X∗). То есть

ψ̂(ν)(ω) =

mr+1−1∑
k=0

dk1U∗n,k(ω).

Используя формулу (25), имеем

dk = ψ̂(ν)(M∗−nγ∗[k]) = mν(M∗−(n+1)γ∗[k])ϕ̂(M∗−(n+1)γ∗[k]).

Так как ϕ̂ ∈ Sn(X∗), то

ϕ̂(M∗−(n+1)γ∗[k]) = ϕ̂(M∗−nγ∗[l]),

где l = bk/mc. Тогда по лемме 34

dk = mν(M∗−(n+1)γ∗[k])ϕ̂(0)

r∏
j=1

m0(M∗−(j+n)γ∗[l]).

Остаётся применить лемму 33. �

Для данной матрицы M и множества D цифр двойственные систе-
мы всплесков {ψ(ν)

j,k }, {ψ̃
(ν)
j,k } определяются наборами масок {mν}rν=0,

{m̃ν}rν=0. Маски ищутся в виде полиномов Уолша порядка n + 1, то
есть в виде H∗-периодических и постоянных на множествах U∗n+1,k

функций. Тогда для определения каждой из масок, достаточно задать
mn+1 значений в точках

0, ω1 . . . ωn+1, ωk ∈ {s∗0, . . . , s∗m−1}, k = 1 . . . n+ 1.

Алгоритм
Исходные данные: матрица M , M ∈ M, m = |detM |; множества

цифр D и D∗, D∗ =
{
s∗0, . . . , s

∗
m−1

}
, s∗0 = 0; число n, n > 1, где n+ 1 –

порядок масок.
(1) Полагаем r = mn−1. Ищем такие маскиm0 и m̃0, что σr(m0) =

σr(m̃0) = ∅ и m0(0) = m̃0(0) = 1. Удобно условие σr(m0) = ∅
переписать в виде

∀ω ∈ {(ω0, ω1, . . . , ωr) | ω0 6= s∗0, ωj ∈ D∗}
∃l ∈ [0 : r] m0(0, ωl−n . . . ωl) = 0,
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где ωj = 0 при j < 0. Маски m0 и m̃0 определяются не един-
ственным образом.

(2) Полагаем

mν(0) = m̃ν(0) = 0, ν ∈ [1 : r].

(3) Зададим матрицы

A(ω) = {mν(M∗−1(ω + s∗j ))}j,ν , Ã(ω) = {m̃ν(M∗−1(ω + s∗j ))}j,ν ,

где j ∈ [0 : m− 1], ν ∈ [0 : r].
Определяем маски {mν} и {m̃ν} так, чтобы выполнялось

условие

A(ω)Ã(ω)∗ = Im, ∀ω ∈ {ω0,ω1 . . . ωn | ωj ∈ D∗} ,

где Im – единичная матрица порядка m. Требуемые маски
определяются не единственным образом.

(4) Выбираем значения ϕ̂(0) и ̂̃ϕ(0) так, чтобы выполнялось ра-
венство

ϕ̂(0)̂̃ϕ(0) =
1

µ(U)
.

(5) Пользуемся теоремами 35 и 36 для получения явных формул
масштабирующей функции и всплеск-функций.

Шаг 1 по теореме 20 сделает соответствующие масштабирующие
функции ϕ и ϕ̃ тест-функциями. Шаг 2 по теореме 32 сделает системы
{ψ(ν)

j,k }, {ψ̃
(ν)
j,k } бесселевыми. Шаги 3 и 4 по теореме 25 сделают системы

{ψ(ν)
j,k }, {ψ̃

(ν)
j,k } двойственными фреймами в L2(X).

Пример 1. Пусть |detM | = 2. По приведённому алгоритму можно
получить, например, следующие маски порядка 2.

x s∗0s
∗
0 s∗0s

∗
1 s∗1s

∗
0 s∗1s

∗
1

m0(0, x) 1 2 0 0
m1(0, x) 0 0 2 2
m̃0(0, x) 1 1

2 0 0
m̃1(0, x) 0 0 1

2
1
2
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Положим ϕ̂(0) = 1, ̂̃ϕ(0) = 1/µU . По теореме 35 (поскольку n = 1,
m = 2, r = 1)

ϕ(x) = 1U (M−1x)

(
1

2
+ Y1(M−1x)

)
,

ϕ̃(x) =
1

2µU
1U (M−1x)

(
1 +

1

2
Y1(M−1x)

)
.

По теореме 36

ψ(1)(x) = 2 · 1U (M−1x)(Y2(M−1x) + Y3(M−1x)),

ψ̃(1)(x) =
1

8µU
1U (M−1x)(Y2(M−1x) + Y3(M−1x)).

Пример 2. Пусть m = |detM | = 2. По приведённому алгоритму
можно получить, например, следующие маски порядка 3.

x s∗0s
∗
0s
∗
0 s∗0s

∗
0s
∗
1 s∗0s

∗
1s
∗
0 s∗0s

∗
1s
∗
1 s∗1s

∗
0s
∗
0 s∗1s

∗
0s
∗
1 s∗1s

∗
1s
∗
0 s∗1s

∗
1s
∗
1

m0(0, x) 1 2 2 2 0 0 0 0
m1(0, x) 0 1 1 1 1 1 1 1

m2(0, x) 0 e
−i 2π

3 e
−i 2π

3 e
−i 2π

3 1 1 1 1

m3(0, x) 0 e
i 2π

3 e
i 2π

3 e
i 2π

3 1 1 1 1

m̃0(0, x) 1 1
8

1
8

1
8

0 0 0 0

m̃1(0, x) 0 1
4

1
4

1
4

1
3

1
3

1
3

1
3

m̃2(0, x) 0 1
4
e
−i 2π

3 1
4
e
−i 2π

3 1
4
e
−i 2π

3 1
3

1
3

1
3

1
3

m̃3(0, x) 0 1
4
e
i 2π

3 1
4
e
i 2π

3 1
4
e
i 2π

3 1
3

1
3

1
3

1
3

Положим ϕ̂(0) = 1, ̂̃ϕ(0) = 1/µU . По теореме 35 (поскольку n = 2,
m = 2, r = 3)

ϕ(x) =

(
1

4
1U · (1 + 2Y1 + 4Y2 + 4Y3)

)
(M−2x),

ϕ̃(x) =

(
1

4µU
1U ·

(
1 +

1

8
Y1 +

1

64
Y2 +

1

64
Y3

))
(M−2x).

По теореме 36

ψ(1)(x) =

(
1

4
1U ·

(
Y1 + 2(Y2 + Y3) + 4

7∑
k=4

Yk

))
(M−2x),

ψ(2)(x) =

(
1

4
1U ·

(
e−i

2π
3 Y1 + 2e−i

2π
3 (Y2 + Y3) + 4

7∑
k=4

Yk

))
(M−2x),
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ψ(3)(x) =

(
1

4
1U ·

(
ei

2π
3 Y1 + 2ei

2π
3 (Y2 + Y3) + 4

7∑
k=4

Yk

))
(M−2x),

ψ̃(1)(x) =

(
1

16µU
1U ·

(
Y1 +

1

8
(Y2 + Y3) +

1

48

7∑
k=4

Yk

))
(M−2x),

ψ̃(2)(x)=

(
1

16µU
1U ·

(
e−i

2π
3 Y1 +

1

8
e−i

2π
3 (Y2 + Y3) +

1

48

7∑
k=4

Yk

))
(M−2x),

ψ̃(3)(x) =

(
1

16µU
1U ·

(
ei

2π
3 Y1 +

1

8
ei

2π
3 (Y2 + Y3) +

1

48

7∑
k=4

Yk

))
(M−2x).
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Babushkin M. V., Skopina M. A. Wavelet frames on the sets of M-
positive vectors.

Wavelets on the spaces of M -positive vectors are studied. Such a space
is a multidimensional analog of the half-line in Walsh analysis. Similarly
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to the half-line, there exists a class of so-called test functions (with a
compact support of the function itself and of its Fourier transform) in
such spaces. Wavelet frames consisting of the test functions are of special
interest because they may be useful for applications to signal processing.
A method for constructing such dual wavelet frames is developed in the
paper.
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