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Введение

0.1. Многомерное обобщение алгоритма Евклида. Как известно
[1], обычные или одномерные цепные дроби строятся на основе алго-
ритма Евклида деления с остатком. Имеется несколько многомерных
обобщений алгоритма Евклида и их всевозможных применений к тео-
рии многомерных цепных дробей (см., например, [2–9]). Прекрасный
обзор трехмерных алгоритмов с подробными их характеристиками со-
держится в работе Лаббе [10].

В настоящей статье для произвольной размерности d = 1, 2, 3, . . .
предлагается обобщение алгоритма Евклида, близкое к рассмотренно-
му Бруном [5]. По конструкции наш алгоритм (M-алгоритм) проще
алгоритма Бруна. Так, в трехмерном случаеM-алгоритм определяет-
ся четырмя элементарными преобразованиями, а у Бруна – шестью.

0.2. Многомерные приближения. M-алгоритм работает двояким
образом: 1) с его помощью можно находить d-мерные приближения; и
2) получать аппроксимацию линейных форм от d+ 1 переменной.

В основе этих применений лежит матричное разложение заданного
вещественного вектора (α,−1), где α = (α1, . . . , αd) имеет произволь-
ные неотрицательные координаты, в произведение 2d элементарных
матриц — аналога неполных частных для обычных цепных дробей, ко-
гда d = 1. Зная матричное разложение, можно вычислить рациональ-
ные вершины (подходящие дроби) некоторого d-мерного симплекса,
внутри которого содержится аппроксимируемая точка α = (α1, . . . , αd)
(см. теорему 2.1).

Ранее на иных идеях [11] (см. также [12]) был построен симплекс-
ядерный алгоритм, но уже с другим аппроксимационным d-мерным
симплексом.

Ключевые слова: алгоритм Евклида, многомерные приближения, многомерные
цепные дроби.
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0.3. Аппроксимация линейных форм. Произведение элементар-
ных матриц из матричного разложения вектора (α,−1) — это квадрат-
ная матрица размера d+1. Каждая ее строка определяет свою линей-
ную форму. Формы распределяются на два класса: d форм принима-
ют положительные значения, а одна — отрицательное. Для последней
формы M-алгоритм позволяет находить приближения. Другие мето-
ды приближения содержатся в [13, 14] для тернарных линейных форм
и в [15] – для произвольной размерности.

0.4. Практическое применение. В параграфе 3 на примере раз-
мерности d = 2, когда появляются три линейные формы от трех пе-
ременных, продемонстрированы характерные особенности и эффекты
работыM-алгоритма.

За начальную аппроксимируемую точку выбрана α = (π, π2), где
π = 3.14 . . . – известная трансцендентная константа. Скорость при-
ближения линейными формами оценивалась через диофантовы экспо-
ненты. Если поставить задачу получения хороших приближений, при
которых диофантовы экспоненты принимают большие значения, то
необходимо учитывать поведение сразу всех (в нашем случае трех)
линейных форм. Проведенные вычисления показали, что на пиках
максимальная экспонента принимает значения, превышающие вели-
чину 1.3. Следовательно, M-алгоритм, согласно неравенству (3.10),
позволяет получать нетривиальные приближения линейными форма-
ми. Для линейных форм от трех переменных такие приближения счи-
таются нетривиальными.

Доказано существование приближений (см., например, [16, 17]) с
диофантовыми экспонентами, сколь угодно близкими к 2, но частоту
появления и возможность нахождения таких максимальных экспонент
удается получить только в особых случаях [13]–[15].

§1. Мажорантный алгоритм

1.1. ОпределениеM-алгоритма. Пусть e1, . . . , ed, ed+1 – единичный
базис (d+ 1)-мерного пространства Rd+1,

e1 = e1 =


1
...
0
0

, . . . , ed = ed =


0
...
1
0

, ed+1 = −ed+1 =


0
...
0
−1

 (1.1)
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и пусть

C =
{
(x1, . . . , xd, xd+1) ∈ Rd+1 : x1 > 0, . . . , xd > 0, xd+1 6 0

}
(1.2)

– многогранный конус с ребрами, направленными вдоль векторов (1.1).
Записывая векторы v ∈ C в виде столбцов

v =


v1
...
vd
vd+1

 , (1.3)

определим отображение

C 3 v A−→ v′ ∈ C, (1.4)

где

v′ = Av =


v′1
...
v′d
v′d+1

 , (1.5)

следующим образом. Пусть координата vk с минимальным номером
k = 1, . . . , d обладает свойством vk > vk′ для всех k′ = 1, . . . , d, k′ 6= k.
Тогда в определении отображения A полагаем

v′ =



v1
...

vk + vd+1

...
vd
vd+1


, если vk + vd+1 > 0; (1.6)

v′ =



v1
...
vk
...
vd

vk + vd+1


, если vk + vd+1 < 0. (1.7)

Определенное в (1.4)–(1.7) отображение A назовем мажорантным ал-
горитмом или кратко –M-алгоритмом.
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Пусть M ⊆ R – произвольный конечно порожденный Z-модуль из
поля R, т. е.

M = Z[µ1, . . . , µs], (1.8)
где µ1, . . . , µs ∈ R и Z – кольцо целых рациональных чисел; и пусть

Md+1 =M× . . .×M︸ ︷︷ ︸
(d+1)−раз

⊂ Rd+1. (1.9)

Обозначим через
C |M= C ∩Md+1 (1.10)

подмножество точек конуса (1.2) с координатами из модуля M. Из
определения (1.4)–(1.7) отображения A следует, что его ограничение
на подмножество C |M⊂ C также задает на нем отображение

C |M
A−→ C |M . (1.11)

1.2. Алгоритм Евклида. Если в качестве Z-модуля (1.8) взять коль-
цо целых чиселM = Z = Z[1], в качестве v (1.3) – вектор с координа-
тами

v1 = a1, . . . , vd = ad, vd+1 = −b, (1.12)
где a1 > 0, . . . , ad > 0, b > 0 – целые числа, и повторить отображение
(1.4) достаточное количество раз

a1
...
ad
−b

 A−→ . . .
A−→


0
...
0
−c

 , (1.13)

то через конечное число шагов получим вектор (справа в (1.13)) с по-
следней координатой c, равной g.c.d.(a1, . . . , ad, b) – наибольшему об-
щему делителю чисел (1.12).

Таким образом, M-алгоритм (1.4)–(1.7), ограниченный на модуль
M = Z, представляет собою многомерное обобщение алгоритма Ев-
клида. Для размерности d = 1 – это обычный алгоритм Евклида на-
хождения наибольшего общего делителя g.c.d.(a, b) двух чисел a, b. Бо-
лее точно, – это алгоритм Евклида, в котором вместо операции деления
с остатком, используется более элементарная операция вычитания.
1.3. Матричная запись M-алгоритма. Во многих случаях, вместо
координатной записи (1.4)–(1.7)M-алгоритма, оказывется более удоб-
ным ипользовать язык матриц. С этой целью определим следующие
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элементарные матрицы вида

Ek,d+1
k =


1 · · · · · · 0
· · · · · ·

0 · · · 1 · · · 0
· · · · · ·

0 · · · 1 · · · 1

 (k) (1.14)

(k)

и – еще один дополнительный вид матриц

Ek,d+1
d+1 =


1 · · · · · · 0
· · · · · ·

0 · · · 0 · · · 1
· · · · · ·

0 · · · 1 · · · 1

 (k), (1.15)

(k)

где k = 1, . . . , d. Отображение (1.5) можно представить в виде умно-
жения матриц

A : v 7→ v′ = Ek,d+1
k · v, если vk + vd+1 > 0; (1.16)

A : v 7→ v′ = Ek,d+1
d+1 · v, если vk + vd+1 < 0. (1.17)

§2. Многомерные приближения

2.1. Расширенная полугруппа преобразований. Обозначим че-
рез E полугруппу, порожденную элементарными матрицами Ek,d+1

k и
Ek,d+1
d+1 соответственно из (1.14) и (1.15). Отметим, что по определе-

нию полугруппа E не содержит единичной матрицы. Расширим E до
полугруппы 〈E ,S〉, добавляя к ней все перестановки s ∈ S первых d
координат:

s


x1
...
xd
xd+1

 =


xs(1)
...

xs(d)
xd+1

 . (2.1)

Пусть C – конус (1.2). Исключим из него верхнюю координатную
гиперплоскость:

C− = {x ∈ C : xd+1 < 0}. (2.2)
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Лемма 2.1. Конус C− замкнут относительно действия полугруппы
〈E ,S〉, т. е.

M−1 ·C− ⊆ C− для каждой матрицы M ∈ 〈E ,S〉. (2.3)

Доказательство. Очевидно, из определния (2.1) следует включение
(2.3) для матриц M из группы перестановок S. Для матриц (1.14) и
(1.15) обратные матрицы имеют вид

(Ek,d+1
k )−1 =


1 · · · · · · 0
· · · · · ·

0 · · · 1 · · · 0
· · · · · ·

0 · · · −1 · · · 1

 (k) (2.4)

(k)

и

(Ek,d+1
d+1 )−1 =


1 · · · · · · 0
· · · · · ·

0 · · · 0 · · · −1
· · · · · ·

0 · · · 1 · · · 1

 (k), (2.5)

(k)

где k = 1, . . . , d. Используя формулы (2.4), (2.5) проверяем (2.3) для
матриц M из E . �

Выделим из 〈E ,S〉 подполугруппу 〈E ,S〉′ матриц

M = ∗ · · · · · Ek
′,d+1
k′ · . . . · ∗, (2.6)

в разложении которых содержится хотя бы по одному разу элементар-
ные матрицы Ek

′,d+1
k′ из (1.14) для всех k′ = 1, . . . , d, d+ 1.

Как следствие из леммы 2.1 получается

Предложение 2.1. Пусть e1, . . . , ed, ed+1 – векторы (1.1) и M –
матрица из полугруппы 〈E ,S〉′. Тогда имеют место включения

M−1 · ek ∈ C− (2.7)

для всех k = 1, . . . , d, d+ 1.
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2.2. Центральная проекция. Определим центральную проекцию

C−
pr−1−→ H−1 : (2.8)

x =


x1
...
xd
xd+1

 7→ x′ =


x′1
...
x′d
x′d+1

 ,

где x′1 = x1/(−xd+1), . . ., x′d = xd/(−xd+1), x′d+1 = −1, на гиперплос-
кость

H−1 = {x ∈ C;xd+1 = −1} ⊂ C−. (2.9)

Так определить проекцию pr−1 возможно, поскольку согласно (2.2)
точки x конуса C− имеют последнюю координату xd+1 < 0.
2.3. Расширенный M-алгоритм. Расширим M-алгоритм (1.4),
(1.16), (1.17) с действия полугруппы E на полугруппу 〈E ,S〉, полагая

SA : v 7→ v′ = E∗,∗∗ · v (2.10)

для элементарных матриц E∗,∗∗ = Ek,d+1
k или Ek,d+1

d+1 из (1.14), (1.15), и
–

SA : v 7→ v′ = s · v (2.11)

для перестановочных матриц s ∈ S из (2.1). Так определенный алго-
ритм будем называть расширеннымM-алгоритмом.

Замечание 2.1. Добавление к M-алгоритму перестановочных мат-
риц s ∈ S не является существенным фактором. Обычно матрицы s
добавляется в конце M-алгоритма лишь при исследовании векторов
v, имеющих алгебраические координаты, с целью получить более ко-
роткие рекуррентные формулы аппроксимации.

Фиксируем некоторый вектор v в конусе C−. Не уменьшая общно-
сти, можем считать, что выбранный вектор имеет вид

v =

(
α
−1

)
, где α =

 α1

...
αd

 , (2.12)

принадлежит d-мерному конусу Rd>0 в пространстве Rd, состоящему
из точек с неотрицательными координатами.



92 В. Г. ЖУРАВЛЕВ

Подействуем на вектор (2.12) M-алгоритмом несколько раз –

v
M1−→M1v

M2−→M2M1v
M3−→ . . .

Mn−→Mn · · ·M2M1v. (2.13)

Согласно определению (2.10) , (2.11) каждая матрица Mi в последова-
тельности (2.13) равна некоторой элементарной матрице или переста-
новочной матрице. Введем следующие обозначения

v′ =Mv, где M =Mn · · ·M2M1 (2.14)

– матрица из полугруппы 〈E ,S〉. Данная матрица

M =M

(
A;
(

α
−1

)
, n

)
(2.15)

однозначно определяется начальной точкой (2.12) и количеством ша-
гов n вME-алгоритме (1.4). Из определений (1.14), (1.15) и (2.1) следу-
ет, чтоM – это унимодулярная матрица с неотрицательными целыми
коэффициентами. Далее всегда будем предполагать, что матрица M
принадлежит полугруппе 〈E ,S〉′, т. е. имеет вид (2.6).

2.4. Прообразы единичных векторов. Подействуем на единичные
векторы (1.1) обратной матрицей M−1 для матрицы из (2.14):

M−1 · ek = e′k. (2.16)

Из предложения 2.1 и формул (2.4), (2.5) для обратных элементарных
матриц следует, что образы e′k имеют вид

e′k =


p1k
...
pdk
−qk

 (2.17)

с координатами p1k > 0, . . . , pdk > 0, qk > 1, являющимися целыми
числами. Поэтому к векторам e′k можно применить центральную про-
екцию pr−1 из (2.8). Получим вектор

pr−1e
′
k =


p1k/qk

...
pdk/qk
−1

 , (2.18)
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принадлежащий гиперплоскости H−1 (2.9). В дальнейшем удобно для
вектора (2.18) использовать сокращение

pr−1e
′
k =

(
pk/qk
−1

)
, где pk/qk =

 p1k/qk
...

pdk/qk

 . (2.19)

2.5. Конусы и симплексы. Определим многогранный конус

R>0 [e
′
1, . . . , e

′
d, e
′
d+1] = {λ1e′1+ . . .+λde′d+λd+1e

′
d+1; λk ∈ R>0} (2.20)

с ребрами, направленными вдоль векторов (2.17). Здесь R>0 обозна-
чает множество вещественных неотрицательных чисел. В терминах
(2.20) конус (1.2) запишется как

C = R>0 [e1, . . . , ed, ed+1]. (2.21)

Лемма 2.2. Пусть M принадлежит 〈E ,S〉′, см. (2.6), C− – конус
(2.2), v – вектор из последовательности (2.13). Тогда

R>0 [e
′
1, . . . , e

′
d, e
′
d+1] ⊂ C− и v ∈ R>0 [e

′
1, . . . , e

′
d, e
′
d+1]. (2.22)

Доказательство. Применяя предложение 2.1, из условия принад-
лежности матрицы M полугруппе 〈E ,S〉′ выводим первое включение.
Из определения расширенного M-алгоритма (2.10), (2.11) вытекает
включение

v′ =Mv ∈ R>0 [e1, . . . , ed, ed+1],

что означает существование разложения

v′ = x1e1 + . . .+ xded + xd+1ed+1 (2.23)

вектора v′ с коэффициентами xk > 0 для k = 1, . . . , d, d+ 1. Умножая
на матрицу M−1 правую и левую части равенства (2.23) и вспоминая
определение (2.16) векторов e′k, получаем разложение

v = x1e
′
1 + . . .+ xde

′
d + xd+1e

′
d+1 (2.24)

вектора v с теми же коэффициентами, что и равенстве (2.23). Из раз-
ложения (2.24) вытекает второе включение (2.22). �

Рассмотрим d-мерный симплекс

Simp−1(pr−1e
′
1, . . . ,pr−1e

′
d,pr−1e

′
d+1)

= R>0 [e
′
1, . . . , e

′
d, e
′
d+1] ∩H−1, (2.25)
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получающийся сечением конуса (2.20) гиперплоскостью H−1 из (2.9).
Согласно (2.19), данный симплекс имеет d+ 1 вершину

pr−1e
′
k =

(
pk/qk
−1

)
, k = 1, . . . , d, d+ 1.

Далее воспользуемся биекцией

H−1
ι−→ Rd>0 :


x1
...
xd
−1

 7→
 x1

...
xd

 . (2.26)

Поскольку симплекс (2.25) по определению содержится в d-мерной ги-
перплоскостиH−1, то, вспоминая обозначения (2.19) и используя биек-
цию (2.26), указанный симплекс можно отождествить с другим, также
d-мерным симплексом

Simp
( p1
q1
, . . . ,

pd
qd
,
pd+1

qd+1

)
(2.27)

=
{
λ1
p1
q1

+ . . .+ λd
pd
qd

+ λd+1
pd+1

qd+1
; λ1 + . . .+ λd + λd+1 = 1, λk > 0

}
,

но уже содержащимся в конусе Rd>0.

Теорема 2.1. Пусть вектор v из последовательности (2.13) имеет

вид v =

(
α
−1

)
, где α =

 α1

...
αd

 принадлежит d-мерному конусу

Rd>0, и пусть матрица M из (2.14) принадлежит полугруппе 〈E ,S〉′,
т. е. имеет вид (2.6). Тогда, см. (2.27), имеем

α ∈ Simp
( p1
q1
, . . . ,

pd
qd
,
pd+1

qd+1

)
. (2.28)

Доказательство. По условию теоремы вектор v =
( α
−1

)
принадле-

жит определенной в (2.9) гиперплоскости H−1. Поэтому его проекция
(2.8) на H−1 совпадает с самим вектором

pr−1v = v

и, следовательно, по лемме 2.2 вектор v принадлежит

v ∈ Simp−1(pr−1e
′
1, . . . ,pr−1e

′
d,pr−1e

′
d+1) (2.29)
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симплексу (2.25). Поскольку образ вектора v относительно биекции
(2.26) равен ι(v) = α, то из включения (2.29) вытекает утверждение
теоремы (2.28). �

Введем какую-нибудь метрику в Rd+1, например, 1-метрику

|(x1, . . . , xd+1)|1 = |x1|+ . . .+ |xd+1|. (2.30)

В метрике (2.30) определим длину наибольшего ребра

%Mmax = max
16k<k′6d+1

∣∣∣∣pkqk − pk′

qk′

∣∣∣∣
1

симплекса (2.27). Она полностью определяется матрицей M из (2.14).

Теорема 2.2. В обозначениях теоремы 2.1 выполняется следующая
аппроксимационная формула∣∣∣∣α− pk

qk

∣∣∣∣
1

6 %Mmax

для всех k = 1, . . . , d+ 1.

Доказательство. Формула следует из (2.28), поскольку расстояние
от произвольной точки симплекса до любой из его вершин не превос-
ходит длины наибольшего ребра этого симплекса. �

2.6. Приближения обычными цепными дробями. Следствием
теоремы 2.1 является следующий хорошо известный частный случай
(см., например, [1]).

Следствие 2.1. Если d = 1 и α > 0 – вещественное число, то

α ∈
[
p2
q2
,
p1
q1

]
,

а p1, q1, p2, q2 определены по α в (2.19).

§3. Числовые примеры

3.1. Матричное разложение в цепную дробь. На примере раз-
мерности d = 2 покажем характерные особенности и эффекты работы
M-алгоритма, определенного в (1.4), (1.16), (1.17). За начальный век-
тор выберем

α−1 =

(
α
−1

)
∈ C− , (3.1)
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где

α =

(
α1

α2

)
=

(
π
π2

)
и π = 3.1415 . . . – известная трансцендентная константа.

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Рис. 3.1. Матричное разложение начального вектора
α−1 = (α,−1).

В двумерном случае элементарные матрицы (1.14) принимают вид

E1,3
1 =

 1 0 0
0 1 0
1 0 1

 , E1,3
3 =

 1 0 1
0 1 0
0 0 1

 , (3.2)

E2,3
2 =

 1 0 0
0 1 0
0 1 1

 , E2,3
3 =

 1 0 0
0 1 1
0 0 1

 .

Поскольку вектор α трансцендентный и, значит, его степень degα =
+∞ больше d + 1 = 3, под действием M-алгоритма вектор α−1 из
(3.1) будет иметь бесконечное непериодическое матричное разложение
в цепную дробь

α−1
M1−→M1α−1

M2−→M2M1α−1
M3−→

. . .
Mn−→Mn · · ·M2M1α−1

Mn+1−→ . . . (3.3)
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Здесь M1,M2, . . . ,Mn, . . . – одна из элементарных матриц (3.2). При-
чина появления такого типа разложения та же, что и при разложении,
скажем, кубической иррациональности в обычную цепную дробь.

Чтобы придать разложению (3.3) графический вид, нужно как-то
упорядочить матрицы (3.2). Удобно это сделать, например, следую-
щим образом:

E1,3
1 ≺ E1,3

3 ≺ E2,3
3 ≺ E2,3

2 . (3.4)

Именно такой порядок использован на графике, представленном на
рис. 3.1. Четыре уровня на этом графике отвечают соответствующим
уровням в последовательности (3.4) элементарных матриц.

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

1,0

1,5

Рис. 3.2. График диофантовых экспонент η(n, 1) для
линейной формы l

M(n)
1 .

3.2. Аппроксимации линейных форм. Запишем в координатах

M(n) =Mn · · ·M2M1 =

 m11 m12 m13

m21 m22 m23

m31 m32 m33

 (3.5)

матрицу из (3.3); и проследим, как длинные циклы в разложениях в
цепную дробь (в нашем случае – это плато из шагов с номерами 45–55)
влияют на порядок приближения линейных форм. Учитывая выбор
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10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1,0

1,1

1,2

1,3

Рис. 3.3. График диофантовых экспонент η(n, 2) для
линейной формы l

M(n)
2 .

начального векторa (3.1) и вид матрицы (3.5), получаем следующие
три линейные формы

l
M(n)
1 (m1) = m11

√
2 +m12

4
√
2−m1,3

l
M(n)
2 (m2) = m21

√
2 +m22

4
√
2−m2,3

l
M(n)
3 (m3) = m31

√
2 +m32

4
√
2−m3,3,

(3.6)

где через m1,m2,m3 обозначили строки матрицы (3.5).
3.3. Диофантовы экспоненты приближений. Скорость прибли-
жения линейными формами удобно оценивать через диофантовы экс-
поненты. Если ввести обозначения

max(mk) = max{mk1,mk2,mk,3} (3.7)

для k = 1, 2, 3, то диофантовы экспоненты можно определит форму-
лой

η(n, k) =
− ln(|lM(n)

k (mk)|)
ln(max(mk))

. (3.8)

Определение (3.8) корректно, т. к. M(n) из (3.5) являются унимоду-
лярными матрицами с неотрицательными целыми коэффициентами,
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Рис. 3.4. График диофантовых экспонент η(n, 3) для
линейной формы l

M(n)
3 .

и поэтому для таких матриц max(mk) > 0 и линейные формы (3.6)
принимают ненулевые значения lM(n)

k (mk) 6= 0.
Из (3.8) вытекает следующая аппроксимационная оценка∣∣∣lM(n)

k (mk)
∣∣∣ 6 1

max(mk)η(n,k)
(3.9)

для n = 1, 2, 3, . . . и k = 1, 2, 3. В случае размерности d = 2 указанная
оценка считается нетривиальной, если диофантова экспонента в (3.9)
удовлетворяет неравенству [16]

η(n, k) > 1. (3.10)

На рис. 3.2–3.4 изображены графики диофантовых экспонент η(n, k)
для линейных форм l

M(n)
k (k = 1, 2, 3) при значениях аргумента из

интервала 20 6 n 6 100. Если поставить задачу получения хороших
приближений (3.9), т. е. отыскание тех значений n, при которых η(n, k)
принимает большие значения, то необходимо учитывать диофантовы
экспоненты сразу для всех трех линейных форм l

M(n)
1 , lM(n)

2 , lM(n)
3 . С

этой целью введем максимальную экспоненту

η(n) = max{η(n, 1), η(n, 2), η(n, 3)}. (3.11)
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Рис. 3.5. Максимум диофантовых экспонент η(n) для
трех линейных форм.

Ее график представдлен на рис. 3.5. На пиках данного графика мак-
симальная экспонента (3.11) принимает значения η(n) > 1.3. Следова-
тельно,M-алгоритм, согласно неравенству (3.10), позволяет получать
нетривиальные приближения линейными формами.
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